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1 Einleitung

Wie aus dem Titel bereits hervorgeht, beschéiftigt sich diese Arbeit mit der zeitabhéngi-
gen Dynamik innerhalb des sogenannten Zentralspinmodells (auch Gaudin-Modell ge-
nannt [1]). Dies ist ein recht allgemein gehaltenes Modell und es kann zur Beschrei-
bung verschiedener physikalischer Systeme verwendet werden, wie beispielsweise von
NV-Zentren in Diamant [2] oder eines einzelnen Elektrons in einem Halbleiterquanten-
punkt (HLQP). Wir sind im Rahmen dieser Arbeit an letzterem Problem interessiert,
bei dem die Hyperfeinwechselwirkung zwischen dem Elektronspin und den Spins der
ihn umgebenen Kerne in Form eines Zentralspinmodells beschrieben wird. Zudem bein-
haltet dieses Modell auch den Einfluss eines externen Magnetfelds.

Das Interesse an dieser Problematik ist durch die Quanteninformationsverarbeitung
(QIV) motiviert, da vielversprechende Ansitze existieren QI mit Hilfe von Elektron-
spins in HLQPen zu speichern [3] [4]. Die eingelesene Information geht jedoch durch
verschiedene Prozesse mit der Zeit verloren, von denen die durch die Hyperfeinwechsel-
wirkung hervorgerufene Spindephasierung zu den wichtigsten z#hlt [5]. In dieser Arbeit
soll daher ein Verstdndnis gewonnen werden, wie genau die Dephasierung eines einzel-
nen Elektrons in einem einzelnen HLQP aussieht und funktioniert.

Das Zentralspinmodell ist mittels Bethe-Ansatz integrabel [6], jedoch ist seine Losung
fiir den konkreten Fall beliebig kompliziert. Daher existieren verschiedene Ansétze zu
seiner Behandlung. Beispielsweise eignet sich fiir den Fall eines starken externen Ma-
gnetfelds eine storungstheoretische Herangehensweise, welche jedoch ohne ein grofies
aufleres Feld versagt [7]. Zudem existieren verschiedene Herangehensweisen zur analy-
tischen Behandlung des Modells, die sich jedoch in der Regel lediglich auf bestimmte
Konfigurationen oder Anfangsbedingungen beziehen [8] [9] [10]. Beschrénkt man sich
hingegen auf ein endliches System, so bieten sich verschiedene numerische Methoden
an. Zunéchst ist in diesem Zusammenhang die exakte Diagonalisierung zu nennen [11],
welche offenbar exakte Resultate liefert, jedoch nur fiir sehr kleine Systeme anwend-
bar ist. Um wesentlich gréflere Systeme zu bearbeiten bieten sich Trunkierungsmetho-
den an, die nicht den gesamten Fockraum des Systems abspeichern, sondern sich auf
Unterrdume beschréanken. Beispielsweise sind die Behandlung mittels der zeitabhéngi-
gen Dichtematrix-Renormalisierungsgruppe (tDMRG) oder der Numerischen Renor-
mierungsgruppe (TD-NRG) denkbar. Letztere wurde noch nicht auf das hier betrachete
System angewandt und ihre Brauchbarkeit fiir diese Problematik ist derzeit noch un-
klar. Die Anwengund der tDMRG auf das Zentralspinmodell wird derzeit von D. Stanek
an der TU-Dortmund ausgearbeitet. Der grofle Vorteil dieser Methode ist die Erreich-
barkeit verhéltnisméBig grofler Systeme (O(100) Spins), jedoch sind die berechenbaren
Zeitraume und zuginglichen Anfangsbedingungen relativ beschrankt. J. Jdger hat vo-
riges Jahr im Rahmen ihrer Diplomarbeit [12] eine weitere Trunkierungsmethode be-



arbeitet, der die Heisenbergsche Bewegungsgleichung zu Grunde liegt. Bei dieser Her-
angehensweise stellten sich die auftretenden Trunkierungsfehler jedoch als gravierend
heraus.

Gegenstand dieser Arbeit ist die Behandlung der zeitabhéngigen Dynamik im Zentral-
spinmodell mittels der Chebyshev-Polynomentwicklung [13]. Dies ist eine Methode, die
den gesamten Fockraum des Systems abspeichert, somit frei von Trunkierungsfehlern ist
und, bis auf unvermeidbare Fehler durch die begrenzte Genauigkeit des Computers, ex-
akte Resultate liefert. Im Vergleich zur exakten Diagonalisierung bietet die Chebyshev-
Entwicklung vor allem den Vorteil grofiere Systeme zugénglich zu machen. Dariiber
hinaus besteht durch sie die Moglichkeit beliebige Anfangsbedingungen einflieen zu
lassen, was eines der wesentlichen Probleme analytischer Ansétze darstellt.

Insgesamt besteht das Ziel dieser Arbeit darin ein Verstéindnis zu gewinnen, wie sich die
Hyperfeinwechselwirkung in HLQPen auf die Dynamik polarisierter Elektronspins aus-
wirkt. Zu diesem Zweck werden zunéchst die genaue Systemmodellierung in Form eines
Zentralspinmodells vorgestellt, in dem der Zentralspin von einigen (~ 20) Kernspins
umgeben ist, und grundlegende Eigenschaften des Modells angesprochen. Dann wird
die Funktionsweise der Chebyshev-Polynomentwicklung zur Propagation physikalischer
Zustidnde erklért, sowie eine direkte Methode zur Berechnung der Frequenzspektren
zeitabhéngiger Groflen vorgestellt und an einem Toy-Modell getestet. Daraufhin wird
zunichst eine identische Kopplung des Elektrons an jeden der Kerne angenommen und
fiir diesen Fall eine exakte Losung der Zeitentwicklung angegeben und diskutiert. An-
schliefend wird studiert, welchen Effekt die Hyperfeinwechselwirkung in realistischen
HLQPen hat. Dazu werden die Ergebnisse auf ihre Abhéngigkeit von der Systemgrofie
hin analysiert. In diesem Zusammenhang wird auch ein analytisches, Mean-Field-artiges
Resultat fiir ein unendlich grofles System ohne dufleres Magentfeld vorgestellt, dessen
Ubereinstimmung mit den numerischen Daten untersucht werden wird. Zudem wird
die Ubertragbarkeit dieser analytischen Herangehensweise auf den magnetfeldbehafte-
ten Fall diskutiert.

Es sei an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, dass wéihrend der gesamten Arbeit
natiirliche Einheiten (h = ¢ = 1) verwendet werden.



2 Experimenteller Hintergrund

Wie in der Einleitung bereits erwdhnt wurde, existieren Ansétze um QIV auf Basis
von HLQPen zu betreiben. Um dies jedoch tatséchlich zu realisieren ist die umfassende
Erforschung der Physik von HLQPen von No6ten, wozu diverse experimentelle und theo-
retische Arbeiten existieren. In diesem Kapitel sollen kurz eine Methode zur Erzeugung
von HLQPen beschrieben und wesentliche Eigenschaften der QPe angegeben werden.
Zudem sollen auch grundlegende experimentelle Ansétze angesprochen werden, welche
die Betrachtung von Spindephasierung in HLQPen mdoglich machen.

2.1 Wachstum und Eigenschaften von
Halbleiterquantenpunkten

Es existieren verschiedene Methoden zur Erzeugung von QPen im Allgemeinen. An der
TU-Dortmund werden speziell selbstorganisierte Ensembles von HLQPen untersucht,
welche durch Molekularstrahlepitaxie (MBE = molecular beam epitaxy) hergestellt
werden [14]. An dieser Stelle soll der Herstellungsprozess an dem konkreten Beispiel
von InAs/GaAs-QPen illustriert werden, wobei die Stranski-Krastanow-Methode ver-
wendet wird [15]. Die Bezeichnung InAs/GaAs meint, dass die resultierenden QPe aus
InAs bestehen, welche auf einem GaAs-Substrat gewachsen sind. Der Herstellungspro-
zess findet im Ultrahochvakuum statt. Dabei werden die Stoffe In und As erhitzt bis
sie verdampfen und so fokussiert, dass sie einen Strahl ergeben, welcher dann auf das
leicht erhitzte GaAs-Substrat trifft. Da die Gitterkonstanten von GaAs und InAs sich

Abbildung 2.1: (1.) STM-Aufnahme eines einzelnen InAs-Quantenpunkts [16]. (r.) Mit-
tels eines TEM gewonnene Aufnahme eines selbstorganisierten QP-
Ensembles vom MPI in Halle.



nur um etwa 7 % unterscheiden [17], bildet sich auf dem Substrat zunéichst eine Monola-
ge InAs mit der Gitterkonstante von GaAs. Nach und nach kommen weitere Monolagen
hinzu, deren Gitterkonstante jedoch gegen die eigentliche von InAs strebt, sodass im
Material Verspannungen auftreten. Aufgrund dieser Verspannungen wichst nach we-
nigen Monolagen keine gleichméfiige Oberfliche InAs auf, sondern es entstehen viele
kleine Inseln, die QPe. Abbildung 2.1 zeigt beispielhaft eine Rastertunnelmikroskop-
aufnahme (STM = scanning tunneling microscope) eines typischen HLQPs und eine
Transmissionselektronmikroskopaufnahme (TEM) eines QP-Ensembles, welche mittels
MBE erzeugt wurden. Es sei noch angemerkt, dass nach dem Entstehen der InAs-QPe
noch eine Schicht GaAs iiber die Probe gewachsen wird, sodass das InAs beidseitig von
GaAs eingeschlossen ist.

Die Bandstrukturen von GaAs und InAs haben eine sehr dhnliche Gestalt, welche in
der Nidhe der Bandliicke schematisch in Abbildung 2.2 gezeigt ist, allerdings ist die
Bandliicke von GaAs etwa 30% grofler als die von InAs, sodass die von GaAs um-
schlossenen InAs-QPe innerhalb der Probe einen dreidimensionalen Potentialtopf bil-
den. Somit konnen Elektronen innerhalb der HLQPe lokalisiert werden, wo sie lediglich
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Abbildung 2.2: (1.) Schematische Darstellung der Bandstrukturen von GaAs und InAs,
Abbildung tibernommen aus [18]. (r.) Der resultierende Potentialtopf
im HLQP. vb bezeichnet das Valenzband und cb das Leitungsband.
Gezeigt sind lediglich die hier relevanten Energieniveaus.

einige diskrete Energiewerte annehmen kénnen. Aus diesem Grund spricht man bei
QPen auch haufig von kiinstlichen Atomen. Neben der Lokalisierung der Elektronen, be-
wirkt der Einschluss in den HLQPen auch, dass die Elektron-Elektron-Wechselwirkung,
welche in Volumenhalbleitern die dominante Rolle spielt, stark unterdriickt wird und
andere Effekte, wie die Hyperfeinwechselwirkung, in den Vordergrund treten.



2.2 Optische Kontrolle von Spins in Halbleiterquantenpunkten

Zum Zweck der QIV mochte man Informationen auf den Spins von Elektronen in-
nerhalb der HLQPe speichern. Um dies jedoch fiir die Praxis nutzbar zu machen, ist
es von Noten gewisse Kohérenzzeiten zu erreichen, um eine grofle Anzahl von Ope-
rationen durchfithren zu koénnen ohne die gespeicherte Information zu verlieren. Da
die notwendige Kohérenzzeit von Elektronspins in HLQPen von Natur aus nicht hin-
reichend lang ist, ist es wichtig ein genaues Versténdnis iiber die auftretende Spinde-
phasierung zu gewinnen. Dazu werden héaufig Pump-Probe-Experimente durchgefiihrt,
bei denen ein erster Laserpuls (Der Pump-Puls) verwendet wird, um in einem QP-
Ensemble eine Spinpolarisation zu erzeugen und ein zweiter, nach einer einstellbaren
Verzogerung auftreffender Puls (Der Probe-Puls), der die noch vorhandene Polarisation
wahlweise aufgrund des Kerr- oder Farraday-Effekts messbar macht [19]. Abbildung 2.3

0
i
[
1/
1!

=~

Abbildung 2.3: Grundlegender Aufbau eines Pump-Probe-Experiments in Voigt Geo-
metrie. Abbildung iibernommen von der Webseite des Lehrstuhls fiir
experimentelle Physik 2 der TU-Dortmund [20].

zeigt den grundlegenden Aufbau eines solchen Pump-Probe-Experiments in der soge-
nannten Voigt Geometrie. Diese meint, dass die parallel zur Ausbreitungsrichtung (im
Folgenden z-Richtung) des Pump-Strahls polarisierten Elektronenspins einem externen
Magnetfeld in z-Richtung ausgesetzt sind. Dieses Feld bewirkt, dass sdmtliche Spins
eine Larmorpréizession um die xz-Achse durchfiihren, sodass ein kohérenter Anteil in
der Gesamtdynamik des Systems entsteht. Misst man die Spinpolarisation entlang der
z-Achse ist somit eine Oszillation zu erkennen, in deren Abklingen sich die auftretende
Dephasierung duflert. In der Abbildung wird zur Detektion der vorhandenen Spinpo-
larisation der Farraday-Effekt angedeutet, weshalb der Probe-Strahl auch linear pola-
risiert sein sollte. Die zirkulare Polarisation des Pump-Strahls hingegen ist notwendig,



um {iberhaupt eine Spinpolarisation in der Probe zu erzeugen. Es wird typischerwei-
se ein Pump-Laser verwendet, dessen Energie zu gering ist, um Anregungen aus dem
abgespaltenen Split-off-Band (siehe Abbildung 2.2) zu erlauben, weshalb effektiv ein
6-Niveau System vorliegt. Dieses besteht aus dem Leitungs-, dem Leichtloch- und dem
Schwerlochband. In den ersten beiden Béandern tragen die Teilchen den Spin j, = :i:%,
in letzterem ist dagegen j, = i%. Zirkular polarisiertes Licht tréigt je nach Polarisati-
onsrichtung den Drehimpuls +1 (rechtszirkular) oder —1 (linkszirkular). Somit sind die
in Abbildung 2.4 gezeigten Anregungen mdaglich. Da Ubergiéinge aus dem Schwerloch-
band im mittel 3-mal haufiger auftreten als aus dem Leichtlochband, kann insgesamt
eine Spinpolarisation von maximal 50 % erreicht werden. Zudem zeigt sich, dass links-
zirkular polarisiertes Licht immer eine Spinpolarisation parallel und rechtszirkulares
Licht antiparallel zur Ausbreitungsrichtung bewirkt. Somit haben wir gesehen, wie ei-
ne Spinpolarisation innerhalb eines Ensembles von HLQPen erzeugen und ihr Zerfall
gemessen werden kann. Dieses Verfahren bildet die Grundlage der Messungen, welche
die vorliegende Arbeit motivieren, da auf diese Weise die Hyperfeinwechselwirkung als
entscheidende Ursache der Spindephasierung ausgemacht werden konnte.

. 1 1
) === i
Elektronen it _— Leitungsband
(0 ( o
3x 3x
Schwere Locher
1x 1x
1 7_2 +i
Locher - 2 2
2 M Leichte Locher
2 2

Abbildung 2.4: Das effektive 6-Niveausystem, welches bei der optischen Anregung von
Elektronenspins in HLQPen zu Grunde liegt. o gibt rechts- und
o~ linkszirkulares Licht an. Zudem ist die relative Héaufigkeit der
Ubergiinge angegeben. Die Abbildung ist aus [19] iibernommen.



3 Modellierung des Systems

Wie im vorigen Kapitel beschrieben, gilt das Interesse dieser Arbeit einem Versuchsauf-
bau, bei dem im wesentlichen Elektronen (oder Locher) in Ensembles von QPen optisch
angeregt werden und darauthin die Zeitentwicklung der induzierten Polarisation beob-
achtet wird. Bei diesem Prozess spielen verschiedene Faktoren eine Rolle, wie zum Bei-
spiel die Hyperfein-Fermi-Kontakt-Wechslwirkung [21], die Spin-Bahn-Kopplung oder
die Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Wiahrend erstere bereits auf kiirzesten Zeitskalen zur
Geltung kommt, gewinnen letztere erst ab etwa 1072 s an Relevanz [22], sodass fiir den
initialen Polarisationszerfall die Fermi-Kontakt-Wechselwirkung die entscheidende Rol-
le spielt. Aus diesem Grund beschréinkt sich die vorliegende Arbeit auf die Betrachtung
eben dieser.

3.1 Das Zentralspinmodell

Der Ausgangshamiltonoperator

1671' - - . —
Hkontakt - BMB Z %: (S . Ik) (5(7’ - Rk) (31)
k

dient unter anderem der Beschreibung eines einzelnen QPs, in dem ein einzelnes ange-
regtes Elektron (oder Loch) mittels der genannten Wechselwirkung mit den Kernspins
interagiert [9][23]. Die auftauchende Summe lduft dabei iiber simtliche Gitterplétze.
Die Operatoren S und f; bezeichnen die Drehimpulsoperatoren des Elektrons und der
jeweiligen Kerne. 7 ist die Position des Elektrons und pp das Bohrsche Magneton und
analog sind Ry, und py. die Position und das magnetische Moment der Kerne. Da der
Abstand zweier Energieniveaus eines lokalisierten Elektrons wesentlich grofler ist, als
die Energie der Hyperfein-Wechselwirkung, lédsst sich dieser Hamiltonoperator mittels
Storungstheorie erster Ordnung auf die Form

Hyp = Z ALS - I (3.2)
k
167 =

A = = PR (R (3:3)

bringen, worin bereits eine Beschrénkung der Elektronenwellenfunktion auf das s-Orbital
stattgefunden hat, sodass das magnetische Moment S des Elektrons lediglich durch sei-
nen Spin gegeben ist. zﬁe(ﬁk) ist hier die Elektronwellenfunktion am Ort des jeweiligen
Kernspins, deren Betrag durch I gegeben ist. Der Hamiltonoperator Hys bildet den
Hyperfeinwechselwirkungsanteil des hier betrachteten Zentralspinmodells, welches in



allgemeiner Form erstmals 1976 von Gaudin angegeben wurde [1]. Der Name dieses
Modells ist intuitiv sofort verstéindlich, da es aus einer Vielzahl von Badspins besteht,
welche an ein Magnetfeld koppeln, das lediglich von einem einzelnen magnetischen
Moment, ndmlich dem Spin des Elektrons, herriihrt. Gleichzeitig wechselwirken die
Kernspins nicht miteinander. Fiir Elektronen in einem Halbleiter ist in (3.3) noch zu
berticksichtigen, dass sich die Wellenfunktion 1) (7) nach dem Bloch-Theorem aus der
Blochamplitude u(7) und einer modulierenden Einhiillenden () zusammensetzt. Fiir
freie Elektronen wire ’u(ﬁ@f = 1, allerdings ergibt sich hier fiir realistische Kristalle

ein Faktor 7, der in Halbleitern in der Regel von der GroBenordnung 103 ist [8]. Der
bis hierher diskutierte Hamiltonoperator (3.2) beschreibt ein in sich geschlossenes Sys-
tem, in dem magnetische Momente miteinander wechselwirken. Wie aber im vorigen
Kapitel angesprochen, werden die QPe in den meisten Féllen zusétzlich einem &dufle-
ren Magnetfeld B ausgesetzt, welches die Dynamik des Systems signifikant beeinflusst.
Aufgrund der geringen Zeeman-Energie der Kerne gegeniiber dem Elektron, wird hier
die Kopplung der Kernspins an das Magnetfeld vernachléssigt und der gesamte Hamil-
tonoperator lautet

H=gppS-B+Y ApS- I, (3.4)
k

worin g, das gyromagnetische Verhéltnis des Elektrons bezeichnet. Dies ist der vollsténdi-
ge Hamiltonoperator, welcher im Rahmen dieser Arbeit untersucht wird.

3.2 Anmerkungen zur Behandlung des Modells

Es sei zunéichst erneut darauf hingewiesen, dass das Zentralspinmodell mittels Bethe-
Ansatz integrabel ist [6]. Jedoch ist das analytische Losen des Modells in der Praxis sehr
aufwindig und ldsst in der Regel nur Beschriankungen auf bestimmte Anfangsbedin-
gungen zu, sodass eine exakte Behandlung von Problemen mit beliebig komplizierten
Anfangsbedingungen unverhéiltnisméflig hohen Aufwand erfordern wiirde. Daher lohnt
es sich numerische Konzepte zu entwickeln, die einen schnellen Zugang zum Berech-
nen der Systemdynamik bei beliebigen Randbedingungen bieten. Hierbei stellt sich vor
allem die Herausforderung, dass der Hilbertraum des Systems exponentiell mit der An-
zahl der beriicksichtigten Spins anwiichst, was bei ca. 10° Kernspins in einem HLQP
offensichtlich nicht ohne weiteres numerisch behandelbar ist. Daher wird hier lediglich
ein kleines Teilsystem des QPs mit N Badspins herausgegriffen, sodass der Hamilton-
operator die Form

N
H:geNB_"B"}‘ZAkg'I_I; (3.5)
k=1

annimmt. Um moglichst viele Kernspins in die Rechnungen einzubeziehen, beschréinken
wir uns im Folgenden auf Kernspins des Betrags I = %, sodass der gesamte Hilbertraum



D = 2N+ Freiheitsgrade aufweist, da ein einzelner Spin—% gerade in einem 2 dimen-
sionalen Hilbertraum lebt. Im Folgenden wird zur Beschreibung eines Spins immer die
Basis der Eigenzustdnde des Operators S* = %O'Z verwendet, wobei 0% eine der drei

Paulimatrizen
« (01 v (0 —i . (1 0
o’ = (1 0) , oY = (Z 0 ) , 0% = (0 _1> (3.6)

bezeichnet. Die Eigenwertgleichungen fiir 0 und die damit zusammenhéngende Wahl
der Basiszusténde lauten

s ==, 0=(}) .7)
o7 |1) = +]1), |1>£<(1)>. (3.8)

Da es iiblich ist die Eigenzusténde |1) und |0) als Spin “up” und “down” zu bezeichnen,
wird fiir sie auch die Darstellung |1) und ||) verwendet, was insbesondere eine intuitive
Schreibweise fiir Mehrspinzusténde wie z.B. |1, 1, ]) ermdglicht, wo eine Durchnu-
merierung aller Basiszusténde schnell uniibersichtlich wird. Im Zentralspinmodell sind
prinzipiell alle Kernspins, bis auf ihre variierende Kopplungskonstante Ay, gleichberech-
tigt und es nimmt lediglich der zentrale Spin eine Sonderrolle ein, daher wird letzterer
fortan in allen explizit angegebenen Zustdnden durch einen Doppelpfeil hervorgehoben
(z.B. |1, 7, 1)). An dieser Stelle sei auf die wichtige Eigenschaft des Operators (3.2)

hingewiesen, dass er die Gesamtpolarisation Sg ., = % — M erhilt, wobei M die
Anzahl der gegeniiber dem Zustand |[{+, T, -+, 1) geflippten Spins angibt.

3.2.1 Zeitskala des Systems

Da wir bei den spiter folgenden, numerischen Simulationen insbesondere an der Zeitent-
wicklung des Systems interessiert sind, stellt sich die Frage nach einer wohldefinierten
Zeitskala fiir das System. Es bieten sich auf den ersten Blick zwei Varianten an um die-
se fiir den Hamiltonoperator (3.5) festzulegen. Entweder man dividiert den gesamten

Operator durch die Larmorfrequenz wy = geup ’B ‘, was die Zeitskala t - w; ergibe, oder

man verwendet dazu A = Z]kvz1 Ag, und es ergibt sich
T:=t-A. (3.9)

Da der Grofiteil der spéteren Betrachtungen den magnetfeldfreien Fall behandelt, wird
hier zunéchst letztere Variante gewdhlt und der neue dimensionslose Hamiltonoperator
lautet somit

N

kS I, (3.10)

N
i+ _ Y9eMB 5 &
H_.ABS+;

>|



sodass allen Messungen die dimensionslose Zeiteinheit 7 zu Grunde gelegt werden kann.
Neben dieser sehr intuitiven Wahl soll hier noch eine systematischere Option vorgestellt
werden. Dazu besinnen wir uns zunéchst darauf, dass eine bestimmte Systemkonfigu-
ration im Allgemeinen durch einen Dichteoperator p beschrieben werden kann. Die
Zeitentwicklung dieses Operators ist durch die von-Neumann-Gleichung gegeben, sie
lautet

Oup = —ilH g (3.11)
—> p(t) = e Hlpyettlt, (3.12)

wobei pg das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 charakterisiert. Die Grundidee besteht nun
darin eine Zeitskala zu finden, die fiir kurze Zeitrdume die Dynamik des Zentralspins
invariant ldsst. Zu diesem Zweck werden die Exponentialfunktionen in (3.12) durch ihre
Reihendarstellung ersetzt und bis zur zweiten Ordnung in ¢ ausmultipliziert, es ergibt
sich

p(t) = po — ilHpolt — 5 [HL[H.pol)  + O(F). (3.13)

Wir wollen nun konkret die Entwicklung der Polarisation in z-Richtung eines Zen-
tralspins betrachten, der sich fiir ¢ = 0 im Zustand |{}) befindet, wihrend iiber die
Badspins keinerlei Information vorliegt. Diese Ausgangskonfiguration wird durch den
Dichteoperator

D/2
=1 Z b) L+ 257) (3.14)

beschrieben, wobei das Bad hier in Form eines statistischen Gemischs [24] vorliegt.
Somit erhalten wir fiir die gesuchte Zeitentwicklung

(S°(1)) =T [p(t)S°] = T(po — i[Hpolt — 3 [H.[H.pol] )57 + O(F) (3.15)

1 1 o 1 ~
=5 5Tr %:Ak(syf;; + ST | — ST [[H[H,po]]S*t*] + O(t*), (3.16)

wobei Tr[---] die Spurbildung bezeichnet. Der zweite Term in (3.16) fillt weg, da
alle auftretenden Operatoren spurlos sind. Es bleibt also lediglich die Beitrige von
[H,[H,po]]S? zu berechnen. Dieser Term liefert insgesamt 6 Beitrige, die sich zu (i,j €

[z.y,2])

—zZAkAk/ [S°1L,,SYIT] S ZAkAk/ ( SY €I+ eiyjsjf,g,f,f> 5% (3.17)
kK’ kK’

P> Ak [T ST S = = 3 AxAw ('S O eigs I + oy ST ) S* (3.18)
kK’ kK’
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zusammenfassen lassen. Die jeweils ersten Terme der rechten Seite tragen unter der
Spurbildung in (3.16) nicht bei, da sie ein einzelnes I ,Jg enthalten, welches fiir beliebige
Kombinationen von Zentralspinoperatoren S die Spurlosigkeit des gesamten Terms si-
chert. Die iibrigen Terme sind genau dann nicht spurlos, wenn j = z, k = k/, sowie im
ersten Fall © = x und im zweiten ¢ = y gilt. Es bleiben also genau zwei Beitrige und
wir erhalten

1 1
(S5(t) == — =Y AITr[1]# 4+ O(t?) (3.19)
2 8D Zk: eTr (1]
2
_ % _ éZA%tz +O(t) = % - é (;) + O, (3.20)
k

-1
Hier wurde die Zeitkonstante 7% = />, AZ  eingefiihrt. Mit dieser kann man nun

erneut einen dimensionslosen Hamiltonoperator

N
Hy=T"geppB -5+ T A4S I (3.21)
k=1

einfithren, unter Verwendung dessen das Kurzzeitverhalten von (S*) unabhingig von
der genauen Realisierung der Kopplungskonstanten Ap und somit vor allem auch un-
abhingig von der Systemgrofie sein sollte. Im Folgenden werden sowohl (3.10) als auch
(3.21) Verwendung finden und deren Einfluss, insbesondere auf das Kurzzeiverhalten,
gegeniiber gestellt.
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4 Die Chebyshev Polynomentwicklung

Im folgenden Kapitel wird die Chebyshev-Polynomentwicklung vorgestellt, welche die
Basis der numerischen Simulationen dieser Arbeit bildet. Unser Interesse gilt dabei der
Zeitentwicklung innerhalb des, im vorigen Kapitel vorgestellten, Zentralspinmodells. Zu
16sen ist dazu die zeitabhéngige Schrodingergleichung

0 [¢) = H |4}, (4.1)

worin [¢) ein beliebiger Zustand des Systems ist. Formal ldsst sich die Schrodingerglei-
chung durch Einfiihren des Zeitentwicklungsoperators 16sen:

(1)) = e it = 0)) = e Jaho) - (4.2)

Diese Losung bringt in der Praxis zunéchst keinen wirklichen Mehrwert gegeniiber der
konventionellen Formulierung der Schrédingergleichung, jedoch l&sst sich die Chebyshev-
Polynomentwicklung auf den Zeitentwicklungsoperator anwenden, um so eine geeigne-
te Grundlage zur numerischen Propagation des Zustands |¢(t)) zu gewinnen [13][25].
Im Folgenden werden zunéchst wichtige grundlegende Eigenschaften der Chebyshev-
Polynome genannt und beschrieben wie der Zeitentwicklungsoperator mit Hilfe der
Chebyshev-Entwicklung geschrieben werden kann. Dariiber hinaus wird eine Methode
zur direkten Berechnung des Frequenzspektrums der zeitentwickelten Gréflen ange-
geben. Zusatzlich dient dieses Kapitel der Behandlung der wesentlichen numerischen
Details, die zur erfolgreichen Durchfithrung der Simulationen zu beachten sind.

4.1 Definition und Eigenschaften

Es exisiteren mehrere verschiedene Definitionen der Chebyshev-Polynome erster Art
T,.(z), von denen hier lediglich zwei angegeben werden. Zum einen sind sie rekursiv
iiber

To(z) =1, T\ (z) = z,
Thi1(2) = 22T, (2) — Th-1(2) (4.3)

definiert, zum anderen besteht die direkte Darstellung

cos(n - arccos(z)), z € [—-1,1]
To(z) =
cosh(n - arcosh(z)), sonst.
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Auf dem Intervall z € [—1,1] bilden die Chebyshev-Polynome erster Art eine orthogo-
nale Basis, deren Orthogonalitétsrelation

m(2) T
(T|Ty) = 1) 4.5

| / m 2 g (4.5)
lautet, worin d,, ,,, das Kroneckersymbol ist [26]. Somit ldsst sich jede auf dem genannten
Intervall definierte Funktion g(z) in der Basis dieser Polynome entwickeln und auf diese
Weise in der Form

= buT(2)
n=0

2ot [ g, ST
T V1 — 22
schreiben. Eine weitere im Folgenden bedeutende Eigenschaft ist, dass die Chebyshev-

Polynome erster Art iiber ihre Fourier-Transformation mit den Besselfunktionen erster
Art J,(w) verkniipft sind:

= [ T dtem e, (1) = 2(_?HTZ(Q‘”). (4.7)

by = (4.6)

4.2 Propagation eines physikalischen Zustands

Um nun die Chebyshev-Polynomentwicklung auf den Zeitentwicklungsoperator e~ *H*
anzuwenden, muss der Hamiltonoperator H, dessen Eigenwertspektrum FE,;;, < w <
Epay erfillle, so transformiert werden, dass die Eigenwerte auf das Intervall [—1,1]
abgebildet werden. Zu diesem Zweck definiert man die Gréflen

o Enaz + Emin o Ermax — Emin
0= ———"F""°, /6 - T 5
2 2
sodass sich der dimensionslose transformierte Hamiltonoperator
H—
== c H=p3H +a (4.8)

ergibt, dessen Eigenwertspektrum —1 < o’ < 1 erfiillt. Somit kann die Zeitentwicklung
des Zustands |1 (t)) mittels der Chebyshev-Polynomentwicklung berechnet werden und
es ergibt sich

el |yg) = e~tleTH Bl [yg) = Z b (8) T (H') J1)o) (4.9)
—q 2_5110 ! eZUJﬁtTn(w)

bo(t) = e et =12 [ qo/ =" 4.10

(t)=e ) Y (4.10)

= e (2 — §,,0)i" Jn (). (4.11)
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Die Chebyshev Entwicklung des Zeitentwicklungsoperators bewirkt demnach eine Se-
paration der zeitlichen Dynamik vom Einfluss des Hamiltonoperators. In der Praxis ist
es somit moglich vor der Durchfithrung der Zeitentwicklung einen Satz von Zustdnden

|(I)n> = Tn(H/) |¢0> (4'12)

zu generieren und abzuspeichern, sodass der Hamiltonoperator innerhalb der Zeitent-
wicklung nicht mehr benétigt wird. Zur effizienten und prézisen Berechnung der Bes-
selfunktionen wird hier ein leicht modifizierter Algorithmus aus [27] verwendet. In der
Praxis stellen sich zum Berechnen der beschriebenen Entwicklung nun zwei wesentli-
che Fragen. Zum einen ist das Eigenwertspektrum des betrachteten Hamiltonoperators
im Allgemeinen nicht bekannt, sodass die benétigten Groflen Eo,;, und Epg, a priori
nicht zur Verfiigung stehen. Zum anderen taucht in Gleichung (4.9) eine nicht endliche
Summe auf.

4.2.1 Abschatzen des Eigenwertspektrums

Wiéhrend die bisherige Erlduterung der Chebyshev-Entwicklung vollstdndig allgemein
gehalten wurde, bezieht sich dieser Abschnitt, wie auch séamtliche Resultate dieser
Arbeit, lediglich auf den in Gleichung (3.5) angegebenen Hamiltonoperator. Da die
darin verwendeten Kopplungskonstanten A strikt grofler als 0 gewédhlt werden, wir
also eine antiferromagnetische Kopplung betrachten, ist der Eigenwert FE,,,, fiir den
magnetfeldfreien Fall mindestens zweifach entartet und es konnen die Eigenzustdnde
lpo) = |ft,T---1) und |¢1) = [y, | - ]) abgelesen werden. Nimmt man zu den dar-
aus resultierenden Eigenenergien des Hamiltonoperators noch ein Magnetfeld hinzu, so
erhilt man

wr, A

BEmas = 5 + - (4.13)
Die Grundzustandsenergie E,;, ist hingegen nicht so einfach abzulesen. Wie in [8]
diskutiert, wiren klassisch gesehen im Grundzustand alle Badspins parallel zueinander
und der Zentralspin antiparallel dazu ausgerichtet und die Grundzustandsenergie somit
durch Epin = —FEmar gegeben. Durch Quanteneffekte ist dies jedoch nicht der Fall und
es findet grundsitzlich eine Absenkung um 2« der Grundzustandsenergie gegeniiber
dem klassischen Wert statt. Analytisch ist diese Absenkung fiir beliebig grofle Systeme
mit beliebigen Ay nicht zugénglich. Es ist jedoch offensichtlich, dass |Enmin| > |Emaz]
gilt und somit FE,,;, der betragsmiBig grofite Eigenwert des Systems ist. Daher ist es
moglich die Potenzmethode zu verwenden, um FE,,;, schnell zu berechnen. Fiir dieses
Verfahren bietet es sich an als Ausgangsvektor, welcher eine endliche Projektion in
den zu Ey,;, gehorigen Unterraum aufweisen muss, den zuvor angeprochenen Zustand

) =|ft, | -+ |) zu verwenden.

4.2.2 Konvergenz der Chebyshev-Entwicklung

Die Konvergenz der in (4.9) auftauchenden Summe wird durch die Gestalt der Bes-
selfunktionen hoher Ordnung gesichert. Abbildung 4.1 veranschaulicht diese Tatsa-
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che, indem J1(5t), Jio(5t) und Jso(0t) gegeneinander aufgetragen sind. Da weder die
Chebyshev-Polynome, noch ein weiterer Bestandteil der Koeffizienten by, (¢) fiir die Kon-
vergenz der Reihe sorgen, ist somit auch klar, dass die Zahl der, fiir ein hinreichend
genaues Ergebnis zu beriicksichtigenden, Summenglieder N, lediglich vom Argument
der Besselfunktionen (5t abhidngen kann. Um nahezu exakte Resultate zu gewéhrleis-
ten, sollen fiir die gesamte Arbeit alle Summenglieder berechnet werden deren Beitrag
> 1072 ist. Eine Betrachtung der Besselfunktionen héherer Ordnung zeigt, dass die
Wahl

N.(Bt) = 1.054 - Bt + 41 (4.14)

diese Forderung erfiillt. Fiir die meisten spéter besprochenen Rechnungen liegt N, in der
Groenordnung O(100). Da die Zusténde aus Gleichung (4.12) wihrend der gesamten
Simulation im Arbeitsspeicher abrufbar sein sollen, begrenzt insbesondere dieser die
erreichbare Systemgrofie. Es zeigt sich, dass eine gewohnliche Workstation mit 12 GB
Arbeitsspeicher bereits ausreicht um auf moderaten Zeitskalen Systeme mit bis zu 23
Spins zu simulieren. Da der bendtigte Speicherplatz jedoch exponentiell wichst, bieten
auch leistungsstarke Rechencluster nicht die Méglichkeit wesentlich gréflere Systeme zu
berechnen.

1 T
0.8 | j;g
0.6 |
0.4 |
0.2}
0 [\\ AWA / \

v vV VY
04 |
-0.6 ‘ ‘ ‘ ‘

0 10 20 30 40 50

Bt

Abbildung 4.1: Verlauf dreier Besselfunktionen aufsteigender Ordnung, zur Illustration
der Konvergenz der Chebyshev-Polynomentwicklung.

4.3 Berechnung von Erwartungswerten

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass es moglich ist, die Chebyshev-Entwicklung
zu nutzen, um die zeitliche Dynamik eines Quantenzustands zu simulieren. Wir wol-
len uns jedoch nicht ausschlielich auf den Fall reiner Zustinde beschrinken, sondern
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beliebige Anfangsbedingungen fiir das System zulassen. Dazu ist das Berechnen von
Erwartungswerten erforderlich, wobei die Anfangskonfiguration des Systems iiber den
Dichteoperator p einfliefit. Sei O nun eine beliebige Observable, dann ergibt sich der
zugehorige Erwartungswert aus

(0) (t) = Tr [pO(B)]

D
= (il pe O™ i) (4.15)
=1

wobei i) die Basiszustidnde und D die Dimension des Fockraums bezeichnet. Nun ldsst
sich der Ausdruck (i| p als neuer Zustand (i’| auffassen und der zu berechnende Aus-
druck lautet

(O) (1) =) (i'| O™ |4) . (4.16)

M-

Il
_

(2

Dieser Term ldsst sich mittels der Chebyshev-Entwicklung prinzipiell berechnen, jedoch
wiirde dabei die Rechenzeit proportional zur Systemgrofie steigen, was im Fall eines
Spinsystems, wie es hier diskutiert wird, einen exponentiellen Anstieg unter Hinzu-
nahme weiterer Spins bedeuten wiirde. Um Gleichung (4.16) in moderater Rechenzeit
auszuwerten, kann man sich jedoch eine stochastische Methode zur Spurbildung zu
Nutze machen [28]. Dazu bestimmt man eine Anzahl R zufélliger Zusténde

D
- Z Eri ), (4.17)
i=1

wobei die reellen Koeffizienten &,; beziiglich des statistischen Mittels ((---)) die Bezie-
hungen

((&ri)) =0, (4.18)
<<§ri§r’j>> = 5r,r’5i,j (419)

erfiillen miissen. Diese werden beispielsweise durch gaufiverteilte Zufallszahlen erfiillt.
Betrachte nun folgendes statistisches Mittel:

1 E . .
<<R Z <7“/‘ ethOe—th ”I”>>> —

Dieses Resultat entspricht gerade der Spur aus (4.16), sodass man schlicht R zuféllige
Zusténde |r) zeitentwickeln kann, statt jeden Basiszustand einzeln zu berechnen. Eine
genaue Analyse zeigt, dass der dabei gemachte Fehler gegeniiber dem exakten Ergebnis

D
Z (&riry)) (i'| PO | 5)

Il
5 T~
M HM:U

(i'| tOe™ Mt |5) . (4.20)
1

-
Il
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von der Ordnung \/;ﬁ ist [28]. Somit benodtigt man mit steigender Systemgrofie sogar
zunehmend weniger Zusténde, um eine sinnvolle Ndherung zu erhalten. Fiir hinreichend
grofe Systeme geniigt sogar ein einzelner Zustand. Es sei an dieser Stelle betont, dass
dieser Fehler, der von dieser stochastischen Methode herriihrt, der dominierende Fehler
aller numerischen Simulationen dieser Arbeit ist, bei denen kein reiner Zustand, sondern
ein Gemisch betrachtet wird. Die Grofle \/Il%iD wird hier stets so gewéhlt, dass der Fehler

von der GréSenordnung O(1073) ist. Diese Genauigkeit bildet einen zufriedenstellenden
Kompromiss aus moderater Rechenzeit und genauen Ergebnissen.

4.4 Frequenzspektren

Im Zusammenhang mit zeitabhédngigen Phinomenen trigt stets auch das Frequenzspek-
trum der betrachteten Dynamik zum besseren Verstdndnis bei. Dieses konnte man zum
einen indirekt gewinnen, indem man die Zeitentwicklung fiir einen moglichst langen
Zeitraum berechnet und deren Fouriertransformierte numerisch gewinnt. Zum anderen
ist es anhand der Chebyshev-Polynomentwicklung jedoch auch moglich das Frequenz-
spektrum direkt zu berechnen, was in diesem Abschnitt gezeigt und diskutiert wird.
Dazu schreiben wir den betrachteten Erwartungswert zunéchst mit Hilfe von (4.10)

um:
(S.(t)) =Tr [pe'S,e~ 1] (4.21)
N 2—06,02—0m
=Y 0 0Ty [pT5 (H') S, Ty (H)]
n,m=0 g T
1 ~ ~
X / / A@) diy e~ H@1=w2)5t T”(“{)Tm(wzz . (4.22)
-1 V(-] (1 - o)

Im Folgenden werden die Abkiirzungen B = pT,,(H')S.T,,,(H') und hy, 1, = 20n0 2-0m,0

™ s
verwendet. Bildet man nun die Fouriertransformation, so ergibt sich
00 1 3 )
T, T,
(So(@) = 3 hpmTr(B] / / 41— 2O Tn(@)
n,m=0 -1 \/(1 — ) (1 —@2)
y /oo a e_i(w-f—&lﬂ—d)zﬁ)t’ (423)
—0o0

worin das Zeitintegral leicht ausgewertet werden kann und schlicht eine Deltafunktion
der Form 27d(w 4 @18 — @e3) beitrigt. Somit ergibt sich insgesamt

Z 27 Py T | ]/ dw\/

n,m=0
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wobei sich die Integrationsgrenzen nach dem Vorzeichen von w richten:

w<0: a:—l—%, b=1 (4.25)
w
w>0: a=-1, bZI_E' (4.26)

Der erste problematische Term in Gleichung (4.24) ist die fiir jedes Summenglied aus-
zuwertende Spur Tr[pT,,(H')S,T,,(H')], welche jedoch mit Hilfe der Methoden, die in
den vorigen Abschnitten erldutert wurden bearbeitet werden kann. Die Losung zweier
Herausforderungen bleibt jedoch bestehen. Zum einen weist das auftretende Integral an
beiden Enden des Integrationsintervalls Polstellen auf, sodass eine hinreichend genaue
Berechnung hier nicht unproblematisch ist. Zum anderen enthélt der Term gleich zwei
unendliche Summen, deren Konvergenzeigenschaften unklar sind.

4.4.1 Effiziente Integrationsmethode

Zweck dieses Abschnitts ist die Erlduterung einer Methode, die das Integral aus Glei-
chung (4.24) unter Beriicksichtigung der Divergenzen an den Intervallgrenzen effizient
berechnet. Das Grundgeriist des dazu benutzten Programms wurde von F. B. Anders
zur Verfiigung gestellt und urspriinglich zur Berechnung von Zustandsdichten genutzt.
Die Ausgangsidee ist in Abbildung 4.2 illustriert und besteht darin sich das Integral

Y ; —1/2
(1~ (1—(m+%)2)
X — ‘ |
\_ ¥
i -
~1 1 3 [l R L ‘ -2 1

Abbildung 4.2: Schematische Illustration der Wahl der Stiitzstellen. Gezeigt sind le-
diglich die kritischen Beitréige des Integralkerns, da die auftauchenden
Chebyshev-Polynome unproblematisch sind. Die im rechten Teil leicht
ausstrafierten Intervalle werden abgeschnitten.

zunéchst als in zwei einzelne Integrale unterteilt zu denken

/ 1 da\/% (4.27)
1 — o
/ P Cha U (4.28)

-1-4% 1—(@+ %)

Es handelt sich also im Grunde genommen um ein und das selbe Integral, jedoch ist

(4.28) um % nach links verschoben. Da der Integralkern einen sehr grofien Gradienten
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in der Nidhe der Intervallgrenzen aufweist, in der Mitte aber sehr Flach verlduft ist es
intuitiv zur numerischen Integration Stiitzstellen zu verwenden, die an den Réndern
sehr dicht beieinander liegen und die mittig grofle Abstédnde aufweisen. Im hier ange-
wandten Verfahren werden daher Stiitzstellen benutzt, deren Abstand zueinander mit
wachsender Entfernung zu den Intervallgrenzen exponentiell ansteigt. Liegt den Integra-
len (4.27) und (4.28) jeweils ein solches Gitter zu Grunde wird, wie auch in Abbildung
4.2 dargestellt, die Schnittmenge beider Intervalle gebildet und der Ausgangsterm aus
(7.18) an den {iibrig bleibenden Stiitzstellen ausgewertet.

4.4.2 Die Kern-Polynom-Methode

Im Gegensatz zu der Summe aus Gleichung (4.9) enthilt die hier diskutierte Doppel-
summe (4.24) keinen Term der, wie zuvor die Besselfunktionen, eine klare Konver-
genz der Reihe sichert. Es stellt sich somit die Frage in wie weit sie dennoch sinnvoll
ausgewertet werden kann. Klar ist, dass in irgendeiner Form eine sinnvolle Trunkie-
rung gefunden werden muss. Mit dieser Problematik im Allgemeinen befassten sich in
der Vergangenheit schon viele Mathematiker. An dieser Stelle soll lediglich eine gro-
be Beschreibung der von Weifle et. al in [28] ausgearbeiteten Kern-Polynom-Methode
(KPM) gegeben werden, deren Resultate fiir die Simulationen in dieser Arbeit verwen-
det werden. Die grundlegende Idee der Methode ist es beim trunkieren einer unend-
lichen Summe Gewichtungsfaktoren g,, einzufiithren, welche die typischen Fehler (z.B.
Gibbs-Oszillationen) herkdmmlicher Trunkierung regulieren:

F@)=bo+2>  bT(x) (4.29)
nzivc

~ gobo + 2 gnbnTn(@) =t frcpur(2). (4.30)
n=1

Das Problem die optimalen Koeffizienten g¢,, zu finden, kann man durch Einfiihren des
Kerns

Ne
KN, (z,y) = godo(x)d0(y) + 2D gndn(x)n(y) (4.31)
n=1
T (x)
V1 — 22

auf das Finden des optimalen Ky, (z,y) verlagern, da unter Verwendung der Orthogo-
nalitétsrelation (4.5)

Pn(r) = (4.32)

frpyu(z) = (Kn(zy)|f(2)) (4.33)

gilt. Um nun einen Kern zu finden, der eine gute Approximation der Funktion f(x)
liefert, stellen Weifle et al. drei allgemeine Kriterien auf. (1) der Kern soll positiv sein
Ky, (z,y) >0 Vz,y € [-1,1], (2) er soll normiert sein f_ll dz Kn,(z,y) = ¢o(y) und (3)
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der Koeffizient g; soll fiir N. — oo gegen 1 gehen. Um die erste dieser Bedingungen zu
sichern kann man eine strikt positive Funktion

Ne—1 2
ple) =D ae™? (4.34)
v=0
Ne—1
=go+2 Z gncos(ney) (4.35)
n=1
Ne—1—n
gn = Z QyQy+n (436)
v=0

verwenden, welche sich durch Einsetzen von ¢ = arccos(x) laut (4.4) leicht auf die
hier relevanten Chebyshev-Polynome zuriickfithren ldsst. Als néchstes soll die dritte
der genannten Bedingungen genutzt werden. Um den hier verwendeten Jackson-Kern
zu erhalten, fithrt man dazu die Grofle

1
Q= //_1 dzdy (z — y)? Ky (z,y) (4.37)

ein. Es ist anzumerken, dass K (z,y) ein Peak bei z = y aufweist und @) im wesentlichen
das Quadrat der Breite dieses Peaks angibt. Fordert man nun die Minimierung von @,
so ergibt sich nach wenigen Rechenschritten, die im wesentlichen () explizit behandeln
und zeigen, dass Q = gg — g1 ist, ein Gleichungssystem fiir die Koeffizienten a,, und
man erhalt

N, +1
(Ne —n + 1)cosg + sing ot
N.+1

o =a-sin (D) (438)

™

Netl (4.39)

= gn =

Dies sind die spéter fiir alle Simulationen verwendeten Koeffizienten g,,, die den Jackson-
Kern [29] festlegen. Es sei noch betont, dass genau genommen noch weitere Zwischen-
schritte anfallen um (4.39) zu erhalten, die an dieser Stelle jedoch nicht im Einzelnen
besprochen werden sollen. Fiir die detaillierte Diskussion sei auf das Originalpaper [28]
verwiesen.
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5 Vorbereitende Betrachtung eines
Zweispinmodells

Um die soweit vorgestellten numerischen Konzepte zu testen, soll in diesem Kapitel ein
Toymodell betrachtet werden, bei dem der Zentralspin an ein Bad aus einem einzelnen
Spin koppelt. An dieser Stelle wird dariiber hinaus auch auf ein dufleres Magnetfeld
verzichtet. Der Hamiltonoperator (3.10) nimmt in diesem einfachen Fall die Form

H=S.T (5.1)

an. Somit ist der Gesamtspin J = S+1 eine Erhaltungsgrofe, da [H ,j] = 0 gilt. Bekann-
termaflen ergibt sich fiir diesen Fall ein Singlett mit Gesamtspin 0 und ein Triplett mit
Gesamtspin 1. Dies wird nun zunéchst anhand einer einfachen Rechnung gezeigt und
die resultierende Zeitentwicklung des Systems angegeben, worauthin die numerischen
Ergebnisse dazu besprochen und kurz analysiert werden. Es sei angemerkt, dass die
stochastische Spurbildung, die in Abschnitt 4.3 angegeben wurde, hier selbstverstind-
lich noch nicht eingeht, da es sich lediglich um ein 2 x 2 = 4 dimensionales Problem
handelt und die Anzahl der zufilligen Zusténde, die benttigt wiirden um den stochas-
tischen Fehler klein zu halten, enorm grofl gegeniiber den 4 benottigten Basiszustdnden
zur exakten Berechnung wére.

5.1 Analytische L6sung

Unser Hamiltonoperator lésst sich unter Verwendung des Kronecker-Produkts “®” ex-
plizit schreiben als

H=5IF+5"I"+S"®IY (5.2)
1 0 0 O
110 -1 2 0
“4f0 2 10 (5:3)
0 0 0 1

=

Zwei der Eigenwerte dieser Matrix sind sofort ablesbar, sie lauten £ = % und Es =
Durch Diagonalisieren der verbleibenden 2 x 2-Matrix erhélt man schnell auch die
iibrigen Eigenwerte

ja—

1 3
By=-, E=-2. .
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Es ergibt sich also ein sogenanntes Triplet mit der Energie Fio3 = % und ein Singlett

bei By = —%, sodass das Spektrum die Breite AE = 20 = 1 aufweist. Die zugehérigen
normierten Eigenzusténde ergeben sich zu

1) = In1) = (1,0,0,0)" (5.6)

2) = [41) = (0,0,0,1)" (5.7)
1 1

3) = 50+ 1) = ﬁo,l,LO)T (5.8)
1 1

4) = ) - D) = —£0.1, - 1,0)". (5.9)

Das Problem ist somit prinzipiell gelost. Nun sei das System zur Zeit t = 0 durch den
Dichteoperator

1

po =5 CINTYRTI+ L) (L)) (5.10)

N |

gegeben, sodass also der Zentralspin vollstédndig polarisiert ist und iiber den Badspin
keinerlei Information vorliegt. Die gesuchte Zeitentwicklung ist gegeben durch

(S*(1)) = Tr (poe'"'S%e M) )
= % [(1] et/1g7e /A1) 4 %(<3| + (4])etHt§ze—iHE(|3) 4 |4>)} (5.12)
= 5 [+ @l ey 1 g tagre 3 (5.13)
= i(l + cos(t)). (5.14)

Zusétzlich ist noch die Fouriertransformierte davon von Interesse, welche

0.5
04
03¢

<S* (t)>

0.2
0.1

0 L L L
om 21 41T 6T 81

Abbildung 5.1: Die numerisch gewonnene Zeitentwicklung von (S*(t)) eines anfangs po-
larisierten Zentralspins, der lediglich an einen unpolarisierten Badspin
koppelt.

24



(S7(w)) = /Oo dt et (S3(t)) = gé(w) + %(5@0 1)+ 6w +1)) (5.15)

—00

ergibt. Es sind also schlicht drei Delta-Peaks bei —1, 1 und 0 zu erwarten, wobei das
mittlere doppelt so hoch wie die anderen ist. Diese Resultate sollen nun numerisch
reproduziert werden.

5.2 Diskussion der Numerik

Es wird nun zunéchst die Zeitentwicklung des Problems berechnet, also die in Gleichung
(4.9) angegebene Entwicklung explizit ausgefiihrt. Da diese Methode zur Propagation
eines einzelnen Zustands [¢), bis auf den zu O(107!2) reduzierten Fehler durch das
Abschneiden der Summe, exakt ist, iiberrascht es nicht, dass das in Abbildung 5.1 ge-
zeigte, numerische Resultat optisch nicht von der exakten Losung zu unterscheiden ist.
Es bestétigt lediglich, dass die Methode offenbar funktioniert. Interessanter sind die in

1.5 T T T T
N. =10 N; =20
1.0 - T 1

S 05+ T 1

S,

3 00 ———24 + < — —4

g N, =50 N =100

1))

vV 10 T 1
05 T .
OO l 1 l 1

-1.0 -05 0.0 05 10 -1.0-05 0.0 05 1.0
w/AE

Abbildung 5.2: Das numerisch gewonnene Frequenzspektrum (S?%(w)) eines zunéchst
polarisierten Spins in Wechselwirkung mit einem unpolarisierten Spin.
Dabei wurden fiir die Simulationen in Gleichung (4.30) zunehmend
mehr Summenglieder beriicksichtigt.

Abbildung 5.2 gezeigten Resultate fiir die Fouriertransformation (S%(w)) und vor allem
wie sich diese in Abhéngigkeit von der Anzahl N, der mitgenommenen Summenglieder
in Gleichung (4.24) verhalten. Es ist zu erkennen wie sich das numerische Resultat unter
Hinzunahme weiterer Summenglieder an das exakte Ergebnis annéhert. Es ist jedoch zu
betonen, dass der mittlere J-Peak, welcher in der Abbildung der Anschauung geschuldet
oben abgeschnitten ist, von der Numerik stark iiberschétzt wird. Um das zu verstehen
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kann man sich auf das vorliegende Grundproblem besinnen, dass ndmlich immer nur
eine endliche Anzahl von Chebyshev-Polynomen mitgenommen und somit nur endliche
Zeitraume entwickelt werden kénnen. Das Verhalten fiir ¢ — oo kann also nicht berech-
net werden und somit auch nicht das Verhalten fiir w — 0. Daher ist das Programm
nicht in der Lage genaue Resultate beliebig nah der 0 zu produzieren. Das zeigt sich
auch deutlich bei der Betrachtung der spektralen Gewichte der einzelnen Peaks, welche
durch Integrieren der numerischen Daten gebildet werden. Fiir die &ufieren Peaks bleibt
dieses Gewicht im wesentlichen invariant unter Verédnderung von N, jedoch ergibt sich
nicht der analytisch vorhergesagte Wert 7, sondern ein geringerer von etwa 0,26. Fiir
den mittleren Peak ergibt sich iiberraschender Weise ein geringeres spektrales Gewicht
als fiir die dufleren, welches zudem nicht invariant unter Hinzunahme weiterer Sum-
menglieder ist. Dieses Resultat bestétigt die mangelnde Zuverléssigkeit der Daten nahe
der Stelle w = 0.
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6 Exakte Losung fiir einheitliche
Kopplungskonstanten

In diesem Kapitel wird der Hamiltonoperator (3.2) fiir den einfachen Fall einheitlicher
Kopplungen Ay = % untersucht. Legt man die in Abschnitt 3.2.1 beschriebene Zeitskala
7 zu Grunde, sind die Kopplungskonstanten also schlicht durch % gegeben. Fiir diese
einfache Wahl der Ay soll hier eine analytische Losung angegeben werden, welche den
Fall behandelt, dass sowohl das Elektron, als auch jeder einzelne Badspin zu Beginn
polarisiert ist. Anschlieend werden, ausgehend von den Resultaten in diesem simplen
Fall, kompliziertere Konfigurationen betrachtet.

6.1 Analytische Behandlung

Die von A. Khaetskii et al. in [10] angegebene analytische Losung des Zentralspinmo-
dells mit einheitlichen Kopplungskonstanten basiert auf der Tatsache, dass im Rahmen
des Modells immer nur sogenannte Flip-Flop Prozesse moglich sind, bei denen wechsel-
seitig der Kernspin und ein Badspin umklappen. Dies ist sofort ersichtlich, wenn man
den Hamiltonoperator auf die Form

b
~ 1 _ _
Hyp = 5 k§—l 28°I; + STI; + STIF (6.1)

bringt, wobei ST = S 4 iS¥ bezeichnen und es gilt S~ 1) = [I}), ST ||}) = |}) (analog
fiir I ,:Ct) Wir beschrénken uns nun lediglich auf Zustédnde bei denen der Elektronspin im
Zustand |}) vorliegt. Es ist offensichtlich, dass die Systemdynamik, fiir simtliche Ba-
siszustédnde mit identischer Anzahl an Badspins im Zustand Up und im Zustand Down,
dieselbe sein muss, da die Badspins aufgrund der einheitlichen Kopplung ununterscheid-

bar sind. Geht man nun beispielsweise von dem Anfangszustand |¢o) = |1, | ,---, ])
aus, so lasst sich dessen Zeitentwicklung direkt als
k

schreiben, wobei die Normierungsbedingung |a(t)|* + 32, |Bk(t)|* = 1 erfiillt sein muss
und die Anfangsbedingung (. (0) = 0 gilt. Beziiglich dieses Zustands gilt

(5%}, = (W(0)| 5 (1)
-3 <|a|2 ~14 (- ZW)) =l - 3, (63)
k
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sodass es uns geniigt a(t) zu berechnen. Um dies zu tun verwendet man die Schrodin-
gergleichung (4.1) und fiihrt einen Koeffizientenvergleich durch. Das fiihrt auf folgendes
System von gekoppelten Differentialgleichungen:

da A A
i 7o) + o Ek Br(t) (6.4)
48 A A A

Ttl = et + <4 - 2N> : (6.5)

Fiihrt man nun eine Laplace-Transformation beider Gleichungen durch, lassen sich diese
unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen so ineinander einsetzen, dass sich

7
a(w) = (6.6)
. A A2 /. A1
w+ 4 — 4y (w+5%)

ergibt. Dazu wurde zunéchst die Transformierte a(@) gebildet und dann i© = iw — %

substituiert. Der resultierende Term besitzt zwei Singularitéten auf der imaginiren
Achse bei w; =0 und wy = —i%(l + +). Man kann nun die Riicktransformation

1 Y+i00 )
a(t) = / idw e@ A/ Dt () (6.7)

211 y—i0o
iiber den Residuensatz auswerten, indem man, wie in Abbildung 6.1 illustriert, das
Integral im unendlichen schliefit und erhélt

A 1 e—iAt(H—%)/Q
_ oiAt/4
a(t) =-e (1 N + 1+ L (6.8)
1 2N
— Z = — P EEe——— Q - 1 *

mit Qo = é (1 + %) Diese Rechnung ldsst sich auf beliebige Anfangszustédnde {ibert-
ragen, die eine feste Anzahl umgeklappter Badspins gegeniiber dem antiferromagneti-

schen Zustand |}, | ,---, |) enthalten. An dieser Stelle sei exemplarisch das Resultat
fiir den Zustand |¢1> = Zk; ak’(t) HT ) l ’ l ) Tk ) l« P l«) angegeben:
sy _ L 2(N—2) 2|3 ol
(5%(1)) = ) + W(COS(QN/QA@ 1) - N
N -2 2(N -1
X m(COS(QN/Q,lt) — 1) — m(COS(QN/2t) — 1) s (610)

mit Qn/o_1 = é(l — %) Zustinde bei denen anfangs eine grofiere Anzahl Kernspins
geflipped ist, fithren analog auf mehrere, zur Dynamik beitragende Frequenzen (). So-
mit ldsst sich das vorliegende Problem fiir simtliche Zustinde der hier verwendeten
Basis exakt losen und fiir beliebige Anfangskonfigurationen sollte das resultierende
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Abbildung 6.1: Der gewéhlte Integrationsweg zur Auswertung des Integrals aus (6.7).
Der hinzugefiigte Weg zum schlieflen des Integrals trégt nichts bei, da
der Integralkern fiir iw — oo verschwindet.

Signal immer durch eine Uberlagerung der Frequenzen Nj2—n = g(l + 1222) wo-

bei gilt n € {0,1,...,% — 1}, darstellbar sein. Zur Veranschaulichung der Resultate
sind in Abbildung 6.2 sowohl die Zeitentwicklung, als auch das zugehérige Frequenz-
spektrum der Zentralspinpolarisation aufgetragen, welche beide numerisch berechnet
wurden. Gezeigt sind die Ergebnisse fiir einen Zustand [i1) bei dem zu Beginn ein
Kernspin geflipped ist und die Koeffizienten ay(0) zufillig gewéhlt wurden, sowie fiir
einen Zustand |¢2) = > om(t) [, L, Tk, L -+, 11, |) mit zwei umgeklappten Bad-
spins und ebenfalls zufélligen Koeffizienten ay;(0). Es ist zu erkennen, dass das Signal
wie erwartet strikt periodisch verlduft und das Spektrum exakt die vorhergesagten Fre-
quenzen {2/, enthélt. Fiir Systeme mit einer gréfieren Anzahl Badspins dndert sich
die Dynamik nicht signifikant. Es sei an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, dass zum
ziehen von Zufallszahlen wihrend der gesamten Arbeit eine Routine aus den Numerical
Recipes [30] verwendet wird.

6.2 Numerische Untersuchung beliebiger Konfigurationen

In diesem Abschnitt wird die Systemdynamik fiir kompliziertere Anfangsbedingungen
diskutiert. Da im vorangehenden Teil bereits eine exakte Behandlung sdmtlicher Ba-
siszusténde angegeben wurde, ist das Problem zwar prinzipiell gelost, jedoch ist die
genaue Gestalt der resultierenden Kurven nicht offensichtlich. Klar ist aber, dass fiir
einheitliche Kopplungskonstanten Ay, in keinem Fall ein Abklingen des Signals zu erwar-
ten ist, sondern immer eine strikt periodische Bewegung vorliegen wird. Hier sollen nun
insbesondere zwei bestimmte Ausgangskonfigurationen behandelt werden. Zum einen
der in Abschnitt 3.2.1 angesprochene Fall, in dem das System in Form eines Gemischs,
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Abbildung 6.2: 1. die Zeitentwicklung und r. das Frequenzspektrum der Zentralspinpo-
larisation fiir zufillig generierte Anfangszustinde mit einem geflippten
Spin |¢1) (0.) und zwei geflippten Spins [12) (u.). Die Frequenzskala ist
durch w* = ﬁ/’z gegeben. Die Legende gibt dabei die Beschriftung der

y-Achse an, wobei (S%(w)) in beliebigen Einheiten angegeben ist. Das
zugrundeliegende System enthélt 16 Kernspins.

beschrieben durch den Dichteoperator

D/2

po = Sl i, (6.11)
=1

vorliegt, bei dem alle Badspinkonfigurationen gleich wahrscheinlich sind. Zum anderen
ein reiner Zustand, der vollstdndig zufillig generiert wird, d.h. durch

D/2

o) =) ai i) (6.12)
i=1

gegeben ist, wobei die Koeffizienten «; zufillige, komplexe Zahlen sind, welche die Nor-
mierungsbedingung 7, [a;|* = 1 erfiillen. Die fiir diese Anfangsbedingungen, mittels
der Chebyshev-Polynomentwicklung berechneten Ergebnisse sind in Abbildung 6.3 ge-
geniibergestellt, wobei erneut ein System mit N = 16 Badspins betrachtet wurde. Zum
einen ergibt sich, dass die Frequenzspektren wie erwartet sémtliche Frequenzen Qy/o_,,
in unterschiedlicher Ausprigung enthalten. Interessant ist jedoch, dass hier die Frequenz
Qn/2-6 die dominierende ist und nicht Qy/,_7. Zum anderen ist zu erkennen, dass sich
die Systemdynamik in den beiden Féllen fast nicht voneinander unterscheidet. Da zum
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Berechnen von (S*(¢)) mit der durch den Dichteoperator (6.11) gegebenen Anfangs-
konfiguration eine Spur ausgewertet werden muss, ist dieses Ergebnis nicht vollsténdig
iiberraschend. Wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, kann man sich ndmlich gerade zu Nut-
ze machen, dass die Spur durch eine geschickte Wahl zufilliger verschrankter Zusténde
approximiert werden kann. Die dazu verwendeten Zusténde waren jedoch nicht normiert
und ihre Koeffizienten an bestimmte Forderungen gekniipft, wihrend die «; in (6.12)
schlicht gleichverteilt aus der komplexen Ebene gew&hlt wurden. Es zeigt sich also, dass
das entwickeln eines einzelnen zufilligen verschrankten Zustands der Spurauswertung
bereits sehr nahe kommt. Anschaulich gesagt wird schliefllich beim Auswerten einer
Spur schlicht iiber die Beitréige aller Basiszustdnde gemittelt, wihrend der einzelne Zu-
stand Verschrinkungen aller Basiszustéinde miteinander enthélt, wodurch effektiv auch
eine Mittelung iiber die Basis resultiert. Dass die Verschrankungen hierbei eine wichtige

0.5
0.3 + ]
0.1 H . ]

0.1 f 1 ]

-0.3 +
-0.5 ;xll;l. .Jml.‘
7<SZ(00)> —

S

_0.5 ! ! L.I l\l A " l\l ‘-L
0 100 200 -1.0 -05 00 05 1.0

T w*

Wo

<S%(t)>

Po

Abbildung 6.3: Gezeigt sind die Zeitentwicklung (1.) und das Frequenzspektrum (r.) der
Zentralspinpolarisation. Im oberen Teil der Abbildung sind die nume-
rischen Resultate fiir einen gemischten Ausgangszustand vy (6.12) und
im unteren Teil fiir ein Gemisch, gegeben durch py aus (6.11), gezeigt.
Die Einheiten der y-Achse im linken Teil der Abbildung sind erneut be-
liebig und um 0.5 [a.u.] nach unten verschoben. Es wurde erneut N = 16
gewihlt.

Rolle spielen ldsst sich anhand der Zeitentwicklung zufillig gebildeter Produktzusténde
verdeutlichen. Zur Generierung dieser, wird jeweils ein Anfangszustand

[¥proa) = 1) ® [¢1) @ -+ ® [Pn) (6.13)
|¢n> = Qn |Tn> + Bn |ln> (6.14)
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mit ebenfalls gleichverteilt gezogenen Koeffizienten «,, und [, generiert. Abbildung
6.4 zeigt die Entwicklung fiir einen einzelnen solchen Zustand und das Resultat fiir
ein Gemisch. Aus dem direkten Vergleich der Kurven geht hervor, dass aufgrund der

0.5 . :
0.3 Y
% o1] -
0.3 | + -
05 Gemisch —— . WYporog ——
0 100 200 0 100 200 300

Abbildung 6.4: Im linken Teil ist erneut (S%(t)) fiir ein Gemisch, also die in (6.11)
angegebene Anfangskonfiguration, abgebildet. Rechts ist im Vergleich
das entsprechende Resultat fiir einen zufélligen Produktzustand vp.0q
gezeigt, siehe Gleichung (6.13).

fehlenden Verschrinkungen ein deutlicher Unterschied in der Dynamik gegeniiber der
Spurauswertung auf Grundlage eines Gemischs besteht, obwohl auch in diesen Zustand
Beitrige aller Basiselemente eingehen. Wie zu erwarten war, ist es jedoch so, dass eine
Mittelung iiber eine Vielzahl solcher Produktzusténde die Dynamik der Spurauswertung
reproduziert, was im rechten Teil von Abbildung 6.5 fiir 50 zufillige Produktzusténde
gezeigt ist. Man kann nun auch die Koeffizienten v, und (3,, so beschrianken, dass stets

0.5 . ;
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Abbildung 6.5: Uber jeweils 50 Zustéinde der Basis (1.) und zufillige Produktzustéinde
(r.) gemittelte Ergebnisse fiir die Zentralspinpolarisation. Das Bad be-
steht hier erneut aus 16 Spins.

der eine 0 und der andere 1 ist, somit entsprechen die Zustinde |t¢pr0q) gerade den
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hier verwendeten Basiszustdnden und eine Mittelung iiber eine Vielzahl dieser wiirde
die Spur ebenfalls approximieren kénnen. In der linken Hélfte von Abbildung (6.5) ist
das Resultat fiir eine Mittelung {iber 50 zufillige Zustéinde unserer Basis gezeigt. Es ist
deutlich zu erkennen, dass die Mittelung tiber die Basiszusténde die schlechteste Appro-
ximation der Spurbildung liefert. Mit der gleichen Anzahl zufilliger Produktzustéinde
aus Gleichung (6.13) erhilt man eine weitaus bessere Néherung, welche jedoch bereits
auch durch einen einzelnen zufillig verschrinkten Zustand erzielt werden kann.
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7 Beliebige Kopplungen ohne auBeres
Magnetfeld

Im vorigen Kapitel wurde der Hamiltonoperator (3.5) fiir den Fall einheitlicher Kopp-
lungskonstanten und keinem &ufleren Magnetfeld behandelt. Es wurde eine analytische
Losung des Problems angegeben, durch welche die Systemdynamik vollstandig verstan-
den werden kann. Ein externes Magnetfeld wird auch in diesem Kapitel noch nicht
in Betracht gezogen. Ein Elektron in einem Halbleiter-QP wechselwirkt jedoch unter-
schiedlich stark mit den einzelnen Atomkernen, was aufgrund seiner Wellenfunktion, die
selbstverstindlich keine identische Aufenthaltswahrscheinlichkeit an jedem Kern liefert,
offensichtlich ist. Daher ist die Annahme einheitlicher Kopplungskonstanten anschei-
nend ein fiir die Theorie angenehmer, jedoch wenig realistischer Fall. In diesem Kapitel
sollen nun also Realisationen der A betrachtet werden, welche dem Experiment ndher
kommen.

7.1 Selbstmittelung

Da ein QP in der Regel etwa 10° Atome beinhaltet, wir aber maximal N > 20 Badspins
simulieren konnen, stellt sich die Frage in wie weit die hier verwendete Numerik iiber-
haupt Aussagen iiber den Polarisationszerfall in realen Szenarien liefern kann. Um diese
Problematik zu behandeln, wihlen wir schlicht IV rein zufillige Kopplungskonstanten
aus einer bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung aus, um unser System zu charak-
terisieren. Dieses Vorgehen basiert auf der Idee, die Dynamik eines gesamten Quanten-
punktes zu simulieren, indem man den Beitrag einiger darin enthaltener, zuféllig aus-
gewihlter Kerne beriicksichtigt und den aller {ibrigen Kernspins vernachléssigt. Umge-
kehrt gesprochen kann man sich das so denken, dass zunéchst alle Badspins beriicksich-
tigt werden und beobachtet wird wie sich das System unter zunehmender Vernachléssi-
gung zufilliger Teile des Bades verhilt und ob die Resultate fiir eine verhdltnisméfig
geringe Anzahl beriicksichtigter Spins noch Aufschluss iiber das Gesamtsystem liefern
konnen. Die erste Frage die sich bei diesem Vorgehen stellt ist die, ob die gemessene
Zeitentwicklung fiir eine feste Anzahl an Badspins N iiberhaupt invariant unter der
zufilligen Realisation der Kopplungskonstanten ist. Wenn dies fiir ein beliebiges Sze-
nario und aus ein und derselben Wahrscheinlichkeitsverteilung gezogene Aj der Fall
ist, so spricht man von einem selbstmittelnden System. In Abbildung 7.1 ist (S*(t))
fiir verschieden grofle Biader aufgetragen, wobei das System anfangs durch den Dichte-
operator (6.11) gegeben ist. Sofern nicht explizit anders angegeben, liegt fiir den Rest
dieser Arbeit allen Simulationen immer diese Anfangskonfiguration zu Grunde. Die
Kopplungskonstanten wurden dabei gleichverteilt aus dem Intervall [0.5 : 1] gezogen.
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Abbildung 7.1: Gezeigt ist die Zentralspinpolarisation fiir aufsteigende Systemgrofle,
wobei jeweils 10 zufillige Konfigurationen der Aj betrachtet und fiir
jeden Wert von N die zwei am stédrksten voneinander abweichenden
Resultate aufgetragen wurden. Wie allen Folgenden Simulationen, liegt,
sofern nicht anders angegeben, auch diesen ein Gemisch zu Grunde.

Insgesamt wurden fiir jede angegebene Badgrofie 10 verschiedene Realisationen der Ay
gebildet und die resultierende Dynamik fiir all diese verglichen. Fiir die Abbildung wur-
den von diesen jeweils die am stédrksten voneinander abweichenden ausgewéhlt. Es ist
zu erkennen, dass fiir verhéltnisméfig kleine Bader noch eine signifikante Variation zwi-
schen den einzelnen Kurven auftritt, ab etwa 16—18 beriicksichtigten Spins jedoch kaum
noch Abweichungen auszumachen sind. Es lisst sich somit folgern, dass es sich hier um
ein selbstmittelndes System handelt. Fiir aus anderen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
gezogene Kopplungen ergibt sich zwar jeweils eine neue Dynamik, jedoch findet man in
Hinblick auf die Selbstmittelung stets und fiir beliebige Anfangsbedingungen das selbe
Resultat.

7.2 Kurzzeitentwicklung

In diesem Abschnitt soll kurz auf die Kurzzeitentwicklung der Zentralspinpolarisati-
on im magnetfeldfreien und -behafteten Fall eingegangen werden. Wie in Abschnitt
3.21fir B=0 gezeigt wurde, sollte die Kurzzeitentwicklung bei Verwendung des Ha-
miltonoperators (3.21) auf ein und derselben Zeitskala ablaufen, unabhéngig von der
Systemgrofle, den Anfangsbedingungen und der konkreten Realisation der Aj. Abbil-
dung 7.2 stellt die Kurzzeitentwicklung fiir die, im vorigen Kapitel diskutierten, ein-
heitlichen Kopplungskonstanten und die im vorigen Abschnitt verwendeten, aus einer
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Abbildung 7.2: Kurzzeitentwicklung fiir einheitliche Kopplungskonstanten (o.) und
zufillig aus einer Gleichverteilung gewonnene (u.) fiir Systeme mit
14 — 20 Badspins.

Gleichverteilung gewonnenen dar. Erneut wurde der Dichteoperator (6.11) als Anfangs-
konfiguration gewéhlt. Die Tatsache, dass die Kernspins hierbei vollig beliebig orientiert
sind wird fiir die spétere analytische Betrachtung des Problems noch eine Rolle spielen.
Der in der Abbildung gezeigte Vergleich zeigt sofort, dass der Hamiltonian (3.21) mit
der Zeitskala 7 = t - A eine stark variierende Dynamik liefert, wihrend die Kurven,
denen 7™ zu Grunde liegt, wie erwartet {ibereinanderliegen. An dieser Stelle sei noch
bemerkt, dass die Wahl der Zeitskala T™ fiir den Fall einheitlicher Kopplungen der Wahl
A = ﬁ entspricht. Dies entspricht dem Resultat, welches J. Jager bereits voriges Jahr

in ihrer Diplomarbeit ausgearbeitet hat [12]. Da hier das Anliegen besteht, die Physik
eines QPs mit etwa 10° Kernspins zu simulieren wird im Folgenden stets letztere Zeits-
kala verwendet, da diese den Zeitraum auf dem sich die Polarisation des Zentralspins
dndert, wenn auch nur kurzfristig, invariant unter Verdnderung der Systemgrofie lasst.

7.3 Mean-Field-L6sung

Dieser Abschnitt widmet sich einem analytischen Ansatz zur Losung des Zentralspin-
modells ohne dufleres Magnetfeld. Es handelt sich genauer gesagt um eine Mean-Field-
Beschreibung (MF-Beschreibung) des Systems, welche in dieser Form von Merkulov
et al. [9] vorgestellt wurde. Anschaulich verdeutlicht ist die Grundidee des Verfahrens
eine einfache. Ein Elektron in einem Halbleiter-QP ist generell von einer Vielzahl von
Kernen umgeben und in unserem Modell wechselwirkt das Elektron mit jedem dieser
Kernspins, wihrend jeder einzelne Kern nur das Feld des einen Elektrons spiihrt. Da
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der Zentralspin also einem wesentlich stidrkeren Gesamtfeld ausgesetzt ist als die je-
weiligen Kernspins, ergibt sich die Schlussfolgerung, dass somit auch die Zeitskala auf
der der Zentralspin seine Ausrichtung dndert wesentlich kleiner ist als die auf der die
Badspins dies tun. Somit wird das Bad im Folgenden als ndherungsweise konstantes,
effektives Magnetfeld aufgefasst, welches durch

= <Z Aka> (7.1)

gegeben ist. Somit lésst sich der nun betrachtete Hamiltonoperator des Systems in der
Form

Hur = 1pgeT*S - Beg (7.2)
_ ) (Ig) — il
-3 (i By ") i

schreiben. Es werden hier also letztlich die Operatoren der Badspins durch ihre Er-
wartungswerte ersetzt und die Gesamtheit dieser Operatoren als effektives Magnetfeld
aufgefasst. Diese, durch anschauliche Argumente motivierte, Betrachtungsweise besitzt
den typischen Charakter einer quantenmechanischen MF-N&herung. Da das Beg sich
aus einer Vielzahl kleiner, zufillig orientierter magnetischer Momente zusammensetzt,
charakterisiert man dieses Feld nun durch eine gauflsche Wahrscheinlichkeitsdichtever-
teilung, welche Richtung und Betrag des effektiven Magnetfeldes beschreibt [31]:

W (B, —# —Bgff 7.4

A2B: 22

7.5
,uBge ( )

2(1Bge T*)

Wie leicht zu erkennen ist, weist W ( eg) keine Winkelabhingigkeit auf und Beogt geht
nur betragsméflig ein, sodass die Verteilung des Magnetfeldes kugelsymmetrisch ist.
Dass ein Spin in einem konstanten Magnetfeld B eine Larmorprizession mit der Fre-
quenz w = geupB ausfithrt ist wohlbekannt. Die zugehorige Bewegungsgleichung der
Polarisation des Elektronspins kann man in der Form

S(t) = (§0 . ﬁ) n+ (50 - (S(] n) ) cos(wt)
+ [fi X (5’0 — (50 . ﬁ) ﬁ)] sin(wt), (7.6)

schreiben. Diese Gleichung wird nun auf Grundlage der Verteilung (7.4) iiber alle mogli-
chen Ausrichtungen des Magnetfeldes gemittelt, d.h. es wird

(8)) = /0 ey /0 " sin(0)d0 /0 U BB WS 0), (7.7)
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gebildet, wobei fiir eine grofle Anzahl Badspins N — oo auch By, — oo folgt. In
unserem Fall gilt das Interesse lediglich der z-Komponente des Zentralspins, es ist also
S(t) = S(t)€,. Setzt man das ein, so erhilt man insgesamt die Losung

142 (1 _ <2;>2) exp (-é <2;>2>] — M), (78)

Es ergibt sich also eine Kurve, die fiir t — oo den Wert % annimmt, was auf den ersten
Blick in Ubereinstimmung mit den bisher gezeigten Resultaten steht. Dies ist jedoch
ein nicht unbedingt intuitives Ergebnis, denn fiir ¢ = 0 waren sdmtliche Badspins un-
polarisiert und einzig der Zentralspin trug eine Polarisation von Sy = % Somit hétte
man annehmen kénnen, dass sich die anfangs vorhandene Polarisation gleichméfig im
System verteilt und nach hinreichend langer Zeit jeder Spin die Polarisation ﬁ tra-
gen wiirde. Dass dies nicht der Fall ist stellt ein interessantes Resultat dar und ist auf
die, durch die Anfangsbedingungen eingefiigte, Einschrinkung des Phasenraums des
Systems zuriickzufiihren. Es sei noch betont, dass an dieser Stelle keinerlei Annahmen
iiber die genaue Realisation der Kopplungskonstanten Aj eingeflossen ist, sodass das
Resultat (7.8) fir N — oo prinzipiell allgemein giiltig ist. Es stellen sich an dieser
Stelle jedoch unmittelbar einige Fragen. Zunéchst einmal haben wir in Kapitel 6 gese-
hen, dass sich fiir einheitliche Kopplungskonstanten eine strikt periodische Bewegung
ergibt. Daher gilt es zu klédren, in welchen Fillen die Anfangs vorhandene Polarisation
tatsdchlich verloren geht, also sich nach dem anfidnglichen Zerfall der Gleichgewichts-
wert % permanent einstellt, da offenbar Konfigurationen existieren, bei denen dies
nicht der Fall ist. Wie genau die vorgestellte Losung M (t) tatséichlich mit den nume-
rischen Resultaten iibereinstimmt muss ebenfalls genauer beleuchtet werden, da bei
den Simulationen immer Effekte durch die endliche Systemgrofle eine Rolle spielen. Zu-
dem ist interessant, worin der Erfolg dieser sehr einfachen MF-Betrachtung begriindet
liegt, da die zu Beginn erwahnten, auf rein anschaulicher Basis vorgebrachten Argu-
mente zwar einleuchtend erscheinen, sie jedoch keinerlei quantenmechanische Effekte
beriicksichtigen. Diese drei zentralen Fragen werden im Folgenden genauer beleuchtet.

(570 = 3

7.3.1 Einfluss der Kopplungskonstanten

Betrachten wir nun zunéchst einmal wie genau sich die Wahl der Kopplungskonstan-
ten in der resultierenden Dynamik des Zentralspins duflert. Zu diesem Zweck werden
hier drei verschiedene Varianten zur Bestimmung der A; gegeniibergestellt. Die ersten
beiden basieren auf zufillig gewéhlten Kopplungen, wobei die einen aus einer Gauf}-
und die anderen aus einer Gleichverteilung generiert werden. Beide dieser Verteilungen
sind hier der Vergleichbarkeit halber auf das Intervall [0.5 : 1] eingeschrinkt und die
Gauflverteilung ist somit um 0.75 zentriert. Die letzte Variante beinhaltet auf selbi-
gem Intervall dquidistant angeordnete Kopplungen, was bedeutet dass der Betrag der
Kopplungsstérke linear mit dem Index des Kernspins ansteigt:

k—1

(7.9)

39



Es liegen also drei Realisationen der Ay vor, die unterschiedlich weit gestreut auf ein
und demselben Intervall liegen. Dabei kommen die gauflverteilten dem Fall einheitlicher
Kopplungen am néchsten und die linear aufsteigenden sind am breitesten iiber das In-
tervall verteilt. Abbildung 7.3 zeigt (S*(¢)) fiir die drei genannten Varianten und zwei

0.5 T T T T
N=14 N =18

03 | 1 :
0.1 i \ “ —

-0.1 j | i i

Gauss

o
orf————

_0. 1 I I I I
0 100 200 300 100 200 300

t/T*

Gleich

Linear

Abbildung 7.3: Hier ist (S%(¢)) fiir verschiedene Realisationen der Ay aufgetragen. In
allen Féllen gilt Ay € [0.5 : 1], wobei oben Zufallszahlen aus einer
Gaufiverteilung und in der Mitte aus einer Gleichverteilung gezogen
wurden, wihrend unten schlicht dquidistante Kopplungen zu Grunde
liegen. Links sind Systeme mit 14 und rechts mit 18 Badspins aufgetra-
gen.

verschiedene Badgrofien. Fiir die gaufiverteilten Kopplungskonstanten sind zunéchst
dghnliche Revivaleffekte zu erkennen, wie fiir den einheitlichen Fall, allerdings wird die
Amplitude dieser Effekte monoton kleiner und langfristig bleibt lediglich eine willkiirlich
scheinende Ostzillation. Zusétzlich geht das Abflachen der Elektronpolarisation bei Ver-
groferung des Bades zunehmend rapider von statten. Fiir die gleichverteilten und linear
steigenden Kopplungen ergibt sich hingegen ein insgesamt sehr dhnlicher Verlauf. In
beiden Fillen tritt die Dekohéirenz so schnell auf, dass kein ausgepriagtes Wiederkehren
der Polarisation zu erkennen ist. Es deutet sich lediglich an, dass die Oszillationen um
den Gleichgewichtswert fiir groflere Systeme und breiter gestreute Kopplungen geringer
werden. Diese Effekte sind fiir die hier diskutierte Anfangskonfiguration (6.11) anschei-
nend sogar unabhéngig davon, ob die Ay rein zufillig gewonnen werden, oder einer
strikten Vorschrift gehorchen. Insgesamt lésst sich aus diesen Beobachtungen folgern,
dass fiir nicht einheitliche Kopplungen und sehr grofie Systeme in keinem Fall Revi-
valeffekte zu erwarten sind und somit die Theorie von Merkulov et al. bestétigt wird.
Die zu beobachtenen Oszillationen um den Endwert sind dabei eindeutig der endlichen
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Grofle des simulierten Systems geschuldet. Es sei noch betont, dass die Entwicklung
des Zentralspins offenbar fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen, aus denen die
Kopplungen gewonnen werden, ab einer gewissen Systemgrofie invariant bleibt, aufler
dass verschiedene Verteilungen auch unterschiedliche Zeitskalen 7™ mit sich bringen.
Fortan werden fiir sdmtliche Simulationen die gleichverteilten Kopplungskonstanten
verwendet, da die breite Facherung der Ay offenbar eine Dynamik induziert, die dem
Fall grofler Systeme am n#chsten kommt. Die linear aufsteigenden A wiirden dieser Ar-
gumentation zu Folge zwar die noch bessere Wahl sein, allerdings besteht allgemein die
Moglichkeit vorhandene Finite-Size-Effekte durch Mittelung iiber eine Vielzahl zufélli-
ger Konfigurationen zu unterdriicken, was bei einer immer gleichen Verteilung der Ay
nicht moéglich wére.

7.3.2 Vergleich der Numerik mit der MF-Betrachtung

In diesem Abschnitt soll kurz besprochen werden in wie weit die numerischen Resultate
mit der Vorhersage (7.8) iibereinstimmen. Dies stellt einen guten Test fiir die Brauch-
barkeit der hier durchgefiihrten Simulationen dar. Aufgrund der Tatsache, dass fiir das
verwendete Box-Modell lediglich ~ 20 Badspins exakt berechnet werden kénnen, ein
realer Quantenpunkt jedoch etwa 10° Kerne enthélt, ist namlich nicht von vorneherein
klar, ob die numerischen Daten ein realisitisches Szenario auch nur annidhernd wider-
spiegeln konnen. Sollte jedoch eine gute Ubereinstimmung mit der Theoriekurve vorlie-
gen ist gezeigt, dass das betrachtete Modell prinzipiell auch praxisrelevante Resultate
liefern kann. Abbildung 7.4 zeigt die Kurzzeitentwicklung fiir 3 Systeme aufsteigender

0.5 — 1 010
N=14 —
I N =18 ] I
0.4 N=18 0.08
A 03} M) 1 0.06 |
Q o2t 1 0.04 |
041 | 1 002 |
O 1 1 1 1 0.00 1 1 1
0 4 8 12 16 2 3 4 5
£/ /T

Abbildung 7.4: Kurzzeitentwicklung fiir aufsteigende Systemgréfie innerhalb der Simu-
lation im Vergleich mit der analytisch abgeleiteten Kurve M (¢). Der im
linken Teil des Plots markierte Bereich ist rechts vergroflert dargestellt.

Grofle im Vergleich mit M(t). Es ist zu erkennen, dass bereits schon fiir 14 Badspins
eine recht gute Anndherung an die Analytik stattfindet, welche sich unter Hinzunahme
weiterer Kernspins noch verbessert. Ausserdem deutet sich an, dass die numerischen
Ergebnisse fiir N — oo konvergieren, da die erkennbare Anderung der Kurven von 14
zu 18 Badspins um einiges grofler ist als die von 18 zu 22. Insgesamt stimmen unsere
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Simulationen also in zufriedenstellendem Mafle mit (7.8) iiberein und bestéitigen somit
das analytische Resultat M (¢). Zudem liefern sie auch bereits fiir die hier erreichbare
Systemgrofle Resultate, die dem Limes N — oo recht nahe kommen, was den Nutzen
des hier verwendeten Modells unterstreicht.

7.3.3 Dynamik der Badspins

Als Grundidee zum Herleiten der Losung (7.8) wurde angenommen, dass die Dyna-
mik aller Badspins aufgrund der Topologie des Systems wesentlich langsamer ist, als
die des Zentralspins, woraus gefolgert wurde, dass das effektive Magnetfeld (7.1) niihe-
rungsweise konstant bleibt. Betrachtet man jedoch den Hamiltonoperator des Systems
und die hier verwendeten Anfangsbedingungen wird schnell klar, dass diese Annahme
auf quantenmechanischer Ebene nicht korrekt sein kann. Da das System hier anfangs
durch den Dichteoperator py = %Zi/f i) (i| beschrieben wird, ist Beg(t = 0) = 0,
da die Badspins vollstéindig unpolarisiert sind. Wie in Abschnitt 3.2 angesprochen, ist
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Abbildung 7.5: Das effektive Magnetfeld gegen die Zentralspinpolarisation aufgetragen,
wobei ein System mit 18 Kernspins gezeigt ist und die Legende die y-
Achsenbeschriftung fiir die jeweilige Kurve angibt.

aber der Gesamtspin Sg.; des Systems erhalten, da das Elektron seine Polsarisation

ausschliellich durch wechselseitige Umklappprozesse an die Badspins iibertragen kann.

Somit nimmt Beg nur einen von null verschiedenen Wert an, indem die Badspins die Po-

larisation des Elektrons aufnehmen. Aus diesem Grund findet die Baddynamik offenbar

auf derselben Zeitskala statt, wie die des Zentralspins. Abbildung 7.5 illustriert diesen

Sachverhalt, indem Beg und (S*) im Vergleich gezeigt sind und es ist zu erkennen, dass

das effektive Magnetfeld sich immer instantan mit der Elektronpolarisation éndert und

keinesfalls als ndherungsweise konstant angesehen werden kann. Somit scheint die zuvor
getroffene Annahme zunéchst ungerechtfertigt. Es bietet sich nun an einen genaueren

Blick auf die Dynamik der einzelnen Badspins zu werfen, um zu verstehen weshalb M ()

die Zeitentwicklung des Zentralspins dennoch korrekt beschreibt. Zu diesem Zweck sind

in Abbildung 7.6 die Zeitentwicklung dreier Badspins fiir N = 18 gezeigt. Oben im di-
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Abbildung 7.6: Zeitentwicklung dreier ausgew#hlter Kernspins, deren Kopplungsstéirke
mit steigendem Index abnimmt, im Vergleich zur Zentralspindynamik
fiir insgesamt 18 Badspins. Erneut gibt die Legende die jeweilige Be-
schriftung der y-Achse an. Oben und unten sind die gleichen Daten
gezeigt, wobei der y-Achsenausschnitt unten auf die Baddynamik abge-
stimmt ist.

rekten Vergleich zum Zentralspin und unten nur die Kernspins. Dabei sind letztere so
geordnet, dass (I7) zur groBten und (I{g) zur kleinsten Kopplungskonstante gehort. Es
sind verschiedene interessante Aspekte zu erkennen. Aufgrund der Gesamtspinerhaltung
des Hamiltonoperators ist klar, dass die Polarisation jedes einzelnen Badspins zunéchst
von 0 ausgehend stark anwéchst und kurz darauf wieder abnimmt, was durch das be-
reits diskutierte Kurzzeitverhalten des Zentralspins vorgegeben ist. Dabei ist auch zu
beobachten, dass offenbar der am schwichsten an den Zentralspin koppelnde Kernspin
am meisten Polsarisation aufnimmt. Anschaulich ist das sofort klar, da das Ubertragen
der Polarisation auf diesen Spin energetisch am giinstigsten ist. Langfristig nimmt die
Elektronpolarisation einen Gleichgewichtswert an, um welchen lediglich Fluktuationen
aufgrund der geringen Grofle des Modellsystems zu beobachten sind. Die Kernspins
hingegen weisen neben diesen Fluktuationen eine deutlich erkennbare Oszillation um
ihren jeweiligen Gleichgewichtswert auf. Im Gleichgewichtszustand des Systems nimmt
also lediglich der Zentralspin einen konstanten Wert an, wiahrend jeder Badspin im Feld
des Elektrons préazediert. Es finden also stédndig Flip-Flop-Prozesse statt, deren Effekt
sich fiir das Elektron effektiv herausmittelt. Dieser Prozess ist darauf zuriickzufiihren,
dass hier kein dufleres Magnetfeld fiir eine Zeemanenergie sorgt, welche die Spinflips
unterdriicken wiirde. Hier kosten die Flips daher keine Energie und finden somit perma-
nent statt. Diese Dynamik deutet auch an, weshalb die zuvor besprochene analytische
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Losung funktioniert. Die Kernspindynamik ist ndmlich nicht wirklich eingefroren, wie
zu Beginn von Kapitel 7.3 angenommen wurde, sondern sie mittelt sich effektiv heraus,
was denselben Effekt zur Folge hat.

7.3.4 Heisenbergsche Bewegungsgleichung

Nach der Diskussion des tatséchlichen Verhaltens des effektiven Magnetfelds, wird nun
die Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir die Zentralspinpolarisation herangezogen,
um genauer zu verstehen, weshalb die vorgestellte MF-Naherung so gut funktioniert.
Fiir die Bewegungsgleichung ergibt sich
d z . 4
3 (O°(@) =i ([H.57) (7.10)
= (SYI*) — (S*IY), (7.11)

worin die Abkiirzung I¢ = ), Aply mit o € {z,y,2} verwendet wird. Die zeitliche
Anderung von (S?) ist demnach also durch die Differenz der Korrelationsfunktionen
(SYI*) und (S*I1Y) gegeben, was einen exakten Ausdruck darstellt. Bildet man die-
sen Ausdruck analog fiir den MF-Hamiltonian, bei dem die Badoperatoren durch ihre
Erwartungswerte ersetzt werden, so ergibt sich hingegen

S e = (59) (%) — (5 (1) (7.12)

Es deutet sich also an, dass eine MF-Beschreibung eine sinnvolle Ndherung der Sys-
temdynamik liefern kann, wenn die Korrelationsfunktionen (SYI*) und (S*1Y) in ihre
Einzelerwartungswerte faktorisieren. Fiir eine durch den Dichteoperator (6.11) beschrie-
bene Anfangskonfiguration zeigt Abbildung 7.7 die genannten Korrelationsfunktionen
zusammen mit der entsprechenden Faktorisierung. Wie bereits zu erwarten war zeigt
sich, dass die Produkte der Einzelerwartungswerte in diesem Fall fiir alle Zeiten sehr
nahe bei 0 liegen und eine MF-Beschreibung somit nicht addquat zu sein scheint. Dieser
Sachverhalt ist jedoch wenig tiberraschend. In Abschnitt 7.3 wurde ndmlich angenom-
men, dass die Kernspins zusammengenommen ein effektives Magnetfeld liefern, das in
eine beliebige Richtung zeigt und durch eine Gauflsche Wahrscheinlichkeitsdichtevertei-
lung beschrieben werden kann. Legt man dem System jedoch ein statistisches Gemisch
zu Grunde, bei dem das Bad vollstdndig unpolarisiert ist, so ist das effektive Magnet-
feld zu Beginn gleich 0. Bildet man aber die Heisenbergsche Bewegungsgleichung eines
Badoperators im Rahmen der MF-Theorie so ergibt sich

I = 1 {((Hae IE)) =0, (7.13)
sodass das effektive Magnetfeld in diesem Fall also offenbar permanent den Wert 0
behilt und eine MF-Beschreibung hier somit keinen Sinn machen kann. Um nun der
Grundannahme der analytischen Losung nédher zu kommen, besinnen wir uns darauf,
dass das effektive Magnetfeld als Summe der einzelnen magnetischen Momente der Ker-
ne zu verstehen ist. Da in Form des statistischen Gemischs iiber den einzelnen Kern
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Abbildung 7.7: Gezeigt sind die Korrelationsfunktionen der Gestalt <S°‘I B > im Ver-
gleich zu ihrer zugehorigen Faktorisierung. Erneut ist die Beschriftung
der y-Achse durch die Legende gegeben und das System enthélt 18
Badspins, die in Form eines Gemischs vorliegen.

keinerlei Information vorlag, wurde die Bildung einer Summe iiber viele zufillige Kern-
spinorientierungen nicht beriicksichtigt. Um diesen Aspekt jedoch hinzuzuziehen wird
die Ausgangssituation nun erneut durch einen zufillig generierten Produktzustand, wie
in (6.13) beschrieben. Bei dieser Konstruktion der Zusténde erhélt schlieBlich jeder
einzelne Badspin eine zufillige Richtung, sodass der gesamte Produktzustand ein ef-
fektives Magnetfeld zusammengesetzt aus mehreren kleinen magnetischen Momenten
generiert. Mittelt man nun die Zeitentwicklung von (S?(t)) tiber einige Messungen mit
verschiedenen Produktzusténden der einzelnen Spins, so diirfte die Losung M (t) eben-
falls reproduziert werden, wie schon in Kapitel 6 besprochen und zudem diirfte die MF-
Beschreibung des Systems auch durch die Heisenbergsche Bewegungsgleichung fundiert
werden. In Abbildung 7.8 ist das Resultat dieser Herangehensweise fiir 50 Messungen
und 16 Badspins im Vergleich zu M (¢) und dem Ergebnis fiir ein statistisches Gemisch
gezeigt. Es zeigt sich, dass die zuvor erzeugten Resultate in guter Ubereinstimmung mit
der Mittelung iiber 50 Produktzustidnde stehen. Die Dynamik des Zentralspins wird al-
so hinreichend reproduziert. Es bleibt also die Frage ob hier die Faktorisierung der
Korrelationsfunktionen <SO‘I B > ~ (SY) <I B > in guter Niéherung gegeben ist und somit
die MF-Beschreibung gerechtfertigt ist. Abbildung 7.9 beinhaltet die genannten Korre-
lationsfunktionen und die Produkte der einzelnen Erwartungswerte. Im Gegensatz zu
den Resultaten bei denen die Kernspins in einem Gemisch vorlagen, ist zu erkennen,
dass die Produkte der Erwartungswerte einen dhnlichen Verlauf wie die Korrelations-
funktionen aufweisen. Insbesondere iibereinstimmen die Nulldurchginge und Extrema
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Abbildung 7.8: Hier sind die analytische Losung M (t) und zwei numerische Resultate
gegeniibergestellt. Fiir das erste wird die Systemkonfiguration durch ein
Gemisch beschrieben und fiir das zweite wurde eine Mittelung iiber 50

verschiedene Produktzustinde des Systems gebildet.
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Abbildung 7.9: Die Korrelationsfunktionen der Form <S aph > im Vergleich zu ihrer Fak-
torisierung, wobei eine Mittelung iiber 50 verschiedene Konfigurationen
gebildet wurde, die jeweils durch einen zufilligen Produktzustand ge-
geben sind. Die Legende ersetzt die y-Achsenbeschriftung.

der Kurven fast exakt, jedoch ist die Amplitude der Faktorisierungen wesentlich klei-
ner. Dennoch wird durch diese Ergebnisse deutlich, dass die MF-N&herung fiir dieses
Problem gerechtfertigt ist, solange eine Mittelung iiber einige Messungen durchgefiihrt
wird, denen jeweils ein zuféllig gebildeter Produktzustand zu Grunde liegt.
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7.3.5 Numerische Umsetzung der MF-Ndherung

In diesem Abschnitt wird diskutiert, wie die zuvor analytisch erzeugten MF-Resultate
auf numerischer Ebene reproduziert werden kénnen. Dieser Schritt wird vorgenommen,
da spéter die Validitdt der MF-Naherung unter Hinzunahme eines externen Magnetfel-
des diskutiert werden soll. Auf diese Art sind schliellich beliebige Feldstérken einfach
zuganglich und es kann direkt gepriift werden ob die exakten Ergebnisse prinzipiell
auch auf MF-Niveau erzeugt werden kénnen. Im vorigen Abschnitt wurde motiviert,
dass ein numerischer Ansatz fiir die MF-Néherung auf einer Mittelung iiber eine Viel-
zahl klar definierter Kernspinkonfigurationen basieren sollte. Daher werden nun die Er-
wartungswerte f;g> schlicht durch klassische Spinvektoren der Lénge % ersetzt, deren
Ausrichtung anfangs zuféllig bestimmt und fiir die gesamte Zeitentwicklung konstant
gehalten wird. Hyr wirkt nun ausschliellich im Hilbertraum des Zentralspins und ist
somit ein 2 x 2-dimensionaler Operator. Dieser lédsst sich problemlos diagonalisieren, was
die Eigenzustinde |E1) = (z1,y1)7 und |Es) = (22,92)7, sowie die zugehorigen Eigen-
werte liefert. Durch eine Linearkombination dieser ldsst sich dann der Anfangszustand
darstellen:

o) = ) = & |E1) + B|E2) (7.14)
== a= <$U1 - y1$2> ; B = <x2 - yle> : (7.15)
Y2 Y1

Somit lautet die Zeitentwicklung der Zentralspinpolarisation
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Abbildung 7.10: Vergleich der analytischen gewonnenen Kurve M (t) mit dem nume-
risch gewonnenen MF-Resultat. Zusétzlich ist noch das Ergebnis fiir
das Box-Modell gezeigt, wobei N = 16 Badspins beriicksichtigt wur-
den, die in Form eines Gemischs vorliegen.

(S7(t)) = o> (E1| S7 |E1) + | 8] (Ea| S7 | Ea)
+ o B BBt (B | S7 | By + affe T F1= Bt (B, 9% | By (7.16)
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was eine kohérente Oszillation darstellt, deren Amplitude und Frequenz je nach Rea-
lisation des effektiven Kernmagnetfeldes variiert. Das gewiinschte MF-Resultat ergibt
sich dann aus einer Mittelung vieler Zeitentwicklungen, denen jeweils unterschiedliche
Kernspinkonfigurationen und somit verschiedene Hamiltonoperatoren zugrundeliegen.
Abbildung 7.10 zeigt ein auf diese Weise erzeugtes Ergebnis, fiir N = 5 - 10* Badspins
und eine Mittelung iiber 10° zufillig bestimmte effektive Magnetfelder zusammen mit
der analytischen Kurve M (t) und der exakten Simulation fiir 16 Spins. Es ist zu erken-
nen, dass das numerische MF-Resultat die Analytik fast exakt reproduziert. Somit ist
es uns moglich die MF-Naherung auf numerischer Ebene auf Systeme mit externem Ma-
gnetfeld zu iibertragen und so durch Simulationen zu priifen, ob die MF-Betrachtung
auch fiir diesen Fall sinnvolle Ergebnisse liefert. Dies stellt eine interessante Fragestel-
lung dar, da zuvor bereits festgestellt wurde, dass die MF-Nédherung gerade aufgrund
der bisher fehlenden Zeeman-Energie, welche Spinflips unterdriicken wiirde, gut funk-
tioniert. Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass fiir die MF-Rechnung eine sehr
grofle Anzahl Badspins verwendet wurde, um der analytischen Kurve moglichst nah zu
kommen, da letzterer der Limes N — oo zu Grunde liegt. Abbildung 7.11 zeigt wie sich
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Abbildung 7.11: Vergleich von M (¢) mit numerischen MF-Resultaten fiir aufsteigende
Badgrofie. Gezeigt ist lediglich der Bereich direkt um das anfangs auf-
tretende Minimum der Kurven, um die Konvergenz der Methode zu
verdeutlichen.

die MF-Ergebnisse mit wachsendem N verhalten. Es ist zu erkennen, dass sich diese
Resultate von unten her an die analytische Kurve annédhern, was im Gegensatz zu der
Konvergenz des zuvor verwendeten Box-Modells steht, wo eine Anndherung von oben
stattfand.

7.4 Frequenzspektrum

In diesem Kapitel soll nun noch das Frequenzspektrum der zuvor besprochenen, zeitabhéngi-
gen Dynamik betrachtet werden. Zunéchst einmal lésst sich die Fourier-Transformation

48



der Funktion M (t) berechnen:

M) = [t
3

—00

1+2 (1 - <2;>2> e‘i(ﬁ*f] (7.17)

- % [m(@ + wQ(\/gT*)?’\/Ee_?(WT*)Q] . (7.18)

Zum einen ergibt sich also ein Delta-Peak bei w = 0, das von der durch die Anfangsbe-
dingungen festgelegten endlichen Polarisation im System und dem damit einhergehen-
den Gleichgewichtswert von (S%(t)) herriihrt. Den interessanteren Teil des Frequenz-
spektrums stellt jedoch der zweite Term der analytischen Vorhersage dar. In Kapitel 6
wurde gezeigt, dass (S%(w)) fiir einheitliche Kopplungskonstanten durch eine endliche
Anzahl Frequenzen beschrieben werden kann, die durch die Badgréfie und die Kopp-
lungsstéirke vorgegeben sind. Fiir N — oo ergibt sich entsprechend ein Kontinuum, das
durch den rechten Teil von Gleichung (7.18) beschrieben wird. In Abbildung 7.12 wird
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Abbildung 7.12: Das numerisch berechnete Frequenzspektrum fiir N = 12 bis N = 18
Badspins im Vergleich zur analytischen Vorhersage fiir N — oo. Es
sind lediglich positive Frequenzen gezeigt, da das Spektrum in allen
Fillen symmetrisch zur y-Achse ist. Darin ist AF = Enax — Emin.

M (w) den numerischen Resultaten fiir (S*(w)) bei verschiedenen Badgrofien gegeniiber-
gestellt. Fiir das Spektrum endlicher Systeme ergibt sich wie erwartet eine Verteilung
einzelner Peaks, deren Hohe zumindest grob dem Verlauf der analytischen Kurve ent-
spricht. Fiir zunehmende Systemgrofie ergibt sich eine gleichméfiger werdende Auftei-
lung der Peaks, was bedeutet, dass stark nach oben ausreifende Maxima unterdriickt
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Abbildung 7.13: Gezeigt ist die Integration iiber die in Abbildung 7.12 gezeigten Daten.

werden und sich eine bessere Anndherung an die Analytik andeutet. Ob die Resultate
jedoch tatséchlich ibereinstimmen ist der direkten Analyse der (S*(w)) nicht zu ent-
nehmen. Ein Ansatz zum Schaffen einer besseren Vergleichbarkeit der beiden Resultate
wiére, eine Mittelung iiber viele verschiedene Realisationen der Kopplungskonstanten
Aj. durchzufiihren, in der Hoffnung, dass die Effekte, die aufgrund der geringen Sys-
temgrofle entstehen, sich herausmitteln. Setzt man dies jedoch in die Tat um, so zeigt
sich dass die einzelnen Peaks zwar etwas breiter und flacher werden, jedoch entsteht
dabei ebenfalls keine glatte Kurve, die direkt mit dem analytischen Resultat vergleich-
bar wire. Es stellt sich somit als praktischer heraus die Resultate zu vergleichen, indem
man iiber die jeweiligen Daten integriert. Daraus ergeben sich in diesem Fall die in Ab-
bildung 7.13 gezeigten Resultate. Es zeigt sich eine gute Ubereinstimmung zwischen der
Simulation und M (w). Ausserdem ist auch zu sehen, dass fiir groer werdende Systeme
die Anndherung an die kontinuierliche Vorhersage zunimmt. Es sei an dieser Stelle noch
angemerkt, dass das Vorgehen zum Erstellen der beiden gezeigten Abbildungen eigent-
lich umgekehrt war als beschrieben. Es wurde ndmlich erst das simulierte Spektrum
integriert, dann die Stammfunktion von M (w) mit den erhaltenen Daten verglichen
und an diese angepasst. Das anpassen ist von Néten, da mit zunehmender System-
grofe jeweils ein leicht unterschiedlicher Verlauf des integrierten Spektrums entsteht,
was auch auf die unterschiedliche Energieskala zuriickzufiihren ist. Daraufhin wurde die
Ableitung der angepassten Stammfunktion zusammen mit den urspriinglichen Daten
aufgetragen.
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8 Dynamik im externen Magnetfeld

In diesem Kapitel wird den bisherigen Betrachtungen ein externes Magnetfeld B = Bé,
hinzugefiigt. Die Beschrankung auf ein dufleres Feld entlang der z-Richtung ist durch
die in Kapitel 2 angesprochene Voigt-Geometrie motiviert, welche in vielen Experimen-
ten verwendet wird. Hier wird neben den interessanten Effekten im exterenen Feld,
wie schon angedeutet wurde, auch diskutiert, ob die im vorigen Kapitel beschriebene
MF-N&herung auch fiir den magnetfeldbehafteten Fall niitzlich ist. Ansétze zu einer
dhnlichen MF-Herangehensweise im externen Magentfeld wurden beispielsweise von S.
I. Erlingsson und Y. V. Nazarov verdffentlicht [32] [33], welche den hier durchgefiihrten
Betrachtungen jedoch nicht direkt zugrundeliegen. Auf Modellebene wird nun also ein
Magnetfeld in z-Richtung hinzugefiigt und somit der Hamiltonoperator

N
Hy =T*wiS" + T AS - I (8.1)
k=1

diskutiert. Ein entscheidender Unterschied gegeniiber den vorigen Betrachtungen ohne
Magnetfeld ist, dass der Gesamtspin entlang der z-Achse Sg; aufgrund des ersten Terms
des Hamiltonoperators nicht mehr erhalten ist. Es ist somit nun méglich, dass alle im
System vorhandene Polarisation verloren geht. Ausserdem ist nun nicht mehr zu erwar-
ten, dass die verwendete Zeitskala T™ die Kurzzeitdynamik des Systems invariant lésst.
Betrachtet man némlich erneut Gleichung (3.13) mit dem neuen Hamiltonoperator %,

so ergibt sich nun

(S%(t)) = % - é <;>2 - <°‘)2Lt>2 +0(t), (8.2)

sodass auch die Larmorfrequenz mafigeblich fiir die Kurzzeitentwicklung ist. Im Fol-
genden soll zunéchst der Fall eines starken dufleren Magnetfeldes, wie es in vielen Ex-
perimenten realisiert ist, analysiert und spéter auf geringe Feldstérken eingegangen
werden.

8.1 Starkes auBeres Feld

Betrachtet man einen einzelnen, entlang der z-Achse polarisierten Spin im externen
Magnetfeld in z-Richtung, so ist sofort ersichtlich, dass dieser eine Prézession mit der
Frequenz wy, um die Feldachse ausfithrt. Dabei handelt es sich um eine kohérente Dy-
namik, welche jedoch durch das Einfiihren eines Spinbades zerstort wird. In Abbildung
8.1 ist die Zeitentwicklung der Zentralspinpolarisation bei aufsteigender Systemgrofie
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Abbildung 8.1: Abgebildet ist die mittels der Chebyshev-Polynomentwicklung gewon-
nene Zeitentwicklung der Zentralspinpolarisation fiir Systeme mit auf-
steigender Anzahl Badspins N. Die stirke des Magnetfeldes entlang der
x-Achse ist hier fiir alle Kurven durch b = % = 2 gegeben.

N fiir ein externes Magnetfeld gezeigt, dessen Stirke durch den Parameter b = “f ge-
geben ist. Dieser wird verwendet, da er zum einen dimensionslos ist und zum anderen
direkten Aufschluss dariiber gibt, ob bei der betrachteten Konfiguration der Einfluss
der Hyperfeinwechselwirkung oder des externen Feldes dominiert. Es ist zu erkennen,
dass die Elektronpolarisation rapide auf den Wert 0 abfillt und nach einiger Zeit ein
Revival-Effekt zu erkennen ist. Letzterer tritt jedoch mit wachsender Systemgrofie zu-
nehmend schwécher und nach langerer Zeit auf, sodass es sich dabei offensichtlich um
einen Prozess handelt, der auf die geringe Systemgrofle zuriickzufiihren und somit in
der Praxis uninteressant ist. Wie zu erkennen ist, ist er bereits bei einem System mit
20 Badspins kaum noch auszumachen. Folglich wird fortan lediglich der initiale Zer-
fallsprozess betrachtet. Wie eingangs erwiahnt, wire ohne die Kernspins schlicht eine
kohérente Oszillation mit der Frequenz wy zu beobachten, durch das Ankoppeln des
Bades ist nun jedoch das Auftreten von Dekohérenz zu erkennen. Nun stellt sich die
Frage wie genau der Polarisationszerfall von statten geht. So geht aus der Abbildung
nicht genau hervor, ob der Zeitraum in dem (S*(t)) von % auf 0 abfillt unter Ver-
wendung der Zeitskala T™ invariant ist oder nicht, jedoch deutet sich die Invarianz an.
Erwahnenswert ist noch die Tatsache, dass bei genauem Hinsehen ein Anwachsen der
Oszillationsfrequenz im Vergleich zwischen den einzelnen Kurven erkennbar ist. Dies
ist auf die, in Abbildung 8.1, einheitliche Wahl von b = “f = 2 zuriickzufiihren, da hier
fiir wachsende Badgrofle die Gesamtkopplung A und somit auch die Larmorfrequenz
ansteigt. Abbildung 8.2 behandelt die Kurzzeitentwicklung von (S*(¢)) in Hinblick auf
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Abbildung 8.2: Kurzzeitentwicklung der Zentralspinpolarisation fiir N = 16 und auf-
steigende Magnetfelddstéirke b in x-Richtung, inklusive der Funktion

2
f@t) = %e_%(%) , welche die Signaleinhiillende approximiert. Die Le-
gende ersetzt hier die Beschriftung der y-Achse.

die Zeitskala T*. Die darin eingezeichnete Funktion
o 8(%)° (8.3)

- é (Tt)z +O(t%) (8.4)

ist durch Gleichung (3.20) motiviert, da ihre Reihenentwicklung fiir - < 1 exakt
die dort vorhergesagte Form aufweist. Prinzipiell existiert natiirlich eine Vielzahl an
Funktionen mit dieser Eigenschaft, jedoch erinnert der Polarisationszerfall auf den ers-
ten Blick an eine Gauflfunktion, sodass hier diese als Ansatz gewihlt wurde. Es ist
zu erkennen, dass f(t) in guter Nidherung die Einhiillende des Ergebnisses fiir (S%(t))
bildet und zwar unabhéngig von der jeweiligen Feldstéirke. Fiir ein starkes externes
Magnetfeld senkrecht zur Spinpolarisation ergibt sich also, dass das zu Grunde legen
der Zeitskala T zwar nicht mehr den Verlauf von (S*(t)) fiir kurze Zeitraume inva-
riant ldsst, nun jedoch die Einhiillende des resultierenden Signals unverédndert bleibt.
Die Erklarung fiir dieses Verhalten liegt darin, dass die Elektronspindynamik nun zwar
durch das starke Magnetfeld dominiert wird, jedoch das Auftreten von Dekohérenz rein
auf die Hyperfeinwechselwirkung zuriickzufiihren ist und somit die in Zusammenhang
mit dieser Wechselwirkung abgeleitete Zeitskala T den Polarisationszerfall nach wie
vor beschreibt. Es sei noch betont, dass die Funktion f(¢) hier nur dazu dient, das

invariante Kurzzeitverhalten des Systems herauszustellen. Sie gibt jedoch keineswegs
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Abbildung 8.3: Die Abweichung A := f(t) — (S*(t)) der geratenen Funktion f(¢) von
dem tatséchlichen Zerfall der Zentralspinpolarisation. Die Messpunkte
wurden jeweils nur an den Maxima der Oszillation genommen, welche
durch den Index n durchnummeriert werden. n = 0 bezeichnet dabei
das Maximum bei t = 0. Gezeigt ist das Resultat fiir N = 16 und b = 8.

den genauen Polarisationszerfall wider. Um die Abweichung von f(¢) und der exakten
Signaleinhiillenden zu verdeutlichen, zeigt Abbildung 8.3 die Grofie

A= (1)~ (S°() (8.5)

an den Maxima der zu beobachtenden Oszillation. Es ist zu erkennen, dass die zu Be-
ginn bei 0 liegende Abweichung mit der Zeit langsam anwéchst und gegen Ende wieder
abnimmt, wobei das spéitere Zusammenlaufen der Kurven offensichtlich ist, da beide
schnell gegen 0 gehen. Somit ist gekldrt, dass der genaue Verlauf der Einhiillenden
von (S*(t)) nicht durch f(¢) gegeben und die tatséchliche Losung des Problems nicht
bekannt ist. Zu Abbildung 8.3 ist noch anzumerken, dass A fiir n = 0 nicht wirklich
genau 0 ist, sondern aufgrund der in die Simulation eingehenden stochastischen Spur-
auswertung eigentlich ein Fehler der Gré8enordnung 102 auftritt. Dieser wurde fiir die
Darstellung der Daten schlicht allen Messpunkten abgezogen, wodurch die tatsichliche
Kurve so entlang der y-Achse verschoben wurde, dass sie der Anschaulichkeit halber
bei A = 0 beginnt.

8.1.1 Wirksamkeit der MF-Betrachtung

Die in Abschnitt 7.3.5 beschriebene MF-Naherung ldsst sich problemlos auf den ma-
gnetfeldbehafteten Fall {ibertragen, indem dem dort verwendeten Hamiltonoperator
schlicht der Term

Hp: = T*wpS® (8.6)

hinzugefiigt und die Berechnung der Zeitentwicklung genauso wie zuvor durchgefiihrt
wird. Abbildung 8.4 zeigt ein auf diese Art erzeugtes MF-Resultat im Vergleich mit
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Abbildung 8.4: Die Simulationsergebnisse des Box-Modells im Vergleich zur numerisch

umgesetzten MF-Naherung im starken Magnetfeld entlang der x-Achse.
Fiir beide Rechnungen ist NV = 16 und b = 2.

einem mittels der Chebyshev-Entwicklung gewonnnenem Ergebnis. Es ist zu erkennen,
dass beide Kurven zunéchst sehr gut iibereinstimmen und im Verlauf des Abklingens
der Polarisation geringfiigig auseinanderlaufen. Dieser Effekt ist jedoch auf die Kon-
vergenzeigenschaft der MF-Methode zuriickzufiithren. Wie namlich in Abbildung 7.11
zu erkennen ist, produziert die MF-Simulation fiir kleine Badgrofien einen geringfiigig
schnelleren Polarisationszerfall, als die Losung fiir N — oo. Die Resultate fiir ein grofie-
res Magnetfeld als das in Abbildung 8.4 gezeigte, mit b = 2, liefern dquivalente Ergeb-
nisse. Insgesamt zeigt sich demnach, dass das Anwenden der MF-N&herung fiir grofie
Feldstirken sinnvoll ist, da die exakten Daten auf MF-Ebene reproduziert werden.

8.2 Geringe Magnetfeldstdrke

Im vorigen Abschnitt wurde der Fall diskutiert, in dem das &uflere Magnetfeld entlang
der z-Achse die Systemdynamik zwar klar dominiert, jedoch die Hyperfeinwechselwir-
kung fiir das Auftreten von Dekohérenz in der Zeitentwicklung sorgt. Nun soll das
Regime eines schwachen #dufleren Feldes beleuchtet werden, in dem das externe Feld
klein gegeniiber der gesamten Hyperfeinkopplung ist. Abbildung 8.5 zeigt (S?#(t)) fiir
verschiedene Feldstiarken b in einem System mit 16 Kernspins. Es ist klar zu erkennen,
dass der anféingliche Polarisationszerfall in diesem Regime im wesentlichen verlduft wie
im magnetfeldfreien Fall. Die Kurzzeitdynamik bleibt also durch die Hyperfeinwech-
selwirkung dominiert, jedoch ist zu sehen, dass sich das initiale Polarisationsminimum
mit zunehmender Feldstérke nach unten verschiebt und nach zunehmend kurzer Zeit
erreicht wird. Dieser Effekt ist aufgrund des Resultats (8.2) wenig iiberraschend, da
wy, offenbar direkt in den kurzfristigen Polarisationsabfall eingeht. In Anschluss an
den initialen Zerfall, stellt sich hier im Gegensatz zum feldfreien Fall offenbar kein
Gleichgewichtswert bei einer endlichen Polarisation ein. Stattdessen ist zu beobachten,
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Abbildung 8.5: Zeitentwicklung der Zentralspinpolarisation im schwachen Magnetfeld
entlang x, wobei b = “£ erneut die Feldstérke misst und ein System
mit N = 16 Badspins gewahlt wurde.

dass (S#(t)) unimttelbar nach durchlaufen des, fiir b = 0 typischen, Minimums abféllt,
wobei der Gradient dieser Flanke fiir wachsende Feldstédrke ansteigt. Aus Abbildung
8.5 scheint hervorzugehen, dass die Polarisation darauthin einen Nulldurchgang auf-
weist, voriibergehend ins negative fillt und anschliefend gegen den Gleichgewichtswert
0 strebt. Betrachtet man jedoch die Langzeitentwicklung des Problems, welche in Abbil-
dung 8.6 gezeigt ist, wird klar, dass dies nicht der Fall ist. Stattdessen ist zu beobachten,
dass sich langfristig eine prézessionsdhnliche Dynamik um die x-Achse einstellt, deren
Frequenz offenbar von der Magnetfeldstéirke b abhéngt. Es ist nicht offensichtlich wor-
auf dieses Verhalten zuriickzufiihren ist. Aus dem vorigen Kapitel ist bekannt, dass sich
ohne externes Feld langfristig eine feste Gleichgewichtspolarisation ausbildet. Zudem
haben wir im vorigen Abschnitt gesehen, dass fiir ein, gegeniiber der Hyperfeinkopp-
lung dominantes &dufleres Feld bereits nach kurzer Zeit keine Restpolarisation mehr im
System vorhanden ist. Fiir geringe Feldstirken, also im Bereich des Ubergangs zwi-
schen den Extremfillen ohne jegliches hin zum starken Magnetfeld, zeigt sich dagegen
nun, dass langfristig noch eine endliche Gleichgewichtspolarisation im System verbleibt,
welche dann durch das schwache duflere Feld nicht konstant bleibt, sondern eine un-
systematisch wirkende Dynamik zeigt. Dies wird insbesondere durch den in Abbildung
8.6 gezeigten Erwartungswert (SY(t)) deutlich, welcher ohne dufleres Feld noch perma-
nent gleich 0 war. Zudem ist insbesondere zwischen b = 0.1 und b = 0.2 eine deutliche
Abnahme der Signalamplitude zu erkennen, was die sinkende Restpolarisation spiegelt.
Zwischen dem, durch die Hyperfeinwechselwirkung gepréagten, Kurzzeitverhalten und
der, sich nach langer Zeit einstellenden Dynamik der Gleichgewichtspolarisation zeigt
der Zentralspin ein recht kompliziertes Verhalten, welches schwer zu deuten ist. Fiir
weiter wachsende Feldstidrken beobachtet man schnell das Wegfallen der langfristigen
Effekte, jedoch bleibt das unklare mittelfristige Verhalten zunichst erhalten und tritt
erst fiir dominierende duflere Felder nicht mehr auf.
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Abbildung 8.6: Die Langzeitentwicklung von (S#(t)) und (SY(t)) fiir verschiedene
schwache Felder. Erneut wurde ein System mit N = 16 Badspins si-
muliert. Die Legende ersetzt die Beschriftung der y-Achse.
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Abbildung 8.7: Vergleich der MF-Ergebnisse mit den exakten Simulationen fiir ein Sys-
tem mit 16 Badspins. b gibt die Magnetfeldstiarke entlang der z-Achse
an.
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8.2.1 Wirksamkeit der MF-Betrachtung

Fiir den Fall eines starken Magnetfeldes senkrecht zur Zentralspinpolarisation lieferte
die MF-Naherung gute Resultate. Abbildung 8.7 zeigt auf MF-Ebene gewonnene Ergeb-
nisse fiir geringe und mittlere Feldstérken im Vergleich zu den entsprechenden, mittels
der Chebyshev-Entwicklung gewonnenen Kurven. Es ist deutlich zu erkennen, dass die
MF-Betrachtung fiir geringe bis mittelstarke Felder senkrecht zur Spinpolarisation nicht
funktioniert. Es kann lediglich das Kurzzeitverhalten von (S#(t)) sinnvoll beschrieben
werden, jedoch stellt sich bei der MF-Herangehensweise immer nach relativ kurzer Zeit
ein endlicher Gleichgewichtswert ein. Die langfristigen, mit dem Magnetfeld verbun-
denen Effekte konnen also offenbar nicht reproduziert werden. Insgesamt zeigt sich
also, dass die MF-Néherung zwar in jedem Fall das Kurzzeitverhalten des Zentralspins
korrekt vorhersagt, jedoch versagt sie fiir den schwierigen Fall, dass der Einfluss der
Hyperfeinkopplung nicht durch ein wesentlich stéirkeres dufleres Feld dominiert wird.
Somit sind im Allgemeinen exakte Simulationen von Néten, um die zeitabhéngige Dy-
namik des hier betrachteten Systems zu studieren, da die durchgefiihrten Simulationen
zeigen, dass eine analytische Losung auf MF-Ebene, wie sie fiir den magnetfeldfreien
Fall in Abschnitt 7.3 abgeleitet wurde, mit vorhandenem Magnetfeld nicht in allen
Regimen funktioniert.

8.3 Frequenzspektrum

Zur Darstellung der Frequenzspektren im schwachen und starken dufleren Feld entlang
der z-Achse stellt sich zunichst die Frage, welche Grofie ein sinnvolles Mafl zur Ska-
lierung der Frequenzachse darstellt. Fiir dominante duflere Feldstidrken bietet sich fiir
diesen Zweck die Larmorfrequenz w; an. Bei dieser Wahl wiirde mit abgeschalteter
Hyperfeinwechselwirkung schlieflich lediglich jeweils ein Detla-Peak bei & = i =+1
auftreten und somit ist klar, dass fiir einen sehr geringen Einfluss der Hyperfeinkopplung
ein Spektrum resultieren muss, das aufler im Bereich nahe bei & = 41 gleich null ist.
Zur Skalierung die Grofle @ heranzuziehen bietet jedoch offenbar keine gute Vergleich-
barkeit zwischen starkem duflerem Feld und den Resultaten bei geringen Feldstérken,
was insbesondere der Fall w;, = 0 direkt klar macht, da @ hier nicht definiert ist. Um
eine Skala zu wihlen die eine bessere Vergleichbarkeit liefert, zichen wir fiir (S*(t))
das Resultat aus Gleichung (8.2) heran und vergleichen es mit der Kurzzeitentwicklung
eines Elektrons im Magnetfeld ohne angekoppeltes Spinbad (S*(t)),:

2
(S7(8)) = % _ tz (2@1)2 +wi> + O (8.7)
2
(S7())y = %COS(th) - % - (“’2”> + o). (8.8)

Stellt man die Beitrige zweiter Ordnung in der Zeit fiir die reine Larmorprézession und
die Kurzzeitentwicklung mit Kernspinbad gegeniiber, so zeigt sich, dass die kurzfristige
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Systementwicklung durch Hinzunahme des Bades eine Korrektur an der Larmorfre-
quenz bewirkt, aus welcher wir eine neue Skalierung der Frequenzachse ziehen:

1
wr, — w% + 2(T*)2 (89)
WL + 2(T*)2

Fiir den Limes A; — 0 und somit T* — oo iibereinstimmt die Grofle w’ gerade mit
@, jedoch bietet erstere den entscheidenden Vorteil auch ohne dufleres Feld definiert zu
sein und schafft somit eine gute Vergleichbarkeit der beiden Extremfille. In Abbildung
8.8 sind Frequenzspektren fiir geringe und mittlere Magnetfeldstéarken b gezeigt, denen
ein System mit 16 Badspins zu Grunde liegt. Betrachtet man das Spektrum nahe w’ = 0
so erkennt man, dass das Einfiihren eines Feldes in z-Richtung den dortigen Peak auf-
hebt. Diese Beobachtung ist schlicht auf die zuvor gezeigte Tatsache zuriickzufiihren,
dass im hier betrachteten Fall fiir b # 0 keine endliche Gleichgewichtspolarisation im
System verbleibt. Statt des Peaks bei w’ = 0 entsteht jedoch dicht daneben ein deut-
lich ausgepriagtes Maximum, welches fiir alle in Abbildung 8.8 gezeigten Feldstérken

3
=
E
18

CT
O
.h
II_

<S*(w)> [a.u.]
o N
>

OA L aM 1 A Y. 1

0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Abbildung 8.8: Gezeigt sind die direkt berechneten (s. Abschnitt 4.4) Frequenzspektren
der Zentralspinpolarisation fiir aufsteigende Feldstérke b = “£. Allen
Rechnungen liegt ein System mit 16 Badspins zu Grunde. Die Skalierung

w

der 2-Achse erfolgt durch o' = ——*“——.
\/ wL+ 2(T*)2
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klar erkennbar ist, jedoch mit zunehmendem Magnetfeld schrumpft. Dieses spiegelt die
langfristige Oszillation mit geringer Frequenz wider, welche im vorigen Abschnitt fiir
geringe Feldstérken beobachtet wurde. Fiir den iibrigen Teil des Spektrums zeigt sich,
dass sich die zuvor angesprochene Erwartung als wahr herausstellt. Es ist ndmlich klar
zu sehen, dass das fiir den feldfreien Fall noch breit verteilte Spektrum zunehmend
stirker um den Wert w’ = 1 herum fokussiert wird. Zudem ist fiir b = 1 bei der Lar-
morfrequenz bereits ein stark ausgeprigter Peak zu erkennen, welcher die Umliegenden
deutlich iibertrifft, wihrend die Hohe der einzelnen Maxima fiir geringe Feldstérken
noch recht gleichméBig verteilt ist. Abbildung 8.9 zeigt das Frequenzspektrum (S%(w))

10 T T T T T T
— 8} 1 :
=)
S 6t 1 1
A
3 4 ! -
0
V2_ 1 |
0 L IL 1 1 1 1

0.0 0.5 1.0 1.5 094 097 1.00 1.03 1.06

®

Abbildung 8.9: Dargestellt ist (S*(w)) fiir b = 8 und N = 16. Links ist der Vergleich-
barkeit halber der gleiche Ausschnitt der Frequenzachse gezeigt wie in
Abbildung 8.8, wobei hier ein doppelt so groflier Wertebereich gewihlt
wurde. Rechts ist der auftretende Peak fiir b = 8 genauer aufgelost
abgebildet.

fiir ein starkes dufleres Feld (b = 8). Im linken Teil der Abbildung ist zu erkennen, dass
sich der Trend aus Abbildung 8.8 erwartungsgemifl fortsetzt, indem der Peak nahe
w' = 0 so weit abflacht, dass er nicht mehr zu sehen ist und das gesamte Spektrum
lediglich eine einzelne Ausprigung bei w’ = 1 aufweist. Diese ist im rechten Teil im De-
tail gezeigt. Es zeigt sich, dass durch das starke duflere Magnetfeld zwar nur noch ein
breiter Peak auftritt, in dessen Flanken jedoch nach wie vor die einzelnen Maxima des
Spektrums fiir geringere Feldstédrken erkennbar sind. Zudem ist erwdhnenswert, dass
der auftretende Peak weder um die Larmor-Frequenz, noch um «’ = 1 herum zentriert
ist, sondern um eine gréflere, unbekannte Frequenz.
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O Fazit und Ausblick

Gegenstand dieser Arbeit war die Dephasierung eines angeregten Elektronspins in ei-
nem einzelnen HLQP, welche durch die Hyperfeinwechselwirkung mit den Spins der
umgebenden Kerne induziert wird. Die theoretische Modellierung der Hyperfeinwech-
selwirkung erfolgte in Form eines Zentralspimodells, in das neben der Kopplung des
Elektron- an die Kernspins noch ein externes Magnetfeld einging, das jedoch nur fiir
das Elektron sichtbar war. Es wurde angegeben wie die Chebyshev-Polynomentwicklung
genutzt werden kann, um die Zeitentwicklung eines Quantenzustands innerhalb dieses
Modells zu berechnen und zudem eine Methode beschrieben, um direkt das Frequenz-
spektrum der daraus resultierenden Dynamik zu erhalten. Nach einem kurzen Test
dieser numerischen Werkzeuge, wurde fiir den einfachen Fall einheitlicher Kopplungs-
konstanteneine eine exakte Losung des Modells angegeben, die die Moglichkeit bietet
sdmtliche Basiszustdnde des Systems analytisch zu propagieren. Die Zeitentwicklung
der Zentralspinpolarisation fiir beliebig komplizierte Anfangsbedingungen wurde in die-
sem Zusammenhang numerisch berechnet und ihre Vereinbarkeit mit der analytischen
Losung gezeigt.

Desweiteren wurde fiir beliebige Kopplungskonstanten eine Zeitskala 7™ herausgear-
beitet, die den Polarisationszerfall des Elektronspins sowohl mit, als auch ohne dufleres
Feld beschreibt und dabei lediglich von Parametern des Systems abhéngt. Es wurde ei-
ne MF-Losung des vorliegenden Problems fiir den magnetfeldfreien Fall vorgestellt und
deren Ubereinstimmung mit den Simulationsdaten nachgewiesen. In diesem Zusam-
menhang wurde gezeigt, dass die numerischen Rechnungen, die auf einem Box-Modell
mit nur etwa N = 20 Kernspins fulen, den Limes N — oo bereits gut widerspiegeln.
Zudem wurde klar gemacht, dass die genaue Realisation der Kopplungskonstanten fiir
grofle Systeme keinen Einfluss auf die Systemdynamik hat, solange beriicksichtigt wird,
dass im realistischen Fall eine breite Verteilung der Ay vorliegt. Weiterhin wurde die
gute Wirksamkeit der analytischen MF-N&herung diskutiert und eine simple numeri-
sche Methode entwickelt, um diese auch auf Simulationsebene anwenden zu konnen.
Dieses Verfahren diente dann der Verallgemeinerung der MF-Betrachtung auf den ma-
gnetfeldbehafteten Fall, fiir den gezeigt wurde, dass die Systemdynamik fiir ein starkes
externes Magnetfeld auf MF-Level reproduzierbar ist, dies jedoch nicht funktioniert,
wenn das B-Feld und die Hyperfeinwechselwirkung in etwa gleich stark sind. In letz-
terem Regime treten jedoch verschiedene interessante Effekte auf, deren Behandlung
bisher nur auf numerischer Ebene funktioniert.

Insgesamt kann die Untersuchung der Hyperfeinwechselwirkung in HLQPen im Rahmen
dieser Arbeit als erfolgreich angesehen werden. Die wesentlichen Effekte sind verstan-
den und es ist davon auszugehen, dass diese prinzipiell auch fiir QPe von realistischem
Ausmaf so gemessen werden konnten. Kritisch ist jedoch die Tatsache, dass in der Pra-
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xis im Allgemeinen kein einzelner QP vorliegt, sondern ein Ensemble von QPen. Daher
ist interessant welche zuséitzlichen Effekte fiir ein solches Ensemble auftreten, was eine
Fragestellung zukiinftiger Untersuchungen darstellen konnte.

Dariiber hinaus spielen in HLQPen neben der Hyperfeinwechselwirkung auch ande-
re Effekte eine Rolle, wie die Dipol-Dipol-Wechselwirkung oder die Elektron-Phonon-
Kopplung. Ein Hinzufiigen dieser Beitrige zu der hier behandelten Theorie stellt eine
weitere interessante Aufgabe fiir die Zukunft dar. In diesem Zusammenhang ist auch zu
betonen, dass fiir die Hinzunahme dieser Terme auch neues numerisches Werkzeug von
Noten sein konnte. Beispielsweise wire die Implementierung der TD-NRG zur Simu-
lation der Dynamik im Zentralspinmodell eine interessante Aufgabe fiir die Zukunft,
da sie eine gute Basis zur Hinzunahme eines bosonischen Bades, wie den Phononen
darstellen konnte. Neben den genannten Wechselwirkungen ist zu erwéhnen, dass bei
der Anregung von Elektronen in Ensembles von HLQPen auch Trionen entstehen, de-
ren rapider Zerfall einen weiteren wichtigen Einfluss fiir die im Experiment gemessenen
Signale darstellt.

Uber das Hinzufiigen weiterer Prozesse innerhalb der Quantenpunkte hinaus, ist zukiinf-
tig auch denkbar Untersuchungen zur kohérenten Kontrolle des Zentralspins durch-
zufithren, also den Einfluss von Pulsen auf das System zu untersuchen. Ziel dieser
Betrachtungen wire ein Verfahren zu entwickeln, um die Kohé&renzzeiten des Systems
in der Theorie zu maximieren und auf diese Weise Vorschlédge fiir entsprechende expe-
rimentelle Herangehensweisen zu erarbeiten.

Auflerdem existieren neben den hier beschriebenen experimentellen Ansétzen auch wei-
tere interessante Experimente zu Elektronspins in HLQPen. Beispielsweise Messungen
bei denen keine Anregung von Spins stattfindet, sondern Spinrauschen von Léchern
im thermischen Gleichgewicht betrachtet wird [34]. Auch die Resultate dieser Expe-
rimentform sind soweit nicht vollstdndig verstanden und ein elementares Verstédndnis
vom Rauschen in HLQPen zu gewinnen, stellt eine Interessante Fragestellung fiir die
Zukunft dar.
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