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1 Einleitung

1.1 Stellung in der Physik

Die Unterteilung der Physik in “Theorie” und “Experiment” existiert erst seit ca. 1920, als sich mit
Einstein und der zunehmenden mathematischen Komplexitéit physikalischer Theorien (allgemeine
Relativititstheorie) die theoretische Physik als eigenstéindiger Zweig der Physik etablierte. Mit der
Quantenmechanik, Quantenfeldtheorien, der statistischen Physik von komplexen Phinomenen wie
Phaseniibergéingen oder von komplexen Vielteilchensystemen in der Festkorperphysik manifestierte
sich diese Trennung in Theorie und Experiment weiter.

Seit ca. 1950 sind zu diesen beiden Teildisziplinen die Computerphysik oder Computersimu-
lationen als neues Teilgebiet hinzugekommen und nehmen einen stetig wachsenden Raum ein.
“Computerexperimente” werden traditionell der Theorie zugeordnet und treten zunehmend an die
Stelle analytischer Rechnungen, wo diese auf Grund der zunehmenden Komplexitdt der interessie-
renden Systeme nicht mehr moglich sind.

Ein physikalisches System, das experimentell untersucht wird, muss zunéchst durch mathematisch
formulierte Modelle oder Gleichungen theoretisch beschrieben werden, wobei verschiedene Level der
Beschreibung moglich sind: Beispielsweise kann eine Fliissigkeit entweder klassisch hydrodynamisch
auf dem Level von Geschwindigkeits- und Dichtefeldern durch partielle Differentialgleichungen wie
die Navier-Stokes Gleichung beschrieben werden oder weit mikroskopischer durch einzelne wech-
selwirkende Fliissigkeitsteilchen. Einige theoretische Beschreibungen sind dann einer analytischen
Losung zugénglich, oft tritt dann aber auch eine Computersimulation bzw. numerische Methoden
an die Stelle der analytischen Losung. Das Arbeitsschema ist also heutzutage oft erweitert durch
eine numerische oder Simulationskomponente:

Experiment < theoretisches Modell
< analytische Rechnung und/oder Simulation/Numerik

Computermethoden kommen tatséichlich an verschiedenen Stellen und auf verschiedenen Ebenen
dieses Schemas zum Einsatz:

1. Simulationen oder “Computerexperimente” bilden das gesamte System in mehr oder
weniger mikroskopischem Detail ab. Dazu verwendete Verfahren wie Monte-Carlo oder Mole-
kulardynamik (MD) Simulationen werden typisch bei Vielteilchensystemen eingesetzt.

2. Numerische Analyse: Ein physikalisches Problem wird zunéchst theoretisch auf wenige
Gleichungen oder Differentialgleichungen reduziert mit Hilfe theoretischer Standardmethoden.
Die verbleibenden Gleichungen miissen dann aber oft numerisch gelost oder analysiert werden.
Beispiele hierfiir sind selbstkonsistent zu lésende Mean-Field Gleichungen oder Hartree-Fock-
Gleichungen in der statistischen Physik und der Festkorperphysik oder Formgleichungen fiir
Tropfen, Vesikel oder Kapseln in der weichen Materie. Fiir solche numerischen Aufgaben bieten
sich auch oft Programmpakete wie Mathematica, Matlab oder Maple an.

3. Symbolisches Rechnen: Auch analytische Rechnungen und Umformungen selbst (Integrie-
ren, Differenzieren, Losen von DGLs, usw,) konnen mit Computerhilfe durchgefiihrt werden.
Programmpakete fiir solche symbolisch Rechnungen sind Mathematica, Maple oder Reduce.

4. Datenanalyse/Visualisierung: Numerische Methoden sind auch ganz allgemein wichtig bei



der Analyse und (graphischen) Aufbereitung von Daten, wobei sich dies sowohl auf experimen-
telle als auch auf Simulationsdaten beziehen kann. Hierfiir gibt es Programme wie gnuplot,
Origin, Maple, Mathematica oder Matlab, sowie Statistikprogramme.

Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir uns hauptséichlich mit den Punkten 1 und 2 auseinander-
setzen. Methoden, um Computersimulationen und numerische Analyseverfahren selbst zu program-
mieren, sollen hier dargestellt werden. Punkt 3 (symbolisches Rechnen) ist i.Allg. schwer selbst zu
programmieren und man ist ohnehin stirker auf Programmpakete angewiesen. Auch fiir Punkt 4
ist es oft sinnvoller, Auswertungs- und Visualisierungsprogramme zu verwenden.

1.2 Geschichte

Die Geschichte der Computermethoden in der Physik ist natiirlich auch eine Geschichte der zur
Verfiigung stehenden Hardware, die Computersimulationen in Grofie und Schnelligkeit (bis heute)
limitiert. Seit dem 2. Weltkrieg wurden leistungsfihige elektronische Computer entwickelt und auch
sofort fiir physikalische Probleme und Simulationen eingesetzt. Fin wichtiger Ausgangspunkt war
das Manhattan-Projekt, im Rahmen dessen auch viele numerische Berechnungen zur Atombombe
durchgefiihrt wurden.

Die Geschichte der Rechenmaschinen reicht aber noch weiter vor das elektronische Zeitalter zuriick.
Bereits im 19. Jhd. hat Charles Babbage (1791-1871) erste mechanische Rechenmaschinen entwor-
fen, die “difference engine” und die “analytical engine”. Die Differenzmaschine 1 (1832) wurde auch
als Prototyp gebaut (Abb. ; sie dient der Berechnung von Polynomen.

¢ S

Abbildung 1.1: Links: Prototyp der Differenzmaschine 1 von Charles Babbage (1832) im London
Science Museum. Rechts: Nachbau des Relaisrechner 7Z3 von Konrad Zuse im Deut-
schen Museum. (Quelle: Wikipedia).

Auch wichtige Konzepte des Computertheorie wurden bereits vor der Realisierung elektronischer
Computer entwickelt. Beispielsweise wurde das Konzept des Universalcomputers ( Turingmaschine)
von Alan Turing 1936 formuliert . Turing war mafgeblich an der Entschliisselung des mit der
Enigma kodierten deutschen Funkverkehrs im 2. Weltkrieg beteiligt.

Die erste fast elektronische Rechenmaschine (sie enthilt noch elektrische Relais) ist die “Zuse Z3”
von Konrad Zuse aus dem Jahr 1941 (Abb. . Die Z3 ist ein Bindrcomputer mit Gleitkom-
maarithmetik. Sie ist programmierbar und beherrscht bedingte Spriinge, allerdings keine Schleifen.
Auftraggeber war die Deutsche Versuchsanstalt fiir Luftfahrt zum Zwecke von aerodynamischen
Berechnungen. Spéter entstand auch noch die Z4, die bereits mit einer Programmiersprache ( “Plan-
kalkiil”) arbeitete.

Der erste voll elektronische Rechner war 1942 der Atanasoff-Berry-Computer. Er arbeitete bereits



im Binérsystem. Im Gegensatz zum Z3 oder ENIAC war er allerdings nicht frei programmierbar,
sondern auf das Losen linearer Gleichungssysteme beschriankt.

Abbildung 1.2: Links: ENTAC (1946): 17000 Elektronenrshren, 7200 Dioden, 27 Tonnen Gewicht,
167 m? Standfliche, Energieverbrauch 150 Kilowatt. (Quelle: Wikipedia). Rechts:
MANTIAC (im Vordergrund Nicholas Metropolis). Standfliche 1.85m?, Energiebedarf
35 Kilowatt, 2400 Elektronenrshren und 500 Dioden. Lochstreifen oder Magnetband.
Speicherung elektrostatisch (Kapazitét: 1024 Worter) oder auf Magnettrommel (Ka-
pazitdt: 10000 Worter). Eine Addition dauerte 80 Millisekunden, Multiplikation,
Division eine Sekunde. Ausgabe erfolgte iiber Anelex-Drucker, Fernschreiber, auf
Papierband oder Magnetstreifen.

Der erste programmierbare elektronische Rechner ENIAC (Electronic Numerical Integrator and
Computer) war bereits ein Universalcomputer im Turingschen Sinne. Er wurde 1946 von der US
Army (Ballistic Research Laboratory) fiir ballistische Rechnungen konstruiert. John von Neumann
benutzte ENTAC dann aber als erstes fiir Berechnungen zur Atombombe im Manhattan Project.
ENTAC wog 27 Tonnen und arbeitete noch im Dezimalsystem (siche Abb. .

1945 formulierte John von Neumann auch die grundlegende Von-Neumann-Architektur von Compu-
tern, die aus Steuereinheit, arithmetischer Einheit und Speichereinheit besteht und so noch heute
giiltig ist. Daten und Programme werden gemeinsam im Arbeitsspeicher abgelegt. Insbesondere
das Prinzip des im Computer gespeicherten Programms wurde in den darauffolgenden Jahren sehr
erfolgreich umgesetzt.

Von 1948-1952 wurde unter der Leitung von Nicholas Metropolis in Los Alamos MANIAC I kon-
struiert, der das Prinzip des gespeicherten Programms verfolgte und u.a. zu Berechnungen fiir
Nuklearwaffen verwendet wurde (Zustandsgleichungen fiir Materie unter extremen Bedingungen,
Berechnungen zur Neutronendiffusion), aber auch zu zahlreichen anderen physikalischen Problemen
aus Hochenergiephysik, nicht-linearer Dynamik, Hydrodynamik usw. Eine Liste der wichtigsten wis-
senschaftlichen Arbeiten mit MANIAC ist in gegeben und in Abb. abgedruckt. Vor allem
Enrico Fermi und Edward Teller sahen den Nutzen von MANTAC und setzten ihn zur Losung wich-
tiger physikalischer Probleme der Zeit ein [2]. Auf MANIAC I wurde von Metropolis et al. dann auch
die erste 1953 verdffentlichte Monte-Carlo Simulation durchgefiihrt, in der die Zustandsgleichung
eines Gases aus harten zweidimensionalen Scheiben bestimmt wurde [3]. Die Monte-Carlo Methode,
also die Berechnung thermodynamischer Mittelwerte durch Sampling der Boltzmannverteilung mit
Hilfe von Zufallszahlen, wurde 1947 von Nicholas Metropolis (in Zusammenarbeit mit Stanislaw
Ulam und John von Neumann) erfunden und weiterentwickelt [4].

Fin weiterer Meilenstein war dann die Simulation des Fermi-Pasta-Ulam Modells gekoppelter anhar-
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Pion-proton phase-shift analysis (Fermi, Metropolis; 1952)
Phase-shift analysis (Bethe, deHoffiman. Metropolis; 1954)
Nonlinear coupled oscillators (Fermi, Pasta, Ulam; 1953)

Genetic code (Gamow, Metropolis; 1954)

Equation of state: Importance sampling (Metropolis, Teller; 1953)
Two-dimensional hydrodynamics (Metropolis, von Newmann; 1954)
Universalities of iterative functions (Metropolis, Stein, Stein: 1973)
Nuclear cascades using Monte Carlo (Metropolis, Turkevich: 1954)
Anti-clerical chess (Wells: 1956)

The lucky numbers (Metropolis, Ulam: 1956)

Fig. 6. Scientific triumphs achieved with the MANIAC. Nick Mefropolis was a co-
author of the publications resulting from these studies except for the ones on
nonlinear coupled oscillators and amti-clerical chess.

Abbildung 1.3: Links: Liste der wichtigsten wissenschaftlichen Arbeiten basierend auf MANIAC
nach H.L. Anderson [2]. Mitte: Enrico Fermi (1901-1954), italienischer Physiker (No-
belpreis 1938). Rechts: Edward Teller (1908-2003) ungarisch-amerikanischer Physi-
ker. Beide Abbildungen von ihren Los Alamos Badges. (Quelle: Wikipedia).

monischer Oszillatoren [5} |6]. Dies ist ein nichtlineares chaotisches System, von dem nicht klar war,
ob es in einer mehr oder weniger zufillige Bewegung “thermalisiert” und ergodisch ist oder doch
noch periodisches Verhalten zeigt, wie integrable Modelle. Hier konnte mit Hilfe des Computers
tatséchlich ein komplexes quasi-periodisches Verhalten gezeigt werden.

Das erste Ergebnis einer Molekulardynamik (MD) Simulation wurde 1957 von Alder und Wainwright
veroffentlicht [7]. In den 50er Jahren war es nicht klar, ob ein Gas aus harten Kugeln kristallisieren
kann. Dies war eine kontrovers diskutierte Frage: Uhlenbeck liefl wiederholt abstimmen auf Konferen-
zen mit durchaus namhaften Teilnehmern (Nobelpreistrigern), das Ergebnis dabei wahr mehrmals
eine 50:50 geteilte Meinung [8} |9]. Diese Frage wurde dann von Alder und Wainwright mit Hilfe der
ersten MD-Simulation auf dem Computer (einer UNIVAC bzw. IBM-704) entschieden: Sie konn-
ten fiir ein zwei-dimensionales System aus harten Kugeln (also harte Scheiben) eine Kristallisation
oberhalb einer kritischen Dichte numerisch nachweisen [7]. Harte Kugeln sind auch heute noch ein
wichtiges Beispielsystem in der Computersimulation, das ungeltste Fragen bereithélt. So ist gerade
in zwei Dimensionen (also genau das Alder/Wainwright-System) die Natur des Phaseniibergangs
immer noch nicht ganz zweifelsfrei geklirt (ein kontinuierlicher Ubergang vom Kosterlitz-Thouless
Typ oder doch ein diskontinuierlicher Ubergang).

Hier noch einmal einige Meilensteine:

e Charles Babbage (1791-1871): Entwurf erster mechanischer Rechenmaschinen (difference
engine, analytical engine)

e Alan Turing (1912-1954): Konzept des Universalcomputers (Turingmaschine, 1936). Turing
arbeitete im 2. Weltkrieg in Bletchley Park an der Entschliisselung des deutschen Enigma-
Codes.

e Konrad Zuse (1910-1995): Rechenmaschinen Z1 (mechanisch, 1938), Z3 (elektromechanisch,
auf Relaisbasis, 1941), Z4 (Programmiersprache “Plankalkiil”)

e Atanasoff-Berry-Computer (1942): erster voll elektronischer Rechner.

o Colossus (1943): In Bletchley Park gebaute Rechenmaschine auf Rohrenbasis zur Entziffe-
rung des deutschen Lorenz-Schliissels.

e John von Neumann (1903-1957): Er formulierte 1945 die Von-Neumann-Architektur von
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Computern: Steuereinheit, arithmetischer Einheit, Speichereinheit. Daten und Programme
werden gemeinsam im Arbeitsspeicher abgelegt.

e ENIAC (Electric Numerical Integrator and Computer, 1946): Erster programmierbarer
Rechner auf Rohrenbasis, wurde in Los Alamos fiir militdrische Rechnungen verwendet. Er
wog 27 Tonnen und arbeitete noch im Dezimalsystem.

e MANIAC I (Mathematical Analyzer Numerical Integrator And Computer Model I, 1952):
Der unter der Leitung von Nicholas Metropolis (1915-1999) konstruierte und in Los Alamos
betriebene MANIAC I wurde zu Berechnungen fiir Nuklearwaffen verwendet. Er war aber
auch der erste Rechner, der von Fermi und Teller fiir physikalische Simulationen eingesetzt
wurde.

e Monte Carlo Simulation (1953): Ab 1947 entwickelt Nicholas Metropolis die Monte-Carlo
Simulationsmethode. Die erste veroffentlichte physikalische Simulation wird von Nicholas Me-
tropolis und anderen an MANIAC I durchgefiihrt und ist eine Monte Carlo Simulation zur
Bestimmung der Zustandsgleichung eines Gases harter Kugeln (in 2 Raumdimensionen).

e Fermi-Pasta-Ulam Problem (1955): Ebenfalls am MANIAC I durchgefiihrt wurde die Si-
mulation linearer gekoppelter anharmonischer Oszillatoren, wobei erstmals quasiperiodisches
Verhalten gefunden wurde.

e Molekulardynamik-Simulation (1956): Die erste Molekulardynamik-Simulation ausgehend
von den Bewegungsgleichungen harter Kugeln wurde von Alder und Wainwright durchgefiihrt.

1.3 Anwendungen

Wir wollen exemplarisch einige Anwendungen von Computerphysik anschneiden. Diese beriihren
vor allem Fragen, die sich einer direkten analytischen Losung entweder prinzipiell (nichtlineare
Probleme) oder auf Grund der nicht-Idealitét realistischer Systeme (realistische Geometrien, Rand-
bedingungen) entziehen.

In der klassischen Mechanik sind dies chaotische Systeme der nichtlinearen Dynamik. So ist bei-
spielsweise jedes 3-Korper-Problem in der Mechanik nur noch numerisch lésbar, sofern die Wech-
selwirkungskréfte nicht gerade linear sind.

In der Elektrodynamik ist man in technischen Anwendungen oft mit partiellen Differentialgleichun-
gen, z.B. Potentialprobleme in komplizierten Geometrien konfrontiert, die sich nicht mehr mit den
Standardmethoden fiir idealisierte Geometrien wie Quader, Kugel oder Zylinder 16sen lassen.

In der Hydrodynamik sind die relevanten partiellen Differentialgleichungen wie die Navier-Stokes
Gleichung nicht-linear und daher auch nicht mehr analytisch 16sbar, insbesondere wenn Turbulenz
auftritt.

Auch in der Quantenmechanik werden analytische Losungen selbst von 1-Teilchen Schrodingerglei-
chungen schnell unméglich, wenn die Geometrie und damit die Randbedingungen komplizierter
werden oder die Potentiale nicht mehr in die einfachen Klassen stiickweiser konstanter, harmoni-
scher oder 1/r-Potentiale fallen. Ein einfaches Problem, das man schon numerisch losen muss ist der
eindimensionale anharmonische Oszillator. Die Probleme sind gravierender in der Quantenmechanik
wechselwirkender Vielteilchensysteme, wie sie die Grundlage von Molekiil- und Festkorperphysik bil-
den. Probleme, die quantitativ nur noch numerisch gelést werden kénnen, sind hier Molekiilspektren
und Bandstrukturen.

Auch in der statistische Physik sind die interessanten Systeme mit vielen wechselwirkenden Teil-
chen oder Freiheitsgraden nicht mehr exakt analytisch 16sbar, selbst wenn sie rein klassischer Natur
sind: Ein wechselwirkendes reales Gas kann nur noch niherungsweise analytisch z.B. in einer Vi-
rialentwicklung behandelt werden. Insbesondere in der Theorie der Phaseniibergéinge und kritischen
Punkte sind Simulationen wichtig, selbst wenn méchtige analytische Werkzeuge wie die Renormie-
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rungsgruppe zur Verfiigung stehen. Auch grofie biologische Systeme wie Proteine und deren Faltung
lassen sich quantitativ nur mit Computermethoden analysieren.

Auch stochastische Prozesse, die durch stochastische Differentialgleichungen (Langevin-Gleichung)
oder deterministische partielle Differentialgleichungen fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen (Fokker-
Planck-Gleichung) beschrieben werden, lassen sich in den seltensten Féllen geschlossen analytisch
l16sen, so dass numerische Methoden wichtig sind. Exotischere Anwendungen umfassen dann auch
stochastische Prozesse in der Finanzphysik, Modellierung von Prozessen auf Netzwerken und Gra-
phen wie dem Internet oder auch soziales Verhalten in der Spieltheorie oder der Evolution.

1.4 Nutzen

Vor diesem Hintergrund kann man sich nun den generellen Nutzen der Computerphysik klarma-
chen. Die theoretische Losung eines physikalischen Problems beginnt mit der Formulierung eines
geeigneten Modells, das aber nur in seltenen Féllen unmittelbar analytisch gelost werden kann, wie
wir gerade gesehen haben.

Das Computerexperiment und andere Methoden kénnen dazu dienen, vorhandene analytische Lo-
sungen theoretischer Modelle nachzupriifen. Dies dient auf der anderen Seite auch einer Uberpriifung
der Simulationsmethoden.

Dann kénnen aber auch all die Félle mit Computermethoden betrachtet werden, die nicht analytisch
gelost werden konnten. Ein einfaches Beispiel wére mechanische Mehrteilchendynamik unter dem
Einfluss der Gravitation. Das 2-Teilchenproblem ist einfach analytisch 13sbar, das 3- (und mehr)
Teilchenproblem bereits analytisch prinzipiell unlésbar, kann allerdings in Computersimulationen
einfach und sehr genau numerisch gelést werden (wichtige Anwendung: Mondlandung).

Mikroskopische Simulationen von Vielteilchensystemen gleichen “Computerexperimenten”, da wir
es durchaus mit dhnlich groflen Teilchenzahlen wie im realen Experiment zu tun haben. Solche Com-
puterexperimente bilden nicht nur das reale System mikroskopisch nach sondern haben auch prinzi-
pielle Vorteile gegeniiber realen Experimenten. So erlauben mikroskopische Vielteilchensimulationen
wie z.B. die Molekulardynamik einzelne Teilchen zu adressieren, was experimentell unmoglich ist.
Dies erlaubt ganz neue Einblicke in das System, z.B. auf Nanometerléngenskalen, die mit experimen-
tellen mikroskopischen Methoden noch gar nicht untersucht werden kénnen. Im Idealfall konnten
solche Computerexperimente irgendwann reale Experimente ersetzen. Beim biologischen Beispiel
der Proteinfaltung wird allerdings klar, dass die zur Verfiigung stehenden Computerressourcen bei
weitem nicht ausreichen, um einen realen Faltungsvorgang auf der Zeitskala von s nachzusimulieren.
Hier ist man im Computerexperiment auf Nanosekunden beschrankt.

Auf der anderen Seite stellt sich dann bei solchen grofien Computerexperimenten natiirlich auch
die Frage, wo der Erkenntnisgewinn liegt, wenn die Natur in allen Einzelheiten “nachsimuliert”
wird. Letztlich braucht es fiir echten Erkenntnisgewinn iiber die Mechanismen der Physik dann
auch immer verifizierbare Theorien und Hypothesen. Nur so erhilt man eine gewisse allgemeine
Vorhersagekraft der Theorie.

1.5 Inhalt

Wir schlieBen mit einem kurzen Uberblick iiber den weiteren Inhalt der Vorlesung:

Kap. 2 Zahlen und Fehler. Grundsétzliches zur diskreten Représentation von Zahlen und ihren Ei-
genheiten.

Inhalt: Zahldarstellungen, Rundungsfehler, Abbruchfehler, numerische Stabilitdt, Benford-
sches Gesetz.
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Kap. 7

Kap. 9

Kap. 10

Kap. 11

14

Differentiation und Integration. Grundlage der Physik ist das Differentialkalkiil; entsprechende
numerische Methoden werden hier kurz eingefiihrt.

Inhalt: Ableitung, zweite Ableitung, Trapezregel, Mittelpunktsregel, Simpsonregel, Euler-
McLaurin, Romberg, uneigentliche Integrale, Hauptwertintegrale, Anwendung: Kramers-Kronig-
Relationen.

Gewohnliche Differentialgleichungen. Viele dynamische physikalische Probleme reduzieren sich
auf das Losen von gewohnlichen Differentialgleichungen. Die wichtigsten Methoden und Prin-
zipien werden hier vorgestellt.

Inhalt: DGLn 1. und 2. Ordnung, Losungsverfahren: Euler, Pradiktor-Korrektor, Runge-
Kutta, Newtonsche Bewegungsgleichungen, Verlet, Leapfrog, adaptive Schrittweite.

Molekulardynamik-Simulationen. Die wichtigste Anwendung gewohnlicher Differentialgleichun-
gen in der Computerphysik ist die MD-Simulation eines Vielteilchensystems. Hier wird zu-
erst das mikrokanonische Ensemble simuliert, indem die Newtonschen Bewegungsgleichungen
gelost werden fiir viele Teilchen. AbschlieSend werden Thermostaten fiir kanonische Ensembles
besprochen.

Inhalt: Kréfte, Initialisierung, periodische Randbedingungen, Messungen, Verlet, Liouville-
Operator, Paarverteilung ¢g(r), Anwendung: Lennard-Jones Fluid, Thermostaten.

Partielle Differentialgleichungen.

Inhalt: Randbedingungen, Diskretisierung, Stabilitéit, Poisson-Gleichung, Wellengleichung, Dif-
fusionsgleichung, Schrédingergleichung.

Tterationsverfahren. Viele Probleme (nicht-lineare Gleichungen, Nullstellen) lassen sich als
Fixpunktprobleme formulieren und kénnen mit Iterationsverfahren gelost werden. Sie tauchen
in der Physik oft in Mean-Field Approximationen auf. In der Physik chaotischer Systeme ist
die Iterationsdynamik auch von groflem eigenstindigem Interesse.

Inhalt: Mean-Field Theorien und Selbstkonsistenz, Intervallhalbierung, Regula Falsi, Newton-
Raphson. Iterationen, Fixpunkte, Nullstellen, Nicht-lineare Gleichungen, Banachscher Fix-
punktsatz, Fixpunkt-Bifurkationen und Chaos (Feigenbaum), Poincaré-Schnitte.

Matrixdiagonalisierung, Eigenwertprobleme. Matrixdiagonalisierung und das Auffinden von
Eigenwerten und Eigenvektoren ist in der numerischen Quantenmechanik essentiell. Die wich-
tigsten Verfahren werden kurz vorgestellt. Neben der Quantenmechanik gibt es aber auch
andere Anwendungen, ein interessantes Beispiel stellt der PageRank-Algorithmus dar.

Inhalt: Jacobi-Rotation, Householder, QR-Zerlegung, Potenzmethode, Transfermatrix, Google
PageRank, Diagonalisierung in der Quantenmechanik.

Minimierung.
Inhalt: Schachtelung, Gradientenmethoden, konjugierte Gradienten.
Erzeugung von Zufallszahlen, Zufallszahlgeneratoren. Fiir stochastische Verfahren wie Monte-

Carlo Methoden oder auch fiir Zufallskriifte in stochastischen Bewegungsgleichungen werden
Zufallszahlen benétigt.

Inhalt: Pseudo-Zufallszahlgeneratoren, linear kongruente Generatoren, Xorshift, Transforma-
tion von Verteilungen, Gauflverteilte Zufallszahlen.

Monte-Carlo Integration und Monte-Carlo Simulationen. Monte-Carlo Methoden sind stochas-
tischer Natur und unterscheiden sich damit grundlegend von deterministischen Methoden.
Wir beginnen mit der Monte-Carlo Integration, wobei wir Importance-Sampling und Markov-
Sampling einfiihren. Dann wird die Monte-Carlo Simulation mit dem Metropolis-Algorithmus
am Beispiel des Ising-Modells vorgestellt. Abschleflend werden Cluster-Algorithmen diskutiert.

Inhalt: Monte-Carlo Integration, Importance-Sampling, Markov-Sampling, Monte-Carlo Si-



Kap. 12
Kap. 13

mulation des Ising-Modells mit Metropolis-Algorithmus, Cluster-Algorithmen.
Perkolation.

Simulation stochastischer Bewegungsgleichungen. Systeme der statistischen Physik kénnen
dynamisch auch durch stochastische Bewegungsgleichungen beschrieben werden. Wir disku-
tieren die Brownsche Bewegung und die Langevin-Gleichung sowie die entsprechenden Fokker-
Planck-Gleichungen fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Inhalt: Brownsche Bewegung, Langevin-Gleichung, Brownsche Dynamik und Langevin Simu-
lation, Fokker-Planck-Gleichungen, Smoluchowski-Gleichung.

Was nicht behandelt wird, sind die Losung linearer Gleichungssysteme und Interpolation, da die-
se Themen in Dortmund Teil der numerischen Mathematik sind bzw. bei Bedarf in fast allen
Lehrbiichern (Numerical Recipes seien empfohlen) nachgearbeitet werden kénnen.
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2 Zahlen und Fehler

Literatur zu diesem Teil:
Zu Zahlen und Fehlern: Numerical Recipes [1} 2], Stoer [3], Hamming [4].
Zum Benfordschen Gesetz: Hamming [4], Kapitel 2.8, und [5} |6, (7} |8].

2.1

Zahldarstellungen

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen (diskreten) Zahldarstellungen
im Computer diskutiert, insbesondere die floating point Darstellung.

Im Gegensatz zum kontinuierlichen Zahlraum des Korpers der reellen Zahlen ist der Zahlenraum
im Computer notwendigerweise diskret. Es gibt verschiedene Darstellungen:

(i)

(i)

(iii)

ganze Zahlen (integer)

Im binéren System, z.B. mit 16 Bits, stellt 1 Bit das Vorzeichen dar und die verbleibenden 15
Bits (21° — 1 = 32767) den Betrag, so dass man alle integers i = —32767,...,—1,0,1,...32767
darstellen kann.

Festkomma (fixed point)

Hier hat man eine feste Zahl von Nachkommastellen und damit bei gegebenem Speicherplatz
auch eine feste Zahl von Vorkommastellen: 12.2300 und 1234.4567 sind beides erlaubte Fest-
kommazahlen in einem Format mit jeweils 4 Vor- und Nachkommastellen. Festkommazahlen
sind im Wesentlichen integers, die mit einem Skalenfaktor b mit festemm Exponenten E
(E < 0) malgenommen werden. Dabei ist die Basis b = 10 im Dezimal- oder b = 2 im
Binérsystem. Da Ergebnisse von Rechenoperationen sowohl die Zahl der Vorkomma- als auch
der Nachkommastellen schnell iiberschreiten, kommt es zu Overflow- bzw. Rundungsfehlern.

Gleitkomma (floating point)
Overflow- und Rundungsfehler werden in diesem Format minimiert. Eine Zahl wird dargestellt
als

- 0.1234567 - 102 ) (2.1)
\ 7 %,_/ N——
Vorzeichen S Mantisse M Skalenfaktor b®

Der Wert der Zahl ist also S - M - b¥. Die Mantisse ist dabei eine Festkommazahl mit einer
Vorkommastelle und einer festen Zahl von Nachkommastellen (die vom Speicherplatz abhéngt
und auch Mantissenlinge genannt wird). Die floating point Darstellung ist die bei Weitem
bevorzugte, da sowohl sehr grofie als auch sehr kleine Zahlen mit gleicher relativer Genauigkeit
dargestellt werden konnen. Die Basis im Skalenfaktor b¥ hiingt wieder vom Zahlsystem ab:
b = 2 im Binérsystem, b = 10 im Dezimalsystem oder b = 16 im Hexadezimalsystem. Im Com-
puter ist die interne Darstellung wegen der elektronischen Bauelemente auf das Binérsystem
ausgelegt, wihrend in hoheren Sprachen die Darstellung dann normalerweise dezimal ist. Man
schreibt das System z.B. auch als Subskript, also :

18.519 = 10010.15.

Einige wichtige Eigenschaften der floating point Darstellung sind:
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1) Diskrete Zahlen sind nicht dquidistant:
Der Abstand zwischen “benachbarten” Zahlen wéchst mit dem Exponenten F,
Beispiel: Fiir b = 10 und eine Mantisse 0.xxx der Linge 3 sind

z = 1.234-10F,
zs = 1.235-10F

benachbart mit einem Az = 0.001 - 10, das von E abhingt. Also sind nur Zahlen innerhalb
jeder Dekade (mit gleichem E) gleichverteilt.

2) Bei Rechnungen treten Rundungsfehler auf, z.B. bei Mantissen der Linge 3 und Basis 10,
x = 0.101-0.101 = 0.010201,
rd(z) = 0.102-107",

wobei rd(z) die gerundete Zahl bezeichnet. Die letzte Ziffer der Mantisse wird gerundet. Damit
entsteht fiir eine Zahl z ~ 10F typischerweise ein Fehler

rd(z) — x| ~ 105~ Lénge M

Bei floating point Zahlen ist daher nur die Angabe des relativen Fehlers ¢ sinnvoll (weil
unabhiingig von E):

() =

Entsprechend unterscheidet man bei jeder numerischen Rechnung f = f(x) zwischen

relativem Fehler = |rd(f}|_f|,
absolutem Fehler = |rd(f) — f| (2.3)

Benford's Law

Physical Constants ——

Abbildung 2.1: Links: Verteilung der fithrenden signifikanten Ziffern von physikalischen Konstanten
(griin) im Vergleich zum Benfordschen Gesetz Gl. (rot) (Quelle: Wikipedia).
Mitte: Frank Benford (1883-1948), Physiker bei General Electric. Rechts: Simon
Newcomb (1835-1909), Astronom und Mathematiker.

3) Daneben gibt es noch mehr oder weniger “kuriose” Eigenschaften:

a) Da diskrete Zahlen  einen minimalen Abstand Az haben, gibt es in méglichen Funktions-
werten f(z) “Licken” Af:
Af =~ f'(z)Aw.

Hier ist Vorsicht geboten, wenn |f’(x)| grof} ist, dann sind auch die Liicken in f(z) gro8.
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b) Noch kurioser ist folgender Befund: Theoretisch sind alle Gleitkomma-Mantissen M
gleichverteilt, praktisch beobachtet man jedoch hiufig keine Gleichverteilung!?
Beispiele sind:

e Betrachtet man die fithrenden signifikanten Ziffern von Naturkonstanten, treten die
Ziffern 1,2 oder 3 viel haufiger auf, ndmlich in 60% der Fille! Siehe Abb.

e Simon Newcomb (1835-1909) hat 1881 festgestellt, dass Logarithmentafeln bei Sei-
ten mit 1, 2 oder 3 viel héufiger abgegriffen sind. Das heifit, Logarithmen mit die-
sen fithrenden Ziffern werden 6fter nachgeschaut, solche Zahlen kommen offenbar
hiufiger vor?! (Moderne Version von Thomas Jech: “When the 1 key on my old
computer gave out I was not surprised”)

Diese iiberraschenden empirischen Befunde wurde von Frank Benford (1883-1948) im
Jahr 1938 im sogenannten Benfordschen Gesetz quantifiziert [5)].

2.2 Benfordsches Gesetz

Das Benfordsche Gesetz fiir die Verteilung fiihrender Ziffern von Zahlen in
Datensétzen (und zwei dquivalente Sétze) wird hergeleitet und Anwendungen
diskutiert.

Das Benfordsche Gesetz [5] macht eine interessante Aussage tiber die Wahrscheinlichkeit, bei Zahlen
in empirischen Datensétzen eine bestimmte signifikante fithrende Ziffer d in einer floating point
Darstellung in der Basis b zu finden. Es ist nicht von zentraler Wichtigkeit fiir die Computerphysik
oder Numerik, aber zeigt doch, dass auch scheinbar “trockene” Themen wie die Verteilung von
Zahlen in Datenséitzen manchmal Interessantes und Uberraschendes zu bieten haben.

Benford selbst hat das Gesetz an Hand einer ganzen Reihe empirische Datensiitze gefunden: Ent-
wisserungsgebiete von 335 Fliissen (A), Einwohnerzahlen (B), physikalische Konstanten (C und
siehe Abb. , Zahlen von den Titelseiten von Zeitungen (D), Zahlen aus Readers Digest Artikeln
(M) oder American Football League Resultaten (P), siche Abb.

Das Benfordsche Gesetz besagt, dass die Wahrscheinlichkeit pgz(d) fiir eine fithrende Ziffer d durch
die Benford-Verteilung gegeben ist:

d+1 1 d+1
piz(d) =In (d) gy = o8 (d) (2.4)

Siehe auch Abb. fiir b = 10. Wir wollen zunéchst zwei dquivalente Aussagen ableiten.

Das Benfordsche Gesetz ist zum einen dquivalent dazu, dass in floating point Darstellung die Man-
tissen M der sogenannten reziproken Verteilung folgen:

1 1
= 7< . .
PMan(M) = 77— (b <M< 1) (2.5)

Beweis:

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Mantissenverteilung pyian (M), die fithrende Ziffer d zu finden, ist
genau die Wahrscheinlichkeit, dass M zwischen d/b und (d + 1)/b liegt, also

(d+1)/b d+1\ 1
d) = AMpyian(M) =1In [ £22) = 2.6
pute) = [ aaton) =1 () o (26)

und damit wieder (2.4
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TABLE I

PERCENTAGE OF TiMES THE NATURAL NUMBERS 1 7o 0 are Usep is First
Digits 1N NUMBERS, As DETERMINED BY 20,220 (JBSERVATIONS

First Digit {

- Title | — - Count

CE 1| 2 3 4 | 5 ‘ [ 2 s | o
A Rivers, Area) 31.0 | 16.4 | 10.7 | 335
B | Population | 33.9 | 204 | 14.2 9950
C Constants | 41,3 | 144 48 104
D Newspapers | 30.0 | IS.()} 12.0 100
E |Spec. Heat | 240 181 162 1389
F | Pressure 296 183 | 128 T
GlHP Lost | 3000 18.4| 119 590
H Mol Wegt. | 26.7 232 15.4 1500
I | Drainage 27.1| 239 138 139 *
7 | Atomic Wgt.| 47.2| 187 ] 5.5 91 E
K o Nn,---| 257|203 97 3000 %
L | Design | 26.8| 148 143 3 =
M | Ligest | 334 185 124 | 308 &
N [Cost Data | 32.4| 188 10.1 | ; 741 =
0 | X-Ray Volts 27.9 | 17.5 | 14.4 5. 707 5
P | Am. League | 32.7 | 17.6 | 126 4 0 1458 2
W | Black Bady 810} 17.3 | 14.1 | 52| 4. | 1165 s
R Addreses | 28.9|19.2| 126| 88| 8. 56| 50 30| 382 =
S8 lahnteeen! | 2531160120 100 83 6.8 7.1, 53 900
T | Deuth Rate | 27.0 | 186 15.7| 04| 6.7] 72| 48! 41 418
Average. ...... 1306 185|124 04) 80| 64| 51| 49] 47 1011
Probable Error ItO.B ;io.-l ii'l-l =03 l:h0.2 ld:0.2 | 0.2 |£0.2 ‘iﬂﬂ i —

Abbildung 2.2: Links: Benfords Daten aus . Die Daten folgen in guter Approximation der
Benford-Verteilung ([2.4) fiir b = 10 (Rechts).

Zum anderen ist das Benfordsche Gesetz zur Aussage dquivalent, dass die Logarithmen In M der
Mantissen gleichverteilt sind.

Beweis:
Mit x = In M und j—]\”fl = % folgt aus 1) fiir die Verteilung der Logarithmen z:
dM 1
plnM(x) = pMan(M)% = pMan(M)M = m = const.

In #hnlicher Form hatte Newcomb 1881 des Benfordsche Gesetz formuliert. Aus der verstirkten
Abnutzung der Logarithmentafeln bei den fithrenden Ziffern stellte er fest, dass nicht etwa die
Mantissen selbst gleichverteilt sind, sondern deren Logarithmen.

Wie kann man sich nun eine dieser dquivalenten Formen des Benfordschen Gesetzes erkliren? Dazu
werden wir mehrere Beweise betrachten. Die Benfordsche Verteilung gilt natiirlich nicht fiir jede
beliebige Verteilung von Daten. Daher ist es hier entscheidend, wie plausibel und allgemein sich die
Annahmen iiber die Entstehung der Datensétze fassen lassen, unter denen sich ein Beweis fithren
l&sst.

1. Beweis: Skalenargument

Das Benfordsche Gesetz gilt fiir einheitenbehaftete Daten. Wenn ein solches Gesetz gilt, sollte es
in allen Einheitensystemen gelten. Dann muss die Verteilung p(z) der Daten z invariant unter
Umskalierung sein:

p(kz) = f(k)p(x). (2.7)
Aus der Normierung folgt:

/ dep(x) =1 = / dep(kz) = 1/k = f(k) = 1/k. (2.8)

Differenzieren von (2.7) nach k bei k = 1 liefert dann eine Differentialgleichung fiir p(x), die leicht
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Benford's law

frus tax dala
(305 [ e[ 126 | 96 | 78 45
fraudulent data

frequencies {percent)

first digit
WEBenford's law @ Irug tax dala W fraudulent dala random-guess dala

Abbildung 2.3: Links: Benfordsches Gesetz und Steuerdaten, aus H

zu l6sen ist,
1
Oklpey p(kz) = zp' () = —p(x) = p(x) = const - (2.9)

und auf eine reziproke Verteilung der Daten fithrt. Nach diesem Beweis sollte das Benfordsche
Gesetz also nur fiir reziprok verteilte Daten x gelten; tatséchlich gilt es sehr viel allgemeiner, was
die anderen Beweise zeigen.

Aus p(x) kann man nun die Verteilung pytan (M) der Mantissen M (x) von z = M (x)b?®) in einer
floating point Darstellung in Basis b gewinnen:

) ; ! 1
M) = 3 p() =30 p(wn?) ERED S0 = constp(ar) B const -
x mit M(x)=M E FE

Die Mantissen folgen also (bis auf die Normierung) der gleichen reziproken Verteilung pypan (M) o<
1/M. Mit der Normierung der Mantissenverteilung auf dem Intervall 1/b < M < 1 ergibt sich genau
die reziproke Verteilung (2.5)) und damit das Benfordsche Gesetz.

2. Beweis: Multiplikationsargument

Diesen Beweis werden wir nicht im Detail ausfithren, sondern nur die Beweisidee skizzieren. Diese
beruht auf zwei wichtigen Eigenschaften der reziproken Verteilung.

Die erste Eigenschaft wird im Hamming-Buch , Kapitel 2.8, gezeigt:

1) Wenn zwei Zufallsmantissen multipliziert werden, von denen eine der reziproken Verteilung folgt,
ist die Mantisse des Produktes auch reziprok verteilt.

Dies zeigt eine gewisse “Persistenz” der reziproken Mantissenverteilung: Wenn Daten/Zahlen durch
wiederholte Multiplikation gewonnen werden, sind deren Mantissen reziprok verteilt, wenn nur eine
Mantisse reziprok verteilt war.

Die zweite Eigenschaft wird auch im Hamming-Buch , Kapitel 2.8, spezieller gezeigt und ist in
allgemeiner Form in @ zu finden:
2) Mantissen grofier Produkte von Zahlen aus identischen und unabhingigen aber sonst beliebigen
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Verteilungen néhern sich wieder der reziproken Verteilung an.
Diese zweite Eigenschaft zeigt, wie eine reziproke Mantissenverteilung leicht zustande kommen kann
durch wiederholte Multiplikation von Zahlen, die aus der gleichen Verteilung gezogen werden.

Beides zusammengenommen macht plausibel, warum man sehr oft bei einer Benford-Verteilung
landet, wenn Daten durch Multiplikation (oder Division) entstehen.

3. Beweis: Kombinationsargument

Eine modernere Beweisidee des Benfordschen Gesetzes geht auf Hill zuriick [7] und beruht auf der
Idee, dass das Benfordsche Gesetz dann realisiert ist, wenn Daten aus vielen unabhdngigen Ver-
teilungen kombiniert werden: Wenn viele Verteilungen zufillig und unabhéingig ausgewéhlt werden
und aus jeder Verteilung zufillig Stichproben gezogen werden, dann konvergiert die Verteilung der
fiihrenden Ziffern der kombinierten Stichprobe gegen die Benford-Verteilung, auch wenn die einzel-
nen Verteilungen dem Benfordschen Gesetz nicht genau folgen.

Die Anwendungen des Benfordschen Gesetzes liegen oft darin, dass Abweichungen auf eine ge-
wisse “Nicht-Zufalligkeit” der Datensétze hindeuten. So wird das Benfordsche Gesetz zum Beispiel
von Steuerbehdrden benutzt, um Hinweise auf betriigerische Steuerdatensétze zu bekommen [7],
siehe Abb. Auch bei der iranischen Wahl 2009 gab es einige interessante Abweichungen vom
Benfordschen Gesetz bei der Stimmenauszihlung [§].

2.3 Fehler

In der Numerik spielen a) Rundungsfehler und b) Abbruchfehler von Algorith-
men eine zentrale Rolle. Beide Fehlerarten werden hier eingefiihrt und Stabilitdt
diskutiert.

2.3.1 Rundungsfehler

Wir hatten bereits in Kapitel gesehen, dass der diskrete Zahlenraum im Computer zwangsliufig
zu Rundungsfehlern fiihrt.

Der Zusammenhang zwischen dem relativen Fehler £ und der gerundeten Zahl rd(x) ist (siehe

(2:2))
rd(z) = z(1 + ¢).

Fiir floating point Zahlen tritt der Rundungsfehler in der letzten Stelle der Mantisse M auf und ist
damit gleichverteilt im Intervall

le| < gbfLéinge M-1 _ %bfLénge M (2.10)

Als Beispiel betrachten wir eine Zahl 0.zzzxz19 in Dezimaldarstellung mit b = 10 und Mantissenléinge
4. Rundung in der letzten Stelle erzeugt einen relativen Fehler |g| < 5-1075.

Diese permanenten kleinen Rundungsfehler ergeben in vielen numerischen Rechnungen und Simu-
lationen in der Computerphysik ein numerisches Rauschen, das normalerweise klein ist, aber
dessen man sich trotzdem bewusst sein sollte.

Rundungsfehler pflanzen sich bei Anwendung einer Funktion f(z) auf eine fehlerbehaftete Zahl x
fort. Taylorentwicklung ergibt die Standardformeln zur Fehlerfortpflanzung:

fa(l+e) ~ f(a) + f'(x)xe
zf'(x)
f(x)

€0 (2.11)
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Besonders schlimm ist der Fall, wo f(x) = 0, die sogenannte Ausléschung.

Ein wichtiges Beispiel ist die Subtraktion f(z,y) = z — y mit

)
r—=y

Eg—y = €x + Ey)

T—yY
wo der relative Fehler der Differenz unbegrenzt wiichst fiir x ~ y.

Beim numerischen Rechnen gilt daher ganz allgemein

Rundungsfehler (besonders bei Ausléschung) moglichst vermeiden

Dies kann oft durch geschicktes analytisches Umformen erreicht werden.

Ein Beispiel dazu ist das Losen der quadratischen Gleichung x2? + pz + ¢ = 0. Mittels pg-Formel

sind die Losungen
» ~ 1/2
vy _ 2.12
T+ B ( 4 Q) ( )

Fiir |4¢q| < p? gibt es unter der Wurzel eine Ausloschung bei naiver Berechnung mit , und
zwar fiir 1 wenn p > 0 bzw. fiir z_ wenn p < 0. Um diese Ausloschung zu umgehen kann man die
Identitit

4T =q (2.13)

benutzen, um eine Rechenmethode ohne Ausléschung anzugeben (fiir p > 0, der andere Fall analog):
Berechne zuniichst z_ ~ —p mit (2.12]), wobei keine Ausléschung auftritt, und berechne dann
x4y = q/r_ ~ —q/p mittels (2.13), um die Ausléschung zu vermeiden.

2.3.2 Abbruchfehler

Viele numerische Verfahren beruhen auf Algorithmen, in denen eine N-malige Iteration/Rekursion
auftritt oder in denen ein Kontinuum diskretisiert wird in kleine Intervalle Az. In solchen Algorith-
men treten Abbruchfehler auf, weil N < co bzw. Ax > 0. Diese Abbruchfehler sind die zweite
wichtige Fehlerklasse, die bei numerischen Rechnungen auftritt.

Als Beispiel betrachten wir die Berechnung von e® mittels der Potenzreihe e* = ZZOZO %x”

Daraus ergibt sich das naheliegende Verfahren, e zu berechnen, indem die Potenzreihe nach N
Termen abgebrochen wird:

2

-1
1 n
[ —T
n'

3
I
o

Das fiithrt zu einem Abbruchfehler ZZO: N %x” < %xN e”, den man hier nach oben abschétzen
kann. Mit eine solchen Abschéitzung kann man nun sofort ein N angeben, bis zu dem summiert

werden muss, damit eine vorgegebene Genauigkeit kontrolliert erreicht wird.

Eine zweite wichtige Forderung in der numerischen Mathematik ist daher

’ Abbruchfehler analytisch abschétzen, um sie zu kontrollieren

2.3.3 Stabilitat

Allerdings ist ein gewisses “numerisches Rauschen” durch Rundungs-/Abbruchfehler immer unver-
meidlich in einer Rechnung oder Simulation. Daher ist dariiberhinaus noch folgende dritte Forderung
wichtig:
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Numerische Verfahren miissen stabil sein gegeniiber kleinem Rauschen ‘

Als Beispiel betrachten wir dazu die Losung der Differentialgleichung y' = —y mit y(0) = 1. Die
analytische Losung ist natiirlich y(x) = e~*. Wir lernen noch mehrere numerische Losungsverfahren
genauer kennen, z.B. auch das Euler-Verfahren, das auf der Diskretisierung der x-Koordinate
Yn = y(nh) (x = nh) mit einem kleinen h = Az < 1 beruht. Wir werden zwei naheliegende
Euler-artige Verfahren in Bezug auf Stabilitdt vergleichen.

1) Original Euler-Verfahren:
Aus

Ynt1 — Yn =~ y;zh = —yph

(Fehler rechts O(h?) nach Taylor) kann man eine Rekursion

Yn+1 = yn(l - h) (214)

gewinnen. Dies ist das Euler-Verfahren. Mit dieser Rekursion und beginnend bei der Anfangsbedin-
gung yo = 1 berechnen wir dann y,, = (1—h)™ als Losung unserer DGL im Computer. Offensichtlich
konvergiert diese numerische Losung gegen 0 solange h < 2. Dann konvergiert sie auch tatséchlich
gegen die analytische Losung wegen

Yn=(1—h)" = (1 - f)n e
n

D.h. fiir A < 2 ist die numerische Losung stabil.

2) Verbesserungsvorschlag (?7):
Wir kénnten auch ein “symmetrisches Euler-Verfahren” benutzen mit

Ynt1 — Yn—1 ~ 2yph = =2y, h,

was rechts einen kleineren Fehler O(h3) hat als das Original Euler-Verfahren. Dies fiihrt auf eine
Rekursion
Ynt1 + 2hyn — yYn—1 = 0. (2.15)

Was macht der Computer, wenn wir diese Rekursion iterieren mit Startwerten yy = 1 und einem
weiteren Startwert y; = yoe™" ~ yo(1 —h)? Dazu versuchen wir die Rekursion (2.15)) exakt zu losen,
was bei dieser Differenzengleichung etwas schwieriger ist als oben bei (2.14). Fiir solche linearen
Differenzengleichungen macht man allgemein einen Losungsansatz v, = o™, woraus sich fiir a aus
(2.15) eine quadratische Gleichung mit zwei Losungen ergibt:
Q®+2ha-1=0 = arx=-h+t(h2+1)*~x1-h

Die allgemeine Losung der linearen Differenzengleichung (2.15)) ist dann die Superposition beider
Losungen

yn = Cral +C_a”. (2.16)

Offensichtlich konvergiert aber nur der Losungsteil o'} ~ (1 — h)" "2 e7% gegen die analytische

Losung. Dies ist auch die Losung, wenn wir genau mit yo = 1 und y; = ay =~ 1 — h starten. Sobald
wir die numerische Rekursion nun aber so starten, dass am Anfang yo = 1 und y; = a1 (1+¢) # a4
(z.B. y1 = 1 — h) mit einer kleinen Abweichung von a; und damit C_ # 0 gilt, bekommen wir
ein Stabilitdtsproblem. Dann hat die numerische Losung auch einen Anteil C_a”™ =~ (—1)"(1+h)™,
der a) oszilliert und b) wegen |a_| > 1 (auch fiir beliebig kleines h) immer weiter anwéchst und
irgendwann den eigentlich erwiinschten Anteil Cya’} mit |ay| < 1 dominiert. Das heifit aber, die
Rekursion ist numerisch instabil und damit keine wirkliche Verbesserung.
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2.5 Ubungen Kapitel

1. Rundungsfehler:

Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke numerisch zunéchst direkt nach Formel. Suchen Sie dann
nach einem numerischen Rechenweg, der Ausléschung vermeidet. Vergleichen Sie die relativen Feh-

ler.

)1 L fiir grofe 2> 1

a) — — ——— fiir grofe =

Jz Jori 8

1_

b) ﬂ fiir kleine z < 1
sin

¢) In(a + z) — Inz fiir grofie z > a

2. Stabilitét:

Implementieren Sie die obigen Rekursionen (Original Euler) und (modifizierter Euler).
Starten Sie mit yg = 0 und beim modifizierten Euler zusétzlich mit y; = 1 — h. Vergleichen Sie
mit der analytischen Losung, indem Sie den relativen Fehler berechnen. Zeigen Sie, dass beim
modfizierten Euler der relative Fehler der numerischen Losung fiir grofle = irgendwann anwéchst.

3. Benfordsches Gesetz:

Testen Sie die Benford-Verteilung fiir grofle Produkte aus Zufallszahlen. Finden Sie dazu zunéchst
einen Zufallszahlengenerator, der zufiillige gleichverteilte Zahlen im Intervall |0, 1] erzeugt (siehe
auch Kapitel . Multiplizieren Sie dann z.B. 1000 dieser Zufallszahlen, r = H;.Liqo x;. Erstellen
Sie ein Histogramm der fithrenden Ziffer der Mantisse fiir 1000 auf diese Art generierte r und

vergleichen Sie mit der Benfordschen Verteilung.
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3 Differentiation und Integration

Literatur zu diesem Teil:

Es gibt zahlreiche Literatur in der numerischen Mathematik, z.B. Numerical Recipes [1}, 2], Stoer
[3], aber auch in vielen Computerphysiktexten wie Koonin/Meredith [4] oder das Hjorth-Jensen
Skript [5].

3.1 Numerische Differentiation

Numerische Versionen von erster und zweiter Ableitung werden in Form von
Differenzenquotienten aus Taylorentwicklungen hergeleitet.

3.1.1 Erste Ableitung
Die 1. Ableitung einer Funktion f(x) wird durch den kontinuierlichen Grenzprozess
. +h)— f(x)
o S
fi(a) = lim h

definiert, der im Computer nicht ausgefiihrt werden kann, da h sich notwendigerweise nur in dis-
kreten Schritten 0 nidhern kann. Naiv wird man daher den Differenzenquotienten (siche Abb.

52)

f(z) ~ w +O(h) (3.1)

mit einem “geniigend” kleinem h in der Numerik verwenden.

Der Abbruchfehler R(f’) ist durch Taylorentwicklung genauer quantifizierbar:

Fla+h) = (&) + F@h+ 3 @h + .

fle+h) - fz)

L= _ pay 4 S p @t

also
1

if”(x)h

Ein grundsétzliches Problem bei der numerischen Differentiation ist, dass bei zu groflem h der
Abbruchfehler grof3 ist, aber gleichzeitig bei zu kleinem h Ausléschung im Zihler von zZu
grofien Rundungsfehlern fiihrt, siche Abb. In der Praxis ist der Bereich zwischen diesen beiden
Extremen aber grofl genug, so dass numerische Differentiation im Allgemeinen unproblematisch ist.

R(f') = = O(h)

Etwas besser als die naive Methode (3.1)) ist ein Differenzenquotient mit 2 symmetrischen
Punkten z + h (siehe Abb. [3.2)):

flet+h) = flz—h)
2h

fl(a) ~ +O?) (3.2)
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Abbildung 3.1: Typisches Fehlerverhalten bei der numerischen Differentiation. Die Kurven zeigen
das Ergebnis der Berechnung von f/(1) = 3 der Funktion f(z) = x® mittels der
einfachen Formel (rot), der symmetrischen Formel (3.2)) (gelb) und der 4-
Punkt Formel (griin) als Funktion der Diskretisierung h (logarithmisch). Bei
der Berechnung wurde der Zihler des Differenzenquotienten jeweils auf 10~8 genau
gerundet. Rechts bei grofien h sieht man den Abbruchfehler, links bei sehr kleinen h
den Fehler durch Ausléschung beim Runden. Der Abbruchfehler ist sehr viel kleiner
bei der 4-Punkt Formel, Ausléschungsprobleme bleiben vergleichbar.

Der Abbruchfehler R(f’) ist hier eine Grofenordnung kleiner, da sich alle geraden Taylorglieder im
Zahler wegheben miissen:

! h2 1 h’S i
Flath) = f(a) & @+ 5 () & " @)
fa+h) =~ flz—h)

h2
= f'(z) + gf”%x) + ...

2h
also
1
AN " 2| 2
R = | @] = o)
e nach (3.1) nach
7 (33)
exakte
~~ Tangente exakte
~ /_ XEh—" Tangente
T P ~_xh
p =

Abbildung 3.2: Links: Ndherung der Tangente an den Graphen durch den Differenzenquotienten
(3.1). Rechts: Niherung der Tangente an den Graphen durch den symmetrischen

Differenzenquotienten 1)

Nach dem gleichen Schema kann man noch aufwendigere Formeln mit noch kleinerem Fehler kon-
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struieren, z.B. die symmetrische 4-Punkt Formel

f(x—2h) —8f(x —h)+8f(x+ h) — f(z + 2h)
12h

f'(z) = +O(h") (3.3)

Taylorentwicklung des Z#hlers zeigt hier, dass sich auch die Taylorglieder 3. Ordnung und damit
alle Glieder bis einschliellich 4. Ordnung in h wegheben, so dass Zdhler = 12hf’(z) + O(h%) und
damit tatsichlich R(f’) = O(h*).

Die Nachteile der aufwendigeren Formel (3.3)) sind:

o f(z) muss an 4 Punkten ausgewertet werden. Dies kann viel Rechenzeit kosten bei numerisch
aufwendigem f(z), wie man es in der Physik ofter antrifft, z.B. wenn f(x) eine potentielle
Energie und —f/(z) die zugehorige Kraft in einem Vielteilchensystem sind. Dann erfordert
jede f(x)-Berechnung eine Summe iiber alle Wechselwirkungen im Vielteilchensystem.

e Formel (3.3 ist anfélliger fiir Ausloschung bei kleinem h

In der Praxis benutzt man daher besser die symmetrische 2-Punkt Variante (3.2)).

3.1.2 Zweite Ableitung

Die 2. Ableitung erhilt man als doppelten Differenzenquotienten ebenfalls aus einer Taylor-
entwicklung:

fl@+h)+ f(z —h) = 2f () + 12 f"(x) + O(h")
Dies ergibt

fle+h) —2f(x) + f(x —h)
h2

f"(x) = + O(h?) (3.4)

mit einem Abbruchfehler R(f”) = O(h?).

Man kann leicht zeigen, dass sich die numerische 2. Ableitung ([3.4) tatséchlich auch aus zweimaliger
Anwendung der numerischen 1. Ableitung in der symmetrischen Form (3.2)) ergibt:

won o @+h)—f(x—h)  flx+2h)—f(z) - flz)+ flz—2h)
Fi@)~ 2h ~ 4h?

was genau (3.4) mit 2h statt h entspricht.

In der Praxis benutzen wir die symmetrische 2-Punkt Formel (3.2)) fiir erste und die Formel (3.4))
fiir zweite Ableitungen.

3.2 Numerische Integration

Trapezregel, Mittelpunktsregel, Simpsonregel werden aus einer Zerlegung in
Integrationen iiber kleine Teilintervalle und Taylorentwicklung des Integranden
hergeleitet. In der Romberg-Integration wird die Trapezregel mit Interpolati-
on kombiniert, und es wird eine iterierte Trapezregel als praktisches Verfahren
vorgestellt. Abschlieend werden weitere Verfahren und mehrdimensionale In-
tegration angeschnitten.

Auch die Integration ist iiber einen Grenzprozess von Riemann-Summen definiert,

b N(h)
. . b—a
/Gf(x)dx—%%;hf(xk) mit zx = a + kh und N(h) = o
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der im Computer so nicht ausgefiithrt werden kann.
Die Strategie zur Herleitung numerischer Niherungen wird folgende sein:
(1) Zerlege das Intervall [a,b] in N Teilintervalle der Lénge h = (b —a)/N,
b a+h a+2h b
/a f(z)dz = /a fz)dx —|—/a flz)dr + ... + f(z)dz. (3.5)

+h b—h

(ii) Berechne f ckth g (z)dx durch Taylorentwicklung des Integranden. Dabei verwenden wir fiir
Ableltungen wieder unsere numerischen Formeln aus Kapitel [3.1]

Diese Strategie fiihrt auf mehrere sogenannte Newton-Cotes-Formeln basierend auf Aquidistanten
Stiitzstellen: Je nach Ordnung und Position der Stiitzstellen der Taylorentwicklung werden wir so
zunichst Trapezregel, Mittelpunktsregel und Simpsonregel erhalten. Diese Verfahren kénnen
dann durch Interpolation (Romberg-Methode) oder Iteration verbessert werden, was wir am
Beispiel der Trapezregel diskutieren werden.

3.2.1 Trapezregel

Bei der Trapezregel entwickeln wir die Integranden in (3.5]) bis zur 1. Ordnung um den Intervallrand:
fl@) = flaw) + f'@)(@ = ar) + O (@ — o))

flae) + TR ZIED (0 1 0 (0 - 202 (i)

Fiir das Integral iiber ein Teilintervall ergibt sich damit

zr+h h
[ f@yde = him) + 5 (e + ) = o) + OR)

%
h

=5 (fex+h) + flax) + O(R)

Dies motiviert auch den Namen Trapezregel: In jedem Teilintervall benutzen wir eine lineare Ap-

proximation des Integranden durch eine Gerade durch die beiden Funktionswerte an den Inter-

vallréndern. Daher ist der Wert des Integrals iiber jedes Teilintervall genau die Fliche eines Trapezes

zwischen der z-Achse und der approximierenden Geraden, sieche Abb.

Trapez

Abbildung 3.3: Lineare Approximation und Trapezregel.

Fiir das Gesamtintegral erhalten wir dann in der Summe die Trapezregel:

/f Yz = h [;f()+f(a+h)+f(a+2h)+ +f(b— )+%f(b) + O(NI?)
N-—1
=h) f(x (f(z0) + f(zn)) + O(N?) (3.6)
k=1
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Die Trapezregel zeichnet sich durch “Gewichte” 1/2 an den Intervallrindern und 1 fiir alle inneren
Punkte aus. Der Abbruchfehler O(Nh3) ist wegen N = (b— a)/h von der Gréfienordnung O(N~2),
wenn er nur als Funktion der Zahl der Stiitzstellen geschrieben wird.

Wir merken aulerdem an, dass die Trapezregel per Konstruktion fiir lineare Funktionen exakt wird,
siche Abb.

3.2.2 Mittelpunktsregel

Wenn wir den Integranden in (3.5) wieder bis zur 1. Ordnung, aber um die Intervallmitten herum
Taylor entwickeln, ergibt sich die Mittelpunktsregel:

xk+h h
/ F@)dz = hf (xk 4 2) + o)

Alle ungeraden Terme (z —zj, —h/2)" 1) im Integranden — und damit insbesondere auch der Term
erster Ordnung — ergeben bei f;’“Jrh ... = 0, was die GroBenordnung des Fehlers erkliart. Fiir das

Gesamtintegral erhalten wir dann in der Summe die Mittelpunktsregel:
b h 3 3 h 5
[ stontr = (o B) w1 (o 20 et (o 20 (o 2] oy
(3.7)

Die Fehlergroflenordnung ist identisch zur Trapezregel. Im Unterschied zur Trapezformel werden hier
aber nur “innere” Punkte bendtigt (die alle mit gleichem “Gewicht” 1 eingehen), d.h. die Funktion
muss nicht direkt an den Intervallrindern ausgewertet werden. Das kann vorteilhaft sein, wenn der
Integrand in irgendeiner Form bei x = a oder x = b “problematisch” ist. Die Trapezregel
ist damit das einfachste Beispiel fiir eine abgeschlossene Newton-Cotes Formel, wihrend die
Mittelpunktsregel das einfachste Beispiel fiir eine offene Newton-Cotes Formel darstellt.

3.2.3 Simpsonregel

Abbildung 3.4: Links: Thomas Simpson (1710-1761), englischer Mathematiker. Mitte: Leonhard
Euler (1707-1783), Mathematiker und Physiker. Rechts: Colin MacLaurin (1698-
1746), schottischer Mathematiker. (Quelle: Wikipedia).

Im Gegensatz zu Trapez- und Mittelpunktsregel wird bei der Simpsonregel der Integrand bis zur
2. Ordnung entwickelt, also durch eine quadratische Funktion approximiert, was einen kleineren
Fehler zur Folge haben wird. Dabei wird um die Intervallmitte entwickelt. In leichter Abwandlung
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von ([3.5)) starten wir mit N/2 (also N gerade) Intervallen der Linge 2h:

/: f(x)dz = /aa+2h f(x)dr + ...+ /bb F(z)da.

—2h

Taylorentwicklung um die Intervallmitten xj bis zur zweiten Ordnung ergibt:

flx) = flog) + f(ar)(x —2x) + %f”(ﬂfk)(x —21)? + O ((z — 21)?)
CLED (g 4 LD T ()
+ %f(x + h) — 2];(2‘%) + f(x _ h) (1, _ .’Ek)2 +0 ((l’ . xk)?), (1, . .’Ek)hg, (1, _ xk)2h2>

Bei Integration f;k"j}fl ... iiber ein Teilintervall ergeben alle ungeraden Terme (z — x;)" ) im

Integranden Null, insbesondere auch die Terme ~ (2 — )2, (z — 2 )h?. Daher bestimmt der unter-
strichene Term letztlich den Fehler. Fiir das Integral iiber ein Teilintervall erhalten wir dann

zr+h
[ rwe = 2@ + 5 (o + 1) = 27) + S — 1) + O)

w—h

=h (;f(xk +h)+ %f(xk) + %f(ifk = h)) + O(R®)

Fiir das Gesamtintegral erhalten wir dann in der Summe die Simpsonregel (manchmal auch Kep-
lersche Fassregel genannt):

b
/ F@)dz = h Bf(a) + %f(wh) + gf(a+2h) + %f(a+3h) +..

FSFb— )+ 2 fB)| + OV (3.8)

Die Simpsonregel zeichnet sich durch “Gewichte” 1/3 an den Intervallrindern und den charakteris-
tischen Wechsel 4/3,2/3 fiir alle inneren Punkte aus. Da N gerade war, macht man sich leicht klar,
dass der letzte innere Punkt auch wieder Gewicht 4/3 haben muss. Der Abbruchfehler ergibt sich
aus O(Nh®) = O(N~*) wegen N = (b — a)/h. Eine Taylorentwicklung um einen anderen Punkt
als die Intervallmitte hiitte andere Koeffizienten geliefert und einen gréfieren Fehler O(N~3) als in

(13.8) ergeben.

Wir merken an, dass die Simpsonregel exakt wird fiir quadratische Funktionen.
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3.2.4 Euler-McLaurin Fehlerabschatzung

Wir kénnen die Fehlerabschitzung der Integrationsformeln systematischer vornehmen mit Hilfe der
Euler-McLaurin-Formel, die die Approximation einer Summe durch ein Integral beschreibt: E|

= N 1 1
> otk = [ o)k = 519(0) + 9(N)) + 75 [5/ () = (0]
k=1
— o5 [ () = O] + .
N 1 Ban 2n—1 2N-1
-/ o(k)k = 3 l0) + (V) + 32 o [5 I 00 =g I0) | @20

wobei die B,, die Bernoullizahlen sind, die definiert sind iiber die Potenzreihe der Funktion

t e
T(t) = e ZB"E
n=0

1 1 1
By=-, Bi=——, Bg=—,... 3.11
2 6’ 4 30’ 6 42’ ( )

Aus der Euler-MacLaurin Formel (3.10)) folgt mit g(k) = f(xx) und dz = hdk

[ f@hde = Y sm) + 5 o) + Fen)) - 15 1 o) = £l + (3.12)
Zo k=1

was wieder die Trapezregel (3.6) ist, wobei der letzte Summand nun den Fehler O(h?) = O(N~?2)
genauer spezifiziert.

Folgende Aussagen erlauben es, den Fehler bei der Trapezregel genauer zu beschreiben:

e Fiir Euler-MacLaurin (3.10) und fir (3.12)) gilt: Der Fehler betrigt betragsmiifiig héchstens
das Doppelte des ersten vernachlissigten Terms

I Beweis der Euler-MacLaurin Formel (3.10)
Dazu starten wir mit

11— eVt

N-1 1 N
tr _ S Ntx _ tx
362::1 = = T(t); (e - 1) = T(t)/o e*dx (3.9)

wobei bei (x) die Definition (3.11)) der Bernoulli-Zahlen B,, ins Spiel kommt.
Trick: Nun ersetzen wir z durch Operator d/dh, fiir den

e* i g(h) = g(z + h)

gilt, wie man durch Taylorentwicklung zeigt (auch bekannt aus der QM: “Impulsoperator” d/dh ist Erzeugender
von Translationen), und ldsst beide Seiten von (3.9) auf die Funktion g(h) wirken:

Jilg(x+h) . (%) /ONg(x+h)dx

- (%) /hN+h 9(@)dz

Wird in der rechten Seite die Reihenentwicklung (3.11)) eingesetzt und die Formel bei h = 0 ausgewertet, fiihrt
dies auf die Euler-MacLaurin Formel:

x=1

N-1

N
> (k) = Bo [ g(a)dz + B1(a(N) = 9(0) + 3 Balg' (V) = 4/(0) + ..
k=1

mit Bop =1, By = 1/27 Bont+1 =0 (n > 1).
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e Alle Fehlerterme in (3.12)) sind gerade (wegen Bay, 1 = 0 fir n > 1).

Diese Aussagen iiber die Fehler bei der Trapezregel fiihren auf die Romberg-Integration.

3.2.5 Romberg-Integration

Aus den letzten Aussagen iiber den Fehler bei der Trapezregel folgt: Wenn T das Trapezregel-
Ergebnis fiir N Intervalle mit einem Fehler Ay ist, dann gilt Ay ~ N~2 in fithrender Ordnung und
daher bei Intervallhalbierung

1
Any = ZAN/Q + O(Nfﬁl)

Dann hat aber die Kombination

4 1
Sy =zITn— ¢

T 3.13
ST — 3Ty (3.13)

einen Fehler der Ordnung O(N~%), da sich die Fehler O(N~—2) genau wegheben. Sy ist aber gerade
die Simpsonregel (3.8) fiir NV Intervalle, die ja auch einen kleineren Fehler hat.

Die Konstruktion ([3.13)) ist das einfachste Beispiel der Romberg-Methode:
Die Euler-MacLaurin Formel (3.12) stellt das Trapezregel-Ergebnis T'(h) als Polynom in h? dar, da
nur gerade Potenzen bei den Fehlertermen vorkommen:

b
T(h) = / f(x)dx +81h* + Soh* + ... (3.14)

1

mit dem gesuchten Integral I als Wert bei h = 0 und festen 6, (durch ™=V (a) und fCm=1)(b)
bestimmt nach ([3.12])).

Die Idee der Romberg-Integration ist folgende:
(i) Berechne T'(h) nach Trapezregel fiir n + 1 verschiedene h.
(ii) Finde interpolierendes Polynom n-ten Grades in h?, siehe .
(iii) Der Wert des Polynoms bei h = 0 approximiert das gesuchte Integral I.

Wir zeigen nun, dass die Formel (3.13) tatséichlich der einfachsten Romberg-Methode mit einer
linearen Interpolation (n = 1) entspricht. Dazu betrachten wir (3.14) bis zur Ordnung A2 und
machen folgenden Ansatz:

T(h) =1+ 6,h* (3.15)
und arbeiten obige Schritte (i)-(iii) ab:
(i) Es gilt T'(h) = Ty und T'(2h) = T/, nach Definition von Ty und T/s.
(i1) Also gilt
T(h) =1+6:h% =Ty
T(2h) = I +46,h* = T2

woraus 361h% = Tnj2 — T folgt. Damit lésst sich §; und damit das interpolierende Polynom

(3.15)) bestimmen.
(iii) Der Wert I des Polynoms bei h = 0 ist
4 1

[:TN—(Sth:*TN—

T
3 3 N/2

wie in (3.13))
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Das heifit, die Simpsonregel kann als niedrigste Ordnung der Romberg-Interpolation interpretiert
werden. Allgemein gilt, dass die Romberg-Integration mit n > 1 eine sehr effektive Methode fiir
glatte Integranden darstellt.

3.2.6 lterierte Trapezregel

Eine fiir die Praxis wichtige Eigenschaft der Trapezregel ist ihre Iterierbarkeit bei Intervallhal-
bierung:

e 1. Iteration: Diskretisierung mit gesamter Intervalllinge h; = b — a:

/ab f(x)dr ~ (b—a) [;f(a) + ;f(b)] =T

e 2. Iteration: Eine zusitzliche Stiitzstelle in der Intervallmitte halbiert das Diskretisierungs-
intervall auf ho = (b —a)/2:

/abf(x)dx% b;a [;f(a)Jrf(a;rb)Jr;f(b)] =T, oder

TQ:;<T1+(b—a)f<a;b>>

neu berechnen

wobei T3 schon in 1. Iteration berechnet wurde und nur die Beitrége von der neuen Stiitzstelle
neu berechnet werden miissen.

e (n+1)-te Iteration: Wir fithren 2"~! zusitzliche Stiitzstellen in der Mitte jedes Diskretisie-
rungsintervalls ein, so dass h,41 = hy,/2 = (b —a)/2" und

on—1l_q
1
Tn+1 - 5 <Tn + hn Z f((l—|— hn+1 + khn))

k=0

neu berechnen

wobei T, schon in n-ter Iteration berechnet wurde und nur die Beitrdge von den neuen
Stiitzstellen neu berechnet werden.

Der Vorteil der Iterierbarkeit liegt offensichtlich darin, dass bereits berechnete Beitrige immer wei-
ter verwendet werden koénnen und in jeder Iteration die Funktion f(x) nur an den neuen Stiitzstellen
neu ausgewertet werden muss. Die Iterierbarkeit erlaubt auch eine effektive Fehler- bzw. Konver-
genzkontrolle, indem so lange iteriert wird, bis aufeinanderfolgende Iterationen sich nur noch um
ein vorgegebenes Genauigkeitsziel unterscheiden. Ein solches Verfahren inklusive Fehlerkontrolle ist
z.B. in den Numerical Recipes |2| in der Funktion qtrap mit Hilfe der Struktur Trapzd realisiert.

Es ist auch moglich, die Iteration noch mit einer Romberg-Interpolation zu verbinden: Die Werte
Ti,...,T,, mit Diskretisierungsléngen hi, ..., h,, konnen nach h = 0 interpoliert werden mit einem
Polynom (n — 1)-ten Grades in h%. Dies ist beispielsweise in der Funktion qromb in den Numerical
Recipes [2] realisiert (dazu benétigt man dann natiirlich auch eine Polynom-Interpolationsroutine,
die hier nicht besprochen werden wird).

3.2.7 Weitere Verfahren, mehrdimensionale Integrale

Neben den bisher besprochenen Verfahren, die alle dquidistante Stiitzstellen benutzen, gibt es noch
eine grofle Klasse von Verfahren, die auf nicht-dquidistanten Stiitzstellen beruhen, nédmlich
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die Gauf3-Quadratur. Dort wird versucht, die Stiitzstellen gerade dem Integranden angepasst zu
wiahlen, um Fehler klein zu halten.

In der Physik sind natiirlich mehrdimensionale Integrale von besonderem Interesse. Hier gibt
es zwei Verfahrensweisen:

(i) Wir reduzieren ein n-dimensionalen Integral auf n 1-dimensionale Integrationen, die wir mit
den bereits diskutierten Methoden ausfiihren, also z.B.

b b
/ f(xl,...,a:n)d”_':/ dml.../ dxpn f(X1, .oy Tp).
la,b]™ a a

(Aquivalent kann man auch eine Zerlegung des Integrationsgebietes in kleine Wiirfel vorneh-
men.) Dies wird natiirlich zunehmend schwierig fiir komplizierter geformte Integrationsgebiete.
AuBlerdem akkumulieren sich Fehler, besonders bei hochdimensionalen Integralen.

(ii) Daher verwendet man bei hochdimensionalen Integralen oft die Monte-Carlo Integration,
die wir in Kapitel noch als stochastische Methode kennenlernen werden. Bei der Monte-
Carlo Integration verwendet man zufdllig im Integrationsgebiet verteilte Stiitzstellen. Damit
kann man in der Praxis recht einfach auch tiber komplizierter geformte Gebiete integrieren. Au-
Berdem stellt sich heraus, dass der Fehler bei hochdimensionalen Integralen bei stochastischer
Monte-Carlo Integration kleiner sein wird als bei den bisher besprochenen deterministischen
Methoden.

Bei hochdimensionalen Integralen sieht man dann auch, wie das Integrationsproblem zu einem
zentralen Problem der statistischen Physik wird, wo beispielsweise die Zustandssumme eines
klassischen N-Teilchen Systems mit Hamiltonfunktion H({7;}, {p;}) als 6 N-dimensionales In-
tegral iiber Orte und Impulse geschrieben wird:

Z = /d3F1.../d3FN/d3ﬁ1.../d?’ﬁNe_H(m}’{ﬁi})/kBT.

Hier wird aus der Monte-Carlo Integration dann die Monte-Carlo Simulation, in der man
typischerweise nicht die Zustandssumme Z selbst, sondern Mittelwerte von Observablen be-
rechnet.

3.3 Uneigentliche Integrale

Es wird diskutiert, wie “problematische” Integrale (unendliches Integrationsin-
tervall, singulére Integranden, Hauptwertintegrale) numerisch integriert werden
konnen. Eine physikalische Anwendung sind Kramers-Kronig Relationen.

Auch bei der numerischen Integration sollte man uneigentliche Integrale nochmal gesondert dis-
kutieren. Probleme bereiten dabei unendliche Integrationsintervalle, also a = —oo und/oder
b = oo, singulidre Integranden oder Hauptwertintegrale. Hauptwertintegrale sind gerade in der
Physik von gewisser Wichtigkeit, da sie in der linearen Antworttheorie in den Kramers-Kronig
Relationen auftreten.

3.3.1 Unendliches Integrationsintervall

a) Man kann versuchen, die Integration durch Substitution auf ein endliches Integrationsintervall
abzubilden, z.B. mit u = 1/ wird

/aoo dof(z) = /Ol/a du%f (i) . (3.16)
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Dann muss man eventuell des Preis zahlen, dass eine singuléire Jacobideterminante (wie 1/u? in
(3.16) auftritt und man damit einen singulédren Integranden erhélt.

b) Einfacher ist es oft, die Integration bei einem grofien, aber endlichen Z,,x abzubrechen,

/OO f(z)dx = /xmax f(z)dx + h f(z)dx (3.17)

ZTmax

und das verbleibende Integral von x,.x bis co als “Fehler” abzuschéitzen oder bei bekannter Asym-
ptotik des Integranden sogar analytisch zu l6sen.

3.3.2 Singulare Integranden

Das Integral kann zunédchst immer so aufgeteilt werden, dass die Singularitit am Rand eines Inte-
grationsintervalls auftritt. Wir unterscheiden 3 Félle:
Fall 1: Der Integrand ist problematisch, ohne singulédr zu sein.

a) Ein Beispiel ist fol dx(sinz)/x, wo f(0) nicht “einfach” berechenbar ist. Hier kann man einfach
die Mittelpunktsregel (3.7) benutzen, die ja nur “innere” Stiitzstellen verwendet.

b) Ein anderes Beispiel ist fob dx+/x, wo f'(0) = co. Damit divergiert der Fehler der Trapezregel
nach der Euler-MacLaurin Formel, siche (3.12f). Hier kann man den problematischen Teil abspalten

(mit kleinem h): . . b
/Of(fﬂ)dDC:/O f(x)der/h f(x)dzx.

Der zweite Teil kann ganz normal nach der Trapezregel berechnet werden. Der erste Teil kann
analytisch behandelt werden bei bekannter Asymptotik f(z) ~cz® (0 < a < 1) fir z < h < 1:

h c h
/ drcr® = ——hoT! = fh)

Er kann dann mit dem zweiten Teil zu einer “modifizierten Trapezregel” kombiniert werden:

[ s =n] (G 5) 100 6 50

Fall 2: Der Integrand ist singuldr, aber integrierbar.

Wir betrachten Integrale vom Typ fob f(@)dx mit f(z) ~ cz™ mit 0 < a < 1.

a) Man kann versuchen den singuldren Faktor abzuspalten,

_9@) _ g(x)—g(0)  ¢(0)
f(x) - o « + a
x x x
so dass der erste Summand nicht mehr singuldr ist und numerisch integriert werden kann, wiahrend
der zweite Summand als einfache Potenz analytisch gelost werden kann.

b) Eine andere Moglichkeit besteht in einer Substitution, u = x1=%

b b b=«
/ fl@)dx = / 9(z) dx = b / dug (ul/(lfo‘))
0 0 xr 1-— « 0

Die Methoden fiir Fall 2 sind im Ubrigen auch auf Fall 1 anwendbar.

, so dass du = (1 — @)z~ %duz:

Fall 3: Der Integrand ist nicht integrierbar.

Dann sollte man auch definitiv nicht versuchen, dass Integral numerisch zu berechnen! Die einzige
Ausnahme sind Hauptwertintegrale.
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3.3.3 Hauptwertintegrale

Kann man einem offensichtlich divergentem Integral
b
/ da:M =777
o T —z
einen sinnvoll definierten Wert zuweisen?

Dies ist durch folgenden Grenzprozess tatséichlich moglich:

P/ = lim Va_ dx% Jr/b+ dx:f(x)zl (3.18)

Dieser Grenzprozess definiert das Hauptwertintegral, das mit dem Symbol P [ ... (P fiir “principal
value”) bezeichnet wird.

Wir betrachten ein Beispiel:

—€ 1
73/ d:rf = lim [/ dx +/ dx} = lim [lne—i— In 1] =0 (3.19)
e—0 1 e T e—0 €

Numerisch berechnet man Hauptwertintegrale, indem man die Umgebung um die Singularitét bei

T = z zunichst isoliert:
z—A b
2y I
- a r—z z+A

numerisch numerisch = Ia(2)

{E—Z

Um Ia(z) zu berechnen, substituieren wir s = (x — z)/A,
1
A
In(2) :73/ dsw’
—1 S
und ziehen dann P f_ll dsf(z)/s =0 ab (siehe )7 so dass

1
oty = [ A4 1),

S

was dann kein Hauptwertintegral mehr darstellt, weil der Integrand nicht mehr singulér ist, und
damit auch numerisch berechnet werden kann.

3.3.4 Kramers-Kronig Relationen

Hauptwertintegrale spielen in der Physik eine wichtige Rolle, und zwar in den Kramers-Kronig
Relationen (Kramers 1927, Kronig 1926) in der linearen Antworttheorie. In der Regel antworten
physikalische Systeme linear auf kleine zeitabhingige duflere Kriifte oder Anregungen F(t). Der
allgemeinste kausale, lineare Zusammenhang zwischen einer Messgrofie oder Antwort A(t) auf eine
Anregung F(t) ist

A(t) = / TR — )Pt (3.20)

—00

wobei R(t) eine Response-Funktion ist. Nach Fouriertrafo

Alw) = /OO dtA(t)e™, A(t) = /_O; Z—L;A(w)e—iwt

— 00
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Abbildung 3.5: Links: Hendrik Anthony Kramers (1894-1952), niederléindischer Physiker (ca. 1928,
Mitte mit Uhlenbeck (rechts) und Goudsmit (links)). Rechts: Ralph Kronig (1904-
1995), deutsch-amerikanischer Physiker. (Quelle: Wikipedia).

ergibt sich daraus nach dem Faltungssatz

Alw) = R(w)F(w) (3.21)

Solche linearen Antworten finden sich iiberall in der Physik, solange die Stérung F'(¢) klein ist. Wir
geben einige Beispiele:
1) In der E-Dynamik gibt es zahlreiche lineare Antworten z.B. die Polarisation P eines Dielek-
trikums als Antwort auf ein angelegtes elektrisches Feld E, die durch die Suszeptibilitit x als
Antwort-Funktion gegeben ist: P(w) = go¥(w)E (w). Daraus ergibt sich dann auch ein linearer

Zusammenhang D(w) = &(w)E(w) zwischen dielektrischer Verschiebung D und elektrischem
Feld E.

2) Beim getriebenen geddmpften Oszillator gibt es einen linearen Zusammenhang zwischen Aus-
lenkung und &uferer Kraft, o
Z(w) = R(w)F(w).

Die Antwortfunktion R ergibt sich in diesem Fall direkt aus der Bewegungsgleichung durch
Fouriertransformation:

F(t
i‘z—yi‘—w%x—l—ﬁ
m

1 1 ~

T = — F .
#w) mwi — w? — iwy (@)

= R(w)

3) In visko-elastischen Materialien gibt es einen linearen Zusammenhang zwischen Spannung o
und Verzerrung €, der durch ein Elastizitdtsmodul oder eine Viskositét als Antwortfunktion
gegeben ist, 7(w) = G(w)é(w).

Fiir die Antwortfunktion R(w) gilt: | R(w) hat i.Allg. einen Real und Imaginérteil.

Diese werden oft auch als R(w) = R'(w) + iR (w) geschrieben. Der Imaginérteil Im R(w) ist der
um 7/2 phasenverschobene dissipative Response des Systems, der grofi wird, wenn Resonanzen
oder Absorption bei der Frequenz w vorliegen. Der Realteil Im R(w) ist der nicht-dissipative
(auch dispersive) Response und enthélt u.a. auch den statischen Response auf zeitunabhingige
Stoérungen bei w = 0.

Dies kann man sich gut am obigem Beispiel 2) des Oszillators veranschaulichen:
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e Fiir den statischen Response bei w = 0 gilt: Re R(0) = und Im R(0) =

1 1

mwg  Federkonstante
0. Er hat keinen Imaginérteil.

e Resonanzen und Energieabsorption finden an den Resonanzfrequenzen (Eigenfrequenzen) wy
des Oszillators statt. Dort gilt Re R(wg) = 0, wihrend der dissipative Anteil Im R(w) bei wq
maximal wird.

e Der dissipative Anteil Im R(w) ~ 7y ist immer proportional zur Reibungskonstanten und ver-
schwindet fiir v = 0.

Auch aus dem Beispiel 1) des Dielektrikums in der E-Dynamik wissen wir, dass Im y Dampfung
und Absorption elektrischer Felder im Medium beschreibt (Eindringtiefe), wihrend Im x die nicht-
dissipative Polarisierbarkeit angibt. Es gibt auch einen engen Zusammenhang zum Oszillatorbeispiel,
da die einfachste Modellvorstellung eines Dielektrikums auf gebundenen Ladungen (Elektronen) be-
ruht, die als vom Feld E angeregte Oszillatoren angesehen werden. Dies wird spéter noch diskutiert
werden.

Die Kramers-Kronig Relationen stellen einen Zusammenhang zwischen dem Real- und Imaginé&rteil
von R(w) her. Dieser Zusammenhang ist eine Integralbeziehung, in der Hauptwertintegrale vor-
kommen. Die Kramers-Kronig Relationen beruhen auf drei sehr allgemeinen FEigenschaften der
Response-Funktion R(t), die fast immer gelten:

a) R(t) ist reell, woraus
R*(w) = R(—w) (3.22)
im Fourierraum folgt.

b) Es besteht ein kausaler Zusammenhang zwischen Storung F' und Antwort A; daher sollte
R(t) = 0 sein fiir ¢ > 0. Fiir die Fouriertransformierte R(w) = [;~ dtR(t)e™" folgt dann

R(w) ist analytisch in oberer Halbebene, (3.23)

weil dort Re(iwt) < 0 und damit die e-Funktion in fooo dtR(t)e™! in der ganzen oberen w-
Halbebene Konvergenz bewirkt. Dazu muss zusétzlich noch gelten, dass R(t) beschrinkt ist
oder aber zumindest schwicher als exponentiell wichst fiir grofie ¢ (z.B. potenzartig ~ ™).
Dies ist in der Regel erfiillt.
c) Es gilt
lim |R(w)| =0, (3.24)

|w|—o00

d.h. der Response ist nicht beliebig “schnell” (kurze Zeitskalen entsprechen w — o) bzw. R(t)
sollte fiir t — 0 kleiner bleiben als ~ t~1. Beschrdinktheit von R(t) wiirde auch hier ausreichen.

Aus (3.23) folgt nach dem Cauchy-Integralsatz (oder Residuensatz) fiir w mit Imw > 0
- dw' R(w'
Rw) = § 5 ) (3.25)
c

2miw' —w’

wo C eine geschlossene Kontour um w ist, die nur Punkte in der oberen Halbebene umschliefit.
Wegen der Analytizitit von R(w) kann C frei gewihlt werden, z.B. bestehend aus der reellen Achse
und einem Halbkreis w’ = 7/€!® mit ¢’ € [0, 7], der unendlich grof§ gemacht wird, also r’ — oo:

Imw’
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Wenn nun zusétzlich (3.24) gilt, fillt das Integral iiber den unendlich grofien Halbkreis heraus,

/ dw' R(w') / o', /R(r’ew/) oo
Halbkreis 27” w—w 0

271' r'et’ —w
und nur das Integral entlang der reellen Achse tragt in (3.25) bei:

R(w) :f dof R) _ /OO o’ BW) o g >0, (3.26)

c2mw —w 00 2 W' —w

0,

Fiir beliebiges w € R ist Im(w + i) = ¢ > 0 und es folgt

5 0 1! D(,
R(w+i€):/ A RO g w0 (3.27)

y !
oo 2Mi W — w — i€

Um eine Aussage iiber reelle Frequenzen w zu gewinnen, muss der Limes £ — 0 durchgefiihrt werden.
Dies erfordert eine kleine Deformation des Integrationsweges, damit die Kontour in der komplexen
Ebene auch weiterhin unterhalb von w verlauft:

w+ie w
R, 0.B.d.A Halbkreis

mit Radius €

Wenn der Radius € des kleinen Halbkreises in der Kontour gegen 0 geschickt wird, kénnen wir nach
Definition des Hauptwertintegrals schreiben

[ e / d' Rw)
oo 2Mi W —w —dE 2mi w' — w
_P/ 27mw7w+

_73/ e R(W) +%R(w). (3.28)

w —w

[ R
2mi w' — w

Halbkreis um w

Das Integral iiber den kleinen Halbkreis in der komplexen Ebene entspricht einem “halben Residu-

dw' 1 _/ o e 11
0

um”:
i 6 Ty = —.
27 w 2 r/el¢ 2

Halbkreis um 0

Symbolisch kann man (3.28)) auch als

1
xr — 1€

= P% + imd(x) (329)

schreiben, was so zu verstehen ist, dass diese Gleichheit nur unter dem Integral und im Limes € — 0
gilt.

Damit wird aus (3.27) im Limes ¢ — 0
. ® dw' R(W) 1+
R(w) = 73/ do’ BW) | Lpe

; !/
o 2miw —w 2

und schlie3lich

=P / u: — (3.30)
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Daraus ergibt sich nun eine Integralbeziehung zwischen dem nicht-dissipativem (dispersivem) Re R(w)

und dem dissipativem Im ]?(w), die Kramers-Kronig Relationen

/
Re R(w P/ dw’ Im R(w Im R(w")
w' —w
d
Im R(w :—P/ ' Re R() (3.31)
w—w

Diese gelten fiir jede Funktion R(w), die die Kausalitit b) und die Eigenschaft ¢) einer nicht beliebig
schnellen Antwort erfiillen. Wir kénnen negative Frequenzen in den Kramers-Kronig Relationen
(3.31) vermeiden, indem wir noch die Eigenschaft a) einer reellen Response-Funktion benutzen.

Dann gilt Im R(w') = —Im R(—«’) und Re R(w') = Re R(—w’) und damit
/
Re R(w 7)/ dw' 2w ImR(2 w’)
—w
2
Im R(w) = —73/ do’ 2oRe R(,(UQ ) (3.32)

Die Kramers-Kronig Relationen verkniipfen dispersiven Realteil und dissipativen Imaginérteil einer
Antwort:

o Oft lisst sich entweder der Realteil oder der Imaginérteil besser messen, dann kann der jeweils
andere Teil mit (3.32]) bestimmt werden.

e Kann beides gemessen werden, liefert | eine Konsistenzprﬁfung

Diese Berechnungen miissen oft numerisch mit den Formeln (3.32)) durchgefiihrt werden, wobei dann
Messdaten die Funktionswerte Re R(wy) oder ITm R(wy) an Stutzstellen wy, vorgeben.

Wir betrachten das Beispiel des Dielektrikums, in dem einfachen Modell, das die gebundenen
Ladungen (Elektronen) als vom Feld E angeregte geddmpfte Oszillatoren betrachtet [6]. Ein Elek-
tron ist klassisch durch eine Auslenkung x(t) oder #(w) beschrieben. Die Kraft auf ein Elektron
im elektrischen Feld E(t) ist F'(t) = —|e|E(t), die Polarisation des Dielektrikums ist pro Elektron
p(t) = —l|e|z(t). Die Bewegungsgleichung im E-Feld ist dann

m &+ i + wiz] = —e|E,

wo m die Elektronenmasse, v die (kleine) Dampfung und wg die Eigenfrequenz der gebunden Elek-
tronen ist. Fouriertransformation ergibt dann eine Beziehung zwischen Polarisation und E-Feld und
damit die Suszeptibilitit x, die die Response-Funktion darstellt:

—le|#(w)
e? 1 -

= ———F EW).

2
mwg — w? — iwy

pw)

eoX(w) fiir ein Elektron

Fiir N Molekiile pro Volumen (j = Elektronenindex im Molekiil) gilt dann

- Ne? 1
X(w) = eom zj: wh ; — w? —iwy;

(3.33)

Wir iiberpriifen zuniichst die beiden wichtigen Eigenschaften b) und ¢) von Response-Funktionen:
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e Das elektrische Feld E(t) ist die Ursache fiir die Verschiebung z(¢) und damit die Polarisation
P(t). Die Response-Funktion y(w) sollte diesen kausalen Zusammenhang beschreiben. Wir
sehen, dass die entsprechende Eigenschaft , tatsdchlich erfiillt wird, da die Singularitéiten
von X(w) bel w = —ivy;/2+ (waj — 732-/4)1/2, also in der unteren komplexen Halbebene liegen.

e Fiir |w| — oo verschwindet die Suszeptibilitit (3.33)) auch tatséchlich, letztendlich auf Grund
der Trigheit (der Z-Term). Damit ist (3.24]) erfiillt.

Damit erfiillt x(w) die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit der Kramers-Kronig Relationen und es
gibt einen Zusammenhang zwischen Re Y(w) (Dispersion) und Im x(w) (Dissipation). In Abb.
sind als Beispiel Re x(w) und Im x(w) fiir eine Eigenfrequenz (5 = 1) bei wp 1 = 1 gezeigt, die tiber
Kramers-Kronig Relationen zusammenhéngen.

I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 3.6: Beispiel fiir Real- (blau) und Imaginérteil (rot) von x(w), die iiber Kramers-Kronig
Relationen zusammenhéngen. Das Beispiel ist x(w) aus (3.33) (in Einheiten von
Ne?/egm) fiir j = 1 mit wp; = 1 und 73 = 0.5 (in Einheiten einer beliebigen
inversen Zeit). Absorptionsmaxima im Imaginérteil sind typischerweise mit einem
Nulldurchgang im Realteil verkniipft.

In der Form (3.31) gelten die Kramers-Kronig Relationen jedoch nicht direkt fiir die Dielektri-
zitétskonstante £(w), obwohl auch &(w) eine kausale Response-Funktion (Antwort von D auf E)

darstellt: Wegen
E(w -
@) = — 17 (=)

ist hier die Bedingung (3.24) nur von x(w) = é(w)/eo — 1 erfiillt.

Abschlielend machen wir uns noch die physikalische Bedeutung von Ree und Ime im Hinblick
auf Dispersion und Dissipation klar, indem wir eine elektromagnetische Welle E, B ~ e***=it mit
k= (w/c)n = (w/c)\/e/eo betrachten. Im Falle einer Wellenddmpfung bzw. Absorption durch das
Dielektrikum wird k& = 8 + i« /2 komplex. Die Intensitéit der Welle ist dann ~ e~** und fillt mit
dem Absorptionskoeffizienten « ab, wihrend 8 die normale Dispersion der Welle beschreibt.
Fiir Real- und Imaginérteil von ¢ gilt:

w? e a?
—Re— =Rek?=p53* - —
c2 eso ¢ p 4
2

%ImizlkaZBa

C 90}

Wenn o < fist, gilt 8 = (w/c)y/Re(e/eg), also beschreibt der Realteil von e die normale Dispersion.
Dagegen gilt « ~ (Ime/Ree)p, also beschreibt der Imaginérteil von e die Absorptionseigenschaften.
Die Kramers-Kronig Relationen stellen also wichtige Beziehungen zwischen verschiedenen optischen
Eigenschaften eines Festkorpers (Dispersion und Adsorption) her, weil beide Eigenschaften auf die
gleiche Antwortfunktion der Eletronen zuriickgehen.
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3.5 Ubungen Kapitel

1. Harmonischer Oszillator:

Die Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators lauten

(@) = Wexp (—;ﬁ) Ho(a).

a) Schreiben Sie ein Programm zur Erzeugung der Hermite-Polynome H,, (x) aus der Rekursions-
beziehung

Hpi1(z) = 2zH,(x)—2nH,_1(z),
HQ({I?) = ].7
Hy(z) = 2.

Plotten Sie einige Hermite-Polynome H,, und die Wellenfunktionen 1, fiir n = 1,2,5,42.
b) Uberpriifen Sie die Differentialgleichung

H)/(z) — 2zH, (x) + 2nH,(z) = 0

mittels numerischer Differentiation fiir n = 1, 2, 5.

2. Integrationsroutine:

Implementieren Sie jeweils eine Integrationsroutine fiir (i) Trapezregel, (ii) Simpsonregel, (iii) Mit-
telpunktsregel, an die folgende 4 Argumente iibergeben werden sollen: 1) Integrand f(z), 2) untere
Grenze a, 3) obere Grenze b, 4) Integrationsintervallbreite h oder Zahl der Integrationsintervalle N
(bei der Simpsonregel sollte N gerade sein).

3. Eindimensionale Integrale:

Berechnen Sie folgende Integrale numerisch jeweils mittels (i) Trapezregel, (ii) Simpsonregel. Halbie-
ren Sie bei beiden Verfahren die Intervallbreite h bis die relative Anderung des Ergebnisses kleiner
als 10~4 wird.

a)
100 _
I = / 4z P
1

€T

! 1
I, = / dzrx sin <>
0 X

(Kontrolle: I; ~ 0.21938 und I, ~ 0.37853.)

b)

4. (Hauptwert-)Integrale:

a) Berechnen Sie folgendes Hauptwertintegral numerisch:

1 t
I :P/ ats
ot

(Kontrolle: I; ~ 2.1145018.)
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b) Berechnen Sie folgendes Integral numerisch mit einem relativen Fehler ¢ < 1075:

o0 6715
B[ ats
o Vit

(Kontrolle: Iy ~ 1.77245385.) Berechnen Sie das Integral analytisch zum Vergleich.

5. Beugung:

Berechnen Sie numerisch die Intensitéit bei Fraunhoferbeugung an einem Ring a < |7] < 2a:
I(7) = const|u(q)|> mit

u(q) = d*re 4T
Ring

a) Schreiben Sie das Integral in Polarkoordinaten. Warum héngt « nur von ¢ = |g] ab? Schreiben
Sie u(q) als reelles Integral und berechnen Sie u(g) und I(g) analytisch.

b) Fiihren Sie dann das 2-dimensionale Integral numerisch aus in Polarkoordinaten (Winkel- und
Radialintegration) fiir ¢ = 0.1n/a mit n = 0, 1,2, ...., 50. Plotten Sie die entsprechenden Werte I(gq)
(const = 1).

c) Berechnen Sie die Intensitdt I(¢) auch fiir einen Viertelring a < |f] < 2a und 0 < ¢ < 7/2
(in Polarkoordinaten), indem Sie das 2-dimensionale Integral wieder numerisch in Polarkoordinaten
ausfithren. Werten Sie dazu Realteil und Imaginérteil von (g, q,) getrennt aus, z.B. fiir ¢, =
0.2n/a, gy = 0.2m/a mit n,m = —30, ..., 0, ..., 30.

6. Drehmomente:

Wir betrachten ein zweidimenionales quadratisches System aus identischen magnetischen Dipo-
len mit magnetischen Momenten miy; der Stirke M an Gitterplitzen Ry = kaé, + la€, (k,l =
—N,...,—1,0,1,...,N, also (2N + 1)? Momente) mit einer Gitterkonstante a, sieche Abb.

i)

—> > > > —>
> <« > < —>
- > <= —> =
»4—@«—»
-— > <« > <
—> - > < —>

I
b4t
RYOK;
S
A
e

Abbildung 3.7: Quadratgitter mit magnetischen Dipolen.

Wir wollen das Drehmoment auf den magnetischen Dipol in der Mitte des Systems (k =1 = 0) als
Funktion seines Winkels 6y mit der y-Achse berechnen. Die iibrigen Momente sollen dabei in den
Konfigurationen (i) (ferromagnetisch) und (ii) (antiferromagnetisch) (siehe Abb. fiziert sein.

a) Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung der Gesamtwechselwirkungsenergie F(N,6y) des
Moments in der Mitte mit allen iibrigen Momenten als Funktion des Winkels 6 fiir Konfigurationen
(i) und (ii). Gehen Sie dabei von der Wechselwirkungsenergie

I 1 - oL
E:ﬁ@(73(R~m)(R~n)+(m~n)>
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zwischen zwei Dipolmomenten 7 und 7 mit Abstandsvektor R (B = R/|R| ist der zugehorige
Einheitsvektor) aus. Plotten Sie die Funktionen E(N,6y) fiir N = 2,5, 10 jeweils fiir Konfiguration
(i) und (ii).

b) Differenzieren Sie numerisch nach 6y, um den Betrag des Drehmoments T'(N, 6y) = |0E /00| auf
das Moment in der Mitte zu berechnen. In welche Richtung zeigt der Vektor T' des Drehmomentes?
Plotten Sie T'(N, 6p) fiir N = 2,5,10 jeweils fiir Konfiguration (i) und (ii).

Kontrollieren Sie ihr Ergebnis, indem Sie den Drehmomentvektor direkt iiber T = 17 x B(0) be-
rechnen, wobei nun das Gesamtmagnetfeld B(0), das durch die anderen Momente in der Mitte bei
R = 0 erzeugt wird, numerisch zu berechnen ist.

7. Elektrostatik:

Wir berechnen das elektrostatische Potential fiir zwei Ladungsverteilungen in einem Wiirfel der
Kantenldnge 2a numerisch durch direkte dreidimensionale Integration.

a) Zuerst betrachten wir eine homogene Ladungsverteilung

po || <a, |y <a, [21<a
p(m7y7z):{ 0 |SO|rlSt | ‘ | |

und berechnen das eletrostatische Potential auf der x-Achse:

1 / // / p(xl7ylvzl)
- . .34
¢(@) 4meg /da: /dy dz [(x—a')2 + y'2 + 212]1/2 (3.34)

Fiithren Sie eine geeignete Wahl der Einheiten fiir ¢ und x ein, um das numerisch zu berechnenden
Integral einheitenlos zu machen (Computer kennen keine Einheiten...).

Fithren Sie dann das 3-dimensionale Integral numerisch aus, zunéchst fiir x-Werte x/a =
0.1n mit n = 11,12,....,80 auBerhalb des Wiirfels. Plotten Sie die entsprechenden Werte ¢(z).
Welche Asymptotik erwarten Sie fiir groBe = (Stichwort Multipolentwicklung)? Uberpriifen Sie ihre
Vermutung.

b) Versuchen Sie das Integral auch fiir |x| < a innerhalb des Wiirfels (z-Werte 2/a = 0.1n mit
n=0,2,....,10) numerisch auszuwerten. Kénnte es Probleme geben?

¢) Nun betrachten wir die Ladungsverteilung
| poz/a x| <a, |yl <a, |z2|<a
p(z,y,2) = { 0 sonst

Uberlegen Sie sich wieder, wie Sie das numerisch zu berechnende Integral einheitenlos machen.

Fiithren Sie dann wieder das 3-dimensionale Integral numerisch aus, aulerhalb und innerhalb
des Wiirfels, d.h. fiir -Werte z/a = 0.1n mit n = 0,1,2,....,80. Plotten Sie die entsprechenden
Werte ¢(x). Welche Asymptotik erwarten Sie nun fiir grofie 2? Berechnen Sie das erste nicht-
verschwindende Multipolmoment und iiberpriifen Sie das zu erwartende asymptotische Verhalten.
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

Literatur zu diesem Teil:

Dies ist ein zentrales Thema in der Computerphysik, auch im Hinblick auf dynamische Systeme und
Chaos oder Molekulardynamiksimulationen. Es gibt umfangreiche Literatur, sowohl von Seiten der
numerischen Mathematik, z.B. Numerical Recipes [1} [2], Stoer [3], Hamming [4], als auch von Seiten
der Computerphysik, z.B. Koonin/Meredith [5], Gould/Tobochnik [6], Kinzel [7] und Frenkel [g].

4.1 Reduktion auf DGL erster Ordnung

Wir zeigen, wie sich jede gewéhnliche DGL auf eine DGL 1. Ordnung reduzieren
lésst.

Die allgemeinste gewohnliche Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung fiir eine Funktion y = y(x)
ist von der Form

y™ = fz,y, 9,y ey (4.1)

Im Folgenden kénnte die skalare Funktion y(z) auch problemlos durch eine vektorwertige Funktion
y(x) ersetzt werden:

g = f@,§, 7§ g ) (4.2)

Bei einer gewdhnlichen DGL bleibt das Argument z allerdings immer ein Skalar. Erst bei par-
tiellen DGLn, die spéter behandelt werden, ist auch das Argument ¥ ein Vektor und es treten
partielle Ableitungen %y, %y, ..., usw. auf.

oy 7 Dy

Die allgemeinste DGL (4.1)) fiir y(«) kann immer in ein System von n Gleichungen 1. Ord-
nung umgewandelt werden. Dazu fithren wir einen n-komponentigen Vektor ¢(x) ein, der aus den
Ableitungen y(© bis y(™~1 besteht,

yro= Y
. y2 = Y
7= . (4.3)
Yn = y(nil)
Damit ldsst sich die DGL (4.1)) als eine DGL 1. Ordnung fiir den Vektor 7(z) schreiben:
i Y2
Ya Y3
vy=1 1 |= : (4.4)
Yn—1 Yn
y;, f(‘rvylayQa"'ayn)

Damit haben wir uns klar gemacht, dass es vollig ausreichend ist, (vektorwertige) gewthnliche DGLn
1. Ordnung der Form

—

J = f(x,9) (4.5)

48



numerisch 16sen zu konnen.

Wir wollen uns einige besonders wichtige Anwendungen gewohnlicher DGLn in der Physik klar-
machen:

e Jede Bewegungsgleichung in der Mechanik, sei sie als Newtonsche Bewegungsgleichung
oder im Hamiltonformalismus im Phasenraum formuliert, ist eine gewdhnliche DGL bei der x
der Zeit t entspricht. Wir betrachten N Teilchen mit jeweils f Freiheitsgraden, deren Bahnen
durch einen N f-dimensionalen Vektor 7(¢) beschrieben werden. Beim Ubergang von der For-

mulierung der Bewegung in einem beliebigen Kraftfeld F als DGL 2. Ordnung nach Newton,
7= F(F ),

zu einer DGL 1. Ordnung fiir den Vektor

<y
1
7~
ST
~_

im Phasenraum nach Hamilton,

7
p=F(7,p,t), (4.6)

wird im Prinzip der gleiche “Trick” benutzt wie beim obigen Ubergang von (4.1) zu (4.4).

e Ist die Teilchenzahl N sehr groB, bekommen wir den Ubergang zur statistischen Mecha-
nik. Die im néchsten Kapitel diskutierte Molekulardynamik(MD)-Simulation macht im
Prinzip nichts anderes als alle N Newtonsches Bewegungsgleichungen numerische zu losen.
In diesem Fall sieht man auch, dass die Berechnung der “rechten Seite” f der DGL in
diesem Fall der Berechnung aller Krifte F in einem N -Teilchensystem entspricht. Bei Paar-
wechselwirkungen sind dies N (N —1)/2 ~ N2 Kriifte, die bei jeder Berechnung von f effektiv
auszurechnen sind. Daher ist es bei numerischen Verfahren zur Losung von in der Physik

m

I
RS

durchaus ein Leistungskriterium wie oft f in jedem Zeitschritt berechnet werden muss.

e Ist die Zahl der Freiheitsgrade N f groB, kénnen wir auch auch den Ubergang zum Kontinuum
vollziehen. Ein Beispiel ist die diskretisierte Darstellung einer schwingenden Saite durch N
gekoppelte Massen. Daher fithrt dieser Limes auch auf die Losung partieller DGLn, wie der
Wellengleichung im Fall der schwingenden Saite.

4.2 Euler-Verfahren, Pradiktor-Korrektor

Es werden einfachste Verfahren fiir DGLn 1. Ordnung in der Zeit diskutiert.
Das FEuler-Verfahren beruht auf einer Diskretisierung der Zeitableitung, das
Pradiktor-Korrektor auf einer Darstellung der Zeitentwicklung als Integral und
Anwendung der Trapezregel.

Die typische zeitabhingige DGL 1. Ordnung in der Physik

j=17 = f(t,7 (4.7)

mit Anfangsbedingungen 4(0) = %, wird grundsitzlich in allen Verfahren durch Diskretisierung
in der Zeit gelost. Dazu diskretisiert man das Zeitintervall ¢ € [0, T], in dem die Losung gesucht ist,
mit einer Schrittweite h in N = T/h diskrete Zeitschritte ¢, = nh mit n =0, ..., N. Gesucht sind
dann die Funktionswerte 4, = 4(t,)-
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Das einfachste Losungsverfahren ist das sogenannte Euler-Verfahren, das auf einer einfachen Dis-
kretisierung der Zeitableitung auf der linken Seite der DGL (4.7) beruht wie bei der numerischen

Differentiation (3.1)):

Yn+1 — Yn + O(h)

Y= A
gn — gn Ry —
% = f(tna yn) + O(h)
Dies fiithrt auf eine Rekursion fiir ¥,
G+t = G + hf (tn, Gn) + O(?) (4.8)

die das Euler-Verfahren darstellt. Es besitzt folgende Eigenschaften:

e Der Fehler fiir einen Schritt betrigt O(h?); der akkumulierte und fortgepflanzte Fehler bei
N = T/h Schritten fiir die Integration von ¢ty = 0 bis ty = T ist dann von der Ordnung
O(Nh?) = O(h). Ein solches Verfahren wird dann nach dem akkumulierten Fehler als Ver-
fahren 1. Ordnung bezeichnet.

e Das Euler-Verfahren ist ein Einschrittverfahren: Um ¢),11 zu bestimmen, wird nur Infor-
mation bei t, und ¥, bendtigt, daher ist das Verfahren auch “asymmetrisch” und es kam
die numerische Rechtsableitung zum Einsatz. Es wird nur eine Funktionsberechnung von f in
jedem Schritt benotigt.

e Fiir die Praxis sollte man sich merken, dass das Euler-Verfahren einfach zu implementieren
ist und f in jedem Schritt nur 1-mal berechnet werden muss. Auf der anderen Seite werden
wir noch weitaus genauere Verfahren kennenlernen, die aber aufwendiger sind.

e Die Genauigkeitsangabe beruht auf der Annahme, dass die Funktion f zumindest stetig ist,
ebenso wie der Genauigkeitsgewinn bei den aufwendigeren genaueren Verfahren, die wir noch
kennenlernen werden. Es gibt physikalische Anwendungen bei stochastischen Prozessen, bei
denen die rechte Seite tatséchlich unstetige Zufallskréfte enthélt, die thermisches Rauschen
beschreiben. Bei solchen stochastischen Bewegungsgleichungen kommen tatséchlich ein-
fache Euler-Verfahren zum Einsatz, da die aufwendigeren Verfahren auch keinen Gewinn mehr
garantieren kénnen, siche Kapitel

Es ist einfach, Verbesserungen des Euler-Verfahrens zu finden, die einen geringeren Fehler aufwei-
sen. Dazu ist es hilfreich, die Zeitentwicklung von ¢, nach ¥, 1 zunfchst exakt als Integration zu
schreiben:
tng1

G =t [ defi5(0) (49)
Dann kénnen wir die numerischen Integrationsmethoden aus Kapitel verwenden, um Losungs-
verfahren zu gewinnen. Zun#chst macht man sich klar, dass das Euler-Verfahren dann einer sehr
schlechten Néherung

tr,,,+1 . .
| afe ) = bt g+ o)

tn
entspricht, die sich schon durch Anwendung der einfachen Trapezregel (3.6) um eine GréBenordnung
verbessern lésst:

tnt1 N o —
| o) = 5 [Ftn )+ Fitwir. )] +00)
o =G+ gy [Fltns ) + Fltnsn, )] + OR) (1.10)

Dabei tritt nun allerdings das Problem auf, dass dies keine Rekursion in n mehr darstellt, da wir

-

auf der rechten Seite f(tn+1,%n+1), also insbesondere ¢, 41 zur Zeit t,11 bereits kennen miissen,
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wir allerdings erst bei der Zeit t,, angekommen sind. Eine typische Losung dieses Problems besteht
darin, ¢,+1 mit einem einfachen Euler-Verfahren “vorherzusagen” (einen Pridiktor zu generieren):

El = hf(tn»gn)
gn+1,p = gn + El (411)

Dann kann man mit Hilfe von (4.10) den Prédiktor “korrigieren” (den Korrektor berechnen)

ko = hf(tnt1, Unt1,p)

D
Goss = G+ 5 (F1+F2) +O(0?) (4.12)

Die Rekursionen (4.11) zusammen mit (4.12) stellen das Heun-Verfahren 2. Ordnung dar; es
ist die einfachste Version eines Pradiktor-Korrektor Verfahrens, das folgende Eigenschaften
besitzt:

e Der Fehler fiir einen Schritt ist O(h®) und damit um eine GréSenordnung kleiner als beim
einfachen Euler-Verfahren. Der akkumulierte Fehler bei N = T'/h Schritten ist dann O(Nh3) =
O(h?) und damit ist dies ein Verfahren 2. Ordnung.

e Die Vorhersage in (4.11) muss nur auf O(h?) genau sein (Euler), damit der korrigierte Wert
in (4.12)) einen kleineren Fehler O(h?) hat.

e Typischerweise macht der Korrektor das Verfahren auch numerisch stabiler (siche Hamming
[4], Kapitel 22.5, 22.6).

e Das Priadiktor-Korrektor Verfahren ist genauer als das Euler-Verfahren, allerdings muss f in
jedem Schritt 2-mal berechnet werden.

Wir haben hier zunichst nur die einfachste Version eines Priadiktor-Korrektor Verfahrens kennen-
gelernt. Aufwendigere Versionen werden in Kapitel noch einmal kurz erldutert werden.

4.3 Runge-Kutta Verfahren

Runge-Kutta Verfahren verwenden Zwischenschritte. Wir diskutieren die
Runge-Kutta Verfahren 2. Ordnung und 4. Ordnung. Das Runge-Kutta Ver-
fahren 4. Ordnung stellt das genaueste im Rahmen dieser Vorlesung behandelte
Verfahren dar.

Anwendung der Trapezregel in der Integraldarstellung hatte uns auf das Préidiktor-Korrektor
Verfahren gefithrt. Mit gleicher Genauigkeit kann man die Mittelpunktsregel benutzen. Dies
wird auf das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung fithren. Mit hoherer Genauigkeit kénnen wir
die Simpsonregel verwenden, die dann auf das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung fiihrt.

4.3.1 Runge-Kutta 2. Ordnung

Zur Herleitung des Runge-Kutta Verfahrens 2. Ordnung verwenden wir die Mittelpunktsregel (3.7))
in der exakten Integraldarstellung (4.9) eines DGL-Integrationsschrittes,

tnt1 . .
/ At F(t, 5(1)) = hf(bnsr jos Grsrj2) + OHF)
t

n

Tnt1 = Tn + hf(tni1 /2, Tni1j2) + O(h%)
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Abbildung 4.1: Von links nach rechts: Leonhard Euler (1707-1783), Mathematiker und Physiker.
Karl Heun (1859-1929), deutscher Mathematiker. Carl David Tolmé Runge (1856-
1927), Mathematiker und Physiker (auch bekannt vom Lenz-Runge-Vektor in der
Mechanik). Martin Wilhelm Kutta (1867-1944), deutscher Mathematiker. (Quelle:
Wikipedia).

wobei wir einen Zwischenschritt in der Intervallmitte bei ¢t = ¢, 12 = % (tn + ty41) eingefiihrt
haben. Auch hier tritt das Problem auf, dass wir %, /2 in der Intervallmitte aber noch nicht kennen,
wenn wir erst bis ¢, integriert haben. Wir benutzen wieder das Euler-Verfahren, um #,4,/2 =
UYn + %h f (tn, Un) + O(h?) zu approximieren und erhalten damit das Runge-Kutta Verfahren 2.
Ordnung

El = hf(tnvgn)

. . 1=

ke = hf (tn+1/27yn + 2k1)
Jnt1 = G + ko + O(h®) (4.13)
Die wichtigsten Eigenschaften des Runge-Kutta Verfahrens 2. Ordnung sind

e Der Wert ¢,41 wird iiber einen Zwischenschritt bei ¢,,,1/o berechnet.

e Die Approximation am Zwischenschritt dhnelt dem Pradiktor-Korrektor Verfahren, dort wird
aber ¢, 41 fiir den ganzen Schritt vorhergesagt.

e Wie der Name bereits sagt, ist dies ein Verfahren 2. Ordnung mit einem Fehler O(h?) in
jedem Schritt und einem akkumulierten Fehler O(h?).

e Ein Fehler O(h?) in k1 bei der Approximation von #,41/2 (mit Euler) reicht aus, um einen
Fehler O(h3) fiir 4,41 zu gewihrleisten.

e Das Verfahren ist damit genauer als ein FEuler-Verfahren, allerdings muss f in jedem Schritt
2-mal berechnet werden.

4.3.2 Runge-Kutta 4. Ordnung

Zur Herleitung des Runge-Kutta Verfahrens 4. Ordnung verwenden wir die genauere Simpsonregel
(3.8) in der exakten Integraldarstellung eines DGL-Integrationsschrittes,

tnt1 . hro o - =
/ dtf(ta g(t)) = 8 [f(tnagn) + 4f(tn+1/23 gn—i—l/Z) + f(tn+1>gn+l)] + O(hd)
tn

" L hrz, o .
Ynt+1 = Yn + 5 {f(tnvyn) +2f(tns1/2, Unt1/2)

— —

+2f (tny1/2, Uny1y2) + f(Ent1s Z7n+1)] + O(h°) (4.14)
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wobei wir wieder einen Zwischenschritt in der Intervallmitte bei ¢ = t,11/2 = %(tn + tny1)
eingefiihrt haben. Beim Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung werden die Werte #,, /2 und #, 1 auf
der rechten Seite, die bei t = t,, noch nicht bekannt sind, nun in 4 Schritten approximiert:

1) ky = hf(tn, Gn)

/
— - s 1 g
2) ko =nhf (tn+1/2ayn + le) (4.15)

Diese beiden Schritten sind identisch zum Runge-Kutta Verfahren 2. Ordnung. Hier wird die Stei-
gun ki1 am Intervallanfang t = t,, benutzt, um #,,1/2 zunéchst mittels eines einfachen Euler-
Verfahrens zu approximieren (Schritt 1). Damit wird die Steigung Eg in der Intervallmitte approxi-
mativ berechnet (Schritt 2). Diese Approximation der Steigung in der Intervallmitte wird verbessert,
indem (&hnlich wie beim Korrektor im Pradiktor-Korrektor Verfahren) #,1,2 noch einmal mit dem

Wert der Steigung in der Intervallmitte ks berechnet wird (statt mit El):

—

3) k3 = hf

I
(tn+1/2a Yn + 2k2> (416)

SchlieBlich wird %,4+1 mit der verbesserten Steigung ks in der Intervallmitte approximiert, um die
Steigung k4 am Intervallende zu bekommen:

4) By = hf(tn+1,gn + Eg) (4.17)

Die 4 Steigungen sind in Abb. [£:2] veranschaulicht. Dann werden die 4 Steigungen auf der rechten
Seite in (4.14]) eingesetzt, um den Integrationsschritt zu vervollstéindigen:

1 . L.
Fovt =+ 3 [kl 4 2k + 2k + /@4 + oM (4.18)

Die Schritte (4.15)), (4.16)), (4.17) und (4.18) definieren einen Integrationsschritt im Runge-Kutta
Verfahren 4. Ordnung.

Die wichtigsten Eigenschaften diese Verfahrens sind

e Wie der Name bereits sagt, ist dies ein Verfahren 4. Ordnung mit einem Fehler O(h®) in
jedem Schritt und einem akkumulierten Fehler O(h%).

e Die Fehler sind O(h?) fiir die Beitriige von ks, O(h?) fiir die Beitréige von ks und O(h®) fiir die
Beitrédge von E4; im letzten Schritt werden die Beitrédge aber genau so kombiniert, dass
nur noch ein Fehler O(h®) iiberlebt. Den Beweis dafiir haben wir hier nicht gegeben, dieser
kann z.B. durch konsequente Taylorentwicklung erbracht werden.

e Das Verfahren ist noch genauer als Runge-Kutta 2. Ordnung, allerdings muss hier f in jedem
Schritt sogar 4-mal berechnet werden.

Das Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung ist fiir viele Anwendungen in der Physik das Verfahren der
Wahl und gibt eine sehr gute Genauigkeit. Es kann fiir praktische Anwendungen noch angepasst
und beschleunigt werden durch eine Schrittweitenanpassung. Es ist insbesondere das Verfahren
der Wahl fiir Bewegungen ¢(t) mit wenigen Freiheitsgraden (= Dimension des Vektors %), z.B.
bei allen Anwendungen in der Mechanik, wenn es um die Dynamik einer iiberschaubaren Anzahl
von Teilchen geht. Bei sehr vielen Freiheitsgraden wie bei einer typischen MD-Simulation fiir eine
grofie Zahl N von Teilchen (N ~ 10° ist nicht ungewoéhnlich) wird die 4-malige Berechnung der
rechten Seite f (die ja alle Wechselwirkungskrifte enthélt) in jedem Zeitschritt zunehmend zum
Problem. Dann verwendet man eher Verfahren niedrigerer Ordnung, bei MD-Simulationen speziell
den Verlet-Algorithmus, der unten besprochen wird.

! Genaugenommen sind im Folgenden immer k;/h die Steigungen von §(t).
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Yn+1 .

Yn

tn  tat1/2 tnt1

Abbildung 4.2: Grafische Veranschaulichung der 4 Schritte im Runge-Kutta Verfahren. Schwarze
Linien zeigen Losungschar y' = f(y,t) zu verschiedenen Anfangsbedingungen. Im
Schritt 1) (rot) wird die Steigung k; am Intervallanfang y,, ausgewertet. In Schritt
2) (blan) wird die Steigung ks in der Intervallmitte ermittelt, indem y,, /o mit Hilfe
der Steigung k; von y,, aus approximiert wird. In Schritt 3) (griin) wird die Steigung
k3 in der Intervallmitte ermittelt, indem v,/ mit Hilfe der Steigung k2 von y,
aus approximiert wird. In Schritt 4) (violett) wird die Steigung k4 am Intervallende
berechnet, indem y,,11 mit Hilfe der Steigung ks von y,, aus approximiert wird.

-t

4.4 Schrittweitenanpassung

Die DGL-Integration mit Euler- oder Runge-Kutta Verfahren kann in der Praxis
stark beschleunigt werden durch dynamische Anpassung der Schrittweite h.

Ein wichtiger Vorteil der Euler- und Runge-Kutta-Verfahren besteht darin, dass jeder Integrati-
onsschritt unabhdngig von vergangenen Schritten ist, d.h. um von ¢, nach t,,1 zu integrieren,
ist keine Information aus Zeiten t < ¢, notwendig. Dies ist beispielsweise anders bei aufwendige-
ren Pridiktor-Korrektor Verfahren, siehe Kapitel [I.7] unten. Aus dieser Eigenschaft der Euler- und
Runge-Kutta-Verfahren folgt, dass die Schrittweite A von Schritt zu Schritt wdhrend der numeri-
schen Losung angepasst werden kann.

Dies kann die Losung sehr beschleunigen, da es Bereiche gibt, wo die rechte Seite f der DGL ||
nur schwach variiert und man daher grofle Schritte nehmen kann. Auf der anderen Seite kann man
in Bereichen mit schnell variierendem f die Genauigkeit nur bei kleiner Schrittweite gewéhrleisten.

Ein Beispiel, wire die Losung der Newtonschen Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen in einem
kompliziert geformten Potential, siche Abb.

Oft ist dabei nicht im Voraus klar, ob und wann die Schrittweite verkleinert werden muss oder
vergrofert werden kann. Daher ist eine adaptive Schrittweite gefragt, die sich “automatisch”
anpasst, so dass eine gegebenes Genauigkeitsziel erfiillt bleibt.

Die Schrittweitenanpassung beruht daher erst einmal darauf zu jedem Zeitpunkt die Genauigkeit
abschétzen zu konnen. Dazu stellen wir zwei Verfahren vor:

1) Wir vergleichen die Ergebnisse von 2 Schritten mit i (genauer) und 1 Schritt mit 27 (unge-
nauer) fiir ein Verfahren (n-1)-ter Ordnung (Euler n = 2; Runge-Kutta 2. Ordnung n = 3, 4.
Ordnung n = 5). Dann gilt fiir die Abweichung Ay = |§an, — Jor1n|

Ay~ h" (4.19)
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Abbildung 4.3: Teilchen in einem komplizierten Potential. Im Bereich (1) mit schnell variieren-
dem Potential sollte die Schrittweite klein sein, um Genauigkeit zu gewéhrleisten,
im Bereich (2) kann die Schrittweite gro werden um die numerische Losung zu
beschleunigen.

Ay ist eine lokale Fehlerabschidtzung. Der Mehraufwand, um Ay zu berechnen bei einem
Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung, kann folgendermaflen abgeschétzt werden: Bei 2 Schritten
h muss f 8mal berechnet werden, bei 1 Schritt 2h (um den Vergleich zu haben), muss f
zusétzlich 3mal berechnet werden. Daher haben wir einen Faktor 11/8 als “overhead”, wenn
wir in jedem Schritt das Genauigkeitsmafl Ay mitberechnen.

2) Inden Numerical Recipes |2] (Kapitel 17.2) ist folgendes trickreiches Runge-Kutta-Fehlberg
Verfahren (auch embedded Runge-Kutta) angegeben:
Wir berechnen f 6mal und generieren daraus
a) ein Runge-Kutta Verfahren 5. Ordnung und
b) ein anderes Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung,
indem wir jeweils andere Koeffizienten wihlen. Daraus gewinnen wir dann eine Fehlerabschét-
zang Ay = |Jris — Jrica] mit Ay ~ b5, also gilt hier n = 5 in . Der overhead ist bei
dieser Vorgehensweise fast optimal klein.

Mit der Fehlerabschitzung Ay aus 1) oder 2) koénnen wir dann die Schrittweite anpassen nach
folgender Regel:

reduziere
vergroflere

A
Wenn | |_,3|J| { i } gegebener relativer Fehler e, dann {
Yy

o\ 1/n .
"= M und wiederhole )
neh (|Ay |) { fiir néichsten Schritt

} Schrittweite h zu

Noch einige Bemerkungen zu dieser Regel:
e Sicherheitshalber sollte man |y| durch |hy’| ersetzen, wenn |y| ~ 0.
e Auflerdem sollte man sicherheitshalber eine maximale Schrittweite h < hpnax nicht iiberschreiten.

e Man kann noch andere konservativere Regeln fiir die Wahl von h’ verwenden, z.B. in den Nume-
i\ 1/(n—1
el ) oy
Ayl
(groBerer Exponenten, also stéirkere Verkleinerung), um den zusitzlichen Effekt zu kompen-
sieren, dass bei kleinerem h auch mehr Schritte und damit mehr Fehler gemacht werden.

rical Recipes (Kapitel 17.2): Wihle bei Verkleinerung ein noch kleineres h’ = h (
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4.5 Integration Newtonscher Bewegungsgleichungen

Wir betrachten nochmal speziell Newtonsche Bewegungsgleichungen. Spezielle
Losungsverfahren sind dort noch der Verlet- und der Leapfrog-Algorithmus.

Wir betrachten jetzt nochmal den in der Physik so wichtigen Fall von Newtonschen Bewegungsglei-
chungen mit einem Kraftfeld F(7,t) (das nicht von den Geschwindigkeiten abhéingen soll), die wir
wieder als DGL 1. Ordnung in Orten und Geschwindigkeiten schreiben:

=y
Il

F (7 t) = a(7,t) (4.20)

Sy
Il

S| =

Wir erinnern nochmal daran, dass fiir ein N-Teilchensystem in 3 Raumdimensionen die Vektoren 7
und ¢ 3N-dimensional sind.

Zur numerischen Losung konnen natiirlich die bereits bekannten Verfahren benutzt werden, also
mit Euler-Verfahren

Pl = P + Ouh + O(h?)
Tpy1 = Un + Anh + O(h?) (4.21)

oder das Pradiktor-Korrektor Verfahren

'Fn—&-l,p = Fn + ﬁnh + O(h2)

Ant1,p = A(Tpt1,ps tnt1)

1

Vg1 = Ty + 5(anmg +dn)h + O(h?)
1

Frp1 = Tn + §(q7n+1 + )b + O(h?) (4.22)

In der letzten Zeile haben wir verwendet, dass man anstatt des Pradiktors #,41, auch direkt das
bereits berechnete 7,11 verwenden kann, @y, 41, = U, +a@nh = ,41+O(h?), wegen Ubereinstimmung
bis O(h?). Ebenso kann man die Runge-Kutta-Verfahren speziell auf die DGL umschreiben
(selbst als Ubung...).

Wie bereits am Ende von Kapitel [£.3]erwihnt, ist das Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung — eventuell
mit Schrittweitenanpassung — das Verfahren der Wahl fiir wenige (N = 1,2, 3, ...) Teilchen. Daneben
werden speziell in MD-Simulationen mit sehr vielen Teilchen (z.B. N = 10% —10°) oft zwei weitere
Verfahren verwendet, der Verlet-Algorithmus und der Leapfrog-Algorithmus

4.5.1 Verlet-Algorithmen
Der Verlet-Algorithmus (benannt nach Loup Verlet (geb. 1931), ein franzosischer Physiker, der den

Algorithmus in MD-Simulationen popularisiert hat [9]) kann iiber eine Taylor-Entwicklung bis 2.
Ordnung hergeleitet werden. Dazu machen wir eine Taylorentwicklung “riickwérts” und “vorwirts”:

1

ﬁn—i—l - 'Fn + 'l_fnh + iathQ =+ ...
1

Tpo1 = Tp — Uph + id'nhQ + ...

Addition ergibt den Verlet-Algorithmus

Fogt = 20 — Fao1 +@ah? + O(hY) | (4.23)
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mit einem Fehler O(h*), da sich ungerade Terme exakt heben bei der Addition. Die Rekursion
entspricht einer direkten Diskretisierung der Newtonschen Bewegungsgleichung P= a(7,t) mit der
Formel fiir die zweite Zeitableitung. Die Geschwindigkeiten v, kommen nicht vor in ; sie
miissen im Verlet-Algorithmus nachtriglich berechnet werden mittels der symmetrischen 2-Punkt

Formel (3.2),

1
B = 57 (Fass = Fam) + O(?) (4.24)

Der Verlet-Algorithmus (4.23]) und (4.24]) hat folgende Eigenschaften:

e Er ist 3. Ordnung in # und 1. Ordnung in 7.

e Dabei benétigt er nur eine Berechnung der Krifte mda,, pro Zeitschritt.

e In der Form (4.23) und (4.24) ist er nicht “selbststartend”, da im Normalfall 7 und 7, als
Anfangsbedingungen gegeben sind aber 7y und 7_; benétigt werden. Man benutzt dann 71 =
7o — Toh + Sdoh? als Startwert.

Aquivalent (und selbststartend) zum Verlet-Algorithmus in der Form (4.23) und (4.24) ist der
Geschwindigkeits-Verlet-Algorithmus

1
- - - o 19
T+l = Tn + Uph + §anh
berechne damit @1 = @(F41, tnt1)

1

Die Aquivalenz der beiden Verlet-Algorithmen kann man sich folgendermafen klarmachen. Nach

(4.25) gilt

N - - - 2
Tn4+2 = Tn41 + Un+1h + ian+1h

1
T = Tt — Unh — ian}ﬁ
Addition ergibt

o S o S S 1. o
Tn+2 + 7y = 2rn-‘,—l + (Un-i-l - Un)h + §(an+l - a'n)hz

(4.25) . - 2
- 2rn+1 +an+1h

also wieder (4.23)).

4.5.2 Leapfrog-Algorithmus

Ebenfalls dquivalent zu den Verlet-Algorithmen ist der Leapfrog (Bocksprung) - Algorithmus,
der seinen Namen deshalb erhielt, weil 7 und ¢ abwechselnd in Halbschritten upgedatet werden (wie
beim Bockspringen):

77n+1/2 = ﬁn71/2 +dnh
Fn+1 = 'Fn + 77n+1/2h

berechne damit @,+1 = @(Fnt1,tnt1) (4.26)

Dann kann wieder @1 = @(7+1,tn+1) berechnet werden und damit wiederum @, 43/, usw.

57



Man zeigt wieder leicht, dass der Leapfrog-Algorithmus die gleichen Trajektorien 7, wie die Verlet-
Algorithmen erzeugt. Ein Nachteil dabei ist, dass die Geschwindigkeiten /o, immer nur auf
halbzahligen Schritten berechnet werden. Daher konnen kinetische und potentielle Energie in diesem
Verfahren nicht zu gleichen Zeiten berechnet werden.

In MD-Simulationen wird typischerweise ein Verlet-Algorithmus mit fester kleiner Schrittweite be-
nutzt (weil die Berechnung von @, sehr aufwendig wird, da O(N?) Wechselwirkungskrifte zwischen
den Teilchen zu berechnen sind).

4.6 Implizite Verfahren und steife DGL-Systeme

Bei impliziten Verfahren wird im numerischen Integrationsschritt nicht expli-
zit nach dem neuen Funktionswert aufgelost. In steifen DGL-Systemen haben
verschiedene Freiheitsgrade sehr unterschiedliche Zeitskalen. Dies fiihrt zu Sta-
bilitdtsproblemen, die mit impliziten Verfahren behandelt werden kénnen.

In der Physik hat man es hdufiger mit DGL-Systemen zu tun, die Vorgénge mit sehr unterschied-
lichen Zeit- oder Lingenskalen beschreiben. Man kann auch dann durchaus die bisher vorgestell-
ten Euler- und Runge-Kutta Verfahren verwenden, muss allerdings eine der kleinsten Zeit- oder
Langenskala angepasste Schrittweite in Kauf nehmen. Dies ist anschaulich klar, wir werden unten
auch genauer einsehen, dass dies letztendlich Stabilitdtsgriinde hat.

Wenn diese Moglichkeit unpraktikabel bleibt, kann man versuchen etwas mehr Aufwand zu betrei-
ben und anstatt der bisher vorgestellten expliziten sogenannte implizite Verfahren zu verwenden.
Implizite Verfahren werden im Folgenden ansatzweise eingefiihrt und ihre Anwendung an Hand
eines einfachen linearen Systems erldutert.

4.6.1 Implizite Verfahren

Euler- und Runge-Kutta Verfahren sind explizite Verfahren, wo die Rekursion fiir jeden Zeit-
schritt explizit nach ¥,,41 aufgelost ist. Bei einem impliziten Verfahren kann man dagegen nicht
explizit nach ¢,11 auflésen, um eine “echte” Rekursion 41 = Un+1(Jns Yn—1,...) zu bekommen.
7.B. kann man in der Integraldarstellung ([4.9)) eines Integrationsschrittes die Trapezregel verwenden
und bekommt wie in zunichst

—

. N "
Ynt+1 = Yn + 5 |:f(tna yn) + f(tn+17yn+1)] + O(hg) (427)

Dies stellt erst einmal eine implizite Gleichung fiir 4,11 dar, da #,1 auf beiden Seiten von (|4.27))
vorkommt.

Wir haben mit dem Pradiktor-Korrektor Verfahren und eine Moglichkeit kennengelernt
das Problem approximativ zu losen, indem wir mit Hilfe eines FEuler-Verfahrens erst einmal ein
gendhertes §,41,p explizit “vorhergesagt” haben, das wir dann auf der rechten Seite der impliziten
Gleichung benutzen, um daraus eine explizite zu machen. Pradiktor-Korrektor Verfahren verbinden
also einen expliziten Priadiktor mit einem impliziten Korrektor.

Bei echten impliziten Verfahren versucht man dagegen, die implizite Gleichung (4.27) in jedem
Zeitschritt direkt numerisch zu 16sen. Zwei Fille konnen unterschieden werden:

(i) Wenn f linear ist, f(t,7) = A(t) - 7, ist dies relativ einfach und involviert nur Matrixinver-

sionen in jedem Zeitschritt. Eventuell kann man sogar analytisch auflésen und das Verfahren
damit wieder explizit machen. Solche Beispiele linearer DGLn werden wir im néchsten Ab-
schnitt genauer betrachten.
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(ii) Wenn f nicht-linear ist, ist nur eine numerische Losung moglich, z.B. mit Newton-Raphson
Verfahren, die wir spéter besprechen werden.

Sowohl das Pridiktor-Korrektor Verfahren als auch implizite Verfahren haben oft bessere Stabi-
litdtseigenschaften. Dies macht man sich insbesondere bei sogenannten steifen DGL-Systemen zu
Nutze.

4.6.2 Steife DGL-Systeme

In steifen DGL-Systemen haben verschiedene Freiheitsgrade sehr unterschiedliche Zeitskalen. Dieses
Problem taucht in der Physik hiufig auf. Ein Beispiel wire eine lineare Kette aus mit Federn
gekoppelten Massen, in der eine Feder viel hérter ist und daher viel schneller reagiert. Dann muss
sich die mogliche Schrittweite bei der numerischen Losung mit den bekannten expliziten Verfahren
immer nach der einzelnen harten Feder richten und typischerweise viel kleiner sein als bei homogen
weichen Federn. Um dies zu demonstrieren, betrachten wir der Einfachheit halber ein System aus
nur 2 gekoppelten Massen mit einer iiberddmpften Dynamik, siehe Abb. [£.4}

= —ki(y1 —v2)
= —koya + k1(y1 — ¥2)

Y
Y

N~ =~

oder
Y A 21 13}
y = Ay ml‘cé-( ke ki —ky )
Fiir eine sehr harte Feder k3 > k; gilt fiir die beiden Eigenwerte der Matrix 4 in fithrender Ordnung

in ki: Ay & —ko — 2k; und A\ = —k;q, also |Aa] > |A1|. Dann muss sich die Schrittweite h in einem
expliziten Verfahren immer an der Zeitskala 1/|A\s| &= 1/ky orientieren, die von der hérteren Feder
ko bestimmt wird.

Y2 Y1

—)...’y

AN

Abbildung 4.4: System aus 2 Massen mit Federn k; und ks.

Um dies einzusehen betrachten wir zunéchst noch einmal das einfache Beispiel ' = —ay mit a > 0
und der analytischen Losung y(t) = y(0)e™ " und untersuchen das zugehorige normal explizite
oder Vorwirts-Euler-Verfahren y,, .1 = y,, — ahy, = y,(1 — ha) dhnlich wie in Kapitel auf
Stabilitat. Die Euler-Rekursion wird offensichtlich durch

Yn = (1 - ha)nyo

gelost und geht stabil exponentiell gegen 0 fiir alle h < 2/a, fiir die |1 — ha| < 1 gilt. Wenn jedoch
h > 2/a oszilliert die Losung und wichst exponentiell an: das Verfahren wird instabil. Genau das
passiert in der Regel, wenn in einer entsprechenden mehrdimensionalen DGL ¢ = —Ay fiir einen

negativen Eigenwert A; der Matrix A die Stabilitétsbedingung

h <2/l
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verletzt ist. Dies wird zuerst fiir den betragsmiflig groffiten negativen Eigenwert, also den Teil der
Dynamik mit der kleinsten Zeitskala (also oben die hérteste Feder) passieren.

Man kann dieses Problem umgehen, indem man im einfachen Beispiel auf ein ganz einfaches im-
plizites Verfahren zuriickgreift, ndmlich das Riickwéirts-Euler-Verfahren

Fnt1 = o+ hf(tns1, Gosr) + O(R?) (4.28)

wo die Ableitung auf der rechten Seite am Intervallende ausgewertet wird. Fiir unser einfaches
Beispiel 4 = —ay mit a > 0 kann man das Verfahren natiirlich auch wieder explizit machen:

Yn+1 = Yn — haYnt1

1
Yn+1 = myn

mit der Losung
1

I = T by

Hier gibt es fiir @ > 0 nun fiir beliebiges h kein Stabilitatsproblem und die Losung geht immer gegen
0.

Ahnlich kann man auch fiir die entsprechende mehrdimensionalen DGL ¢ = —A - i vorgehen
gn+1 = zjn - hé : gn+1 (429)
gn—&-l = (; + h4)71 ) y] (4.30)

Dieses Verfahren wird sich bzgl. der negativen FEigenwerte und der zugehorigen Eigenmoden absolut
stabil verhalten. Allerdings muss nun im Normalfall, dass man die inverse Matrix in (4.30) nicht

einfach analytisch geschlossen angeben kann, das Inverse numerisch bestimmt werden. Wenn A =
n

A(ty,) zeitabhingig ist, muss dieses Inverse sogar in jedem Zeitschritt bestimmt werden.

4.7 Weitere Verfahren

Wir stellen hier als alternative Verfahren Priadiktor-Korrektor Verfahren
hoherer Ordnung und Bulirsch-Stoer Verfahren kurz vor.

Fiir praktische Zwecke reichen in der Physik im Normalfall Euler-, Runge-Kutta und Verlet-Verfahren.
Daneben gibt es aber noch andere Verfahren, die alle ihre Stdrken und Schwéchen haben. Zwei davon
sollen hier kurz beschrieben werden.

4.7.1 Pradiktor-Korrektor Verfahren hoherer Ordnung

Es gibt noch aufwendigere Prédiktor-Korrektor Verfahren hoherer Ordnung als die einfache
Version und 2. Ordnung, siehe auch Numerical Recipes 2|, Kapitel 17.6. Die Grundi-
dee dabei ist, dass man ¢,41 durch Extrapolation aus der “Vergangenheit” gewinnt. Dabei werden
bereits berechnete Funktionswerte %; mit ¢ < n und entsprechende Ableitungen ¢, = flts, i) ver-
wendet, wobei auch Werte ¢ < n bei aufwendigeren Pradiktor-Korrektor Verfahren zum FEinsatz
kommen. Daher sind diese Verfahren Mehrschrittverfahren im Gegensatz zu Euler- und Runge-
Kutta Verfahren. Ein potentieller Vorteil solcher Mehrschrittverfahren ist, dass die aufwendigere
Berechnung auch genauer ist und groflere Schrittweiten erméglicht. Bei “glatten” Funktionen f auf
der rechten Seite der DGL funktioniert dies auch gut, bei schnell verénderlichen rechten Seiten f
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ist der Vorteil nicht vorhanden. Ein Nachteil ist, dass diese aufwendigeren Verfahren auch nicht so
einfach zu implementieren sind.

Die Idee bei Préadiktor-Korrektor Verfahren ist, den Integranden in der Integraldarstellung ({4.9))
eines Integrationsschrittes

tnt1 .
ZjnJrl = Zjn + / dtf(t, :J(t))
t

n

—

durch ein interpolierendes Polynom zu nihern, das durch die Werte ¢, = f(¢;,%;) an den bereits
berechneten Funktionswerten g zu Zeiten ¢; mit ¢ < n geht. Dies ergibt dann den Pradiktor 41 p,
der auf den Ableitungen ¢, mit i < n beruht:

Unt1.p = Yn + 017, + Bty + )

mit Koeffizienten i, B2 usw. die aus der Interpolation folgen. Ist der Pradiktor g1, bekannt,
kann auch ein entsprechender Wert der Ableitung i/, f1,p = f(tnt1, Yng1,p) zur Zeit t,4q in die
Interpolation einbezogen werden. Dies ergibt dann den Korrektor 4,1, der auf den Ableitungen

¥, mit i < n beruht:
gn+1 =Yn+ h(/éog:wl,p + Bl% + Bﬂfn—l + )

mit Koeffizienten Bo, 517 /3’2 usw. die wieder aus der Interpolation folgen mit einem zusétzlichen
Koeffizienten £y, da nun auch . , , zur Zeit ¢, zur Interpolation verwendet wird. Konkrete
Werte fiir die 8; und f3; in verschiedenen Verfahren kénnen in [2] (Kapitel 17.6) oder [2] (Kapitel
12) gefunden werden.

Wir geben nur ein Beispiel, das jeweils mit Polynomen 2-ten Grades arbeitet, das Adams-Bashforth-
Moulton Verfahren 3. Ordnung;:

h
Pradiktor: @41 = Un + 5(23% — 161, _1 + 5¥,_5) + O(h")

h
Korrektor:  ¢p41 = ¥n + 5(53};“@ + 8, — Jo_1) + O(h*) (4.31)

—

wobei ), 11, = f(tnt1,¥n+1,p) in der Korrektor-Formel mit dem Prédiktor berechnet wird.

Ein grundsétzlicher Vorteil von Préadiktor-Korrektor Verfahren ist, dass die Differenz zwischen
Pradiktor und Korrektor sofort eine Fehlerabschétzung liefert, die wiederum zur adaptiven Schritt-
weitenanpassung genutzt werden konnte.

4.7.2 Bulirsch-Stoer Verfahren

Bei Bulirsch-Stoer Verfahren besteht die Idee darin, einen Schritt H mit Hilfe von mehreren Runge-
Kutta Schritten mit verschiedenen kleineren Schrittweiten h = H, H/2, H/4,..., H/2",.. zu be-
rechnen und dann das Ergebnis nach h = 0 bzw. n — 0o zu interpolieren. Dies ist eine dhnliche
Idee wie bei der Romberg-Integration.

Bulirsch-Stoer Verfahren sind sehr genau, allerdings muss f offensichtlich sehr oft berechnet werden.
Dies wird aber oft dadurch aufgewogen, dass sehr grofie Schrittweiten H erreicht werden z.B. im
Vergleich zu Runge-Kutta Verfahren. Details zu diesem Verfahren kénnen in den Numerical Recipes
[2] (Kapitel 17.3) gefunden werden.

4.7.3 Programmpakete/Solver

Gerade fiir gewohnliche DGLn gibt es viele gute Solver-Routinen, z.B. in den Numerical Recipes
[1, 2] oder in den NAG-Routinen. In diesen sind die oben vorgestellten Verfahren schon fertig
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implementiert. Es lohnt sich durchaus, sich damit vertraut zu machen, wie solche Routinen in C,
C++ oder Fortran-Programme eingebunden werden.

Auch in MD-Paketen wie Gromacs sind Solver fiir die Newtonschen Bewegungsgleichungen oft schon
implementiert.

Daneben gibt es auch in Mathematica, Maple oder Matlab, die eigene Skriptsprachen verwenden,
gute numerische Solver fiir gewshnliche DGLn.

Daher greift man in der Praxis immer seltener auf selbst geschriebene Implementationen zuriick.
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4.9 Ubungen Kapitel @

1. Runge-Kutta 4. Ordnung

Schreiben §ie ein Programm, dass die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen in einem
Kraftfeld F(7),

=y

= v
1

- Eﬁ(f’), (4.32)

-

mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung mit fester Schrittweite 16st. Das Programm sollte
ein Unterprogramm enthalten, in dem Sie das Kraftfeld F'(7) angeben konnen. Es folgen Aufgaben
2 und 3 mit 2 verschiedenen Kraftfeldern als Anwendung.

Sie sollen das Programm zumindest fiir 3 Raumdimensionen (7, ¥, F' € R3) schreiben, kénnen es
aber auch so schreiben, dass Sie allgemein in D Raumdimensionen arbeiten kénnen.

2. Harmonischer Oszillator

Sie sollten Programme immer erst an einfachen Problemen testen, deren Losung Sie kennen, bevor
Sie ein kompliziertes Problem angehen. Unser einfaches Testproblem fiir das Programm aus Aufgabe
1 ist der harmonische Oszillator mit

1 =
—F = -7 4.33
P = (4.3
a) Verifizieren Sie fiir Anfangsbedingungen #(0) beliebig, #(0) = 0, dass Sie eine harmonische
Schwingung erhalten. Was passiert fiir ¢(0) # 0 und ¥(0) Jf 7(0)?

b) Testen Sie, wie klein Sie die Schrittweite machen miissen, damit ihr Oszillator bei mehreren
Oszillationen immer wieder seine maximale Anfangsauslenkung erreicht. Testen Sie die Energieer-
haltung.

3. Kepler-Ellipsen

Das kompliziertere Problem, das wir nun in 3 Raumdimensionen behandeln wollen, ist das Kepler-
Problem mit V(r) = —mG/r oder

iﬁ(f) = —G— (4.34)

m r3
mit einer Konstanten G, wobei Sie erst einmal G = 1 setzen.

a) Berechnen Sie numerisch die Bahn des Teilchens fiir #(0) = (1,0,0). Finden Sie eine Anfangs-
geschwindigkeit, so dass das Teilchen eine Ellipse beschreibt. Wie klein miissen Sie die Schrittweite
wéahlen, damit sich die Ellipse auch wirklich schlie3t? Welches Problem bekommen Sie bei sehr
kleinen Anfangsgeschwindigkeiten?

b) Uberpriifen Sie numerisch Energieerhaltung und das 2. Keplergesetz (Drehimpulserhaltung).
Freiwillige Zusatzaufgabe: Uberpriifung auch des 3. Keplerschen Gesetzes

c¢) Testen Sie, ob der Lenz-Runge-Vektor A= ﬁﬁ' x L — 7/r in ihrer Numerik erhalten ist. Auf
welchen Punkt der Bahn zeigt der Lenz-Runge-Vektor?

d) Testen Sie die Fehler und Stabilitét Threr Integration, indem Sie N Runge-Kutta Schritte machen,
dann die Zeit umkehren, d.h., den Geschwindigkeitsvektor des Teilchens umkehren ,(t = 0) =
—U(t = Nh) und wieder fiir N Runge-Kutta Schritte integrieren. Priifen Sie nach, ob Sie wieder am
Ausgangspunkt 7,(t = Nh) = 7(¢t = 0) mit umgekehrter Ausgangsgeschwindigkeit @, (t = Nh) =
—u(t = 0) landen. Versuchen Sie, N moglichst grofl zu wiihlen.
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e) Was passiert mit ihrer Ellipsenbahn, wenn Sie das Potential abédndern zu V (r) = —mG/r®, wobei
«a # 17 Betrachten Sie z.B. numerische Losungen zu a = 0.9 und o = 1.1. Ist der Lenz-Runge-Vektor
noch erhalten?

4. Lineares Pendel

Losen Sie numerisch die Bewegungsgleichung eines linearen, geddmpften getriebenen Pendels

éz—%—&—i—Acoswt (4.35)

mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung mit fester Schrittweite h.

a) Energieerhaltung:

Betrachten Sie zunéchst den Fall A = 0 und @ — oo. Wie lautet die erhaltene Energie in die-
sem Grenzfall? Wie klein miissen Sie das Verhéltnis h zur Schwingungsdauer 7" wéhlen, damit Sie
numerische Energieerhaltung finden?

b) Phasenraumportraits:

Fertigen Sie numerisch ein Phasenraumportrait an, indem Sie die Bewegung in der H/W-Q—Ebene
plotten, d.h. Punkte (8(t) /7, 6(¢)) fiir viele Zeiten ¢t. Benutzen Sie dabei Anfangsbedingungen 6(0) =
0 und 9(0) = 0 und plotten Sie mit “2m-periodischen Randbedingungen” fiir 6, so dass 6 immer
im Intervall [—m, 7| liegt. Betrachten Sie Parameter A = 1.5, w = 2/3 und @ = 0.25, @ = 0.5 und
@ = 1. Erklédren sie die Ergebnisse an Hand der bekannten analytischen Losung des Problems im
Limes grofler Zeiten.

5. Nichtlineares Pendel

Losen Sie nun mit dem gleichen Algorithmus die Bewegungsgleichung eines nichtlinearen, geddmpften
getriebenen Pendels

6= —% —sinf 4+ A coswt. (4.36)

a) Energieerhaltung:
Testen Sie wieder numerisch die Energieerhaltung im Grenzfall A =0 und Q — oc.

b) Phasenraumportraits:

Fertigen Sie wieder numerisch wie in Aufagbe 4 Phasenraumportraits an fiir A = 1.5, w = 2/3 und
Q=050Q=10=12,0Q=13und Q = 1.4. Als Anfangsbedingungen kénnen Sie wieder 8(0) = 0
und #(0) = 0 wiihlen. Vergleichen Sie Ihre Portraits mit den entsprechenden fiir den linearen Fall.

6. Poincaré-Schnitte

Beim Poincaré-Schnitt fiir das Pendel nehmen wir den Punkt im Phasenraum nur einmal pro Periode
auf, also beispielsweise zu Zeiten

t,=nT =2mn/w, n=0,1,2.. (4.37)

Der Poincaré-Schnitt besteht also aus diskreten Punkten (6(t,)/m,0(t,)) in der 6/m-6-Ebene.

a) Verifizieren Sie numerisch, dass bei einer streng periodischen Bewegung beim linearen Pendel
der Poincaré-Schnitt aus nur einem Punkt besteht. Dabei sollte eine Einschwingphase von einigen
n abgewartet werden.

b) Fertigen Sie fiir das nichtlineare Pendel Poincaré-Schnitte an fir A = 1.5 und w = 2/3 als
Funktion von @ fiir @ > 1/2. Plotten sie dazu jeweils den Wert 6(t,,) fiir groe n als Funktion von
@ im Bereich 1/2 < @ < 1.4. Verwenden Sie Anfangsbedingnungen 6(0) = 0 und verschiedene Werte

64



fiir 6(0), z.B. 6(0) = 0, —3 und eventuell noch andere Werte im Intervall [-5, 5]. Was beobachten Sie
speziell im Bereich 1.2 < @ < 1.4, wenn Sie mit verschiedene Anfangsbedingungen fiir #(0) starten?

7. Schwingende Saite

Wir 16sen die Bewegungsgleichungen fiir eine diskrete transversal schwingende Saite aus 5 identi-
schen Massen m mit Koordinaten y;(t) (i = 1,...,5), die iiber Federn mit Federkonstante k gekoppelt
sind. Die Randbedingungen sollen zwei festen Massen mit ¢y = yg = 0 entsprechen. Die Bewegungs-
gleichungen lauten dann (siehe Physik3)

. G‘ y
my; = E(yiJrl =2y tyi-1) (1=2,3,4)
. 0-
mi = —(y2 = 2y1)
. 0-
mis = = 2), (439)

wobei o die Spannung der Saite und a der Abstand der Massen ist. Die Anfangsbedingungen bei
t = 0 konnen Sie frei wéihlen, z.B. kénnen Sie die Saite in eine Dreieckskonfiguration bringen mit
y1(0) =1 =ys5(0), y2(0) = 2 = y4(0) und y3(0) = 3.

a) Fiihren Sie eine Zeiteinheit 7 ein, so dass die Bewegungsgleichungen in der reskalierten Zeit

t = t/7 dimensionslos werden (also o/a = 1, m = 1 entsprechen). Wie hiingt 7 mit der Wellenge-
schwindigkeit zusammen?

b) Losen Sie die Bewegungsgleichungen des dimensionslosen Systems numerisch mit Hilfe des Verlet-
Algorithmus mit fester Schrittweite h.

c) Messen Sie Gesamtenergie, kinetische Energie T = % Zle y? und Federenergie U = % Z?Zl(yi —
yi—1)? (wobei yo = ys = 0). Wie klein muss h sein, damit die Energieerhaltung gut erfiillt ist.
Uberzeugen Sie sich, dass kinetische und Federenergie fiir lange Zeiten keine stationiren Werte
annehmen, sondern immer oszillieren.
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5 Molekulardynamik (MD) Simulation

Literatur zu diesem Teil:

FEine der beiden wichtigen Simulationsmethoden fiir klassische Vielteilchensysteme, zu der es ent-
sprechend viel Literatur gibt. Sehr zu empfehlen ist Frenkel , an dem sich auch dieses Kapitel
orientiert, aber auch Gould/Tobochnik [2] oder Thijssen [3].

5.1 Grundsatzliches

Wir diskutieren die Idee von MD-Simulationen, ndmlich die mikroskopische
Integration aller Newtonschen Bewegungsgleichungen mit anschlieBender Mit-
telung von Observablen, und die wesentlichen Elemente einer MD-Simulation.

Mit Hilfe von Molekular-Dynamik-Simulationen werden Vielteilchensysteme (Teilchenzahl N >
1) der statistischen Physik simuliert. Die erste MD-Simulation wurde von Alder und Wainwright
[4] an einem zwei-dimensionalen System harter Scheiben durchgefiihrt.

Abbildung 5.1: Die Begriinder der Molekulardynamik-Simulation. Links: Bernie Alder (geb. 1925),
amerkikanischer Physiker. Rechts. Thomas Wainwright (1927-2007), amerkikani-
scher Physiker.

Die grundsétzliche Idee dabei ist

(i) die numerische Lésung der mikroskopischen Newtonschen Bewegungsgleichungen
eines Vielteilchensystems mit N > 1, um dann

(ii) thermodynamische Mittelwerte von physikalischen Observablen durch Zeitmittelung zu ge-
winnen. Diese sollten nach Ergodenhypothese dann auch den Ensemble-Mittelwerten der
statistischen Physik entsprechen.

Dabei hat man in einfachsten Version der MD ein abgeschlossenes autonomes System mit Energie-
und Teilchenzahlerhaltung und festem Volumen. dann sind E, N und V fest und man arbeitet
im mikrokanonischen Ensemble. Wir werden in der Hauptsache solche einfachen mikrokanoni-
schen MD Simulationen diskutieren und nur in Kapitel darauf eingehen, wie wir mit Hilfe von
Thermostaten auch kanonische Ensembles in MD Simulationen realisieren kénnen.
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Im einfachsten Fall hat man N identische Teilchen (Masse m), die iiber paarweise Zentralkriifte
miteinander wechselwirken:

F)j = Kraft auf Teilchen i durch WW. mit Teilchen j = —V V(|7 — 7).

Dann ist das System autonom und die Gesamtenergie

N 2
D; , o
E=3 T oS v -7 )
i=1 2m i<j _"F

erhalten. Aulerdem wird man iiber Randbedingungen ein festes Volumen V' vorgeben.

Die Ergodenhypothese besagt, dass solche Vielteilchensysteme in der Regel (d.h. bei hinrei-
chend chaotischer Dynamik) auf Grund der Wechselwirkungen oder “Stofie” zwischen den Teilchen
“mischend” sein sollten. D.h. man kann annehmen, dass alle Zustdnde auf der Energiehyperfliche
gleich oft besucht werden. Dann gilt Zeitmittel = mikrokanonisches Ensemblemittel. In der
MD-Simulation fithrt man also dhnlich wie im Experiment letztendlich wieder ein mikroskopisches
Zeitmittel durch und rechnet gar nicht in der Ensembletheorie, wie man es in der statistischen
Physik gelernt hat.

Eine MD-Simulation enthélt bereits so viele mikroskopische Information, das man man auch von
einem Computerexperiment sprechen kann. Die Monte-Carlo Simulation wird spéter eine andere
Methode bereit stellen um auf dem gleichen Level von mikroskopischer Information eine Simulation
oder Computerexperiment durchzufithren. Die grundsétzlichen Elemente einer MD-Simulation
sind folgende:

1) Definition des Modellsystems:

Dies beinhaltet die Definition der Kréfte, der Teilchenzahl N und des Simulationsvolumens V'
und insbesondere auch der Randbedingungen. Auf der Programmseite heifit das, man muss
passende Datenstrukturen fiir Teilchenpositionen, -geschwindigkeiten und Kréfte definieren.

2) Initialisierung:
Die Anfangspositionen- und impulse der Teilchen miissen geeignet festgelegt werden.

3) Aquilibrierung:
Jede Simulation eines Vielteilchensystems muss sich in der Regel “warmlaufen”, bis ein sta-
tionérer Zustand durch geniigend viele Wechselwirkungen oder Stofe der Teilchen erreicht
ist.

4) Messung;:

Dies ist der wichtigste und auch ldngste Teil der Simulation, da hier die interessierenden
Messgroflen letztendlich bestimmt werden. Wir messen in der Regel durch Zeitmittelung
von statischen Observablen O = O ({7}, {p}), die als Funktionen der Orte und Impulse aller
Teilchen ausdriickbar sein miissen. Neben der Zeitmittelung mittelt man oft auch iiber alle
N Teilchen oder alle Ny Freiheitsgrade der Teilchen. Extensive Groflen sind normalerweise
ohnehin als Summe iiber alle Teilchen definiert, aber auch bei intensiven Gréflen lésst sich
solch eine Mittelung oft durchfiihren.

So lisst sich z.B. die Temperatur mit Hilfe des Aquipartitionstheorems an jedem beliebigen

Teilchen ¢ messen:
2
pq’, « 1
. = —kpT 5.1
<2m> 2B (5.1)

(wo a die Komponenten des Impulses indiziert). Da wir auch nicht nur iiber die Zeit, sondern
auch iiber alle Freiheitsgrade (Teilchen) mitteln kénnen, kann man damit auch eine momen-
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tane Temperatur zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ messen

N
2 I

T(t) =
() kBNf o1 2m’

(5.2)

wo Ny = 3N — 3 die Zahl der Freiheitsgrade des Systems ist; dies sind 3 Raumdimensionen
pro Teilchen, wobei 3 Freiheitsgrade des (erhaltenen) Schwerpunktsimpuls abgezogen werden,
den wir auf 0 setzen werden (siehe unten). Die in definierte momentane Temperatur zeigt
relative Fluktuationen von der Groflenordnung ~ 1/ \/Ni , die dann erst durch eine zusétzliche

Zeitmittelung unter eine gewiinschte Schwankung gedriickt werden kénnen.

5) Integration:

Sowohl wihrend der Aquilibrierung 3) als auch wihrend der eigentlichen MD-Simulation zur
Messung 4) werden permanent die Newtonschen Bewegungsgleichungen in einer Zeitschleife

gelost. Hier werden wir den Verlet-Algorithmus verwenden.

Der grundsétzliche Aufbau einer MD-Simulation ist dann folgender:

init — Initialisierung [5.2
t=0
do while (t<tequi) — Aquilibrierung [5.4
forces
integrate
t=t+dt
enddo
do while (t<tmax) — Zeitschleife
forces — Kraftberechnung [5.2
integrate — Integration der Bewegungsgleichungen [5.3
t=t+dt
measure — Messung, Mittelung[5.4]
enddo

Die verschiedenen Teile werden in den folgenden Kapiteln im Detail behandelt.

5.2 Krifte, Randbedingungen, Initialisierung

Wir besprechen verschiedene Arten von Wechselwirkungskréften, insbesondere
wird die Lennard-Jones Wechselwirkung eingefiihrt. Die mdglichen Komplika-
tionen im Zusammenhang mit periodischen Randbedingungen und der Initiali-
sierung des Systems werden diskutiert.

5.2.1 Krafte

Die Physik des Systems steckt natiirlich wesentlich in den Wechselwirkungskréften der Teilchen
(Atome/Molekiile). Unser Thema wird die statistische Mechanik klassischer Teilchen sein, d.h. wir
werden keine Quanteneffekte berechnen (metallische Bandstruktur, Bosekondensation, Supralei-
tung, ...), sondern klassische thermodynamische Phinomene wie Phaseniiberginge zwischen den
Aggregatzustanden fest, fliissig und gasférmig betrachten. Die Krifte werden im Folgenden klassisch
mechanisch behandelt, obwohl der Ursprung der Wechselwirkungskréfte immer Elektrodynamik und

Quantenmechanik ist.

Im Folgenden werden die wichtigsten Arten von Kréiften noch einmal kurz abgehandelt. Es gibt
zuniichst zwei grofe Klassen von Kriiften, kovalente Bindungskriifte (bonded interactions),
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die kovalente Bindungen beschreiben, und schwache Bindungskrifte (non-bonded interac-
tions), die auf der Coulombwechselwirkung basierende schwichere Wechselwirkungen (Coulomb-,
Dipol-, Van-der-Waals Wechselwirkungen) umfassen.

Kovalente Bindungskrifte

Wir betrachten zun#chst die starke kovalente Bindung, zwischen zwei Atomen, die auf dem Zu-
sammenspiel von quantenmechanischem Symmetrisierungspostulat (Pauli-Prinzip) und Coulomb-
wechselwirkung beruht. Bei einer kovalenten elektronischen Bindung zwischen zwei Atomen bildet
sich ein bindendes und antibindendes Molekiilorbital aus zwei Atomorbitalen. Zur (ndherungsweisen)
quantenmechanischen Beschreibung dieses Problems gibt es die Valenzbindungstheorie (nach Heit-
ler, London, Pauling) und die Molekiilorbitaltheorie (nach Hund, Mulliken). Der einfachste Fall ist
die o-Bindung zwischen zwei kugelsymmetrischen s-Atomorbitalen A und B.

In der Molekiilorbitaltheorie betrachtet man zun#chst das Problem Molekiilorbitale fiir ein Elek-
tron zu finden, das mit beiden Kernen A und B wechselwirkt. Ansétze fiir Molekiilorbitale sind meist
Linearkombinationen von Atomorbitalen 14 und ¥ g; in diesem einfachen Fall stellen sich im Varia-
tionsansatz ¥4 +¥p und ¥4 —p als stationdre Zusténde heraus. Von diesen stellt der symmetrische
Zustand ¥4 + 1 p einen bindendes Molekiilorbital und ¥4 — 1 ein antibindendes Orbital dar, siehe
Abb. Das bindende Orbital wird dann von 2 Elektronen nach Pauli-Prinzip besetzt. Die Wel-
lenfunktion des Molekiils mit zwei Elektronen (1 und 2) ist dann (4(1) + ¥ 5(1))(¥4(2) + ¥5(2))
mit einem antisymmetrischen Singlett als Spinanteil. Insbesondere enthilt diese Wellenfunktion
noch “ionische” Anteile wie ¥4 (1)1 4(2), wo beide Elektronen an einem Kern lokalisiert sind (gute
Approximation, wenn Kerne A und B nah zusammen).

In der Valenzbindungstheorie (Heitler-London-Theorie) geht man fiir den quantenmechani-
schen Zustand des Molekiils mit zwei Elektronen (1 und 2) von einen Produktansatz mit den Wel-
lenfunktionen der s-Atomorbitale, 14 (1) 5(2), aus, d.h. “ionische” Anteile wie 1)4(1)1.4(2) werden
vollstéindig vernachléssigt (gute Approximation, wenn Kerne A und B weit entfernt). Beim binden-
den Zustand liegen die Spinanteile als antisymmetrisches Singlett und die Ortsanteile der Wellen-
funktionen dementsprechend in einem symmetrisierten Produktzustand ¥a(1)¥p(2) + ¥a(2)¥p(1)
vor. Beim antibindenden Zustand liegen die Spinanteile dagegen als symmetrisches Triplett und die
Ortsanteile dementsprechend in einem antisymmetrisierten Produktzustand ¥4 (1)yp(2)—1a(2)¢¥p(1)
vor.

l_|JJl

Abbildung 5.2: Bindendes (links) und antibindendes (rechts) Molekiilorbital. Links kommt es
zu einer erhohten negativen Elektronenladungsdichte zwischen den positiv gela-
denen Kernen, was die Coulombenergie absenkt und zur Bindung fiihrt. (Quelle:
Wikipedia).
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Dass in beiden Zugéngen ein symmetrisches Produkt der Ortsanteile den Grundzustand darstellen
muss, folgt entweder aus der Beobachtung, dass der Ortsanteil nur dann keine Knoten hat oder
aus der Tatsache, dass sich dann die negativ geladenen Elektronen bevorzugt zwischen den positiv
geladenen Kernen aufhalten, was die Coulombwechselwirkung minimiert. Dies entspricht dann auch
der Vorstellung, dass sich die beiden in der kovalenten Bindung beteiligten Atome ein Elektronen-
paar “teilen”, das zwischen den Kernen eine bindende “Elektronenwolke” bildet. Typische Werte fiir
Bindungsenergien sind AE ~ 140kgT ~ 3.5eV (bei Raumtemperatur 7' = 293K) fiir eine einfache
kovalente C—C Kohlenstoffbindung.

Die Quantenchemie, die auch einen wichtigen Zweig der Computerphysik bzw. Computerchemie
darstellt, befasst sich damit Bindungsenergien mit numerischen Methoden genau zu berechnen.
Dazu werden meist numerische Implementationen der Molekiilorbitaltheorie verwendet, die mit Li-
nearkombinationen von Atomorbitalen (LCAO-Methode) arbeiten. Dies wird hier aber nicht Thema
sein.

Bei der metallischen Bindung werden viele Elektronen (Elektronengas) im periodischen Potential
der Kerne delokalisiert. Die entsprechenden Quantenzusténde spalten dann in ein ganzes Fnergie-
band auf, das typischerweise eine Breite von Eg ~ 1 — 3eV ~ 40 — 120 kgT hat. In einem Metall
ist das Leitungsband nicht vollstdndig besetzt und die Bindungsenergie pro Elektron ergibt sich
als iiber die besetzten Zustdnde gemittelte Energiedifferenz zum atomaren Zustand, sieche Abb.
(rechts).

antibindend T T

atomar

AE/2
bindend Tl

Abbildung 5.3: Links: Energieaufspaltung in 2 Zusténde (bindend, antibindend) bei der kovalenten
o-Bindung. Der bindende Zustand wird von dem Elekronenpaar zweifach besetzt
und die Gesamt-Bindungsenergie AFE ist die zweifache Energiedifferenz zwischen
bindendem Zustand und urspriinglichem atomaren Zustand. Fiir einen C-C Bond
ist AE ~ 140kpT. Rechts: Energieaufspaltung in ein Energieband bei der metalli-
schen Bindung. Typisch sind Bandbreiten Eg ~ 1 — 3eV. Die Bindungsenergie AE
pro Elektron ist die iiber die besetzten Zustdnde gemittelte Energiedifferenz zum
atomaren Zustand.

Fiir klassische MD-Simulationen sind nicht die Bindungsenergien selbst, sondern die Energieinde-
rungen relevant, wenn eine kovalente Bindung durch Bewegung der Atomriimpfe verformt wird,
da diese die Krifte zwischen Atomen bestimmen. Dafiir werden Energien mit gewissen Potential-
parametern angegeben. Diese Bindungspotentiale werden fiir MD-Simulationen oft in empirischen
“Kraftfeldern” (force fields) zusammengefasst (als gebriduchliche Kraftfelder haben sich bei-
spielsweise Amber, Charmm, Gromos etabliert), in denen die Potentialparameter iiblicherweise
durch Vergleich von MD-Simulationen mit gewissen experimentellen thermodynamischen Groéfien
optimiert worden sind. Die wichtigsten Potentiale und ihrer Parameter fiir kovalente Bindungen
sind:
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¢ ) O—O (i) Bond-Dehnung;:
~— r— Gleichgewichts-Bondlénge 7y, Dehnbarkeit k,
Potential V (r) = Lk(r — rg)?

2

() O (ii) Bond-Biegung: 3-Korper-Potential,
/\E’/ G.leichge.vvicht.s—Bondwinkel 6o,
O Biegesteifigkeit Ky,

Potential V(6) = $Ky(6 — 6o)*

@iir O (iii) Bond-Torsion: 4-Korper-Potential

Schwache Bindungskrifte

Alle schwachen Bindungskréfte basieren auf der Coulomb-Wechselwirkung.

(i) Geladene Teilchen im Abstand r mit Ladungen ¢; und ¢o wechselwirken mit der Coulomb-
Wechselwirkung

_ 1 oae

Cdweg T

V(r)

(ii) Dipole (polare Molekiile) wechselwirken mit der schwicheren (und richtungsabhéingigen) Dipol-
Dipol-Wechselwirkung

L [pi-p2 3(p -7 -7)
dmeg r3 70 '

mit der Abstandsabhéingigkeit V' (r) T% Je nach Orientierung der Dipole kann die Wechsel-
wirkung anziehend oder abstoflend sein.

(iii) Induzierte Dipole wechselwirken mit der Van-der-Waals Wechselwirkung (auch London-
Kraft oder Dispersionskraft). Wird ein Dipolmoment durch eine zufiillige thermische (oder
quantenmechanische) Fluktuation erzeugt, ergibt sich momentan ein E-Feld E o r~3. In die-
sem E-Feld kann ein weiteres Dipolmoment p’induziert werden in einem anderen Molekiil. Bei
einer Polarisierbarkeit « gilt p'= aE « ar—3. Damit ergibt sich fiir die Wechselwirkungs-
energie zwischen spontan erzeugtem und induzierten Dipolmoment

I al o
V(r)=—-p-E ~ 3 X 5
Die Van-der-Waals Wechselwirkung ist immer anziehend. Die Van-der-Waals Anziehung ist
zwar schwach aber allgegenwértig, da sie auch fiir jedes neutrale Teilchen auftritt, wobei
ihre Stérke dann von den Polarisierbarkeiten abhingt. Dadurch summieren sich die eigent-
lich schwachen Van-der-Waals Wechselwirkungen iiber viele Teilchen oft zu relativ starken
Adhiésionskriiften auf makroskopischen Skalen (die z.B. auch fiir die Haftung eines Geckos an
einer vertikalen Wand verantwortlich sind). Daher spielen Van-der-Waals Wechselwirkungen
im Folgenden eine dominierende Rolle in Vielteilchensystemen von neutralen Teilchen.
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Lennard-Jones-Potential

Daneben gibt es noch eine starke kurzreichweitige AbstoBung zwischen Atomen (nach Born), wenn
sich die beiden Elektronenwolken stark {iberlagern. Diese Born-Abstof3ung kann als “harter Kern”
eine Atoms angesehen werden, in den kein anderes Atom eindringen kann und wird oft durch ein
Potenzgesetz mit einem groflen Exponenten beschrieben, iiblicherweise mit dem Exponenten 12:

Abbildung 5.4: Links: John Edward Lennard-Jones (1894-1954), Mathematiker und theoretischer
Physiker, Mitbegriinder der modernen Computerchemie. Mitte: Johannes Diderik
van der Waals (1837-1923), niederldndischer Physiker (Nobelpreis 1910). Rechts:
Fritz London (1900-1954), deutsch-amerikanischer Physiker. (Quelle: Wikipedia,
AIP).

Born-Abstoflung und Van-der-Waals Anziehung sind fiir ein einatomiges neutrales Gas tatséchlich
die wichtigsten zu beriicksichtigenden Wechselwirkungen und werden iiblicherweise im sogenannten
Lennard-Jones Potential zusammengefasst:

Vii(r) = e [(:)m - (:)6] . (5.3)

12

Born ~ r~

Das Lennard-Jones Potential hat ein Ener-

gieminimum Vi, = —¢ bei r = 21/64. Der

Nulldurchgang ist bei r = . Die zugehorige
r Kraft ist

Fry(F) = ra8e [<0>12 - % (J)()} . (5.4)

T T

—€

Das Lennard-Jones Potential enthilt zwei Parameter: Der Parameter (> 0) gibt die Energie-
skala an und ist proportional zur Stirke der Van-der-Waals Anziehung. Der Parameter o ist eine
Langenskala, die von der Gréfle der Teilchen bzw. ihres harten Kerns bestimmt wird.

Ein einfaches Beispiel fiir ein System, wo die Lennard-Jones Wechselwirkung tatséchlich eine sehr
gute Approximation an gemessene Wechselwirkungspotentiale darstellt, sind fluide Edelgasphasen,
z.B. ein Argongas, da Edelgasatome neutral und ungebunden sind. Realistische Parameter fiir
eine MD-Simulation von Argon mit einem Lennard-Jones Potential sind ¢ ~ 3.4A, ¢ ~ kp 120K ~
0.4kpT (bei Raumtemperatur 7' = 293K) und m ~ 6.6 - 10~ 23g.
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Anhand dieser Werte kann man sich auch bereits typische Zeitskalen eine MD-Simulation klar-
machen. Dazu fiithren wir in der Newtonschen Bewegungsgleichung m7; = > () Fr,5(7;) dimensi-
onslose reduzierte Grofien

-t
7= r und t = —
(o2 T
und fragen, wie 7 zu wéhlen ist, damit die Newtonsche Bewegungsgleichung in reduzierten Gréfien
parameterfrei wird:
2. 48 Fpl 1 11
meE T 2 |7 | (5:5)
g YL
Wir sehen, dass die Wahl mo /72 = 48¢/0 oder
me?\ /2
T= ( 15 ) ~3-10""3s (fiir Argon) (5.6)

zum Ziel fiihrt. Bei der MD-Simulation sollte nun ein typischer numerischer Zeitschritt h bei der Inte-
gration der Bewegungsgleichungen ein Bruchteil von 7 sein, also z.B. h = 0,017. Selbst bei 106 MD-
Simulationsschritten A fiihrt dies dann zu einer Gesamt-Simulationsdauer von nur 3 - 10~%s ~ 3ns!
Dies ist ein typisches Problem von MD-Simulationen. Sie geben zwar eine mikroskopisch korrekte
Dynamik und kénnen auf einem “all-atom” Niveau durchgefiihrt werden, allerdings sind nur sehr
kleine Simulationszeiten unterhalb der ns-Zeitskala erreichbar (insbesondere bei komplexeren
Systemen als einem einfachen einatomigen Gas).

5.2.2 Randbedingungen

Wir koénnen natiirlich (noch) keine 10?* Teilchen simulieren sondern typischerweise 102 — 105. Um
dennoch realistische Teilchendichten p = N/V zu erreichen, muss das Simulationsvolumen V' ent-
sprechend klein sein. Typischerweise wéhlt man eine endliche Box mit Maflen L, x L, x L., die
durch entsprechende Randbedingungen realisiert wird.

Eine Moglichkeit besteht darin, einfach ein begrenzendes, abstoflendes, externes “Wand-Potential”
einzufiihren.

Oft bevorzugt man jedoch in einer Simulation periodische Randbedingungen, da auf diese Art
auch bei fester Teilchendichte p immer noch ein “quasi-unendliches” System realisiert werden kann,
indem die Box mit Maflen L, x L, x L, in alle 3 Raumrichtungen periodisch fortgesetzt wird.

Periodische Randbedingungen in 2 Raumdimen-
. ©) sionen. Die eigentliche Simulationsbox mit Ma-
! @ Ben L, x L, und ihre periodischen Bilder in bei-
de Raumrichtungen. Die Simulation findet in 0 <
x < Lz und 0 <y < L, statt.

L,
Bei der Implementierung periodischer Randbedingungen tauchen 2 Probleme auf:

(i) Es muss sichergestellt sein, dass ein Teilchen, was sich aus der Simulationsbox herausbewegt,
wieder korrekt periodisch am anderen Ende des Systems eingesetzt wird.

Dies kann durch die Vorschriften

z' =z — L floor(z/Ly)
y' =y — Lyfloor(y/Ly)

~— P

erreicht werden, wo floor(z) die x niichste kleinere
integer-Zahl bezeichnet.
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(ii) Bei der Berechnung von Paarwechselwirkungen muss darauf geachtet werden, dass ein Teil-

74

chen ¢ nicht nur mit einem Teilchen j, sondern auch mit allen periodischen Bildern von j
wechselwirkt. Wir miissen also eine Summation iiber Bildteilchen vornehmen bei der
Kraftberechnung.

Die “direkte” Kraft auf Teilchen ¢ von Teilchen j auf Grund eines Paar-Wechselwirkungs-
potentials V'(r) ist
. 7
Fij = ——V'(rij).
Tij
Mit nL = (ngLz,nyLy,n.L;) und @ = (ng, ny,n.) € Z3 ist dann die Kraft auf ¢ von Teilchen
7 und allen periodischen Bildern von j

- 7+ nl . -
Fj=— Z —L——V'(|Fij + nLl).
nez3 ‘rij +nL|

Die Gesamtkraft auf i geht in die Bewegungsgleichungen ein:

R R T S S Ly )} (5.7)
j (#1)

i rezs ITig +nL]

Hier gibt es keine Beitrdge von ¢ = j, auch nicht iiber periodische Bildteilchen von i selbst,
da diese sich immer mit ¢ mitbewegen und so keine Kraft erzeugen kénnen.

Die Summe Zﬁez_g iiber alle Bilder wird sehr problematisch bei einer Coulomb-Wechsel-
wirkung wegen der Langreichweitigkeit V(r) o< 1/r, die dazu fithrt dass
1
PPIEREE.
= |7+ nL|
Allerdings gibt es immer gleich viele positive und negative Ladungen, da das Gesamtsystem
neutral sein sollte. Dann ist die Summe Y 7 alternierend und bedingt konvergent. Um solche
bedingt konvergenten Coulomb-Summationen schnell und genau auszufiihren, gibt es spezielle

Summationstechniken wie die Ewald-Summation, die die Summe teilweise im Fourierraum
ausfithren.

Bei der Lennard-Jones Wechselwirkung mit V;,; oc 776 gibt es kein prinzipielles Sum-
mationsproblem, da diese kurzreichweitig ist und alle Summen konvergieren. Trotzdem muss
die Summe Y j doqin (p.7) abgeschnitten werden bei einer numerischen Berechnung. Dabei
gibt es 2 Moglichkeiten:

(a) Ein einfacher Cutoff, wo alle Terme mit |7, +nL| > r, = cutoff abgeschnitten werden,
d.h. wir benutzen effektiv ein Potential

Voi(r) r<re
V(T):{OLJ() r>

was aber unstetig ist bei r = r.. Besser ist daher, Cutoff und Potentialverschiebung
zu kombinieren,
Vir) = { Voa(r) = Ves(re) r<re
0 r>Tre,
was das Potential stetig macht und die Kréfte nicht &ndert.

(b) Wir kénnen auch lediglich die periodischen Bilder abschneiden, d.h. wir beschrénken
die Summe ). s auf einen Term, der |7; + nL| minimiert, also das ndchste Teilchen
unter allen periodischen Bildern darstellt (“minimales Bild”). Diese Cutoff-Prozedur
ist dquivalent zu Moglichkeit (a) mit 7. = 3 min(Lg, Ly, L.).



5.2.3 Initialisierung

Bei der Initialisierung des Systems sind folgende Punkte zu beachten:

e Energieerhaltung: Der MD-Algorithmus sollte die Gesamtenergie E erhalten, daher ist E
bereits durch die Anfangspositionen und Anfangsgeschwindigkeiten festgelegt.

e Schwerpunktsgeschwindigkeit: Die Schwerpunktsgeschwindigkeit 05 = % Zf\il U; ist eben-
falls erhalten. Um zu vermeiden, dass das System als Ganzes driftet (die interessante Physik
z.B. der Phaseniibergéinge ergibt sich aus den Relativbewegungen der Teilchen), wollen wir
#;(0) am Anfang so wihlen, dass der Schwerpunkt ruht, also ¥s = 0 gilt bei ¢t = 0. Insbesondere
soll vermieden werden, dass die Schwerpunktsbewegung zur Temperatur beitragt, was
unphysikalisch wiire (ein perfektes Gitter, in dem alle Teilchen relativ zueinander ruhen, das
aber als Ganzes durch den Raum driftet, sollte trotzdem 7' = 0 haben).

e Teilchenabstand: Bei ¢ = 0 sollte ein ausreichend grofier Abstand zwischen den Teilchen
realisiert sein, um das Auftreten grofier Kréfte zu vermeiden. Solche grofien Krifte konnen
bei unvorsichtiger Wahl des Integrationsschrittes zum “explosionsartigen Auseinanderfliegen”
von Teilchen fithren. Vermeidung solcher Situationen am Anfang erlaubt eine einfachere und
bessere Aquilibrierung (siche unten).

Eine typische Initialisierung z.B. fiir ein einatomiges Gas wird daher folgendermaflen aussehen:

(i) Wir ordnen die Teilchen gleichméBig, z.B. auf kubischen Gitterpldtzen an (um kleine Abstédnde
zu vermeiden).

(ii) Wir geben jedem Teilchen eine zufillige Geschwindigkeit. Dann ziehen wir die Schwerpunkts-
geschwindigkeit bei jedem Teilchen wieder ab:

Uiaﬁi—%zzz- = 7(0)=0. N e J
i J /l -

(iii) Wir reskalieren v; — a@; alle Geschwindigkeiten, um eine bestimmte Gesamtenergie E oder
kinetische Energie Ej;, (und damit z.B. eine bestimmte Temperatur T’ = 2Ey;,/kp Ny nach

(5.2) bei t = 0 zu erzeugen.

5.3 Integration

Wir erarbeiten einige spezielle Aspekte des Verlet-Algorithmus, die ihn fiir MD-
Simulationen prédestinieren: Energieerhaltung, Phasenraumvolumenerhaltung
und Zeitumkehrinvarianz.

Um die Newtonschen Bewegungsgleichungen in einer MD-Simulation zu ldsen, benutzen wir den
Verlet-Algorithmus [5], siehe auch Kapitel Die Griinde sind folgende:

1) Die Berechnung aller Paarwechselwirkungskriifte F;-j kostet die meiste Rechenzeit, da dies
O(N?) Operationen erfordert. Der Verlet-Algorithmus erfordert nur eine Kraftberechnung
pro Schritt und ist dabei aber immer noch 3. Ordnung in ¥ und 1. Ordnung in v.

la) Der Verlet-Algorithmus ist damit zwar nicht {iberméfig genau (ein Runge-Kutta 4. Ordnung
wire genauer). Dies ist fiir MD-Simulationen mit N > 1 Teilchen nicht nétig, da typischer-
weise nur Ensemble-Mittelwerte iiber alle N Trajektorien interessieren.

2a) Der Verlet-Algorithmus hat eine gute Energieerhaltung fiir lange Zeiten.

2b) Der Verlet-Algorithmus erhilt das Phasenraumvolumen, wie vom Liouville-Theorem im
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Rahmen der analytischen Mechanik vorhergesagt. Dies ist eine Folge davon, dass der Verlet-
Algorithmus symplektisch ist (diese Algorithmen sind kanonische Transformationen in jedem
Zeitschritt).

3) Der Verlet-Algorithmus ist zeitumkehrinvariant (bis auf numerisches Rauschen), d.h. bei
Zeitumkehr ¢t — —t (¥ — 7, p — —p) werden die gleichen Bahnen umgekehrt durchlaufen.

Die Eigenschaften 2a), 2b) und 3) folgen elegant aus einer Formulierung des Verlet-Algorithmus
durch einen Liouville-Operator (nach Tuckerman et al. [6]). Bevor wir dies zeigen kénnen, wollen
wir den Liouville-Operator einfithren und einige seiner Eigenschaften ableiten.

Dazu betrachten wir zunéichst eine beliebige Funktion f(I) im N-Teilchen Phasenraum P = R3Y x
R3N der Vektoren T' = ({7}, {p}) = (71, ..., 7N, D1, -..0n ). Die Zeitentwicklung der Funktion f,

F=3 (7 Vaf+5-Vaf) =il (5.8)

i=1

definiert den Liouville-Operator L. Mit einer Hamiltonfunktion H und den Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen _ . ' B
7?1‘ = VﬁiH und ﬁi = —V;iH (5.9)

gilt weiter

<l

s H) - Vi, = (Vi H) Vi | =, HY, (5.10)

=3 (Ve ) = Y
i=1

wo {f,g9} =, 67'-‘1. f -ﬁﬁi g—ﬁﬁi I 6; g die Poissonklammer in P bezeichnet. Der Liouville-Operator
L beschreibt auch die Zeitentwicklung einzelner Vektoren T' im Phasenraum (Spezialfall f(T) = I')
und statt ((5.9) kann man auch schreiben:

[ =il (5.11)

Die Losung von ([5.8)) fiir ein autonomes System mit nicht explizit zeitabhéingiger Hamiltonfunktion
H(T') und damit nach (5.10) auch einem nicht zeitabhéingigem Liouville-Operator L ist

f(t) = exp(iLt) £(0) = U (t) £(0), (5.12)

was den klassischen Propagator oder Zeitentwicklungsoperator U (t) definiert. Wegen 1]
ist eine zu (|b.12)) dquivalente Aussage die Operator-DGL

U =iL0. (5.13)

Ebenso beschreibt der Propagator U (t) auch wieder die Zeitentwicklung einzelner Vektoren T im
Phasenraum (Spezialfall f(I') =T):
L(t) =U)T(0). (5.14)

Wir beweisen nun zwei wichtige Sétze tiber Eigenschaften der Operatoren L und U. Zunéchst zeigen
wir:

L = L* ist hermitesch (bezgl. Skalarprodukt (f,g) = /d?’NF/d?’Nﬁf*({F, pHg({F, ﬁ})) .

(5.15)

76



Ab hier werden wir uns der einfacheren Darstellung halber auf N = 1 beschrianken. Die Verallge-
meinerung auf beliebige Teilchenzahlen N ist aber problemlos, es ist lediglich die Dimensionalitit
der Vektoren 7 und p von 3 auf 3N anzupassen.

Beweis:

Nach Definition von Hermitizitdt ist zu zeigen: <f, f/g> = <ﬁf,g>.

f, ng /d3 /d VsH -Vig — ViH - ﬁﬁg) . (5.16)
Wir benutzen den GauB—Integrzilsatz und dleHBemehung
V- (frgi) = (V) -dg+ [*9(V @) + fa- Vg, o
m “partiell zu integrieren”. Im 1. Term in 1) benutzen wir die Beziehung mit Vz, @ = VH,
im 2. Term in 1' mit ﬁﬁ, a= ﬁgH. Dies fiihrt auf

(1.iLq) /d?ﬁ/d*[fg SH) + gV ef ol

(') (V- Vo) — gV *%H]

- <iif7g>,

wobei Randterme fiir quadratintegrable f, g verschwinden und die unterstrichenen Terme sich weg-
heben. Die unterstrichenen Terme verschwinden sogar einzeln fiir einen Hamiltonian der Form H =

p2/2m + V (), weil ﬁﬁH nicht mehr von 7 abhéingt und umgekehrt. Also folgt <f, f/g> = <ﬁf,g>
und damit ist ((5.15)) bewiesen.

Weiter wollen wir zeigen:

L = L* hermitesch <= U(t) unitir U~(t) = U (¢)
und U~ (t) = U(—t). (5.17)

Beweis:

Der Beweis der Aquivalenz in der ersten Zeile erfolgt wie in der Quantenmechanik mit (5.12) und
E3): B ) A A )

Wenn L = L, dann folgt UU* = exp(iLt) exp(—iL"t) = exp(iLt) exp(—iLt) = 1. Umgekehrt folgt
aus 1 = U(t)U*"(t) durch Differentiation nach ¢ auf beiden Seiten:

0=U0t4+U0)" =iLUUT —iU(LU)* =i(L — LT).

Dann bleibt noch die zweite Zeile in (5.17)) zu zeigen:

U=(t) = Ut (t) = exp(—iL*t) = exp(—iLt) = U(—t).

Damit ist (5.17]) gezeigt.

Insbesondere die Unitaritéitseigenschaft (5.17)) des Zeitentwicklungsoperators hat wichtige physika-
lische Konsequenzen:

Phasenraumvolumenerhaltung 2b) und Zeitumkehrinvarianz 3)

folgen aus der Unitaritéit des Propagators U. (5.18)

Beweis zu 2b):

P-Volumenerhaltung heifit, dass die Jacobi-Determinante fiir den Koordinatenwechsel, der genau
der Zeitentwicklung (5.14)) entspricht, den Betrag 1 hat:

o(r(t), p(t))

I B (0). 710))

=1. (5.19)
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Um dies zu zeigen, lassen wir den Zeitentwicklungsoperator U (t) nach Definition auf eine
Funktion f(I’(0)) der Phasenraumpunkte bei ¢ = 0 wirken und untersuchen, wie sich die Norm
der Funktion bezgl. unseres Skalarproduktes entwickelt ((...)1:(0) heiBt Integration bezgl. T'(0) im
Skalarprodukt):

(O FEODITFTON) 5oy = FEEFT®) o)

I (£ (F (o)1 (F ()
Umbenenn. T'(¢)—T'(0)

= (FEODIFT0)))70)-

Dies bedeutet aber nach Definition genau Unitaritéit von U(t) (Erhaltung von Skalarprodukten).
Damit ist 2b) gezeigt. Es gilt also

(), P) | _ |1 #rim|

Die letzte Gleichheit folgt aus der Unitaritét von U (wie fiir eine unitire Matrix): det U = det U+ =
detU™! =1/detU.

Beweis zu 3):

Bei Zeitumkehr ¢ — —t transformiert sich U(t) — U(=t) = U'(t) nach (5.17). Also gilt auch
U(—t)f(t) = UL () f(t) = f(0) nach (5.12), d.h. bei Zeitumkehr kehrt sich auch die Bewegung

genau um.

Aus (5.18)) ergibt sich nun die Idee, dass Integrationsalgorithmen, die sich durch einen unitéiren
Zeitentwicklungsoperator U (in der diskretisierten Zeit ¢,,) darstellen lassen, automatisch Phasen-
raumvolumenerhaltung 2b) und Zeitumkehrinvarianz 3) erfiillen sollten. Wir wollen im Weiteren
zeigen, dass dies genau auf den Verlet-Algorithmus zutrifft. Das Ziel ist es, den Verlet-Algorithmus
letztlich aus einer Niherung in U(At) = exp(iLAt) zu gewinnen, die auf der einen Seite geniigend
genau ist fiir kleine At und auf der anderen Seite die Unitaritéit von U erhilt.

Dazu betrachten wir die Zerlegung

7
= ZLl = ZLQ

WO ﬁl und ﬁg allei_ne i.Allg. nicht mehr hermitesch sind. Fur einen Hamiltonian der Form H =
p2/2m + V(F), wo 7 = VzH nicht mehr von 7 abhéingt und p'= —VH nicht mehr von p abhéngt,
sind jedoch auch L; und L, hermitesch. Damit sind auch exp(iLt) und exp(iLot) wieder unitér.

Es gilt

exp(iLit) £(7(0).5(0)) £ Y = (7(0)1)” agg)nf(f(om(o»
P F(7(0) + 7(0)¢, 5(0) (5.21)

mit 7(0) = L 5(0), was dazu fiihrt, dass der Operator 0/97(0) mit 7(0) = L 5(0) vertauscht. Dies
wurde in (x) benutzt. Analog gilt

exp(iLat) £(7(0), 5(0)) = £((0), 5(0) + p(0)¢t) (5.22)
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mit 5(0) = F(7(0)). Der Operator exp(iL,t) generiert also eine Translation in 7, wihrend exp(iLst)
eine Translation in p erzeugt.

Nun gilt aber exp iLt) = exp(i(L1+Ly)t) # exp(ilyt) exp(ils)t). Um den Zeitentwicklungsoperator
U entsprechend 1’ zu zerlegen, miissen wir also anders vorgehen. Dabei hilft die Trotter-
Identitat

exp(A+ B) = lim (eA/zpeB/PeA/2P>P = (eA/zpeB/PeA/zp)P eOU/P?), (5.23)

P—oo

Die Trotter-Formel ist wichtig in der Quantenmechanik im Zusammenhang mit Pfadintegralen und
etwas aufwendiger im Beweis, den wir deshalb hier nicht geben wollen (siche z.B. Schulman [7]).
Angewandt auf exp(iLt) = exp(i(Ly 4+ Lo)t) mit P = t/At fiihrt die Trotter-Formel (5.23) auf die
N&dherung

exp(ilt) = (eiﬁ2At/26iﬁlAteii2At/2)t/AteO(Atz). (5.24)

= Uy (At)

Die Zeitentwicklung ldsst sich also néherungsweise als durch t/ At-fache Anwendung des Verlet-
Operators Uy (At) darstellen. Dieser Operator ist unitér, weil exp(iL1t) und exp(ilat) unitir
sind, und es gilt auch Uy, ' (At) = Uy (—At).

Was bewirkt der Verlet-Operator Uy (At) bei Anwendung auf eine Funktion f(7(0), 5(0))?

Uy (At) £(7(0), 5(0)) 623 e’:hAt/QeiﬁlAtf(F(o)>ﬁ(0) +ﬁ(0)%) mit p(0) = F(7(0))
—_—
= p(At/2)
B2D iLane/2 (o) 4 7 5 mit
2 FQOU AR A Hints2) = Laa2)
= 7(At) = L5(0) + %%ﬁ(F(O))
P, PAL2) + A0 5 L
mit p(At) = F(F(At))

P(AL)
= J(F(At), p(AL)).

Zusammengenommen lesen wir folgende Transformation der Argumente 7 und p’ ab:

FAT = 5(0) + (F(0) + F(an) 5
F(AL) = 7(0) + AtF(At/2)
= 7(0) + %ﬁ(O)At + ﬁﬁ(o)m?. (5.25)

Dies ist aber genau der Geschwindigkeits-Verlet-Algorithmus (4.25) aus Kapitel !

Damit haben wir gezeigt, dass sich der Verlet-Algorithmus als Anwendung des unitiren Verlet-
Operators Uy (At) darstellen liisst. Da fiir diesen auch U; L(At) = Uy (—At) gilt, folgt dann nach
automatisch, dass der Verlet-Algorithmus Phasenraumvolumenerhaltung 2b) und Zeitumkeh-
rinvarianz 3) in jedem Zeitschritt erfiillt!

Nun wollen wir noch den Punkt 2a) Energieerhaltung des Verlet-Algorithmus diskutieren. Nach
einer Zeit ¢ mit Schrittweite At gilt mit der exakten Zeitentwicklung fiir die Hamiltonfunktion H
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Energieerhaltung;:

H(t) = U)H(0) = 'Lt H(0)
% (eiﬁtH(O)) iLH®) %= (g HYy =0
= L (0) = H(t) = H(0).

Der Verlet-Algorithmus mit der niiherungsweisen Zeitentwicklung (Uy (At))"/2* erfiillt die Energie-
erhaltung nicht mehr ganz exakt:

H(t) = (Uy (AL)YATH(0) Trovier (5.23) eiﬁt+O(At2)H(0)
= H(0)e®A,

Wir sehen aber, dass der Fehler in der Energie nur O(At?) ist. Obwohl der Verlet-Algorithmus
eigentlich nur 1. Ordnung in den Geschwindigkeiten ist, ist er 2. Ordnung fiir die Energie. Damit
gewahrleistet er eine vergleichsweise gute Energieerhaltung.

5.4 Messung von Observablen

Wir beschreiben die Messung von thermodynamischen Observablen in ei-
ner mikrokanonischen MD-Simulation, insbesondere die Messungen von kine-
tischer und potentieller Energie, Temperatur und Druck. Wir definieren die
Paarverteilungsfunktion als Strukturfunktion und erldutern ihre Messung in ei-
ner MD-Simulation. AuBerdem leiten wir den Zusammenhang mit der Virial-
Zustandsgleichung und der Virialentwicklung her. Schliefilich diskutieren wir
noch den Nachweis von Phaseniibergédngen in einer MD-Simulation am Beispiel
eines einfachen fliissig-Gas Ubergangs.

Die Standardaufgabe in der MD-Simulation besteht darin, einen thermodynamischen Mittel-
wert einer statischen Observablen O ({7} , {p}) auszurechnen. Dies geschieht durch Zeitmittelung
iiber eine MD-Simulationszeit ¢y p,

tMD
1

(O)up = — ) O({r(nAt)}, {p(nAt)})

tMD n=1

= (O) = mikrokanonisches Ensemble-Mittel. (5.26)

Neben der Zeitmittelung mittelt man wenn moglich auch iiber alle IV Teilchen. Ist man an zeitlich
veranderlichen, oder momentanen Werten interessiert, wie z.B. der Temperatur T'(¢) aus (5.2]), kann
man oft immer noch iiber alle N Teilchen mitteln.

Grundsétzlich muss aber jede zu messende statische Groéf3e durch ein Zeitmittel (...) einer Funk-
tion O ({7}, {p}) ausgedriickt werden. Die Wahl der Observablen ist bei Energien und Temperatur
mehr oder weniger offensichtlich, beim Druck etwas trickreicher. Mit Hilfe der Paarverteilungsfunk-
tion werden wir lernen, wie wir Observablen fiir die Struktur bzw. rdumliche Korrelationen im
System formulieren. Wir orientieren uns wieder an einem klassischen N-Teilchen System mit Paar-
wechselwirkungen und periodischen Randbedingungen, z.B. einem einatomigen Gas mit paarweiser
Lennard-Jones Wechselwirkung.

5.4.1 Zeitmittel und Aquilibrierung

Beim Zeitmittel einer Observablen ist eine Berechnung (5.26)), in der jeder Zeitschritt beitréigt,
nicht unbedingt besser als eine Mittelung mit gewissen Zeitabsténden. Nach kurzen Zeiten sieht das
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System namlich immer noch fast genauso aus und man mittelt prinzipiell iiber sehr viele fast gleiche
Zustande, wenn jeder Zeitschritt zum Mittel herangezogen wird. Dann reduzieren diese zusétzlichen
Messungen den Fehler des Mittelwertes nicht.

Optimal ist es daher, jeweils so lange zwischen Messungen zur Mittelung zu warten, bis das Sys-
tem dekorreliert ist, d.h. seinen Ausganszustand wieder vergessen hat. Diese charakteristische Zeit
nennt man Autokorrelationszeit. In der Praxis macht man keinen Fehler, wenn man in sehr
kurzen Zeitabstdnden misst, man verliert héchstens Computerzeit, wenn die Messung selbst ein
rechenintensiver Vorgang ist. Oft ist man auch an dynamischen Gro683en interessiert, z.B. an Dif-
fusionszeiten eines Teilchens oder der Anderung von Energie, Temperatur oder Druck und muss
daher ohnehin in jedem Zeitschritt messen.

Man macht auch keinen Fehler, wenn man in zu langen Zeitabstdnden misst; dann muss man
lediglich langer warten, um den Fehler oder die Schwankung des Mittelwertes unter eine gewiinschte
Fehlergrenze zu bringen. Die relative Schwankung eines Mittelwertes aus N, unkorrelierten
Messungen (also mit zeitlichem Abstand grofier als die Autokorrelationszeit) ist nach dem zentralen
Grenzwertsatz von der GroBenordnung ~ 1/4/N,,. Misst man zu héufig, sind Messungen nicht
unkorreliert und der Fehler wird nicht gedriickt; misst man zu selten, dauert es einfach ldnger eine
gegebene Zahl N,,, von Messungen zu erreichen.

Gleiches gilt fiir die anfingliche Aquilibrierungszeit. Das System muss auch erstmal seinen An-
fangszustand vergessen, bevor mit der Messung begonnen werden sollte. Die dafiir notwendige Zeit
ist von der gleichen GroBenordnung wie die Autokorrelationszeit. Hier liefert das Aquipartitionstheorem
eine gute Moglichkeit, diese Zeitskala ndherungsweise am Anfang der Simulation zu bestimmen. Bei
unserem einfachen Beispiel des einatomigen Gases werden sich im Laufe der Aquilibrierungsphase
kinetische und potentielle Energie angleichen (wihrend die Gesamtenergie konstant bleibt). E| Wenn
man eine laufende Mittelung durchfiihrt iiber immer ldngere Zeiten oder wenn man Momentanwerte
misst, indem man die Energien nur iiber alle Teilchen mittelt, kann man so bestimmen, wie lange
dieser Prozess dauert und damit die Aquilibrierungszeit abschitzen.

Man kann auch zwei Messungen in sehr verschiedenen Anfangszustinden beginnen und den Zeit-
punkt feststellen, wann die Messungen konvergieren. Dies gibt auch ein einfaches Maf fiir die not-
wendige Aquilibrierungszeit.

5.4.2 Energie, Temperatur

Die potentielle Energie F,,; ist durch das Zeitmittel aller potentiellen Energien gegeben: E,,; =
(Viot({7:})). Bei Paarwechselwirkungen gilt

Byt = Viarl{721)) = 5 3 (V)
1#]

ohne Selbstenergiebeitrage von ¢« = j. Bei periodischen Randbedingungen ist auch iiber Wech-
selwirkungen mit allen Bildern zu summieren (allerdings nicht iiber unphysikalische Wechselwir-

kungen zwischen Bildern)
1 . 5
Epot = 5 Z Z <V(rij + TLL)> .
neZ3 i#j

Die kinetische Energie Ej;, erhilt man durch

-2

1 Kinetische und potentielle werden nicht genau gleich sein, stehen aber in der Regel in einem festen Verhiltnis.
Dies ist eine Folge des Virialsatzes der analytischen Mechanik. Fiir Potentiale V (r) o< 7F gilt Exin = (k/2)Epot
im zeitlichen Mittel.

81



Uber das Aquipartitionstheorem misst man mit Hilfe der kinetischen Energie auch die Tempe-
ratur 7. In (5.2) hatten wir bereits eine momentane Temperatur

N
2 I

T(t) =
() kBNf =1 2m

eingefiihrt (mit Ny = 3N — 3 auf Grund der Abspaltung der Schwerpunktsbewegung, die auf Null
gesetzt werden sollte). Ein zusiitzliches Zeitmittel gibt dann

N
2 7 2
T = )= Eyin 5.27
kBNf;<2m> k‘BNf b ( )
Die spezifische Wirme Cy = 22 = gz ((H?) — (H)?) ist nur bei einer kanonischen MD-

Simulation eine sinnvolle Observable.

5.4.3 Druck

Den Druck p kann man in Prinzip direkt messen, wenn man Randbedingungen gewéhlt hat mit
einem externem begrenzendem abstofilendem “Wand-Potential” V., (7). Das Potential sollte sich nur
in der Richtung 7(7) normal zur Wand &ndern, so dass die entsprechende Kraft ﬁez,i = —ﬁ‘/;x(ﬁ)
auf ein Teilchen i immer senkrecht auf der Wand steht und als die von der Wand augeiibte Gegenkraft
zum Druck p verstanden und gemessen werden kann:

N —
p= <Zﬁ(ﬁ:) : F>

i=1

(5.28)

Man kann den Druck aber auch messen, ohne die Wandkraft auswerten zu miissen und daher auch
ohne explizites Wand-Potential z.B. mit den periodischen Randbedingungen, die wir gewthnlich
wihlen. Zur Druckmessung greift man dann auf die Virialgleichung (Virialsatz) zuriick. Das
Ergebnis ist, dass der Druck p auch durch folgende Kraftmittelung bestimmbar ist:

N
1 . =
pVNkBT3<ZEl r- vﬂ-‘/tot >
= Ej(#i) Fij
Fiy=—F, 1 LA
=" Nk;BT+6<;T1]Fz]> (529)

Dieser Virialsatz ist im Prinzip eine Zustandsgleichung, die Korrekturen zur idealen Gasgleichung
(erster Term) auf Grund von Paarwechselwirkungen enthélt. In Simulationen wird diese viriale
Zustandsgleichung aber zur Druckmessung verwendet.

Zur Herleitung dieser Beziehung starten wir mit der Grofle

N
E i Pi-
i=1

Bei einer Bewegung in einem beschrénkten Volumen V' mit beschrénkten Geschwindigkeiten ist G
beschriankt. Daher verschwindet der Mittelwert der zeitlichen Ableitung:

d Def, Zeitmittel . 1 T d . 1
_— — 1 —_ _ :1 —_ — = .
(@) tin 7 [ ar(§56) = i Fio@ - e =0

G

(5.30)
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Berechnung von %G und Einsetzen ergibt

N . N .
0= <Za 15’> + <ZFﬁ>
i=1 i=1

mit@:Fl’:_vFi‘/tot'i_ Fez,i
S—— ~—~
von WW. von Wand augeiibte Gegenkraft zum Druck p
N
0= 2Ekzn - E T VT Vrtot + E 7?1 Fewﬂ
=1 =1
=3kgTN ! :

Die Grofe (Z T F}) heiBt auch Virial (nach Clausius, von lat. vis = Kraft). Das Virial

hat einen Anteil — <25V=1 7 - ﬁﬂ.Vm> von Wechselwirkungen zwischen Teilchen und einen An-

teil <ZZI\;1 7 ﬁezl> von externen Kriften. Der Virialsatz (5.29) zur Druckmessung ist bewiesen,

wenn wir die Gleichheit <Zfi1 7 ﬁezl> = —3pV fiir den externen Anteil gezeigt haben.

Abbildung 5.5: Ilustration der Druckkraft.

Dazu machen wir uns klar, dass nur Teilchen ¢ am Rand die Druckkraft F,, ; spiiren und auflerdem
fithren wir eine Kontinuumsapproximation durch,

<Zn emz> Z/ Afr G (T) T

indem wir einen Spannungstensor oy, einfiihren; Zn Onm (T)df, misst die m-te Komponente der
gesamten externen Kraft auf das Flachenelement df bei 7

< > ()> >

i in dfbeiT

= (m-te Komponente der Kraft) auf Flichenelement d f bei 7.

Die Gegenkraft zu einem isotropen homogenen Druck entspricht einem Spannungstensor o, =
—pdpm und daher folgt mit dem Satz von Gaufl die Gleichheit:

Af O (7 AV O (0pm (T dVpo,r, = —3pV.
> [ =3 | --x),
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Damit ist der Virialsatz (5.29) zur Druckmessung gezeigt. Die Herleitung zeigt, dass hier nicht

die Wand-Kraft F:m direkt gemessen wird wie in 1D sondern die Wand-Kraft zuerst durch die
inneren Wechselwirkungskréfte ausgedriickt wird, die dann einfacher zu messen sind, auch ohne ein
explizites Wand-Potential einfithren zu miissen.

5.4.4 Paarverteilung

Wir haben schon bei der Druckmessung gesehen, dass Paarabsténde 7;; wesentlich eingehen
und daher Positionskorrelationen von Teilchenpaaren i, j eine wichtige Rolle spielen kénnen. Wir
werden diese Korrelationen mit Hilfe der Paarverteilungsfunktion ¢(r) messen. Diese gibt zum
einen direkt Auskunft iiber die Struktur des Systems, z.B. iiber Nachbarschaftsverhéltnisse oder
Anordnung der Teilchen in den verschiedene Phasen. Zum anderen kann die Paarverteilungsfunktion
benutzt werden, um die Virial-Zustandsgleichung in eine andere Form zu bringen.

(i) Wir beginnen mit der mittleren lokale Teilchendichte ¢! (7) am Ort 7,

N
<Zﬁw-m>:mm®, (5.31)

wobei p = N/V die Teilchendichte ist. Die lokale Teilchendichte hat folgende Eigenschaften:

e Die Normierung ist durch pfvd?’*Fg(l)(f') = N gegeben.
e Bei Translationsinvarianz gilt ¢(*) (7) = const = 1.

e Bei periodischen Randbedingungen werden Bilder mit einbezogen,

pgV(7) = ZZ< (7 — r2+nL))>

neZ3 i=1
> 0@ = gD+ ),
und ¢V (7) ist auch periodisch. Die Normierung im urspriinglichen Volumen V' bleibt erhalten.

(ii) Als niichstes definieren wir die mittlere Teilchenpaardichte g(? (7, #") fiir ein Paar bei #* und

—y

™,

<Za<fa->a<f* f>>pg<>< ) (5:2)

i#]

mit folgenden Eigenschaften:
e Die Normierung ist p? [, d% [d%" g (7,7") = N(N — 1).
e Bei Translationsinvarianz hingt ¢® nur von Relativvektoren ab, g(? (7,#) = ¢ (7 — ).

e Bei periodischen Randbedingungen gilt

g -y ¥ Z< 7 — (F + nL)3(7 — (7 +rrfL))>

nezZ3 meZ3 i#j
@7 = o D(FrLnl & ]
= ¢gY ) =g (F+nL, 7 +mL)
und ¢ (7, ) ist periodisch in beiden Argumenten. Die Normierung im urspriinglichen Volu-
men V bleibt erhalten.

e Bei Isotropie, also insbesondere wenn die Paarwechselwirkung V' = V (|F]) ein Zentralpoten-
tial ist gilt, und bei Translationsinvarianz gilt

9@ (7 —7") = g(IF = 7I), (5-33)
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d.h. ¢® hingt nur vom Relativabstand der Teilchen ab.

(iii) Die Beziehung ([5.33)) definiert bei Isotropie und Translationsinvarianz die radiale Paarver-
teilungsfunktion g(r) mit der Bedeutung

pg(r)4mr?dr = mittlere Teilchenzahl in [r,r 4 dr],
wenn ein Teilchen bei r = 0. (5.34)

Die Normierung ist
/drpg(r)4ﬂ'r2dr = p/d3f’g(2)(f’— )
ranslationsinv. 1 J— 2 —
Translat vp/ddr/d‘sf*g(z)( —)=N-1
im Einklang damit, das wir noch N — 1 andere Teilchen im System haben aufler dem Teilchen bei
r = 0.
Die Messung der Paarverteilungsfunktion g(r) erfolgt iiber ein Histogramm der Paarabstéinde:
e Bei periodischen Randbedingungen macht eine Messung von ¢(r) nur Sinn auf einem Intervall
0<r<L/2 wenn V = L x L x L das Simulationsvolumen ist.
e Fiir das Histogramm wird das Intervall 0 < r < L/2 in Ny “Bins” der Linge Ar = L/2Ng
aufgeteilt, die jeweils um r; = Ar/2+ (I — 1)Ar (I =1,..., Ng) zentriert sind.

e Gemessen wird zu jeder Zeit ¢:
pi(t) = Zahl der Paare ¢ # j mit Abstand (I — 1)Ar =r; — Ar/2 < |7 < r + Ar/2 = [Ar.
Bei periodischen Randbedingungen werden dabei auch Paare mit periodischen Bildern von
Teilchen beriicksichtigt (wenn r < L/2 braucht man nur die ndchsten periodischen Bilder
beriicksichtigen).
Dann erfolgt eine Zeitmittelung, um den Mittelwert (p;) zu bestimmen, der direkt proportional
zu g(ry) ist:

5-32) 3
w2 v [ 27 ()
re[r—Ar/2,r+Ar/2]

~ Nog(r) 5 (180° = (1 - DAY)

AV,

_ {pr)
AVipN~

= g(m)

Die Paarverteilungsfunktion g(r) hat folgende Eigenschaften:

e g(r) =1 fiir r — oo,
es gibt keine Korrelationen zwischen unendlich weit entfernten Teilchen:

Lo . |77 | =00 L R N(N -1 N>1
<Z5(T—”)5(’ﬂ—ra’)> ~ Y (8(F—7)) <5(V—Tj)>=%02 S
i i

daher gilt wegen der Definition (5.32)) g(r) ~ 1.

e g(r) = 1 fiir ein ideales Gas, da es dort keine Korrelationen gibt und alle Teilchen unabhiingig
sind.

e Wenn wir “harte” Teilchen haben, die sich fiir Entfernungen kleiner als ein Teilchendurchmes-
ser D nicht durchdringen konnen, kénnen sich keine Teilchen im Abstand r» < D aufhalten,
so dass g(r) = 0 fir r < D gilt.
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Abbildung 5.6: Links: Typische Paarverteilungsfunktion g(r) in der Gasphase von harten Teilchen

mit Durchmesser D mit anziehender Wechselwirkung. Die Paarverteilung hat nur
ein Maximum beim wahrscheinlichsten Teilchenabstand. Rechts: Typische Paarver-
teilungsfunktion g(r) in der fliissigen Phase mit mehreren Maxima. Die Teilchen
besitzen eine Nahordnung und ordnen sich in Schalen an.

e In der Gasphase einer einfachen Substanz hat g(r) typischerweise nur ein Maximum bei einem

r, das den wahrscheinlichsten Teilchenabstand anzeigt. Er sollte ungefihr im Mimimum eines
anziehenden Wechselwirkungspotentials liegen und etwas grofler sein als der Teilchendurch-
messer, sieche Abbn. und links. Bei sehr kleinen Dichten wird das Maximum von g(r)
genau dort liegen, wo V() minimal wird, da z.B. fiir nur 2 Teilchen die Abstandsverteilung
genau die Boltzmann-Verteilung g(r) = exp(=V (r)/kpT) wird, siehe Gl. unten.

Bei einer Fliissigkeit hat g(r) typischerweise mehrere Maxima bei r, die Vielfachen des Po-
tentialmininimums sind und deren Hohen mit zunehmendem r monoton abnehmen. Zwischen
den Maxima gibt es Minima und g(r) oszilliert um den Wert 1, der fiir » — oo angenommen
wird. Die Maxima haben ihre Ursache in einer typischen Nahordnung der Teilchen in ei-
ner Fliissigkeit, bei der sich Teilchen in “Schalen” anordnen, siche Abbn. rechts und
Mitte.

In einer kristallinen Phase hat g(r) dagegen unendlich viele Maxima auf Grund der lang-
reichweitigen Kristallordnung, siehe Abb. rechts.

5.4.5 Paarverteilung und Virialentwicklung

Die Paarverteilungsfunktion g(r) kann auch benutzt werden, um die Virialgleichung (5.29) auf
eine anschaulichere Form zu bringen:
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Abbildung 5.7: Oben: Paarverteilungsfunktion g(r) fiir Lennard-Jones System bei kT = 1.0e
und fiir ¢ = 1 aus MD-Simulation. Unten: Typische Teilchenkonfigurationen. Links:
Gas bei Dichte p = N/V = 0.010~3. Mitte: Fliissigkeit bei Dichte p = N/V =
0.50 3. Rechts: Kristall bei Dichte p = N/V = 1o73. (Quelle: Iacovella, Christopher
R. (2006). Molecular Dynamics simulation of a Lennard-Jones gas. Glotzer group.
Depts of Chemical Engineering, Materials Science & Engineering, Macromolecular
Science, and Physics, University of Michigan.)

Damit kann ([5.29) umgeschrieben werden zur sogenannten Virial-Zustandsgleichung

v _ 21 p /Oo 3 '
Nk — 1 3 5T o drreg(r)V'(r). (5.35)

Wir sehen, dass sich fiir eine attraktive (repulsive) Wechselwirkung mit V'(r) > 0 (V'(r) < 0) auch
ein kleinerer (groflerer) Druck p einstellt wie erwartet.

Um aus eine Zustandsgleichung in thermodynamischen Groflen zu gewinnen, bendtigen wir
noch eine Theorie fiir die Paarverteilung g(r). Hier gibt es in der Theorie der Fliissigkeiten zahlrei-
che Niherungsmethoden (Percus-Yevick, hypernetted chain, usw.). Wir wollen hier die einfachste
Theorie kurz vorstellen fiir ein Fluid mit geringer Dichte. Diese Entwicklung fiir kleine Dichten
wird auf die ersten Ordnungen der Virialentwicklung fiihren.

Dafiir betrachten wir zunéchst nur zwei Teilchen, von denen das erste Teilchen bei r = 0 sitzt. Da
wir alle anderen Teilchen ignorieren wollen, ist das zweite Teilchen dann Boltzmannverteilt mit dem
Paarwechselwirkungspotential V(7). Daher bekommt man

g(r) ~ e V)/kBT, (5.36)

Einsetzen in die Virial-Zustandsgleichung ([5.35)) ergibt (8 = 1/kgT)

o o0 1\ d
3,—BV()V! () — 32 ) 2 (e BV 1
/o drr’e V'(r) /0 drr ( 5) o (e )
partiell 3kBT/ drr? (eiﬁv(r) - 1) )
0

wo wir die “-1” in der ersten Zeile eingefiihrt haben, um bei der partiellen Integration sicherzustellen
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dass bei r — co mit V() — 0 auch die Randterme verschwinden. Dies ergibt dann in (5.35)

PV o [T a2 (e-BVe)
NkBT_l 277/0 drr (e 1) P (5.37)

= By(T) = 2. Virialkoeffizient

Dies sind die ersten beiden Terme o p® und « p! der Virialentwicklung, die eine Entwicklung in
der Dichte p ist.

Fiir das Lennard-Jones Potential V(r) = V1,5(r) erhalten wir fiir den 2. Virialkoeffizienten

a
kT
mit vy ~ o ~ ausgeschlossenes Volumen

N No3
KAy 570 ~ mittlere Wechselwirkungsenergie pro Teilchen (5.38)

%

BQ(T) ~ Vo —

Laut Gl stammen positive Anteile an By(T') von Regionen mit V() > 0 (diese sind typi-
scherweise durch die abstofenden Potentialteile bestimmt) und negative Anteile von Regionen mit
V(r) < 0 (diese sind hauptséchlich durch die anziehenden Potentialteile bestimmt). Entsprechend
stammt in der erste positive Beitrag vy von der Born-AbstoBung fiir » < o und gibt somit
das ausgeschlossene Volumen wieder. Der zweite negative Beitrag stammt von der van-der-Waals
Anziehung. Mit dem Volumen pro Teilchen v = V/N = 1/p kénnen wir dann die Virialentwicklung

(5.37)) in folgende Form bringen:

(p + %) (v — vo) = kpT. (5.39)

Dies ist genau die bekannte Van-der-Waals Zustandsgleichung mit dem Eigenvolumen vy und
dem Binnendruck a/v?, der angibt, wie die attraktive Wechslwirkung zwischen den Lennard-Jones
Teilchen den Druck auf die Wéande reduziert.

Reale Van-der-Waals Gase mit der Zustandsgleichung (5.39) zeigen eine Instabilitét fiir

8 a a €

kpT < kpT.,= —— ~ dp<pe= —s ~ —,

B Ble = ot TSP S e T onr Y

die einer Kondensation, d.h. einem fliissig-gasférmig Phaseniibergang 1. Ordnung ent-

spricht, der dann im Koexistenzbereich mit der iiblichen Maxwell-Konstruktion beschrieben

wird. Der Punkt (p.,T.) ist ein kritischer Punkt, wo der Phaseniibergang kontinuierlich wird.

Das typische Phasendiagramm eines einfachen Edelgases wie Argon ist schematisch in Abb.
gezeigt.

5.4.6 Nachweis von Phaseniibergangen

Am Beispiel des Kondensationsiiberganges eines einfachen einatomigen Gases wie dem Lennard-
Jones-Fluid wollen wir noch kurz diskutieren, wie man in eine MD-Simulation einen Phaseniibergang
1. Ordnung nachweisen und untersuchen kann.

1) Zum einen konnen wir einfach Kurven der Gesamtenergie (oder auch der potentiellen oder
kinetischen Energie) E = E(T) als Funktion der Temperatur (oder auch des Drucks) messen,
die am Phasentiibergang 1. Ordnung eine Diskontinuitit aufweisen sollten.
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Abbildung 5.8: Schematisches Phasendiagramm von einem Edelgas wie Argon im p-T-Diagramm.
Alle Linien sind Phaseniibergéinge 1. Ordnung, im kritischen Punkt (p.,T,) ist der
fliissig-Gas Ubergang kontinuierlich. Die Van-der-Waals Zustandsgleichung
beschreibt den fliissig-Gas Ubergang.
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Ein Problem dabei ist die Hysterese an ei-
nem Phaseniibergang 1. Ordnung. Die eigentliche
Ubergangstemperatur Tpr (die durch die Gleich-
heit der freien Energien G(T,p) der beiden ko-
existierenden Phasen bestimmt ist) liegt irgendwo
zwischen den Endpunkten der Hystereseschleife,
T, < Tpr < T und ist daher schlecht zu bestim-
men auf diese Art.

2) Eine bessere Methode besteht darin, direkt koexistierende Phasen zu simulieren. Bei pe-
riodischen Randbedingungen muss man dazu ein System mit zwei Grenzflichen, wie in der
Abb. skizziert, praparieren.

J*

L

Bei einer mikrokanonischen Simulation bei festem
FE im Koexistenzbereich, kénnen sich die Phasen
ineinander umwandeln und die Grenzflichen ver-
schieben. Dadurch wird sich die Temperatur ge-
nau auf T' = Tpr einstellen: Ist z.B. T < Tpr,
wird das System durch Kondensation die fliissige
Phase weiter vergréflern; Dadurch wird aber la-
tente Wéarme frei, die wiederum die Temperatur
erhoht. Entsprechendes passiert bei T' > Tpr, so
dass das System nach T = Tpp konvergiert, was
eine bequeme Bestimmung von Tpr erlaubt.

Man kann dann auch eine Druckmessung durchfiihren und so die Dampfdruckkurve p =

p(Tpr) bestimmen, wenn man verschiedene Energien durchsimuliert. Offensichtlich ist die-

se Methode aufwendiger bei der Priaparation und Initialisierung des Systems.

Man kann auch die Paarverteilung g¢(r) fiir verschiedene E messen. Sobald man mehr als
ein Maximum findet, ist dies ein Anzeichen, dass man in der fliilssigen Phase ist. Auch hier
kann es Probleme mit der Hysterese geben. Diese Methode ist auflerdem nicht ganz eindeutig:
auch ein System ohne thermodynamischen fliissig-Gas Ubergang wie z.B. harte Kugeln zeigt
einen Ubergang von einem zu mehreren Maxima in g(r).
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5.5 Kanonische MD Simulation

MD-Simulationen im kanonischen Ensemble bendtigen Thermostaten. Wir
erldutern den isokinetischen, den Berendsen- und den Nosé-Hoover Thermo-
staten.

Bisher haben wir die MD-Simulation bei fester erhaltener Gesamtenergie E' mikrokanonisch durch-
gefiihrt. Man kann aber auch bei fester Temperatur 7' im kanonischen Ensemble simulieren.
Dann sollte man eine Methode finden, die zu Boltzmannverteilten Energien

p(E) ~ e F/keT (5.40)

fiihrt. Dazu verwendet man sogenannte Thermostaten, die das umgebende Wérmebad, mit dem
das System Energie austauschen kann, ersetzen miissen.

5.5.1 Isokinetischer Thermostat

Sehr einfach zu implementieren ist der isokinetische Thermostat, bei dem in jedem Zeitschritt alle
Geschwindigkeiten reskaliert werden

i(t) = a(t)vi(t), (5.41)
so dass die momentane Temperatur aus ([5.2)
_ 2
n kBNf i—1 2m

T(t)

(Ny = 3N — 3 auf Grund der Abspaltung der Schwerpunktsbewegung, die auf Null gesetzt werden
sollte) fest auf der vorgegebenen Temperatur T bleibt. Dies wird durch die Wahl

alt) = <Tft))l/2 (5.42)

erreicht. Wir bemerken, dass dadurch auch ) #; = 0 erhalten bleibt und keine Schwerpunkts-
geschwindigkeit generiert wird. Der Name isokinetischer Thermostat riihrt daher, dass durch
(5.41) und (5.42| auch die kinetische Energie konstant gehalten wird.

Ein Problem beim einfachen isokinetischen Thermostaten ist jedoch, dass dieser i.Allg. nicht zur
gewiinschten Boltzmann-Verteilung (5.40) der Energien fiihrt.

5.5.2 Berendsen-Thermostat

Einer ganz #hnlichen Idee wie der isokinetische Thermostat folgt der Berendsen-Thermostat [8].
Auch dort werden Geschwindigkeiten wie in umskaliert, allerdings mit einem Reskalierungs-
faktor a(t), der eine zusitzliche Zeitkonstante 7 enthilt, die eine zusétzliche Zeitverzogerung
des Berendsen-Thermostaten beschreibt:

alt) = [1 + f—Tt (Tft) - 1” 1/2, (5.43)

wobei At der Integrationszeitschritt der MD-Simulation ist. Fiir 70 = At antwortet der Berendsen-
Thermostat instantan und ist dquivalent zum isokinetischen Thermostaten (5.42)). Fiir 7o > At
wird die Antwort allerdings stark verlangsamt.

Auch der Berendsen-Thermostat hat das Problem, dass er i.Allg. nicht zur Boltzmann-Verteilung

(5.40) der Energien fiihrt.
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5.5.3 Nosé-Hoover Thermostat

Eine bessere Losung stellt der Nosé-Hoover Thermostat dar (nach Shuichi Nosé (1951-2005) [9]
und William Graham Hoover [10]), der wirklich eine kanonische Boltzmann-Verteilung (5.40) der
Energien gewéhrleistet.

Beim Nosé-Hoover Thermostaten beschreibt man das Wéarmebad durch eine neue dynamische Hilfs-
variable s mit einer “Masse” () und einem kanonischen Impuls ps = @Q$. Die Hilfsvariable s(¢) hat

die Bedeutung eines Skalenfaktors fiir die Zeit
dr

§=—
dt’

wobei 7 eine virtuelle Zeit und ¢ die reale Zeit sind. Die Idee ist nun, auch virtuelle Orte pg; und
Impulse 7; zu definieren mit einer zugehorigen Hamiltonfunktion Hyose ({7}, {7}, s, ps), so dass das
mikrokanonische Ensemble fiir Hyose dquivalent zum kanonischen Ensemble fir H ({7}, {p}) wird.

Die virtuellen Orte kénnen gleich den realen Orten gewéhlt werden,

—

Pi = 7.
Damit gilt dann fiir die virtuellen Geschwindigkeiten
5 dp _ 1dri 1

—

Pi=ar Tsat s "

Die Nosé Lagrange-Funktion lautet

Dnse = 3 2578 — Vi) + 2 - %ms (5.44)
? ————
U R

mit einer Konstanten C' und § = 1/kgT. Der virtuelle Impuls ist dann

- 8LNose 25 2, —
= — = mMS°p; = MST; = Sp;
OF
und der zu s konjugierte Impuls
aLNose Q .
s — N = s.
P ds
Damit erhélt man den Nosé-Hamiltonian
1 72 p? O
Hyose = — L + Vit ({7 = 4+ —Ins. 5.45
Nose = D5+ w({PD) +55 + 5 s (5.45)

K2

= H({7},{p})

Man kann nun zeigen, dass fiir das kanonische Mittel einer Observablen O gilt:

O D)) vvr = (O} {7/5}))Nose

kanonisches Mittel mit H  mikrokanonisches Mittel mit Hyoge

o . 1 .
= Nosé-Zeitmittel in .rea o Zeit,
virtueller

Ny

wenn CZ{ Npf1

} gewahlt wird.
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Beweis:

Ein vollstdndiger Beweis findet sich in Frenkel [1], wir zeigen hier lediglich Z,,x Nose(E, N, V) =
constZ (T, N, V) fiir die Zustandssummen. Das heifit, dass die mikrokanonische Zustandssumme
ZmkNose(E, N, V) (in virtuellen Groflen berechnet) mit dem Nosé-Hamiltonian Hyose mit der ka-
nonischen Zustandssumme Zg (7T, N,V) im NVT-Ensemble bis auf eine Konstante iibereinstimmt,
wenn C' = Ny +1 = 3N +1 gewéhlt wird. Dazu bilden wir zunéchst die mikrokanonische Zustands-
summe in den virtuellen Impulsen 7; = sp; und p; = 7; und den beiden Warmebadkoordinaten s
und py:

oo ose(By N, V) = / ds / dp, / PN 7 / 0N 55 [ Hxose ({7}, {7}, 5, ps) — E]

-/ /dps/d‘w”/d?’N N5 ({f},{ﬁ})+552+0kBT1nsE}

= f(s)

Nun benutzen wir die Regel zum Variablenwechsel in einer -Funktion,

/ds5(f(s)) = /dSM, wenn f(sg) = 0 einzige Nullstelle.

|f/(s)]
Hier gilt
fls0) =0 = = 1 E—-H- ﬁ
So) — Sp = exXp ijBT QQ
f’(s) = CkBTé
und damit

1 1 p?
3N > [ 3Nz 3N+1 _ g Ps
Zom Nose(E, N, V) /ds /dps /d /d Neg CkBT(S {s exp (CkBT (E H - ))}

2
_ /dps /d3Nﬁ/d3NF CleT exp (géVk;Tl (E — B P - %)) .

Wenn wir C' = 3N + 1 = Ny + 1 wéhlen, folgt

Zosison BNV = | [0 / 7 oxp (- LR )|

1 Ds
[ s C’fBT P (kBT <E B 262))}

= Z,(T,N,V) x const

wie behauptet.

Insgesamt folgt aus der Dynamik virtueller Groflen mit Hyoge folgende Dynamik fiir die realen
Groflen 7, p, t und die neue Hilfsgrole £ = p,/Q

L Di
T = —
m
Pi = =V Vier — Epi
=2
_ AN 5.46
¢ (ﬂn ﬁ)Q (5.46)

wobei C' = Ny gewéhlt werden muss. Dies ist der Nosé-Hoover Thermostat, wobei der zusétzliche
Freiheitsgrad ¢ die Kopplung an das Wérmebad ausmacht. Der Nosé-Hoover Thermostat hat fol-
gende Eigenschaften:
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(15.46) zeigt, dass die Fy;, nach

relaxiert.
Der Gesamtimpuls ), p; = 0 ist erhalten fiir Paarkriifte. Daher ist Ny = 3N — 3.
Wenn @ grof (klein), reagiert das Wérmebad langsam (schnell).

Mit (5.46) gilt Zeitmittel = kanonisches Mittel = Nosé-Zeitmittel und der Nosé-Hoover Ther-
mostat fithrt wirklich zu einer Boltzmann-Verteilung der Energien.
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5.7 Ubungen Kapitel @

1. 2D Lennard-Jones-Fluid

Schreiben Sie eine Molekulardynamik Simulation fiir N identische Teilchen der Masse m = 1 mit
paarweiser Lennard-Jones-Wechselwirkung

1\ 12 1\ 6
Vir)=4||( - - = 5.47
o[- (9] o
(d.h. Léangen werden in Einheiten von o und Energien bzw. kg7 in Einheiten von e gemessen).
Benutzen Sie periodische Randbedingungen in einem zweidimensionalen System der Grofle A =

L x L. Verwenden Sie einen Cutoff r. = L/2 bei der Kraftberechnung. Verwenden Sie den Verlet-
Algorithmus mit Zeitschritt A = 0.01 (oder kleiner bei hohen Temperaturen) zur Integration.

a) Initialisierung:

Setzen Sie die N = 16 Teilchen zu Beginn auf Plétze 7(0) = £ (1+2n, 14+ 2m)L mit n,m =0,...,3 in
der Box [0, L] x [0, L]. Wihlen Sie die Anfangsgeschwindigkeiten so, dass Zfil ¥;(0) =0, d.h. dass
die Schwerpunktsgeschwindigkeit zu Beginn gleich 0 ist. Schreiben Sie dass Programm so, dass Sie
die Geschwindigkeiten umskalieren kénnen, um bei einer gegebenen “Anfangstemperatur” T'(¢ = 0)
starten zu kénnen.

b) Messung/Aquilibrierung:

Berechnen Sie die Schwerpunktsgeschwindigkeit % Zf\il ¥; als Funktion der Zeit. Berechnen Sie die
Temperatur T'(¢) als Funktion der Zeit.

Berechnen Sie die potentielle Energie Epq(t) = SN L V(F - 7j]) und die kinetische Energie

i<j=1
Eiin(t) = Y1, 197 als Funktion der Zeit.

Nach wie vielen Zeitschritten dquilibriert Ihr System?

¢) Messung:

Nachdem ihr System dquilibiriert ist, messen Sie die Temperatur T und die Paarkorrelationsfunktion
g(r). Dazu fiihren Sie nach der Aquilibrierungsphase eine Mittelung iiber 10* bis 10° Zeitschritte
durch (abhiingig davon, wie lange Sie warten méchten).

Messen Sie diese Groflen fiir N = 16, L = 8 und bei zwei verschiedenen “Anfangstemperaturen”
T(0) =2 und T(0) = 0.2.

Versuchen Sie, dass System in einen fliissigen und/oder festen Zustand zu bringen, indem Sie fiir
die Systemgrofle L schrittweise erniedrigen fiir festes N = 16 (Dichteerhéhung). Untersuchen Sie
Anfangstemperaturen 7'(0) = 0.5 und 7'(0) = 2. Benutzen Sie die Paarkorrelationsfunktion, um den
fliissigen (oder festen) Zustand zu erkennen.

d) Thermostat:

Implementieren Sie einen einfachen isokinetischen Thermostaten (Geschwindigkeitsumskalierung).
Untersuchen Sie wieder das System N = 16 und L = 8 und senken Sie die Temperatur 7" von 7' =1
in Schritten AT = 0.1 bei einer Dichte p = 0.5. Wann bildet sich eine fliissige oder feste Phase?
Sehen Sie Phasenkoexistenz? (Benutzen Sie wieder die Paarkorrelationsfunktion, um den fliissigen
oder festen Zustand zu erkennen.)
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6 Partielle Differentialgleichungen

Literatur zu diesem Teil:

Dies ist ein zentrales Thema in der numerischen Mathematik mit vielen physikalischen Anwendun-
gen. Es gibt umfangreiche Literatur, sowohl von Seiten der numerischen Mathematik, z.B. Numerical
Recipes [1}, 2], als auch von Seiten der Computerphysik, z.B. Fitzpatrick [3], Koonin/Meredith|4],
Gould/Tobochnik [5].

Die numerische Losung partieller Differentialgleichungen ist ein wichtiges Gebiet der nume-
rischen Mathematik mit zahlreichen Anwendungen in der Physik von elektromagnetischen, iiber
mechanische zu hydrodynamischen und quantenmechanischen Problemen (und wahrscheinlich vie-
les mehr). Wir kénnen dieses grofie Gebiet der numerischen Mathematik hier nur sehr unzureichend
andiskutieren. Wir beginnen mit einer exemplarischen Diskussion von vier in der Physik wichti-
gen Typen/Beispielen von partiellen DGLn mit einfachen Losungsverfahren durch Diskretisierung
(finite Differenzen).

1) Die Poisson-Gleichung der Elektrostatik fiir das Potential ¢(7) eine Ladungverteilung p(7)

Ap=—p(7) | (6.1)

im Volumen V. Wir haben zur Diskussion der numerischen Lésung hier eine besonders einfache
Form der Poisson-Gleichung gewéhlt, um im Weiteren Schreibarbeit zu sparen; gegeniiber
der Poisson-Gleichung der E-Statik in SI-Einheiten A¢ = —p(¥)/eo fehlt der Faktor 1/eg;
gegeniiber der Poisson-Gleichung der E-Statik in GauB-Einheiten A¢ = —4mwp(7) fehlt der
Faktor 47; in vielen Biichern wird die numerische Losung auch einfach an Hand von A¢ = p(7)
ohne das Vorzeichen diskutiert. Die partielle DGL ist elliptisch und es handelt sich um
ein statisches Randwertproblem:

Die Randbedingungen fiir ¢ (Dirichlet) oder V¢ (Neumann) sind auf dem Rand OV gegeben.

2) Die Wellengleichung fiir eine Funktion u(z,t)

Ppu=vPu | (6.2)

Diese partielle DGL ist hyperbolisch und es handelt sich um ein Anfangswertproblem
(Cauchy-Problem):

u(x,0) und 4(xz,0) sind bei t = 0 gegeben, und wir fragen nach der Zeitentwicklung. Wenn
x € [0, L] ein endliches Intervall (z.B. bei stehender Welle) miissen auch Randbedingungen
u(0,t) und u(L,t) fiir t > 0 gegeben sein.

3a) Die Diffusionsgleichung z.B. fiir ein Konzentrationsfeld c(x, t)

’ dyc = DO*c ‘ (6.3)

Diese partielle DGL ist parabolisch, und es handelt sich ebenfalls um ein Anfangswert-
problem.

3b) Die Schrédingergleichung fiir die quantenmechanische 1-Teilchen Wellenfunktion ) (z, t)

ihdwp = Hip (6.4)
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mit einem Hamiltonoperator H = —(h2/2m)d% + V(z) in Ortsdarstellung. Diese partielle
DGL entspricht (fiir den freien Fall V' = 0) Diffusion in “komplexer Zeit”, und es handelt sich
ebenfalls um ein Anfangswertproblem.

Der numerische Ansatz ist in allen Fillen das Differenzverfahren:

Wir diskretisieren die Ortsableitungen auf einem (mehrdimensionalen) Gitter, der einfachste
Diskretisierungsansatz fiir die t-Abhéngigkeit in 2) und 3) ist die Euler-Diskretisierung, siehe auch
Kapitel zu gewoOhnlichen DGLn. Eine wichtige Frage dabei wird die numerische Stabilitét der
Verfahren betreffen, die entscheidend von der Diskretisierung abhéngen kann.

6.1 Poisson-Gleichung

Die eindimensionale Poisson-Gleichung mit Randbedingungen kann nume-
risch durch Schussverfahren und iterative Verfahren wie Jacobi-Iteration, Gauf-
Seidel-Iteration oder Relaxationsverfahren gelost werden. Fiir die zweidimensio-
nale Poisson-Gleichung diskutieren wir ebenfalls Iterationsverfahren.

Wir wollen zuerst die Poisson-Gleichung fiir das elektrostatische Potential ¢(7) einer Ladungs-
verteilung p(7)

] A¢ = —p(7) \

(wieder ohne Faktor 1/¢¢, sieche oben) mit Randbedingungen numerisch 16sen. Wir beschrénken uns
auf die Félle einer und zwei Raumdimensionen.

Abbildung 6.1: Links: Siméon Denis Poisson (1781-1840), franzosischer Physiker und Mathema-
tiker. Mitte: Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), deutscher Ma-
thematiker. Rechts: Carl Neumann (1832-1925), deutscher Mathematiker. (Quelle:
Wikipedia).

6.1.1 1D Poisson-Gleichung

Zunichst beginnen wir mit der eindimensionalen Poisson-Gleichung

026 = () (65)
wobei es verschiedene Sorten von Randbedingungen gibt:
Dirichlet : links  ¢(z1) = ¢ rechts  ¢(x2) = ¢r
Neumann : O P(x1) = —E) 0z 9(xr) = —E;
oder gemischt 1920 1) + BOd(Tr1) = Yo
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Die eindimensionale Poissongleichung ist keine partielle DGL (die Funktion ¢(z) hingt nur
von einer Koordinate x ab), sondern ein Randwertproblem fiir gewshnliche DGL 2. Ord-
nung. Wir werden an Hand der eindimensionalen Poisson-Gleichung aber einige wichtige numerische
Losungsalgorithmen (Schussverfahren, finite Differenzen, usw. siehe unten) einfiihren.

Auflerdem treten Randwertprobleme fiir DGLn 2. Ordnung der allgemeinen Form

L V= @) | (6.6)

mit Randbedingungen B (z1,%(21),% (21)) = 0 und Ba(z2,¥(x2), 9’ (22)) = 0 sehr hiufig in der
Physik auf und fiir diese kann man die gleichen numerischen Lisungsalgorithmen wie fiir die eindi-
mensionale Poissongleichung benutzen. Dies gilt insbesondere, wenn die DGL eine lineare
DGL ist. Wir wollen diesen Punkt mit einigen Beispielen fiir Randwertprobleme der Form
aus der Physik belegen:

e Stationire Eigenwertprobleme nach Abseparation der Zeit:

— Stationére Schrodingergleichung in 1D
2

@) 4V (@)le) = Bu() (= ihd)

nach Separationsansatz ¢ (z,t) = ¥ (x)
chen in einer Box ¢(x1) = 0 und t(z2) = 0.

— Normalmoden von Wellengleichungen

002 = —wu (= 0tu)

e~ Ft/T it Randbedingungen, z.B. fiir ein Teil-

nach Separationsansatz u(z,t) = u(x)e™?

die Normalmoden erfiillen miissen.

mit vorgegebenen Randbedingungen, die auch

e Reduktion hoherdimensionaler Poisson-Gleichung oder Eigenwertprobleme durch Separation
oder Fouriertrafo:

— Radiale Schrodingergleichung (H-Atom) fiir ¢,,;(r) nach Separationsansatz 1 (r, p,d) =
On1(1)Yim (p,9). Randbedingungen fiir ¢,,;(r) sind dann Normierbarkeit, d.h. ¢,;(c0) = 0.
Der Startwert bei » = 0 kann zunéchst beliebig gewihlt werden und wird durch die
Normierung nachher festgelegt.

— Poisson-Gleichung, z.B. folgendes Randwertproblem in zwei Dimensionen:
' !

p=A
=0 —> < 9=0 A¢ = ¢+ 92¢ = 0 (keine Ladun-
gen), mit Dirichlet-Randbedingungen
¢(x,b) = A(zx) wie in der Abb. skizziert.

=0

Nach Fouriertrafo beziiglich der z-Koordinate, c{)(km, y) = [ dee=*=T¢(x,y) oder ¢p(z,y) =
dky 7
27

(kz,y)e*=® bekommen wir eine Gleichung
936 — k3o =0

also wieder ein eindimensionales Problem der Form (6.6). Die Randbedingungen haben
hier zwei Effekte. Zunéchst fithren sie dazu dass nur diskrete k, ,, = nm/a in der Fourier-
darstellung von ¢(xz,y) vorkommen, also gilt ¢(z,y) = >, én(y) sin(ks,,x). Zum anderen
miissen wir das verbleibende eindimensionale Problem 8§¢n - k%,n¢’ﬂ = 0 mit Randbe-
dingungen ¢, (0) = 0 und ¢, (b) = A, losen, so dass A(z) = >, Ay sin(k; ,2) am oberen
Rand gilt.
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Nun wollen wir uns mit einigen numerischen Lésungsmethoden fiir die eindimensionale Poissonglei-
chung (6.5)) vertraut machen. Wir werden im Folgenden Dirichlet-Randbedingungen ¢(z1) = ¢; und
@(x2) = ¢ stellen. Andere Arten von Randbedingungen funktionieren analog.

Schussverfahren

Dort 16sen wir zuerst das gewdhnliche (linksseitige) Anfangswertproblem

8§¢($) = —p(x) mit ¢(x1) =¢ und O,¢(x1) =«

numerisch mit den Verfahren aus Kapitel (z.B. Euler oder Runge-Kutta), wobei o unser Schuss-
parameter sein wird. Das Ergebnis ist eine numerisch definierte Funktion f(a) = Losung ¢(x2),
die uns die Losung am rechten Rand als Funktion der Steigung o am linken Rand gibt.

Die Idee ist nun folgende: Wir &dndern den
Schussparameter o am linken Rand x, bis
die Losung am rechten Rand x5 die Rand-
bedingungen erfiillt, also bei Dirichletschen
Randbedingungen den gewiinschten Wert ¢,
trifft.

numerisch 16sen, um die zweite Dirichlet-Randbedingung ¢(z2) = ¢, zu erfiillen. Dazu verwenden
wir numerische Verfahren zum L&sen beliebiger Gleichungen wie z.B. das Newton-Raphson Verfah-
ren, die wir spéter in Kapitel [7.2] kennenlernen werden.

Diskretisierung in x und iterative Verfahren

Mit Hilfe einer Diskretisierung der z-Koordinate wird aus der linearen DGL eine lineare Finite-
Differenzen-Gleichung. Diese kann mit numerischen Lésungsmethoden fiir lineare Gleichungs-
systeme bearbeitet werden.

Das heif3t, wir diskretisieren mit einer Gitterkonstanten A die z-Koordinate, so dass

p(z) = ¢i = ¢(iA) p(x) = pi
) . X —x
r1 —1=0 To — 1= 2A1:N
Dann wird aus der Poisson-Gleichung ([6.5)
Gi—1 — 20 + ¢;
03¢ ~ = (6.7)

im Inneren i = 1,...,N — 1, wobei wir die diskretisierte Darstellung (3.4) der 2. Ableitung aus
Kapitel [3| verwendet haben. Am Rand gilt

| do=9(a1) = ¢ und ¢ = é(22) = ¢ | (6.8)
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Die Gleichung (6.7) ist eine lineare Gleichung, die wir auch in Matrixform schreiben kénnen

A- 5: a (6.9)
mit
-2 1 0
) 1 -2 1
A=— tridiagonale (N — 1) x (N — 1) Matrix
1 -2 1
0 1 -2
b1 P1 h1
. b2 . P2 110
¢ = . und 7= — . x|
ON-1 PN-1 b
——

—_———
Quellen Randbed.

Dieses lineare Gleichungssystem ldsst sich natiirlich mit den numerischen Standardmethoden fiir
lineare Gleichungssysteme l6sen, z.B. Gau-Jordan-Eliminierung (in O(N?) Operationen) oder
durch LU-Zerlegung (benétigt fiir Tridiagonalmatrix nur O(N) Operationen). Es gibt aber auch
spezielle iterative Verfahren, die gerade bei der Poisson-Gleichung oft zum Einsatz kommen:
Dies sind die Jacobi-Iteration, die Gauf3-Seidel-Iteration oder Relaxationsverfahren. Diese
werden im Folgenden besprochen.

Jacobi-lteration

Die Idee und Vorgehensweise der iterativen Verfahren ist dabei immer folgende:
(i) Schreibe (6.7) als Fixpunktgleichung

¢ =F(%) (6.10)

d.h. mit dem zu bestimmen_}den Potentialvektor 5 sowohl auf der linken als auch auf der rechten
Seite und einer Funktion F: So kann (6.7) als

¢i = % (i1 + Pit1) + %AQM (6.11)

geschrieben werden

(ii) Lose die Fixpunktgleichung iterativ:
Anfangswert ¢ raten — ¢(1) = F(¢(0) = ¢@ = F(gV)) — .. - gt = F(gm) — .
Fiir (6.11) lautet die Rekursion

mtt) _ Loy ), 1aa
b; D) (¢i—1 + ¢i+1) + 2A Pi (6.12)

im Inneren ¢ = 1,..., N — 1, wiahrend die Randbedingungen ¢o und ¢ festlegen.

Die Iteration (6.12) heifit Jacobi-Iteration. Der Fixpunkt der Iteration ist die gesuchte Losung
von (6.10]). Also iterieren wir so lange, bis sich “nichts mehr &ndert”, z.B. bis

D) _ G| < ¢ (6.13)

mit einem Genauigkeitsziel €. Dabei kann man zeigen (Beweis spéter in Kapitel mit dem Ba-
nachschen Fixpunktsatz), dass die Jacobi-Iteration immer konvergiert.
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GauB-Seidel-lteration

Die GauB3-Seidel Iteration ist sehr &hnlich, der einzige Unterschied zur Jacobi-Iteration besteht darin,
dass man fiir den Nachbar ¢;_; auf der rechten Seite in ((6.12)) schon die néichste Iteration benutzt:

N 1/ n 1
A 3 (¢H1) + ¢f-+)1) + 5% (6.14)

Das funktioniert, wenn qf)EnH) immer in der Reihenfolge i = 1,2,..., N — 1 mit |j berechnet

werden.

Auch hier gilt, dass der Fixpunkt der Iteration die gesuchte Losung darstellt und das wir mit einem
Genauigkeitsziel ¢ iterieren bis eine Bedingung (6.13)) erfiillt ist. Auch beim Gauf-Seidel-Verfahren
kann man (mit Banachschen Fixpunktsatz) zeigen, dass es immer konvergiert.

Relaxationsverfahren

Bei Relaxationsverfahren “mischen” wir einer Iteration nach Jacobi oder Gauf3-Seidel noch die “alte”
Losung bei:

" = (1= 0)p(™ + 04! (Jacobi/GauB-Seidel) (6.15)

Dabei hiangt die optimale Wahl des Parameters ¢ vom Problem ab, oft stellt sich o ~ 1.5 als gute
Wahl heraus. Konvergenz zum Fixpunkt ist gewihrleistet fiir alle 0 < o < 2.

6.1.2 2D Poisson-Gleichung

Nun betrachten wir die zweidimensionale Poisson-Gleichung

Ap =20+ 026 = —p(x,y) (6.16)

auf einer Fliche V', wobei es wieder verschiedene Sorten von Randbedingungen gibt: Wir kénnen
auf der Berandung OV der Fliche entweder ¢ vorgeben (Dirichlet) oder die Normalenableitung
ﬁnrj) (Neumann) bzw. Mischungen dieser beiden Randbedingungen. Die zweidimensionale Poisson-
gleichung ist eine echte elliptische partielle DGL 2. Ordnung.

In zwei Raumdimensionen benutzt man Verallgemeinerungen des Diskretisierungsverfahrens.
Wir diskretisieren hier einfach in ein Quadratgitter mit Gitterkonstante A

¢($, y) — ¢j,l = ¢(]A>ZA) ,O(x,y) — Pj,l
Wir kénnen dann z.B. fiir ein Rechteck V' Dirichletrandbedingungen vorgeben:

LA

Im Inneren von V haben wir Indizes j =
1,..;J—1undl=1,...,L—1. Auf dem Rand
OVistdann j =0,5=J,l=0,0derl =L
und wir geben bei Dirichletschen Randbedin-
gungen dort Potentialwerte fest vor.

0

0 JA

Dies fiihrt dann wieder auf eine lineare Finite-Differenzen-Gleichung

200+ Gj-10 | Piitr — 2050+ @ji-1
s+ N5 = Pl (6.17)

P10 —
03¢ + 050 ~
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aus der man eine Fixpunktgleichung

1 1
Q1= 1 (D10 + Dj—1,0+ Djig1 + Pji—1) + ZAQPj,l (6.18)

machen kann, die dann im Inneren von V gelten soll, wéhrend man fiir unser Beispiel einer rechte-
ckigen Flache V Potentialwerte ¢g ;, @51, ¢5,0 und ¢; 1 auf dem Rand vorgeben wiirde bei Dirichlet
Randbedingungen.

ist wieder ein lineares Gleichungssystem fiir einen (J — 1) x (L — 1)-dimensionalen Po-
tentialvektor ¢;;. Wir koénnen die gleichen numerischen Losungsmethoden wie in einer Dimension
benutzen, also Standardmethoden wie Gauf-Jordan-Eliminierung oder LU-Zerlegung oder aber auch
die gleichen iterativen Verfahren, z.B. die Jacobi-Iteration

1 1
n+1 n) n) (n
QS;;Z ) = 1 (¢§+1 1t ¢§ 1t §l+1 +9;, 1)71) + 1A2pj7l (6.19)

mit ¢;; fest auf dem Rand. Bei der Gauf3-Seidel-Iteration kann man das Gitter jetzt in der
Reihefolge j = 1,2, ..., J — 1 und fiir jedes j dann [ = 1, ..., L durchlaufen. Dann kann man fiir zwei
Werte auf der rechten Seite immer bereits die néichste Iteration verwenden:

n+1 1 n+1 n+1 1
¢§:l+ = 1 (¢g+1 s ¢§ J;,l) + ¢( g1t (bg',li_l)) + ZAQPJJ (6.20)

Man kann die Operationen auf der rechten Seite der Jacobi-Iteration (6.19)) oder der Gauf3-Seidel-
Tteration (6.20]) [und genauso in einer Dimension in ((6.12)) oder in (6.14)] auch als lokale Mittelwert-

bildung interpretieren. In Abwesenheit von Ladungen stellt dies genau die Mittelwerteigenschaft
harmonischer Funktionen (den Losungen der Laplace-Gleichung A¢ = 0) sicher:

Sei K (7,a) Kugel mit Radius a um 7 mit Oberfléiche 47a?

1 1

1 - S (6.21)
. /8 R CCET= /8 e, 00D

Dann gilt ¢(7) =

Beweis:

Wir definieren die Hilfsfunktion

Fiir deren Ableitung nach a gilt

~ 1 ~~ o ~ 1 -
)= dfF V¢(F+aF):4—/ df - (7 + af)
T JOK(0,1) T JoK(0,1)
Gauf 1

AV AG(F + ar) = 0
47T K(O,l) ~————

(f = fFmit 7] = 1ist der Normalenvektor auf der Kugeloberfléiche K(0,1)). Daher ist ¢(a) = const
und aus Stetigkeitsgriinden ¢(a) = lim,—0 ¢(a) = ¢(F). Damit ist die Behauptung gezeigt.

Allgemein ldsst sich abschliefend zur Losung der Poisson-Gleichung in héheren Dimensionen fol-
gendes feststellen:

e Die Losung der Poisson-Gleichung reduziert sich auch in hoheren Dimensionen nach Diskreti-
sierung wieder auf die Losung einer groflen linearen Gleichungssystems (6.17)).
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e Probleme bereiten in hoheren Dimensionen die Diskretisierung komplexer Geometrien, weil
die Indizierung aufwendig wird

e Die Grofle des Gleichungssystems ist gleich der Zahl der Gitterpunkte, d.h. in héheren Dimen-
sionen kann die Grofle des Gleichungssystems auch schnell zu einem Problem werden

6.2 Wellengleichung

Wellen-Gleichung und Advektionsgleichung sind Kontinuitédtsgleichungen, bei
denen ein explizites FTCS-Diskretisierungsschema instabil ist, wie eine von
Neumann Stabilitdtsanalyse zeigt. Dagegen bliebt das Lax-Schema stabil
fiir geniigend kleine Zeitschritte, die das Courant-Friedrichs-Lewy Kriterium
erfiillen.

In der Physik spielen partielle DGLn, die sich in der Form von Kontinuitéitsgleichungen

-

04l = —0, () (6.22)

mit einer Stromdichte j(@) schreiben lassen, eine grofie Rolle (weil man sich einfach oft fiir den
Transport von global erhaltenen Groflen wie Energie, Teilchen usw. interessiert, die solche Konti-
nuitédtsgleichungen erfiillen miissen).

Die Wellengleichung

’ 0?u = v?0%u ‘

fiir eine Funktion w(z,t) mit einer konstanten Geschwindigkeit v ist tatsdchlich auch von dieser
Form, was klar wird, wenn wir den Vektor @ = (0;u, v0,u) betrachten:

L 02w\ [(0P0Pu vOzu\ 0 —v\ .

Ol = (wtazu) - (v@tamu =0 g ) =%y 0)
Diese Schreibweise ist beispielsweise analog zur Schreibweise der Maxwell-Gleichungen im Vakuum
durch den dualen Feldstirketensor, 9,F*? = 0, die auch die Form einer Kontinuititsgleichung

00 j® = 0 hat: Setzt man
. E 2o\ 0 —v —
= (B) und j(%) = <v O>~u

ergibt sich in der Tat die elektromagnetische Wellengleichung
8tE = —’anB
O?E = —v0,0,B = v*0°E
Die Wellengleichung ist eine hyperbolische partielle DGL 2. Ordnung. Anstatt der Wellen-

gleichung werden wir die einfachste Form eine Kontinuitétsgleichung, ndmlich die Advektionsglei-
chung

Oru = —v0o,u ‘ (6.23)

mit einem Strom j(u) = vu betrachten, die eine partielle DGL 1. Ordnung ist. Diese besitzt
ghnlich wie die Wellengleichung auch Losungen der Form u = f(x — vt). Die Wellengleichung hat
nach d’Alembert rechts- und linkslaufende Losungen u = f(x —vt) + g(x +vt) (weil sie 2. Ordnung
ist, wihrend die Advektionsgleichung nur 1. Ordnung ist).

Wie bei der Poisson-Gleichung diskretisieren wir, und zwar sowohl = mit einer Gitterkonstanten
Az als auch die Zeit ¢ in Zeitschritte At:

no_

uj

u(zy,t,) mit z; = jAz, ¢, =nAt
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Das einfachste Differenzenschema von (6.23) benutzt eine Vorwirtsdifferenz in der Zeit — wie
beim Euler-Verfahren (4.8) — und eine zentrale Differenz in der z-Koordinate (siehe ([3.2))):

1 : ]
N (O R A N

At 2Azx 2Az

u

Daher heiit dieses Schema auch FTCS-Schema (forward in time, centered in space). Es ist
in jedem Zeitschritt von erster Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung in der Ortskoordinate.

Es fiithrt auf

+1 _ n ’UAt n n
it =y — AL (uffyy —uf ) (6.24)

Dies stellt ein explizites Schema dar, wo die Funktionswerte zum Zeitschritt n + 1 auf der linken
Seite explizit nur durch Funktionswerte zur vorangehenden Zeit n ausgedriickt ist und ist daher
sehr einfach zu iterieren.

Das explizite FTCS-Schema kann
wie auf der Abbildung rechts grafisch
dargestellt werden: Gestrichelte Lini-
en verbinden die Punkte, die zur Dis-
kretisierung der Zeitableitung heran-
gezogen werden; durchgezogene Lini- e

en verbinden Punkte, die zur Diskre- ¢, "M\‘ Ln x
tisierung der Ortsableitung herange-

zogen werden.

J,h+f 't‘,_

[ —Y
—X
v

Abbildung 6.2: Links: John von Neumann (1903-1957), dsterreichisch-ungarischer Mathematiker,
gilt als “Vater” der Informatik. Mitte: Peter Lax (geb. 1926), ungarischer Mathema-
tiker. Rechts: Richard Courant (1888-1972), deutsch-amerikanischer Mathematiker.
(Quelle: Wikipedia).

Wir wollen nun das explizite Schema auf Stabilitét untersuchen. Dazu machen wir eine sogenannte
von Neumann Stabilitidtsanalyse, El in der wir Stabilitét beziiglich einer Stérung

sul = (k) et iAT (6.25)
untersuchen. Dies ist ein Separationsansatz: Der zweite Faktor e?*2% ist eine Eigenfunktionen der
diskretisierten Ortsableitung, die eine Storung mit Wellenvektor k£ beschreibt. Der erste Faktor
&" ist eine Eigenfunktion von Differenzengleichungen in der Zeit n mit einer zu bestimmenden k-
abhéngigen Zahl &, die als “Verstdrkungsfaktor” bezeichnet wird: Wenn |£(k)| > 1, wéchst eine
Storung mit Wellenzahl k exponentiell an im Laufe der Zeit, was eine Instabilitét bedeutet.

I Das Verfahren wurde von John von Neumann in Los Alamos im Rahmen des Manhattan-Projekts entwickelt.
Waihrend des Krieges wurde die Methode unter Verschluss gehalten und erst 1947 von Crank und Nicolson
publiziert.
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Wir setzen also den Ansatz (6.25)) in das explizite FTCS-Schema (6.24)) ein und kénnen damit den
k-abhéngigen Verstarkungsfaktor bestimmen:

k) =1— i% sin(kAz)

Es gilt offensichtlich immer |£(k)| > 1 und damit ist das explizite FTCS-Schema immer instabil
und sollte nicht verwendet werden.

Weitaus bessere Stabilitdtseigenschaften hat das Lax-Schema. Im Lax-Schema ersetzen wir in
(6.24) einfach u}} — %(U?H +uj_q), was auf

n 1, ., n vAt n
Wt = 5 (uffyy +ulf ) — Az (ufyy —uf_y) (6.26)

fithrt. Auch das Lax-Schema ist ein explizites Schema und wie das FTCS-Schema in jedem
Zeitschritt von erster Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung in der Ortskoordinate.

Lo, n o
Das explizite Lax-Schema kann wie R
auf der Abbildung rechts grafisch i ‘
dargestellt werden. RS - N
Jd-" L J +i,m

Es hat jedoch bessere Stabilititseigenschaften, wie die von Neumann Analyse zeigt. Einsetzen des
Storungsansatzes ((6.25)) ergibt fiir das Lax-Schema (6.26]) einen Verstarkungsfaktor

&(k) = cos(kAx) — ZZ—A; sin(kAzx),

und wir bekommen stabiles Verhalten mit |£(k)| < 1, solange

vAtL

Ay <1 (6.27)

gilt. Dies ist das Courant-Friedrichs-Lewy Kriterium. Es besagt anschaulich, dass die “Infor-
mationsausbreitungsgeschwindigkeit” Axz/At¢ durch den numerischen Algorithmus mindestens so
grofl sein muss, wie die physikalische Ausbreitungsgeschwindigkeit v der Losung. Das Lax-Schema
bleibt damit stabil fiir geniigend kleine At.

Fiir die Praxis kann man sich merken, dass das Lax-Schema zu stabilen Verfahren fiir alle Konti-
nuititsgleichungen (6.22)) fithrt bei geniigend kleinem At.

6.3 Diffusionsgleichung

Die Diffusionsgleichung ist eine Kontinuitédtsgleichung, bei der bereits das expli-
zites FTCS-Diskretisierungsschema ein fiir kleine Zeitschritte stabiles Verfahren
ergibt. Das implizite Crank-Nicolson-Schema bleibt auch fiir gréfiere Zeitschritte
stabil.

Die Diffusionsgleichung

&gu = D@gu

fiir eine Funktion u(z,t) ist eine parabolische partielle DGL 2. Ordnung. Auch sie ist von der
Form einer Kontinuitdtsgleichung mit einem diffusiven Strom j(u) = — D3, u.
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Dennoch betrachten wir die Diffusionsgleichung noch einmal gesondert. Wir wollen auch hier ein
einfaches explizites FTCS-Schema zur Diskretisierung verwenden, indem wir die Zeit als Euler-
artige Vorwérts-Differenz diskretisieren und die zweite Ableitung geméf (3.4):

n+l _ . n

Ui Yt 2 g
At Az?

Dies fiihrt zu

n+1 n At n n n

5 ba(

Das explizite FTCS-Schema fiir die I
Diffusionsgleichung kann wie auf der ‘
Abbildung rechts grafisch dargestellt R .' .
werden. ='n Jotr PR

Wir fiithren wieder eine von Neumann Stabilitéitsanalyse durch. Einsetzen des Stérungsansatzes
(6.25)) ergibt fiir das FTCS-Schema ((6.28)) einen Verstiarkungsfaktor

4DAt 9 kAx
A2 S )

fhy=1-

Also ist [£(k)| < 1, wenn

2DAt
Ax?
und das FTCS-Verfahren bleibt stabil fiir kleine At. Das Kriterium (6.29)) besagt, dass die “Infor-

mations-Diffusionskonstante” Ax?/At des numerischen Algorithmus mindestens so grof§ sein muss,
wie die physikalische Diffusionskonstante D.

<1 (6.29)

Kann man auch groflere Zeitschritte At stabil realisieren? Dies funktioniert tatsichlich, und zwar
mit impliziten Schemata, d.h. wir nehmen die rechte Seite in (6.28) (teilweise) bei der Zeit n+ 1.
Ein Schema, das in der Zeit sogar exakt bis zur zweiten Ordnung in At ist, ist das Crank-Nicolson-
Schema

n+1 n+1 n+1 n+1
u T — _ Dl (ujiy = 2u3™ +uity) + (ufyy — 2u) +ufy) (6.30)
At 2 Ax? '
J‘_l’._,,,r J"t-,ﬂtt J.+IIH+1

Das implizite Crank-Nicolson- . e

Schema fiir die Diffusionsglei- ;

chung kann wie auf der Abbil- :

dung rechts grafisch dargestellt . oo "

werden. G, J,‘" \/4 s

Die von Neumann Stabilitédtsanalyse ergibt fiir das Crank-Nicolson-Schema einen Verstarkungsfaktor

| 1 2R qin? ()

- DAt .+ 2 (kAz\’
1—|—2sz sin (—2 )

§(k)

also gilt immer |£(k)| < 1 und damit ist das Crank-Nicolson-Schema stabil fiir alle Zeitschritte
At.

Ein Nachteil impliziter Verfahren wie dem Schema (6.30) ist, dass dort in jedem Zeitschritt ein
tridiagonales lineares Gleichungssystem fiir den Vektor @™ (also u}”‘l fir j =0, ..., K bei festem
n + 1) gelost werden, was numerischen Mehraufwand bedeutet.

105



Abbildung 6.3: Links: John Crank (1916-2006), englischer mathematischer Physiker. Mitte: Phyllis
Nicolson (1917-1968), englische Mathematikerin. Rechts: Erwin Schrodinger (1887-
1961), Nobelpreis 1933. (Quelle: Wikipedia).

6.4 Schrodingergleichung

Bei der numerischen Losung der Schrédingergleichung sollte auch unitére Zeit-
entwicklung gewahrleistet sein. Das Crank-Nicolson-Schema ist sowohl stabil als
auch unitér.

In der Ortsdarstellung lautet die (eindimensionale) Schrodingergleichung fiir eine Wellenfunktion

P(z,t) = (z[y(t))

2
ihow) = Hyp = —;—mai@b +V(x)

Gegeben ist dabei ein Anfangszustand ¢ (x,0) bei ¢t = 0, z.B. ein Wellenpaket, und gesucht ist die
Zeitentwicklung.

Hier gibt es eine wichtige Eigenschaft quantenmechanischer Zustinde und ihrer Zeitentwicklung zu
beriticksichtigen:

1) Quantenmechanische Zusténde sind normiert

[ datiie 0 =1

wobei |[¢(z,t)|?dz die Wahrscheinlichkeit ist, das Teilchen zur Zeit ¢ in [z, z + dz] zu finden.

2) Diese Normierung bleibt erhalten unter der Zeitentwicklung mit der Schrédingergleichung
(Teilchenzahlerhaltung):

ihdu|y) = HIy)
—ihdy (| = (|1
1 N .
= (i) = — ((WIH) — (WA )
Diese beiden Eigenschaften sind &dquivalent zur Feststellung, dass der Zeitentwicklungsoperator
SH(t, 0) mit ~
[¥(t)) = Su(t,0)[%(0))

unitir ist. Fiir einen zeitunabhéngigen Hamiltonoperator H gilt

Sy (t,0) = exp (—;f{t) (6.31)
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Auch die numerische Zeitentwicklung sollte deshalb unitér sein, also die Norm erhalten.

Fiir ein zeitunabhéngigen Hamiltonoperator H gibt das explizite FTCS-Schema

w’n—‘rl
ih——7 Z Hjppp (6.32)

wobei Hjj der diskretisierte Hamiltonoperator (in Ortsdarstellung) ist:
h2
ZHJ'WZ = T9mALZ (W1 =207 —fq) + V(x)y]
k

Das FTCS-Schema ([6.32) kann auch als

Pl = <; iif@) m (6.33)

geschrieben werden. Die von Neumann Stabilitdtsanalyse zeigt, dass das FTCS-Schema (6.32) in-
stabil ist. AuBlerdem ist es nicht unitir wegen

+
(1-iFa) - (1-5m) =1+ parar 21

Dabher ist das explizite FTCS-Schema schlecht geeignet zur numerischen Losung der Schrédinger-
Gleichung.

Das Crank-Nicolson-Schema dagegen fiihrt auf

. Jn—i—l - 1;” o 1 _'n 1 n+1
it = SH " S (6.34)
oder A A
1 At - 1 At -
L= a1l =" n
(1+550m) 0 = (1- 5 50m) -0
Dies fiihrt zur Darstellung
. At N\ i At .
n+1 — (1 17 . =" K
7 (:+2 hg) (; ; hg) 7 (6.35)

iAt N\ i At iAt N\ i At
(1e5a) -(-55e)| (syae) (-39
g

i At i At N\ ! i At N\ ! i At
—(1+-Zg) (1-12H 1+-—"g) -(1-2=
(1r57m) (1-558) (1r558) (1-558)

Daher ist das Crank-Nicolson-Schema ((6.34) das Verfahren der Wahl zur numerischen Losung der
Schrodingergleichung.
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6.6 Ubungen Kapitel @

1. Zeitabhingige Schrédingergleichung

Wir simulieren die Bewegung eines quantenmechanischen Teilchens in einer Dimension mit der
Wellenfunktion v (z,t) im harmonischen Oszillatorpotential. Dazu integrieren wir numerisch die
zeitabhéngige Schrodingergleichung

h2

Zhatw = _%

D24 + %mw2x2w = Hip. (6.36)

Der Anfangszustand soll ein normiertes Gaufipaket sein (siehe unten Gleichung (6.40))).

a) Zunichst machen wir die Schrédingergleichung (6.36) einheitenlos, indem wir Zeit- und Orts-
koordinaten umskalieren. Wir messen Zeit in Einheiten von 2/w und reskalieren 7 = wt/2. Mit
welchem Faktor o muss die Ortskoordinate reskaliert werden, £ = ax, um die Schréodingergleichung

in die Form
i0-9p = —0F + E% = Hy (6.37)

zu bringen? Mit welchem Faktor 8 haben wir dann den Hamiltonoperator ]fl = ,Bff reskaliert?

b) Wir verwenden den Crank-Nicolson Algorithmus und 16sen die einheitenlose Schrédingergleichung
(6.37) auf einem Gitter &, = nA&.

Der diskretisierte Hamiltonoperator ist dann durch die Matrix

_ 1 _ 2 2
Hum = =gz Onam=1 + Onms1 = 20um) + (A 00 (6.38)

gegeben. Der diskretisierte Zeitentwicklungsoperator fiir einen Zeitschritt der Lange A7 nach Crank
und Nicolson lautet

. —1 .
s = (1 + Z,IiA7> (1 - Zﬂm> (6.39)
=H = 2= = 2=

Berechnen Sie diese Matrix fiir A7 = 0.05 fiir ein System der Gréfle £ € [—10,10], das mit
A¢ = 0.1 diskretisiert wird. Welche Dimension haben dann die Matrizen A und § 7 Zur Be-

H
rechnung der Inversen in (6.39) koénnen Sie einen Algorithmus Threr Wahl (z.B. GauB-Elimination,
LU-Zerlegung, Jacobi-GauB-Seidel-Iteration) selbst programmieren oder ein entsprechendes fertiges
Unterprogramm, z.B. aus Eigen, LAPACK oder NumRec verwenden.

c¢) Der Anfangszustand soll ein normiertes GauBpaket sein mit (£) = [d&€|w(&,7)> = & und
(€% — () =0
1\ >
$(€,0) = () e (67 0) /Ao, (6.40)

2mo

Wie lautet der diskretisierte Anfangszustandsvektor ,,(0), der diesem Anfangszustand entspricht?
Welche Dimension hat er? Normieren Sie den diskretisierten Anfangszustand v, (0) numerisch in
ihrem Programm.

d) Berechnen Sie fiir einen solchen Anfangszustand mit § = o = 1 den Zustand ¢, (7) nach einer

Zeit 7 = 10 durch fortgesetzte Matrixmultiplikation mit dem in b) berechneten Crank-Nicolson Zeit-

entwicklungsoperator S . Priifen Sie, ob der Zustand v,,(7) withrend der Zeitentwicklung normiert
~H

bleibt.

e) Versuchen Sie, den Zeitverlauf der Wellenfunktion zu visualisieren/animieren, indem Sie mindes-
tens 4 Plots der Wahrscheinlichkeitsverteilung innerhalb einer Schwingungsperiode 27 anfertigen.

f) Berechnen Sie den Mittelwert (£)(7) = Y, (A€)&,|¢n(7)[* und entsprechend die Schwankung
(€2 (1) — (€)2(7) withrend der Bewegung 0 < 7 < 10. Erstellen Sie Plots vom zeitlichen Verlauf
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dieser Groflen. Berechnen Sie auBlerdem Mittelwert und Schwankung des zu f gehorigen “Impuls-
operators” pg = —i0¢ und plotten Sie auch deren zeitlichen Verlauf. Diskutieren Sie die Ergebnisse
vor dem Hintergrund der klassischen Bewegung im Oszillatorpotential und der Heisenbergschen
Unschérferelation.

g) Verwenden Sie ein einfaches explizites Schema statt des Crank-Nicolson-Schemas (6.39) und
vergleichen Sie die Ergebnisse, besonders bezgl. der Normierung.

h) Fiigen Sie noch eine kleine Anharmonizitét
Viem = +e(AE)* 05, (6.41)

zum Hamiltonian H hinzu und vergleichen Sie das Verhalten des Wellenpaketes.

2. Poisson-Gleichung

Losen Sie die 2D Poisson-Gleichung

¢+ 026 = —p(z,y) (6.42)

(also g9 = 1) mit Hilfe der Jacobi- oder der GauB-Seidel-Iteration fiir folgendes System:
e Ein Quadrat @ = [0, 1] x [0, 1]
e Dirichlet-Randbedingungen mit vorgegebenem Potential ¢ auf den Quadratrindern.

e Als Quellen positionieren Sie im Inneren diskrete Ladungen g; an Orten 7, also p(¥) =
> 4i0(7 — ;) (Vorsicht bei der korrekten Diskretisierung der 0-Funktion).

a) Diskretisieren Sie das System mit A = 0.05 und implementieren Sie die Jacobi- und/oder Gau$-
Seidel-Iteration. Bei jeder Iteration sollte der Algorithmus einmal jeden Gitterplatz im Inneren
updaten (ohne die Rénder zu verdndern). Wihlen Sie als Anfangsbedingung ¢ = 0 und testen Sie
den Algorithmus fiir p = 0 (keine Quellen) fiir Randbedingungen ¢ = const = 0. Schreiben Sie eine
Ausgaberoutine fiir ¢(7) und das elektrische Feld E = —V¢.

b) Losen Sie nun die Poissongleichung fiir p = 0 im Inneren und mit Randbedingungen ¢ = 0 auf
den 3 Réandern z =0, z = 1 und y = 0, aber ¢(z,1) = 1 auf dem Rand y = 1. Leiten Sie auch die
analytische Losung fiir ¢(z,y) her (Fourierzerlegung) und vergleichen Sie das Resultat.

c) Wiihlen Sie wieder ¢ = const = 0 auf allen Réndern und setzen nun eine Ladung ¢; = +1 ins
Innere. Berechnen Sie ¢(7) im Inneren durch Iteration, bis zu einer Genauigkeit 107°. Plotten Sie
die Potentialverteilung ¢(7) und den Betrag der Feldstiirke | E|(7).

d) Uberzeugen Sie sich, dass das elektrische Feld am Rand keine Tangentialkomponente besitzt
(warum?). Berechnen Sie numerisch die auf dem Rand influenzierte Ladungsdichte o iiber die Nor-
malkomponente des Feldes 0 = —1i - ﬁgﬁ = E,,. Berechnen Sie numerisch das Linienintegral | 20 dlo,
also das 2D-Analogon zur Oberflichenladung |, 20 dfo in 3D. Wie lautet das theoretische Ergebnis
fiir diese influenzierte Oberflichenladung? (Sie konnen diese Frage auch in 3 Dimensionen beant-
worten)

e) Wihlen Sie sich eine andere neutrale Ladungskonfiguration mit mindestens 2 Ladungen (3, ¢; =
0) und Randbedingungen ¢ = const = 0 auf allen Réindern. Fiithren Sie wieder die Aufgabenstel-
lungen aus c¢) und d) durch.
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7 lterationsverfahren

Literatur zu diesem Teil:

Tterationsverfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungen werden in den Numerical Recipes |1, 2]
ausfithrlich besprochen. Mean-Field Theorien wie das Hartree-Fock-Verfahren findet man in Thijssen
[3]. Tterationen, Bifurkationen und der Weg ins Chaos sind ein klassisches Computerphysikthema,
siehe z.B. Korsch und Jodl 4] bzw. Kinzel und Reents [5]. Die mathematischen Grundlagen sind
dem Buch von Strogatz [6] entnommen.

7.1 Ilterationen, Banachscher Fixpunktsatz

Viele numerische Probleme werden iterativ gelost, d.h. von einem Verfahren,
welches aus vielen Schritte gleicher Art besteht. Die Frage, in welchen Féllen
diese Verfahren konvergieren, wird durch den Banachschen Fixpunktsatz beant-
wortet, welchen wir in diesem Kapitel vorstellen werden.

Iterationen, bei welchen eine Funktionsvorschrift f wieder und wieder angewendet wird,

Tnt1 = f(xn) bzw. x, = fn(xo) = (fo f -- 0 f)(l‘o),
n mal

sind ideale Aufgaben fiir Computer. Sie sollen so lange ausgefiithrt werden, bis sie gegen einen
gesuchten Fixpunkt z* mit

konvergiert sind.

In Kapitel [6] haben wir bereits zwei Beispiele fiir Iterationsverfahren kennen gelernt, némlich das
Jacobi- und das GauB-Seidel-Verfahren zur Losung der Poisson-Gleichung. Die entscheidenden Fra-
gen liegen auf der Hand: Ist die Konvergenz gesichert? Falls ja, wie schnell konvergiert das Verfahren?

Die Konvergenzfrage kann oft mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes beantwortet werden.
Dazu miissen einige Begriffe eingefiihrt werden.

Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum (mit Norm ||-||, die sich dadurch definiert, dass sie
positiv ist und die Dreiecksungleichung erfiillt), in welchem jede Cauchy-Folge (Ve AN : |lan—an|| <
e Vn,m > N) konvergiert.

Eine Abbildung F' eines Banachraums auf sich selbst heifit Lipschitz-stetig, falls
|1F(z) = F(y)|| < Lllz =y (7.1)

mit einer festen Lipschitz-Konstanten L. Falls diese Lipschitz-Konstante L < 1 ist, heiflt F' eine
Kontraktion.

Fiir eine Kontraktion F' : A — A, wobei A eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums ist, gilt
der Banachsche Fixpunktsatz, der eine (i) Existenz, (ii) Konstruktions- und (iii) Fehleraussage
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macht:

(i) F besitzt genau einen Fixpunkt x*
(ii) Fiir jeden Startwert zg € A konvergiert die Folge
ZTpi1 = F(x,) gegen 2" € A
n—1 (7.2)

(iii) Es gilt die Fehlerabschitzung ||z, — z*|| < T I lzis1 — x|

n

L
1-L

bzw. mit I =0: |z, —z"| < lzi41 — o]

(Beweis siehe Mathematik-Vorlesung).

Falls L < 1 aus (7.1) bekannt ist, ldsst sich mit (7.2jii) die Iterationszahl bis zur gewiinschten
Genauigkeit abschétzen.

Die Konvergenz-“Geschwindigkeit” einer Iteration kann {iber die Konvergenzordnung p klassifi-
ziert werden: Gilt

_ *
lim sup lwn s = 2| =k <o (7.3)

heifit die Iteration konvergent vom Grade p.

In vielen Iterationen, die in der Praxis genutzt werden, gelten nicht alle Voraussetzungen des Ba-
nachschen Fixpunktsatzes, weshalb solche Verfahren nicht fiir beliebige Startwerte konvergieren.
Gilt in solchen Verfahren Eigenschaft i) in einer Umgebung eines Fixpunktes, so nennt man
diesen Fixpunkt stabil.

Abbildung 7.1: Links: Stefan Banach (1892-1945), polnischer Mathematiker. Rechts: Carl Jacobi
(1804-1851), deutscher Mathematiker. (Quelle: Wikipedia).

Beispiele

1) Das einfachste Beispiel ist der Banachraum R mit einer Abbildung, die durch eine Funktion f(x)
gegeben ist. Es handelt sich um eine Kontraktion, falls | f'(z) < 1| Vz. Dann konvergiert die Folge
ZTny1 = f(2n) gegen die Losung der Fixpunktgleichung a* = f(z*).

Ist f keine Kontraktion, kann man ersatzweise die Funktion g(x) = pf(z) + (1 — p)z betrachten.
Diese Funktion hat immer noch den selben Fixpunkt wie f, da z* = f(z*) < z* = g(a*). Die
Kontraktionseigenschaft |¢’(z)| < 1 kann durch die Wahl eines geeigneten p < 0 erreicht werden,
da g'(x) =pf'(z) + (1= p) = p(f'(z) = 1) + L.

2) Ein weiteres Beispiel sind die Jacobi- oder Gaufi-Seidel Iterationen, die wir in Kap. zur
Losung der Poisson-Gleichung kennen gelernt haben. Man kann diese Verfahren auch allgemeiner
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zur Losung beliebiger linearer Gleichungssysteme
A¢=7  mitgFeRY. (7.4)
verwenden. Bei der Jacobi-Iteration wird A in einen Diagonalanteil D (mit D;; = 0 fiir i # j)

und einen Rest zerlegt: A = D + (A — D). Die Losung des Gleichungssystems |D kann dann in

Form einer Fixpunktgleichung geschrieben werden:

A¢=F & D o=F+D-4) ¢
& ¢=D'7F+(1-D" AS=F9),
N————
Egj

-,

Die gesuchte Losung d_; ist also ein Fixpunkt der linearen Abbildung }_7"( ).

Die Jacobi-Iteration besteht dann in der Vorschrift
Fo) = FF).

Die Konvergenz dieser Fixpunktiteration lédsst sich mit dem Banachschen Fixpunktsatz untersuchen.
Der Banachraum ist hierbei RY. Zur Untersuchung der Lipschitz-Stetigkeit der linearen Abbildung
F' benutzen wir

[F(Z) = F| =Ly - (& = D] < [Amacl [T — 7,
wobei Ajqq der betragsmiflig grofte Eigenwert der NxN Matrix 1y ist. Die lineare Abbildung F

ist also genau dann eine Kontraktion, wenn |Ay,q.| < 1 fiir den diesen Eigenwert gilt.

Mit Hilfe dieses Ergebnisses wollen wir nun die Jacobi-Iteration (6.12)) fiir die eindimensionale
Poisson-Gleichung auf Konvergenz untersuchen. Die Matrizen A, D und I; fiir die Jacobi-Iteration

(6.12)) lauten

D=-21 A=|"' ,
) 1
0 1 -2
0 1 0
1 |
T,=1-D" A=

—_

0 1 o
Die Eigenwertgleichung fiir 7' l4sst sich in Indexschreibweise als

%(¢n71 + (anrl) = )\(bn

darstellen. Mit dem Ansatz ¢, = sin(kn) (auch von Eigenschwingungen der linearen Kette be-
kannt) folgt durch Additionstheoreme A\ = cos(k) fiir den Eigenwert. Mit den Randbedingungen
des physikalischen Problems liegen ¢g = ¢ny1 = 0 fest, d.h. wir miissen k = my7 wéhlen mit
m =1,..., N. Damit sind die Eigenwerte

)\m = COS (m]VTj»l> und |)\maI| = COS (]VT;]‘> < 1.
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Damit ist die durch 1] definierte lineare Abbildung F bei der Jacobi-Iteration 1) fiir die
eindimensionale Poisson-Gleichung eine Kontraktion und die Jacobi-Iteration damit konvergent.
Wir bemerken aber, dass der grofite Eigenwertvertrag |Apqz| fiir groBe N nur wenig kleiner als 1

ist: |[Apmaz| = 1 — . Daher ist die Konvergenz recht langsam.

7{_2
2(N+1)2

7.2 Nullstellen, Nichtlineare Gleichungen

Im folgenden Kapitel werden iterative Verfahren vorgestellt, mit denen sich
nichtlineare Gleichungen lésen, bzw. dquivalent dazu Nullstellen nichtlinearer
Funktionen finden lassen. Bei allen Verfahren ist Vorsicht geboten, da die Wahl
der Startwerte beeinflusst, ob iiberhaupt und wenn ja gegen welche Nullstelle
sie konvergieren.

Gegeben sei eine nichtlineare Gleichung

g(@)=h(z) <= fla)=g(z)—h(z)=0

deren Losung xy auch eine Nullstelle der nichtlinearen Funktion f(z) ist. Wir iiberlegen uns
zunéchst in einer Dimension z € R wie man diese Nullstelle finden kann und betrachten dazu
verschiedene iterative Methoden.

7.2.1 Intervallhalbierung

f‘ll

Iy

8
<)
8
o
Il
X
™
A
%)
R
S

Abbildung 7.2: Prinzip der Intervallhalbierung.

Das Verfahren des Intervallhalbierung geht folgendermafBen vor (siehe Abb. [7.2)):

1) Start: Nullstelle(n) sind “eingeklammert”, d.h. zo und yo (> xo) liegen so, dass f(z) auf [z, yo]
sein Vorzeichen wechselt, also f(zo) - f(yo) < 0.

2) Berechne

Ty + Yn
2

Zn+1 = (75)

3) Wenn f(zn41) - f(x,) <0, dann setze Tp41 = Tn,y Ynt1 = Zntl,
sonst setze Tp41 = Zn+1, Ynt1 = Yn-

4) Wenn €,11 = Yn+1 — Tn+1 < Genauigkeitsziel £, Abbruch, sonst wieder 2).
Dieser Algorithmus hat folgende Eigenschaften

e Er findet garantiert eine Nullstelle.
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e Er muss aber auf jeden Fall eine “Klammer” als Startwerte iibergeben bekommen. Diese
anfangliche Einklammerung einer Nullstelle muss bekannt sein oder mittels eines anderen
Algorithmus gefunden werden. Ein weiteres Problem stellt sich, wenn mehrere Nullstellen in
der Klammer sind, es wird dann ndmlich immer nur eine dieser Nullstelle letztendlich gefunden.

e Das Verfahren ist konvergent vom Grad p =1, weil €,41 = %5n und |z, — x| < &p.

7.2.2 Regula Falsi

Die Wahl des Intervallmittelpunkts als neuen Zwischen-
punkt war die naivst moégliche. Unter der Annahme, dass
die Funktion in der N&he der Nullstelle ungeféhr linear
ist, ldsst sich diese Wahl durch lineare Interpolation
verbessern:

fla) = 2= fly) + — 2 f(a,)

Yn — T Tn — Yn

und wihle die neue Zwischenstelle z,; als Nullstelle von f , d.h.

o Tnf(Yn) = Ynf(xn)
T )~ ) (0

Die weiteren Schritte laufen wie bei der Intervallhalbierung ab, die Nullstelle bleibt immer einge-
klammert.

Ein Problem bei der Regula Falsi tut sich auf, wenn sich A
die Funktion f(x) stark éndert in der Nihe der Nullstelle.
In diesem Fall findet die Anderung immer auf der gleichen
Seite von zy statt (siehe Abb.[7.3)), und das fithrt zu sehr
langsamer (manchmal p < 1) Konvergenz. Dieses Problem
kann durch eine kleine Modifikation leicht geldst werden:

Wenn zum (> 2)-ten Mal hintereinander {z”} gedndert

. . n - n 2
wird, setze néchstes Mal {]J:((gnig _ ;Ein))é2} Abbildung 7.3: Modifikation d. Regula

Falsi
In der Regel konvergiert Regula Falsi mit p = 1.618 (=
#, goldener Schnitt) und somit schneller als die Intervallhalbierung. Mit der Modifikation gilt
sogar immer p > 1.

7.2.3 Newton-Raphson-Methode

fl\

Abbildung 7.4: Beim Newton-Raphson-Verfahren wird
Tpyo A die Funktion an der aktuellen Positi-
, :/ , > on x, durch ihre Tangente approxi-
Tn -7 Tpt1 miert. Die niichste Position x,.1 er-
gibt sich dann als Nullstelle der linea-

ren Tangentengleichung.
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In den bisherigen Verfahren wurde noch keine Information iiber die Ableitung der Funktion ver-
wendet, immer nur die Funktionswerte an sich. Das Newton-Raphson-Verfahren benutzt f’(x) fiir
eine Taylorentwicklung um die aktuelle Position z,,:

Die niichste Position 2,41 wird so gewihlt, dass f(z,41) = 0 ist (siche Abb. , wodurch die
Iteration

T = )
n

(7.7)

definiert wird. Es handelt sich um eine Fixpunkt-Iteration zur Funktion

f(z) - f()f"(2)
Flx) =2 — also mit F'(z) = ————.
)= P )= pr
Ein Fixpunkt F(z*) = x* ist dquivalent zu f(z*) = 0, so dass z* = zy eine Nullstelle ist.

Da an der Nullstelle xy aber F'(xy) = 0 ist, nennt man zy einen superstabilen Fixpunkt
der Iteration. In der Ndhe der Nullstelle reduziert sich die Abweichung von der Nullstelle in jedem
Schritt quadratisch,

Az, =z, — TN
Axpy1 = F(z,) — F(oy) = F'(xn)Az, + O(Az}) = O(Az2),
die Konvergenzordnung betrigt also p = 2 (in der Nihe der Nullstelle).

Probleme konnen entstehen, wenn man in zu weiter
Entfernung zur Nullstelle mit der Iteration beginnt A s
(siehe Abb. rechts). In diesen Fillen ist nicht gesichert, T T S 0
ob das Newton-Verfahren iiberhaupt konvergiert. Ins-
besondere Stellen mit f/(z,) = 0 haben katastropha-
le Auswirkungen auf die Iteration. Eine Losung die-
ses Problems ist, die Newton-Raphson Methode mit
einer “sicheren” einklammernden Intervallhalbierung
oder Regula Falsi zu kombinieren.

A\

schlechte
Startwerte

Damit die hohe Konvergenzordnung auch in der Praxis hohe Effizienz bedeutet, sollte die Ableitung
f'(z) analytisch bekannt sein. Eine numerische Berechnung iiber finite Differenzen lohnt sich oft
nicht, da man pro Schritt f zweimal auswerten muss. Dann ist die (modifizierte) Regula Falsi
normalerweise schneller.

7.2.4 Nulistellen in hoheren Dimensionen

Fiir nichtlineare Gleichungssysteme

flz,y)=0

g(x,y) =0
wird als Nullstelle die Schnittmenge der 0-Konturen der einzelnen Funktionen gesucht. Zur vollstéandigen
Losung des Problems wiire eine vollstindige Kenntnis dieser Konturen f~1(0) und g~!(0) nétig.

Da ein Analogon zum sicheren “Einklammern” in einer Dimension in héheren Dimensionen nicht
existiert, fehlen “sichere” Algorithmen wie Intervallhalbierung oder Regula falsi.

oder ﬁ(f) =0

Zum Finden einer der Nullstellen kann aber das Newton-Raphson-Verfahren verallgemeinert werden.

Mit der Jacobimatrix J; ;(Z) = % lautet die Iteration
ilg

Tpyl1 =T —

i~
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Abbildung 7.5: Die Nullstellen fiir ein Gleichungssystem
ergeben sich aus den 0-Konturen der ein-
zelnen Funktionen.

Y

In jedem Schritt ist also eine Matrix-Inversion nétig, was fiir mehr als 2 Dimensionen bereits auf-
wendig wird. Auflerdem besteht eine noch gréflere Gefahr von Katastrophen als in einer Dimension.

Als Vorsichtsmafinahme sollte man erzwingen, dass das Betragsquadrat F . F der Funktion in
jedem Schritt kleiner wird. Fiir hinreichend kleine Schritte 6 = —J ' (&) F() ist dies automatisch

erfiillt, da

Falls geméf 1) F . F ein einem Schritt mal grofler werden sollte, benutzt man statt 1'

Fran = T = A (L7 () - F(#)

mit 0 <A< 1 (“backtracing”).

Details zur Wahl von A findet man in den Numerical Recipes [2], Kap. 9.7.

7.3 Mean-Field Theorien und selbstkonsistente Gleichungen

Iterierbare selbstkonsistente Gleichungen oder Verfahren sind typisch fiir Mean-
Field-Theorien. Wir betrachten als Beispiele die Hartree-Fock-Néherung fiir
Atome mit mehreren Elektronen und die Mean-Field-Theorie des Ising-Modells,
die selbstkonsistent mit Fixpunktiterationen gelost werden kénnen.

Iterierbare selbstkonsistente Gleichungen x = f(z) sind typisch fiir Mean-Field (MF) Theorien. In
diesem Kapitel lernen wir einige MF Theorien kennen, deren Selbstkonsistenzgleichungen mit den
oben beschriebenen Fixpunktiterationen gelost werden kénnen.

Mean-Field Theorien fiir Vielteilchenprobleme vernachléssigen bestimmte Korrelationen zwischen
Teilchen, z.B. durch Mittelung iiber rdumliche Nachbarn. Ergebnis ist eine Einteilchentheorie mit
einem selbstkonsistent (iterativ) zu bestimmenden mittleren Feld. Wir werden zwei in der
Physik auflerordentlich wichtige Beispiele genauer diskutieren: Die Hartree-Fock-Ndherung und
die Molekularfeldtheorie des Ising-Modells.
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7.3.1 Hartree-Fock-Naherung

Wir betrachten ein Atom mit N > 1 Elektronen, und interessieren uns fiir deren Energieniveaus
und Eigenzustdnde. Der Hamiltonoperator lautet

N /%9
A p
i = ; §
<2m |7 ) |rl — 7‘]|

i=1

und setzt sich zusammen aus kinetischer Energie, Coulomb-Wechselwirkung jedes Elektrons mit

dem Kern (Kernladung Z = N|e|) sowie der Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen untereinan-
o . . e N N

der (damit die Energie nicht doppelt gezéhlt wird, ist die Summe als >, . = >3-, >, zu

verstehen; Coulomb-Wechselwirkungen in Gaufleinheiten).

Abbildung 7.6: Links: Douglas Hartree (1897-1958), englischer Mathematiker und Physiker. Rechts:
Vladimir Fock (1898-1927), russischer Physiker.

Die Eigenzustinde H |1)) = E |¢) sind aufgrund der Elektron-Elektron-Wechselwirkung nicht exakt
berechenbar. In der Hartree-Ndherung wird das Ritzsche Variationsverfahren mit einem Pro-
duktansatz

N
(i) = ] es)
1=1

durchgefiihrt. Der Produktansatz vernachlissigt Korrelationen zwischen den Elektronen:
(01(71) - O2(72)) = (O1(71)) - (O2(72)) -

D)

Die Variation des Funktionals E[¢1,...,¢n] = <<w|¢>

die Hartree-Gleichungen

nach den Funktionen ¢;(7;) ergibt schlieflich

B2 2
(hvf Z‘f +Vi(ﬁ)) 6i(7)) = e;5(7;) fir i=1,...,N. (7.9)

Die Energien ¢; sind bei der Variation Lagrange-Multiplikatoren fiir die Normierungen (¢;|¢;), =1
der Funktionen ¢;(7;). Die Hartree-Gleichung hat dann die Form einer 1-Teilchen Schrodinger-
Gleichung mit einem selbstkonsistent zu bestimmenden mittleren Potential V;(7;), das von allen
anderen Elektronen erzeugt wird:

0= Y [l (7.10)

J(#1)
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Die Energien ¢; in (7.9) haben auch eine physikalische Interpretation: Sie entsprechen der Inonisie-
rungsenergie, wenn Elektron 4 entfernt wird (und die anderen Zusténde ¢; dadurch nicht geéndert
werden). Die Gesamtenergie des Systems betrigt

E:Zei Z/dﬁ” ARG

Die Gleichungen ([7.9) und (7.10)) kénnen durch Iteration gelost werden:

1) Starte mit Ansatz <;$

20) Berechne V( ) nach mit ¢Z(-O)

)
)
30) Berechne gb( ) nach durch Losen des Eigenwertproblems mit V; = Vi(o)
)
) -

21) Berechne V( ) nach aus ¢§1)

31
Das Elgenwertproblem (7.9) kann dabei mit Schussmethoden oder Diskretisierung (siche @ gelost
werden, am besten in Kugelkoordinaten.

Die Hartree-Fock-Niherung liuft analog zur Hartree-Néherung, aber mit der Slater-Determinante
als Ansatz,

¢1(71,81) -+ ¢1("N,8N)
Y(71, 8150 TN, SN) = : : , (7.11)
én(71,81) - dN(TN,SN)
um eine antisymmetrische Wellenfunktion zu garantieren fiir Teilchen mit Spin s; = £1 (Eigenwerte
des zugehorigen quantenmechanischen Operators lauten 3; ., = %sl)

Die aus der Variation resultierenden Hartree-Fock-Gleichungen enthalten dann zusétzlich einen
Austauschterm

Vi(7; Z Z/d?’rj 7 — ¢ 7 | |:|¢J(TJ’SJ)| ¢i(7i,54) — (15;(7?]’7sj)¢j(7:;73i)¢i(f}’sj)§sl's]'

i) s

Austauschterm
(7.12)

Bei diesem Term handelt es sich um ein nicht-lokales Potential. Es ist wiederum selbstkonsistent
zu bestimmen, numerisch wieder iterativ wie beim Hartree-Verfahren.

Bemerkungen:
e Die Hartree-Fock-Gleichungen fiir s; = 1 sind gleich auf Grund der Symmetrie s; < —s;.

e Der Austauschterm wirkt nur zwischen Elektronen mit gleichem Spin s; = s;, da nur dann
das Pauli-Prinzip relevant ist.

e Der Austauschterm senkt die Energie (negatives Vorzeichen); das Pauli-Verbot spart also
Coulomb-Energie.

7.3.2 Mean-Field-Theorie des Ising-Modells

Das Ising-Modell ist ein einfaches Modell um magnetische Ordnung und Phaseniibergéinge zu
untersuchen. Wir betrachten ein Gittermodell mit N Gitterplitzen. Auf jedem Gitterplatz i =
1...N sei eine Spinvariable s; lokalisiert, welche die beiden Zustédnde s; = £1 annehmen kann. Die
Eigenwerte des zugehorigen quantenmechanischen Operators lauten 3; , = gsz Zuséatzlich wirkt ein
duBeres Magnetfeld mit der Feldstérke H. Die Hamiltonfunktion des Ising-Modells (1925) lautet:

Hlsing = -3 Z Z szszsj o Z Si- (713)

i jF#i
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Wir betrachten das Ising-Modell auf einem kubischen Gitter in D Dimensionen. Im hier als homo-
gen angenommenen Magnetfeld H entspricht der zweite Term in Gleichung der Zeeman-
Energie. J;; bezeichnet die magnetische Kopplung, die z.B. durch die Austauschwechselwir-
kung vermittelt wird. J;; sei isotrop, d.h. J;; = Jj;. Fiir die Doppelsumme in Gleichung
gilt: 1/23°, 5 = > ponasijy- Dies entspricht einer Summation {iber alle Bonds zwischen Gitter-
platz ¢ und j, wobei jeder Bond nur einmal gezéhlt wird. Im Fall J;; > 0 spricht man von einem
Ferromagneten. In diesem wird eine parallele Ausrichtung der Spins bevorzugt. Wir betrachten
speziell

Jo— J >0 4,7 néchste Nachb.
Y J=0 sonst

Dieses ist ein wichtiges Modell in der statistischen Physik der Phaseniibergéinge:

e Es zeigt einen Phaseniibergang fiir D > 2 und ist exakt losbar fiir D = 1. Fiir D = 2 ist es
nur bei H = 0 exakt losbar (Onsager 1948).

e Bei H = 0 besitzt das Modell einen magnetischen Phaseniibergang. Bei hohen Temperaturen
liegt eine paramagnetische Phase mit m = (s;) = 0 vor, wihrend sich fiir tiefe Temperaturen
spontan eine ferromagnetische Phase mit m = (s;) # 0 ausbildet.

e Das Ising-Modell ist das Gittermodell zur Computersimulation von Phaseniibergéingen. Zur
Simulation kann z.B. ein Monte-Carlo Algorithmus genutzt werden, dazu spéter in Kapitel

[[T.3] mehr.

e Es gehort zu einer wichtigen Universalitéitsklasse, die viele dquivalente Probleme beschreibt,
wie z.B. die Kondensation eines Gittergases, bei der jedem Gitterplatz eine Besetzungszahl
n; = 0;1 zugeordnet ist: n; = 0 entspricht einem leeren und n; = 1 einem besetzten Gitter-
platz. Ein weiteres dquivalentes Problem ist die Entmischung einer bin&dren Legierung mit
den Konstituenten A und B. Hierbei kann ein Gitterplatz entweder von A oder von B belegt
sein.

e Der Ordnungsparameter, mit dem sich der Phaseniibergang charakterisieren lisst, ist die
Magnetisierung m = (s;). In der paramagnetischen Phase ist m = 0, wihrend in der ferroma-
gnetischen Phase m # 0.

Die Berechnung der Zustandssumme Z = 37, e~ PHumgl{si}] ist schwierig bzw. i.Allg. nicht
moglich, wegen der Kopplung benachbarter Spins. Zur Berechnung muss deshalb auf N&herungen
zuriickgegriffen werde. Die einfachste approximative Theorie die Phaseniibergéinge erkldren kann,
ist die Mean-Field Theorie. In dieser Ndherung wirkt auf den Spin s; nur das mittlere Feld
(oder auch Molekularfeld) der anderen Spins

HZMF = H+ ZJij<5j>~
J#i
Damit kann Higine durch
HMF = —ZSlHlMF = _ZJij3i<5j> - stz
% i#£] A

approximiert werden. Durch diese Naherung werden die beiden Spins s; und s; entkoppelt. Die
MF-Approximation vernachléssigt Korrelationen zwischen den Spins. Nun wird (s;) durch (s;)mr
ersetzt, das selbstkonsistent mit H berechnet wird.

1
{s5}
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YA y=m

tanh Jz
| = 1n i p—
T < I y a. k’ Tm

°B
T>T,

3\7

Abbildung 7.7: Grafische Losung der Selbstkonsistenzgleichung 1] fir H = 0. Die linke Seite

y = m und die rechte Seite y = tanh (kB%T(ZJm) der Gleichung werden in das

gleiche Koordinatensystem eingetragen, Schnittpunkte der beiden Funktionen sind
Losungen der Gleichung.

Hierbei ist Zyr die Zustandsumme in MF-N&herung.

N
MF MF MF
IME = E 675 > HT | I (eﬁHz + efﬁHi >

{s;==+1} i=1

-1
{sj)mr = (eﬁHJMF - eﬁHJMF) < > sl staMF>
j==%1
[alle Faktoren ¢ # j] kiirzen sich]
BBH;'VIF - e_BHJMF MF
= = tanh (BHJ ). (7.15)

MF MF
PHIT 4 e PH;

Wenn H homogen ist, dann ist auch m = (s;) homogen. Daraus folgt, dass auch das mittlere Feld

Hup = H+ > Jijm = H + zJm (7.16)
7]

homogen ist. Hier ist z die Koordinationszahl, die die Anzahl der nichsten Nachbarn angibt. Fiir
ein kubisches Gitter gilt z = 2D. Es folgt

m = tanh Q@%TUJ n sz)). (7.17)

Gleichung ([7.17)) ist eine selbstkonsistente MF-Gleichung fiir die Magnetisierung m. Sie hat die
Form einer Fixpunktgleichung, m = f(m), und kann durch numerisches iterieren gelést werden.

Wie betrachten den Fall H = 0:

1) Gleichung (7.17)) hat einen trivialen Fixpunkt m = 0. Dieser ist stabil und der einzige Fixpunkt
nach Banachschem Fixpunktsatz, wenn |f'(m = 0)] < 1. Da f/(0) = k“;ZT, ist dies fiir hohe
Temperaturen kT > Jz = kT, der Fall, wobei T, die kritische Temperatur bezeichnet.

Abb. zeigt eine grafische Losung der Gleichung (|7.17]).
Fir T > T, ist m = 0 einziger und stabiler Fixpunkt.
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Ferromagnet

Paramagnet

T Abbildung 7.8: Phasendiagramm fiir H=0 in der m-T-
Ebene. Am Punkt T, steigt die Funkti-
on m(T) nach links mit dem kritischen
Exponenten 5 = 1/2 an, also wie eine
Wurzelfunktion.

Phasen-
separation

Bei T' = T, tritt eine Bifurkation auf. Der Fixpunkt m = 0 wird instabil und zwei weitere
stabile Fixpunkte +m(T") erscheinen.

Jzm tan(m) n m3 n
= arctan(m) =~ m+ — + ...
kT 3
Es gilt
T>T,: 0
2 _ c
m (T)_{ T<T,: 3(%-1),
also
T-T, g
T — Lc
m(T) T
mit einem kritischen Exponenten
PuF = B

(mehr dazu in Kapitel [11.5)).

Wenn die numerische Iteration der Gleichung ([7.17) einen stabilen Fixpunkt findet, entspricht
dieser normalerweise auch einer thermodynamisch stabilen Phase.

7.4 lterationen, Bifurkationen und Chaos

Wéhrend die vorherigen Iterationen alle das Ziel hatten, gegen den Fixpunkt
als Losung eines bestimmten Problems zu konvergieren, betrachten wir nun die
Frage, wie sich Iterationen verhalten kénnen, wenn ein Fixpunkt instabil wird.
Wir werden am Beispiel der logistischen Abbildung feststellen, dass sich die Pe-
riode in einer Folge von Bifurkationen verdoppelt und eine einfache Iteration auf
diese Art in eine chaotische Dynamik iibergehen kann. Durch die Verwendung
von Computern kann dies leicht untersucht und visualisiert werden.

7.4.1 Iteration der Logistischen Abbildung

Wir betrachten die logistische Abbildung

flz) =rz(l—uz), (7.18)

welche fiir r < 4 das Intervall [0,1] € R auf sich selbst abbildet (siehe Abb.[7.10). Die Iteration
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Abbildung 7.9: Links: Mitchell Feigenbaum (geb. 1944). Rechts: Taschenrechner HP-65 von
Hewlett-Packard (erster programmierbarer Taschenrechner, 1974), mit dessen Hilfe
Feigenbaum die Konstante (|7.22) fand.

1
/4 r>1
Fntl X+l
r=1
r<l ;
0
0 X, 1 Xn

Abbildung 7.10: Links: Verlauf der logistischen Abbildung fiir verschiedene Werte von r. Rechts:
Grafische Iteration (“Spinnennetz-Konstruktion”) der logistischen Abbildung. Von
einem Startwert z,, erhélt man den néchsten Wert x,,41 indem man nach oben bis
zum Funktionsgraphen lduft. Um diesen Wert als neuen Startwert zu benutzen,
muss er auf die x-Achse iibertragen werden, indem man horizontal bis zur Win-
kelhalbierenden lduft. Dann wieder hoch zum Funktionsgraphen... Sie verstehen es
schon. (Quelle [@)

wurde um 1976 von May und Feigenbaum ausfiihrlich untersucht.

Sie kann als diskrete Version der logistischen Differentialgleichung N = r N (1 = N/K) (Verhiilst
1838) aufgefasst werden, welches das einfachste Modell fiir Populationswachstum ist: Mit der Wachs-
tumsrate r fiihrt der erste Term N = r N zu unbegrenztem exponentiellen Wachstum. Um die-
sen unrealistischen Effekt zu vermeiden, nimmt man an, dass die Wachstumsrate mit N abnimmt
(Uberbevilkerung, begrenzte Ressourcen), so dass man eine effektive Wachstumrate rog = r(1 —
N/K) definieren kann. Die Grofle K ist dabei die Tragkapazitét; fiir N > K nimmt die Bevolkerung
nédmlich wieder ab.

Die Tteration (7.19) kann sehr anschaulich auf grafische Weise durchgefiihrt werden (siehe Abb.
7.10). Die Frage ist nun: Fiir welche Werte von r konvergiert die Iteration gegen einen Fixpunkt,
wie stabil ist er, und was passiert wenn er seine Stabilitdt durch eine Anderung von r verliert?

Generell trifft man diskrete Iterationen der Form

o1 = fen) | (7.20)

sehr oft an in der Physik. Dies ist z.B. der Fall, wenn man eine echte diskrete Dynamik hat wie
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bei der getakteter digitaler Elektronik oder bei gepulst angetriebenen mechanischen Systemen. In
der nichtlinearen Dynamik oder Chaostheorie stellen Poincaré-Schnitte einen sehr fruchtbaren
Zugang dar, bei dem der Zustand eines dynamischen Systems “stroboskopisch” zu bestimmten dis-
kreten Zeiten untersucht wird (siehe unten, Kapitel. Dadurch gewinnt man aus der urspriinglich
kontinuierlichen Dynamik ebenfalls eine diskrete Dynamik, die dhnliche Phdnomene wie die Itera-
tionen zeigt.

Iterationen der Form zeigen interessantes Verhalten immer dann, wenn die Abbildung f(z)
nichtlinear ist, wie das bei der logistischen Abbildung der Fall ist. Dann treten Phénomene
wie Bifurkationen, Chaos und Intermittenz auf, wie wir im Folgenden am Beispiel der logistischen
Abbildung diskutieren werden.

7.4.2 Fixpunkte, Bifurkationen und Chaos
Trivialer Fixpunkt: 0 < r < 1

Das einfachste (und langweiligste) dynamische Verhalten stellt sich ein, wenn die Iteration geméif
des Banachschen Fixpunktsatzes gegen den einzigen vorhandenen Fixpunkt konvergiert. Der
Banachraum [0, 1] € R wird durch die logistische Gleichung auf sich selbst abgebildet. Sie ist
eine Kontraktion falls |f/(2)| < 1 auf dem gesamten Intervall, also fiir 0 < r < 1 (siehe Abb. [7.10).
Der Banachsche Fixpunktsatz sagt aus, dass es genau einen Fixpunkt z* gibt, und die Iteration fiir
jeden Startwert gegen ihn konvergiert. Aus der Funktionsvorschrift und Abbildung [7.10| (links) ist
ersichtlich, dass
" =0

dieser einzige Fixpunkt ist.

Weiterer Fixpunkt: 1 < r < 3

Fiir den Physiker wird es interessant, wenn der Mathematiker seinen Fixpunktsatz nicht mehr
anwenden kann. Das ist bereits fiir r > 1 der Fall, da f(z) dann keine Kontraktion mehr ist.
Tatséchlich ist aus Abb. (links) ersichtlich, dass es nun zwei Fixpunkte gibt.

Um die Frage der Stabilitédt der Fixpunkte zu beantworten, betrachten wir eine kleine Stérung
Ty, = x* + &,. Sie betrdgt im néchsten Schritt

Tt = f(@" +en) =~ f(@*)+ f(x) e, .
—_
= &n+1

Verkleinert sich die Stérung in jedem Schritt, gilt also |e,41]| < |en|, ist der Fixpunkt stabil, an-
dernfalls instabil:

Fixpunkt stabil <= |f'(z") < 1|

: . . b (7.21)
Fixpunkt instabil <« |f'(z") > 1]

In unserem Fall sind die beiden Lésungen der Fixpunktgleichung x = r (1 — x) von Hand bere-
chenbar, und Auswertung von f’(z*) an diesen Stellen zeigt

¥ =0 (instabil) und z* =1-1/r (stabil fiir 1 < r < 3).

Unsere Stabilitdtsanalyse gilt eigentlich nur in unmittelbarer Umgebung des Fixpunktes, da die
Taylorentwicklung bereits nach dem 1. Glied abgebrochen wurde. Die grafische Iteration (Abb.
rechts) ldsst jedoch erkennen, dass die Iteration fiir jeden Startwert aufer 0 und 1 gegen den
Fixpunkt bei 1 — 1/r konvergiert.
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— x*=1-1/r stabil fiir 1<r<3 B -
0.8 - j S |
e \
c1 R \\\\\ \\
X _ \\V S
0.4 - \
0.2 - r=3 2 “FiXPUnkte“
_ 4,8,
h T T T T T T T 1

Abbildung 7.11: Links: Bifurkationsdiagramm der logistischen Abbildung. Rechts: Zustandekom-
men eines Orbits der Periode 2 in der grafischen Iteration. Das “Spinnennetz” kann
sich nicht mehr zusammenziehen, wenn die Steigung am Fixpunkt |f/(x)| > 1 ist.

Bifurkationen und Periodenverdopplungen: 3 < r < 3.5699...

Fiir » > 3 wird auch der Fixpunkt bei 2* = 1 — 1/r instabil, da f’(z*) < —1. Das Verhalten der
Iteration ist jedoch immer noch sehr geordnet, was sich in Computerexperimenten iiberpriifen lésst
(Abb. ). Dieses Diagramm kommt zustande, wenn man fiir viele Werte von r die Iteration mit
einem zufélligen Wert startet, ein paar Schritte “warmlaufen” ldsst (so dass es Zeit hat zu einem
“Fixpunkt” zu konvergieren) und in den anschlieflenden Schritten alle erreichten a-Werte speichert
und in das Diagramm eintrégt.

Fiir r < 3 erkennen wir den einen stabilen Fixpunkt (s. Abb. . Fiir r > 3 scheint es zwei “Fix-
punkte” zu geben. Diese entstehen nicht etwas aus zwei verschiedenen Startwerten der Iteration,
sondern werden abwechselnd nacheinander von der Iteration angenommen. Diese Oszillation der
Iteration zwischen zwei Werten nennt man einen Orbit der Periode 2. In der grafischen Veran-
schaulichung der Iteration (Abb. rechts) wird klar, wie er zustande kommt: Das “Spinnennetz”
zieht sich nicht mehr zusammen.

Da jeder Punkt des Orbits genau nach zwei Iterationsschritten wieder erreicht wird, ist er ein
Fixpunkt der zweifach iterierten Abbildung

)= f(f(@) =rlra(l —a)]1 - [re(l - ).
Sie ist ein Polynom vierten Grades (sieche Skizze) und hat die Fixpunkte
x¥=0, a*=1-1/r (instabil fir r > 3)

r+1+./(r—3)(r+1) (
2r

p,q= nur fiir r > 3, dann stabil bis r ~ 3.449...).

Denkt man von vornherein in der Sprache der zweifach iterierten Abbildung f2, so hat sie fiir
1 < r < 3 nur die Fixpunkte 2* = 0 und 1 — 1/r, welche auch die einfache Abbildung schon hat.
Letzterer wird bei r = 3 instabil, wihrend gleichzeitig unmittelbar links und rechts von ihm je ein
neuer, stabiler Fixpunkt (p und ¢) entsteht. Diesen Vorgang, ein stabiler Fixpunkt wird instabil
und “spaltet” dabei in zwei stabile Fixpunkte auf, nennt man Bifurkation. Die beiden stabilen
Fixpunkte von f2?(x) werden vom Iterationsverfahren z,.1 = f2(x,) gefunden; welcher genau,
héngt vom gewihlten Startwert ab. Nur wenn man einen Schritt zuriick geht und die Iteration der
einfachen Abbildung betrachtet, x,+1 = f(x,), wechseln sich diese beiden Punkte ab und man
erhilt einen Orbit. Die Fixpunkte p und q von f2(z) erfiillen dann ¢ = f(p) und p = f2(p) = f(q).
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Es gibt weitere Bifurkationen fiir gréflere Werte von r, wie
in Abbildung [7.11] zu sehen. Nennen wir den Wert von r, bei
welchem ein Orbit der Periode 2" stabil wird r,,. Analog zum
Fall der Periode 2 entspricht ein Orbit der Periode 2" dabei x*
einem Paar (n = 1), Quartett (n = 2), Oktett (n =3)... von  f2(x)
stabilen Fixpunkten der Abbildung f2". Eine Ubersicht iiber P
die Stellen, an denen die Bifurkationen auftreten ist nachfol-
gend gegeben:

r =3 (Periode 2 wird geboren) x
ro = 3.449... 4

rsg = 3.544009... 8

ry = 3.5644... 16

r5 = 3.568759... 32

Foo = 3.569946... 00

Die Annéherung an den Grenzwert 7., geschieht dabei ungefihr wie in einer geometrischen Reiheﬂ
mit der universellen Feigenbaum-Konstante

§= lim 2~ ""=1 _ 4 660... (7.22)

n—oo ’l"n+1 —Tn

Chaos und Intermittenz: » > 3.5699...

Feigenbaum hat gezeigt, dass die Periodenverdopplungskaskade bei 7o, = 3.569946... ins Chaos
iibergeht. Im Chaos gibt es allgemein keine periodischen Orbits mehr, d.h. keine endliche Sequenz
wiederholt sich bei der Iteration. Im Bifurkationsdiagramm (Abb. liegen die geplotteten Punkte
dicht auf der z-Achse, in gewissen Béandern offensichtlich “dichter” als im iibrigen Bereich.

Doch auch im Chaos gibt es noch einige Stellen, an denen man Ordnung erkennen kann, sogenannte
periodische Fenster. Am prominentesten ist das Fenster der Periode 3 im Bereich 3.8284 < r <
3.8415. Man beachte, dass es vorher immer nur Orbits der Periode 2™ gab, dieser Orbit der Periode
3 passt nicht in dieses Schema.

Die Entstehung dieses Orbits aus dem Chaos heraus wird durch Intermittenz geprigt, in denen
das System sich lange Zeit schon fast wie in einem Periode-3-Orbit verhélt, doch zwischenzeitlich
wieder ins Chaos ausbricht. Der Verlauf der Iteration fiir  knapp unterhalb des periodischen Fensters
ist in Abbildung [7.12] oben gezeigt. Graphisch kann das Verhalten erkliart werden, wenn man die
Spinnennetzkonstruktion fiir die dreifach iterierte Abbildung f3(x) durchfiihrt (siehe unten).
Sie besitzt drei Stellen, welche kurz davor sind die Winkelhalbierende zu schneiden und somit zu
Fixpunkten zu werden. Da sie aber noch einen kleinen Abstand zur Winkelhalbierenden haben,
bilden sie mit ihr einen schmalen “Kanal”, welcher vom Spinnennetz durchlaufen werden muss.
Innerhalb des Kanals schreitet die Iteration von f3(z) nur in sehr kleinen Schritten voran. In diesen
Schritten sieht es so aus, als hiitte man einen Fixpunkt von f3(x) erreicht, welcher in der Iteration
zur einfachen Abbildung f(z) als Orbit der Periode 3 erscheint. Nach dem Kanaldurchgang bricht
das System ins Chaos aus, bis es irgendwann wieder in die Miindung eines Kanals lauft.

I Feigenbaum fand dies heraus, weil er einen ziemlich langsamen programmierbaren Taschenrechner (ein HP-65, siche
Abb. fiir seine numerischen Experimente benutzte. Wahrend der Taschenrechner beschiftigt war, hatte er
geniigend Zeit zu raten, welches das nédchste r, sein wird. Er fand, dass sich der Abstand aufeinanderfolgender
rn bel jedem Mal um den Faktor 1/4.669... reduziert.
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Abbildung 7.12: Intermittenz. Oben: Verlauf der Iteration knapp unterhalb des periodischen Fens-
ters. Unten: Grafische Veranschaulichung der Intermittenz. (Quelle [@])

Der Ausgang des Systems aus dem Fenster der Periode 3 heraus geschieht mit verbliiffender Ahnlichkeit
zum anfiinglichen Periodenverdopplungsszenario (sieche Abb. . Es gibt wieder zunéchst eine
Periodenverdopplungskaskade, gefolgt von Chaos welches zwischenzeitlich wieder von periodischen
Fenstern (deren Ordnung und relative Position zueinander wie im grofien Diagramm sind) unter-
brochen wird.

7.4.3 Selbstahnlichkeit und Universalitat

Das Bifurkationsdiagramm der logistischen Abbildung (Abb. (links)) hat eine bemerkenswerte
Eigenschaft, die in Abb. verdeutlicht ist. Wird ein Teil des Diagramms herausgeschnitten
und vergroflert dhnelt er wieder dem gesamten Diagramm. Wir werden im néchsten Abschnitt
versuchen, diese Selbstdhnlichkeit des Bifurkationsdiagramms mit Hilfe der Renormierungsgruppe
zu verstehen.

Eine weitere erstaunliche Eigenschaft ist die Universalitit des Bifurkationsverhaltens. Die gleiche
Feigenbaumkonstante, die fiir die logistische Abbildung gefunden wurde, beschreibt die Bifurka-
tionsdiagramme fiir alle unimodalen Abbildungen auf [0,1], d.h. glatte konkave Abbildungen
mit einem Maximum. Dies verdeutlicht Abb. Auch diese Universalitit wollen wir im néichsten
Abschnitt mit Hilfe der Renormierungsgruppe verstehen.

Noch erstaunlicher ist, dass die Universalitdt der Feigenbaumkonstante noch weiter reicht und sie
auch in realen physikalischen Systemen auftaucht, zum Beispiel in chaotischen Systemen der Fluid-
dynamik. Erwdrmt man einen mit Quecksilber gefiillten Behélter von unten, so muss das Quecksilber
Wirme von unten nach oben transportieren. Bis zu einer kritischen Rayleigh-Zahl R (eine dimen-
sionslose Kennzahl proportional zum Temperaturgradienten) geschieht dies ohne makroskopische
Bewegung. Ab R, bilden sich Konvektionsrollen, in denen das heifle Quecksilber auf der einen
Seite nach oben stromt, seine Temperatur dort abgibt und auf der anderen Seite wieder absinkt.
Misst man in solchen Zustdnden an einem festen Ort den zeitlichen Temperaturverlauf, so erhilt
man eine periodische Funktion (siehe Abb. [7.15]), deren Periode sich bei gewissen Werten von R/R,
verdoppelt. Aus diesen Werten ldsst sich wieder die Feigenbaumkonstante berechnen.
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Abbildung 7.13: Selbstéhnlichkeit des Bifurkationsdiagramms der logistischen Abbildung auf ver-
schiedenen Skalen. (Quelle [6].)
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Abbildung 7.14: Universalitiat des Bifurkationsdiagramms fiir unimodale Abbildungen. Gezeigt sind
Diagramme fiir die Logistische Abbildung f(z) = r2(1 — z) (links) und die Sinus-
Funktion f(z) = r sin(r ) (rechts). (Quelle [6].)

Dieses Vorgehen lédsst sich in vielen chaotischen Systemen anwenden, und fithrt immer auf Konstan-
ten die in der Néhe von Feigenbaums § = 4.669... liegen:

Experiment Anzahl Verdopplungen )

Hydrodynamik

Wasser 4 4.3+0.8
Quecksilber 4 444+0.1
Elektronik

Diode 4 4.5+0.6
andere Diode 5 4.3+0.1
Transistor 4 4.7+0.3
Josephson Simul. 3 4.54+0.3

Man kann daher sagen, dass die Feigenbaumkonstante tatséichlich eine Art “Naturkonstante” fiir
Bifurkationen darstellt.
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Abbildung 7.15: Periodenverdopplung im zeitlichen Tem-
peraturverlauf ein einem Quecksilber-
System mit Konvektionsrollen (Quelle
[6]). Der oberste Zustand mit gleich ho-
hen Peaks kann als Periode 1 gedeutet
.65 werden. Ab einem zu hohen Wert R/R.
zerfallen die Peaks in zwei Sorten; eine
) . . . . ist etwas hoher als die andere. Weiteres
0 50 0. ™ 200 Aufspalten in mehrere Sorten von Peaks
kann bei noch héheren R/R.-Werten be-

obachtet werden.

Figure 10.6.5 Libchaber et al. [1982), p. 213

7.4.4 Renormierungsgruppe

Die zunéchst iiberraschende Universalitéit und Selbstéhnlichkeit der Bifurkationsdiagramme fiir un-
imodale Abbildungen ldsst sich durch eine Renormierungsgruppentransformation verstehen
[7], welche wir im Folgenden auf einem recht intuitiven Niveau behandeln werden [6].

Die Idee dabei ist, dass bei einer Periodenverdopplung die
e Tteration der Abbildung f2" (z) — f2n+l(;v)
e und anschlieSende Reskalierung von z- und f-Achse

zu einer sehr dhnlichen Funktion fithrt. Diese Renormierungsgruppentransformation wird wieder-
holt ausgefiihrt und ist somit eine Iteration auf dem Raum der unimodalen Funktionen auf [0, 1].
Diese Iteration in einem Funktionenraum fiihrt auch auf einen Fix“punkt”, besser gesagt eine “Fix-
funktion”.

Ein wesentlicher Bestandteil der Renormierungsgruppentransformation sind superstabile Fix-
punkte. Bei unserer Definition stabiler und instabiler Fixpunkte haben wir gesehen, dass
die Konvergenz gegen einen Fixpunkt z* umso schneller ist, je kleiner |f/(z*)| an dieser Stelle ist.
Im Bestfall f/(z*) = 0 bezeichnen wir den Fixpunkt als superstabil. Die Konvergenz der Iteration
ist dann mindestens vom Grad 2. Geometrisch bedeutet f'(x*) = 0, dass der Fixpunkt zugleich
ein Maximum oder Minimum der Funktion ist.

Prézisieren wir unseren Renormierungsschritt anhand Abb. Gegeben sei eine unimodale Abbil-
dung f(z,r) mit Parameter » und Maximum bei z,,. Das Koordinatensystem wird um z,, zentriert,
so dass die nachfolgenden Reskalierungen einfacher werden. Wir wéhlen » = Ry so, dass x,, ein
superstabiler Fixpunkt ist, siche Abb. (a). Der Renormierungsschritt besteht nun darin, die
Funktion zweimal anzuwenden (f2), 7 = R; so zu wiihlen dass z,, wieder ein superstabiler Fixpunkt
(nunmehr der Abbildung f2) ist, und die z- und f-Achse mit einem Faktor a zu reskalieren (sieche
Abb. (b)). Die so erhaltene Funktion ist der urspriinglichen Funktion sehr dhnlich:

f(z,Ro) ~ a f? (g’Rl) )

Wiederholt man diese Konstruktion, erhélt man wieder eine sehr dhnliche Funktion, welche sich

129



F(x Ry) xR

c)~a),

@ o nur umgedreht

Abbildung 7.16: Veranschaulichung des Renormierungsschrittes

nun noch weniger von ihrem Vorgénger unterscheidet als diese ersten beiden. Diese Iteration lauft
demnach gegen eine universelle Fixpunkt-Funktion mit superstabilem Fixpunkt,
go(x) = lim o™ f" (i R )
0 T nSoo an’ n)
Alternativ kann man auch mit einem anderen Parameter r = R; fiir die erste Funktion starten, so

dass die Funktion f(z, R;) bei x,, keinen superstabilen Fixpunkt hat, sondern z,, auf einem Orbit
der Periode 2° durchliuft. Dann laufen die Renormierungsschritte gegen

gi(x) = nh_)ngC a” f2n (%,Rn+i) .
Wie konnen wir den Grenz- “Wert”, bzw. die Grenz-Funktion dieser Folgen berechnen? Indem wir
ausnutzen, dass die gesuchte Grenz-Funktion sich nicht d&ndert, wenn wir den Renormierungsschritt
noch einmal auf sie anwenden. Dies funktioniert wenn man gleichzeitig n — oo und 7 — oo schickt,
und man erhélt die Funktionalgleichung

Joo(Z) = @ goo (g) . (7.23)

mit den Randbedingungen ¢'(0) = 0 (weil bei x,, = 0 ein superstabiler Fixpunkt sein soll) und
g(0) =1 (beliebig).

Der Wert fiir « ist durch diese Funktionalgleichung und deren Randbedingung ebenfalls bestimmt,
1 =g¢(0) = ag(g9(0)) = ag(l). Feigenbaum berechnete eine Niherungslosung der Funktionalglei-
chung durch einen Potenzreihenansatz g(x) = 1 + cox? + c42* mit dem Ergebnis

a=1/g(1) = —2.5029... (7.24)

Die Konstante « ist eine dhnliche universelle Konstante wie die Feigenbaum-Konstante 6. Wahrend
die Feigenbaum-Konstante die Verhéltnisse von Differenzen A,, = r, — r,_1 aufeinanderfolgen-
der Bifurkationsparameter r,, beschreibt, 6 = lim,, oo A, /A, 41 (siche ), beschreibt o das
Verhiltnis von Differenzen aufeinanderfolgender Absténde d,, zwischen dem superstabilen Fixpunkt
Z,, und dem benachbarten Fixpunkt von f2"(x,R,) bei r = R, (siche Abb. [7.17), also o =
lim;, 00 dpp/dpt1. Dementsprechend kann auch die universelle Feigenbaum-Konstante § = 4.669...
auf dhnliche Weise aus der Renormierung bestimmt werden. Die Rechnung ist allerdings kompli-
zierter als fiir . Auch § wird vollstindig durch die Fixpunktfunktion g, (z) bestimmt.

Viele verschiedene Ausgangsfunktionen f(z,r) konvergieren unter der Renormierungsgruppentrans-
formation gegen die gleiche Fixpunkt-Funktion g.(z), deren Gleichung (7.23)) keine Information
iiber f(x,r) mehr enthélt. Dies erklirt die Universalitit der Feigenbaumkonstante: Sie ist
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Abbildung 7.17: Veranschaulichung der universellen Konstanten a und 6.

nicht abhéngig von der genauen Gestalt der unimodalen Funktion f, welche iteriert wird, sondern
nur von der Fixpunkt-Funktion g..(x) welche durch (7.23) definiert ist.

Wir sehen auch, dass wir unabhéngig von der anfinglichen Periodenléinge 2° des superstabilen Fix-
punktes r = R; immer bei der gleichen Fixpunkt-Funktion landen. Dies erkléirt die Selbstdhnlichkeit
des Bifurkationsdiagramms: Egal, bei welcher Verzweigungs-” Generation” ¢ wir beginnen, néhert
sich die Renormierungsgruppe der gleichen Fixpunkt-Funktion g..(x).

7.5 Poincaré-Schnitte in chaotischen Systemen

Poincaré-Schnitte bilden die kontinuierliche Dynamik eines mechanischen Sys-
tems auf eine diskrete iterative Dynamik ab. Das chaotische Verhalten ldsst sich
so anschaulich visualisieren. Fiir eindimensionale Systeme gibt es eine Analogie
zu Bifurkationen und Chaos bei einfachen Iterationen.

7.5.1 Integrable Systeme

Integrable Systeme der klassischen Mechanik sind nicht chaotisch, sondern im Gegenteil exakt
l6sbar weil “geniigend” Erhaltungsgrofien bekannt sind.

Integrable Systeme werden durch folgenden wichtigen Satz von Liouville aus der klassischen Me-
chanik klassifiziert:

Sind in einem mechanischen System mit f Freiheitsgraden (2f-dimensionaler
Phasenraum) f unabhiingige Erhaltungsgréfien in Involution bekannt, so
ist das System durch Winkel- und Wirkungsvariable integrierbar.

Wir beweisen diesen Satz nicht (Beweis siehe z.B. Arnold [8]), sondern machen uns lediglich seinen
Inhalt etwas préziser klar.

Zunichst erldutern wir einige Begriffe in obigem Satz. Wir betrachten ein autonomes System, d.h.
eine zeitunabhingige Hamiltonfunktion 0H /0t = 0, also H = H({,p). Dann ist eine Observable
F; = F;(q,p) eine Erhaltungsgrofle, wenn die Poissonklammer mit H verschwindet

f
OF, OH OF, 0H\ _
R Hy =D <aqnapn apnaq) =0

n=1

Zwei Grofien F; und F; heilen unabhiingig, wenn ihre (2f-dimensionalen) Gradienten im Pha-
senraum linear unabhingig sind. Zwei Groflen F; und F; heifilen in Involution (“miteinander
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Abbildung 7.18: Links: Joseph Liouville (1809-1882), franzosischer Mathematiker. Rechts: Hen-
ri Poincaré (1854-1912), franzosischer Mathematiker und Physiker. (Quelle:
Wikipedia).

vertriglich”), wenn ihre Poissonklammer verschwindet:
{F is J } =0
Winkel- und Wirkungsvariablen folgen spéter.

Damit kénnen wir den Satz iiber integrable Systeme von Liouville etwas priziser fassen :

Fiir ein autonomes System mit f Freiheitsgraden und Hamiltonfunktion H (g, p)
seien neben F} = H noch f — 1 weitere unabhéingige Erhaltungsgrofien F; =
F;(g,p) in Involution bekannt, so dass

(F,,F;} =0 Vi=1,...f

1) Dann bewegt sich das System im 2f-dimensionalen Phasenraum P auf der
f-dimensionalen Niveaumenge

2) Ist diese kompakt (also “begrenzt”) und zusammenhingend , dann ist sie dif-
feomorph (eindeutig und differenzierbar abbildbar) zu einem f-dimensionalen
Torus im 2f-dimensionalen Phasenraum

3) Die Bewegung auf diesem Torus kann durch kanonische Winkel- und Wir-
kungsvariablen beschrieben werden.

Der f-dimensionale Torus, der durch die f Erhaltungs-
groflen F; festgelegt wird und auf dem die Bewegung statt-
findet, heiffit auch invarianter Torus. Man beachte, dass
die Bewegung eines integrablen Systems damit sehr stark
eingeschriankt ist: Im 2 f-dimensionalen Phasenraum sind
der Bewegung f Dimensionen genommen.

Fin f-dimensionaler Torus ist das Produkt von f 1-
dimensionalen Kreisen Sq: Ty = Sq X ... x S1 (f-mal). Die
Abb. rechts zeigt einen 2-dimensionalen Torus eingebettet
in 3 Raumdimensionen.

Jeden der f Kreise kann man mit einem Winkel ¢; und
einem Radius F; parametrisieren. Winkel und Radius sind normalerweise keine kanonischen Varia-
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blen wie ¢; und p;, d.h. fiir ihrer Poissonklammern gilt i.Allg. {¢;, F;} # 1 (d.h. sie gehen nicht
durch eine kanonische Transformation aus den ¢ und p hervor). Man kann aber zum Winkel ¢; eine
Wirkungsvariable I; = I;(F1, ..., Fy) finden, so dass die Variablen ¢; und I; kanonisch sind (Be-
weis siehe z.B. Arnold [8]). Dies sind dann die Winkel- und Wirkungsvariablen mit folgenden
Eigenschaften:

1) Die Wirkungsvariablen I; = I;(F1, ..., Fy) sind wieder Erhaltungsgréfien.

2) Die Winkelvariablen ¢; sind zyklisch, also H = H(I1,...,I¢) hingt nicht von den ¢; ab und
2m-periodisch. Man kann die Bewegungsgleichungen dann explizit 16sen

. OH
Ii = — == 0
i
) OH
Pi = a1, =w;(I1,...,Iy) = const

= QDZ(t) = QDZ(O) + wi(Il, ...,If)t

Ein (triviales) Beispiel fiir einen invarianten Torus stellen zwei ungekoppelte Oszillatoren dar mit
H = p?/2my + p3/2ma + wiq? /2 + w3q3 /2. Die Energien

p2 1 55
B, = =t 1 —2¢ i =1.2 2
3 sz 2w1 Ql (7' 9 ) (7 5)

stellen dann 2 Erhaltungsgréfien dar fiir ein autonomes System mit f = 2 Freiheitsgraden. Damit
ist das System integrabel. Die Gleichungen beschreiben jeweils eine Ellipse, d.h. das System
bewegt sich im 4-dimensionalen Phasenraum auf dem Produkt zweier Ellipsen, was offensichtlich
diffeomorph ist zu einem 2-dimensionalen invarianten Torus im 4-dimensionalen Phasenraum.

Die explizite kanonische Transformation auf Winkel- und Wirkungsvariablen sieht dann so aus:

1 iqi
I; = —F;(¢;,p;) und ¢; = arctan (wq>
% i

Damit wird dann H = H(I1,I5) = w1l + wals. Die kanonische Transformation ¢; — @Q; = ¢; und
pi — Pi = I; wird durch eine Erzeugende M = M(7,Q) = >, 3wiq” cot Q; generiert, wie man
nachrechnen kann.

Folgende integrable Systeme sind uns aus den Grundvorlesungen bekannt:

1) Autonome Systeme mit f = 1, also eindimensionale Bewegungen mit Energieerhaltung:

Dann ist die Energie als Erhaltungsgrofie ausreichend, um das System integrabel zu machen
nach obigem Satz von Liouville. Die Losung solcher eindimensionalen Bewegungen gelingt
tatséichlich immer iiber den Energieerhaltungssatz und Trennung der Variablen.

2) Lineare Systeme, also Systeme, wo die Bewegungsgleichungen linear sind (gekoppelte Os-
zillatoren, lineare Ketten, Wellen):

Diese Systeme lassen sich durch Einfiihrung von Normal- oder FEigenschwingungen auf ent-
koppelte Oszillatoren zuriickfithren. Dies funktioniert prinzipiell fiir beliebig grofle Zahlen f
von Freiheitsgraden.

3) Systeme mit geniigend Erhaltungsgrofien, wie das Teilchen im Zentralfeld (Kepler-Pro-
blem) in f = 3 Raumdimensionen:

Hier ergeben H, der Drehimpulsbetrag |E| und eine Komponente L; des Drehimpulses 3
Erhaltungsgréfien in Involution (die drei Drehimpulskomponenten sind allerdings nicht in
Involution).

Typische Beispiele nicht-integrabler Systeme sind:
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1) Systeme mit f > 1 Freiheitsgraden, in denen nichtlineare Terme in den Bewegungsgleichun-
gen auftreten. Daher wird auch oft die Bezeichnung nichtlineare Dynamik fiir das ganze
Feld der Physik verwendet, dass sich mit chaotischen Bewegungen befasst.

2) Dissipative (Systeme ohne Energieerhaltung) nichtlineare Systeme kénnen auch bereits fiir f =
1 chaotisches Verhalten zeigen, wie wir am Beispiel des geddmpften getriebenen nichtlinearen
Oszillators unten sehen werden.

3) Auch mit Zentralkriften sind Systeme mit mehr als 2 Teilchen (das beriihmte 3-Korper-
Problem) nicht mehr integrabel

Solche Systeme kénnen dann im Normalfall nur noch numerisch untersucht werden durch numerische
Integration der Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Methoden, die wir in Kapitel [4] kennengelernt
haben.

Nicht-integrable Systeme kann man im Regelfall nur noch numerisch untersuchen. Es gibt aller-
dings einige duflerst wichtige mathematische Sétze, die das “Abgleiten” eines integrablen Systems
in chaotisches Verhalten qualitativ charakterisieren, wenn es nicht-integrabel gestért wird. Diese
werden wir spéter noch kurz andiskutieren.

7.5.2 Poincaré-Schnitt

Die Dynamik eines mechanischen Systems im vollen 2 f-dimensionalen Phasenraum ist nur schwer
zu visualisieren (fiir f > 1). Ein hilfreiches Werkzeug dabei sind Poincaré-Schnitte. Dies gilt
besonders fiir f = 2. Poincaré-Schnitte sind auch sehr aufschlussreich, um das Abgleiten eines
gestorten integrablen Systems in chaotisches Verhalten zu untersuchen und zu visualisieren, wie wir
noch sehen werden.

Dazu definieren wir eine (2f — 1)-dimensionale Hyper-
fliche S im Phasenraum zusammen mit einem Rich-
tungssinn, die durch die Richtung eines Normalenvektors
auf der Fliche angegeben werden kann. Dann wird der
Punkt auf der Hyperfliche markiert, in dem die Trajekto-
rie im Phasenraum die Hyperfliche in gewiinschter Rich-
tung schneidet. Dies ergibt eine diskrete Punktfolge Py,
Py, ... und fithrt zu einer diskreten Dynamik: Beim
Poincaré-Schnitt wird das System “stroboskopisch” be-
trachtet, immer wenn es die Hyperfliche S schneidet.

Die entstehende Abbildung

Py, = T(P,) = Pois (7.26)

der Schnitthyperfliche auf sich selbst heifit Poincaré-
Abbildung. Sie kann in der Regel nicht analytisch an-
gegeben werden, allerdings kann der Poincaré-Schnitt nu-
merisch gut durchgefiihrt werden.

Abbildung 7.19: Poincaré-Schnitt und
Poincaré-Abbildung.

Mit Hilfe von Poincaré-Schnitten lassen sich integrable Systeme von chaotischen unterscheiden.
Bei einem integrablen System bewegt sich das System periodisch auf einem invarianten Torus.
Die Hyperflache S sollte diesen Torus schneiden und die Durchstoflpunkte liegen dann auf dem
kreisartigen Schnitt von Torus und Hyperebene. Eine kreisartige Topologie der Poincaré-Schnitte
sind ein Kennzeichen integrabler Systeme. Fiir chaotische Systeme gibt es dagegen keine invarianten
Tori und Poincaré-Schnitte geben typischerweise eine ungeordnete Ansammlung von Punkten (evtl.
mit fraktalen Eigenschaften), die die Hyperfliche ausfiillt.

Wir betrachten zwei Beispiele.
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Doppelpendel

Wir betrachten ein ebenes Doppelpendel mit zwei Mas-
sen my und ms und Stabldngen /; und 5. Dieses Beispiel
ist aus Korsch/Jodl [4]. Das Doppelpendel wird durch die
Lagrangefunktion

1 , 1 : L
L= SMEQ? + 5mal5y® + malilag cos( — )
— Mgli(1 — cos ) — magla(1 — cos ), (7.27)

beschrieben, wobei M = mi + msy die Gesamtmasse ist.
Die resultierenden Bewegungsgleichungen lauten

¢ = {1 — pcos® (¢ — )} " [ug sin g cos() — )

+pp” sin(y — ) cos(yh — ) — grsinp + %1&2 sin(¢) — @)]
= {1 = pcos* (¢ — )

—pp? sin(¢h — ) cos(

} ! g2 sinp cos(v — @)

¥ — @) — g2sing — Ap sin(yp — @)}
(7.28)

mit A = 11 /ls, ¢, = g/l; (i = 1,2) und p = mg/M. Die

Bewegungsgleichungen sind offensichtlich nichtlinear, zum

einen auf Grund der intrinsischen Nichtlinearitit eines einfachen mathematischen Pendels, zum
anderen auf Grund der Kopplung beider Pendel.

Die Bewegungsgleichungen kénnen z.B. mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung aus Kapitel
[4-3] sehr genau geldst werden. Ein Poincaré-Schnitt kann durch die Bedingung

Y =0 (und )+ Apcosg > 0) (7.29)

definiert werden, wobei der zweite Teil die Richtung festlegt, in der die Trajektorie die Hyperebene
1) = 0 schneidet. Da die numerische Losung der Bewegungsgleichungen nur zu diskreten Zeiten
vorliegt, geht man so vor, dass bei einem Vorzeichenwechsel von ¢ (und korrekter Richtung) nochmal
(linear) interpoliert wird, um den Poincaré-Schnittpunkt moglichst genau zu bestimmen.

Poincaré-Schnitte zu ansteigender Energie sind in Abb. gezeigt: Bei kleinen Energien sind die
Auslenkungen der Schwingungen klein und damit auch die Nichtlinearitdten in den Bewegungsglei-
chungen. Zunéchst verhélt sich das System daher wie ein integrables System mit invarianten Tori,
die sich als geschlossene Konturen mit Kreistopologie darstellen. Mit zunehmender Energie gleitet
das System ins Chaos ab und die invarianten Tori 16sen sich in flichenfiillende Punkte auf.

Gedampfter getriebener nichtlinearer Oszillator

Das zweite Beispiel ist der gedampfte getriebene nichtlineare Oszillator aus Aufgabe 6 aus
Kapitel [4] (siehe auch Fitzpatrick [9]). Die Bewegungsgleichung lautet

6= —% —sin 6 + A cos (wt) (7.30)

wobei die lineare Eigenfrequenz wy = 1 betrégt, die Ddmpfung ist proportional zu 1/Q (wobei @
auch Qualitdt genannt wird), die Antriebsfrequenz ist w, die Antriebsamplitude A. Obwohl die-
ses System nur f = 1 Freiheitsgrad hat, kann es chaotisches Verhalten zeigen, da auf Grund von
Déampfung und Antrieb die Energie nicht erhalten ist. Auch diese Bewegungsgleichung kann nume-
risch z.B. mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung aus Kapitel [£.3] sehr genau gelost werden.
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Abbildung 7.20: Poincaré-Schnitte 1) bei Gesamtenergien F =4, 8, 10, 15, 25, 40 (von links
nach rechts). (Quelle: Korsch/Jodl [4]).

Ein Poincaré-Schnitt ist hier einfach durchzufithren, da das System nach einer Einschwingphase
die treibende Frequenz w annimmt. Die Winkelvariable ist dann die Phase wt und die Poincaré-
Schnittfliche kann durch eine konstante Phase definiert werden und wird dann zu dquidistanten
Zeiten

t, =nT =2mn/w (7.31)

durchstofien. Da hier nur f = 1 Freiheitsgrad vorliegt, besteht der Poincaré-Schnitt nur aus einzel-
nen Punkten, entweder 6(¢,,) oder 6(t,).

In der Ubung soll (t,) als Funktion von Q betrachtet werden fir A = 3/2 und w = 2/3. Das
Ergebnis ist in Abb. gezeigt: Links in einem relativ kleinen Wertebereich fiir @ erkennen
wir wieder das universelle Feigenbaum Verzweigungsszenario fiir [terationen. In diesem Fall
definiert die Poincaré-Abbildung eine Abbildung im raum der reellen Zahlen 6, die iteriert wird.
Wir koénnen sogar verifizieren, dass die Feigenbaumkonstante

5 _ lim QTI - Qn—l
n—00 Qni1 — Qn

wieder ihren universellen Wert (7.22]) annimmt. Die rechte Ansicht in Abb. zeigt eine grobere
Ubersicht iiber einen gréfleren Wertebereich fiir (), und wir erkennen auch die anderen Eigenschaften
nichtlinearer Iterationen wie chaotisches Verhalten und periodische Fenster.

= 4.669...

7.5.3 Weg ins Chaos: KAM-Theorem, Poincaré-Birkhoff-Theorem

Nicht-integrable Systeme kann man im Regelfall nur noch numerisch untersuchen. Es gibt allerdings
einige duflerst wichtige mathematische Sétze, die das “Abgleiten” eines integrablen Systems in
chaotisches Verhalten qualitativ charakterisieren, wenn es nicht-integrabel gestort wird.

Wird ein integrables System mit einer nicht-integrablen Stérung versehen, werden auch die invari-
anten Tori gestort. Das KAM-Theorem (Kolmogorov, Arnold, Moser) beantwortet, unter welchen
Bedingungen solch eine Stérung zu chaotischem Verhalten fithren kann.
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25 -

Q1 = 1.358

05 |-

0(tn) . 0 = 1.358

Q> = 1.370
” Qs =1.375 °r
Qo = 1.3758... ol

Abbildung 7.21: Poincaré-Schnitte 1) bestehend aus einem Punkt 6(t,,) als Funktion von Q fiir
A =3/2 und w = 2/3. (Quelle: Boltz/Kampmann).

Abbildung 7.22: Von links nach rechts: Andrey Kolmogorov (1903-1987), russischer Mathematiker.
Vladimir Igorevich Arnold (1937-2010), russischer Mathematiker, Jiirgen Moser
(1928-1999), deutsch-amerikanischer Mathematiker. George Birkhoff (1884-1944),
amerikanischer Mathematiker. (Quelle: Wikipedia).

Dabei ist es zunéchst einmal wichtig, den Begriff die invarianten Tori integrabler Systeme weiter zu
klassifizieren in

e Resonante Tori:

Sind die (konstanten) Winkelgeschwindigkeiten w; der Win-
kelvariablen ¢; kommensurabel, d.h.

Imq,...,my €Z:muwi + ... + mypwy =0,

heifit der invariante Torus resonant. Die Bewegung auf
einem resonanten Torus ist periodisch (siehe Abb.
rechts) und die Poincaré-Schnitte bestehen aus diskreten >
Punkten auf einem Kreis (fiir eine feste Anfangsbedingung).

e Nicht-resonante Tori:

137



) €D

Abbildung 7.23: Dynamik auf einem invarianten Torus. Links: Eine Bewegung auf einem nicht-
resonanter Torus fiillt den ganzen Torus aus. Rechts: Die Bewegung auf einem
resonanten Torus ist periodisch. (Quelle [4]).

Sind die Winkelgeschwindigkeiten w; inkommensurabel,
d.h.

mwi +..+mywy =0 <<= mp=...=my=0

(Vmq,...,my € Z), ist der invariante Torus nicht-resonant.

Die Bewegung auf einem nicht-resonanten Torus fiillt den

Torus aus (siehe Abb. links) und die Poincaré-Schnitte R

filllen den Kreis aus (selbst fiir eine feste Anfangsbedin-

gung).
Bei einer nicht-integrablen Stérung kann man zunichst kanonische Stérungstheorie verwen-
den. Diese versucht eine kanonische Transformation auf “gestérte” Winkel- und Wirkungsvariablen.
Dabei stellt sich heraus, dass eine solche Storungstheorie fiir resonante Tori zusammenbricht. Ein
anschauliches Argument dafiir ist, dass die ungestorte Bewegung dann periodisch war und sich die
Storung dadurch “aufschaukeln” kann.

Das KAM-Theorem macht eine préizise Aussage, welche invarianten Tori auch bei einer nicht-
integrablen Storung “fast invariant” bleiben:

e Nach Anschalten eine kleinen nicht-integrablen Storung bestehen fast alle
invarianten Tori eines integrablen Systems fort (evtl. leicht deformiert).

e Nur in der Nihe resonanter (kommensurabler) Tori werden die invarianten
Tori instabil.

e Das Mafl der Menge der instabilen Tori kann beliebig klein gemacht werden
fiir schwache Storungen.

(Fiir einen Beweis siehe zum Beispiel das Buch von Arnold [§]. Entscheidend ist, dass die fortbeste-
henden Tori nicht Tori zu gleichen Anfangsbedingungen sind, sondern man sucht Tori mit gleicher
Frequenz durch Andern der Anfangsbedingungen.)

Das KAM-Theorem hat wichtige Konsequenzen: Es zeigt beispielsweise, dass der Einfluss eines
schweren Planeten wie des Jupiter auf die Erdumlaufbahn nicht zu eine chaotischen Erdtrajektorie
fiihrt, solange die Jupiterumlaufzeit gemessen in Jahren ausreichend “irrational” ist.

Wahrend das KAM-Theorem die Aussage macht, dass die nicht-resonanten Tori fast alle “liberleben”,
wenn eine nicht-integrable Stérung eingeschaltet wird, macht das Poincaré-Birkhoff-Theorem
eine Aussage dariiber, was mit den resonanten Tori passiert. Es besagt:
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Nach Anschalten der Storung verbleiben aus einem resonanten Torus eine ge-
rade Anzahl von Fixpunkten, eine Halfte ist elliptisch, eine Hilfte hyperbolisch
(instabil).

Das Fazit beider Theoreme ist folgendes: Wihrend nicht-resonante Tori nur deformiert werden,
zerbricht ein resonanter Torus in eine Folge von elliptischen und hyperbolischen Fixpunkten. In
der Nahe der hyperbolischen Fixpunkte wird die Bewegung chaotisch. Ein schematischer Poincaré-
Schnitt wie in Abb. [[.24] veranschaulicht dies.

Fig. 2.5. Intact invariant curves
and destroyed zones with chains
of alternating elliptic (e) and
hyperbolic (o) fixed points.

Abbildung 7.24: Ein resonanter Torus zerbricht in elliptische und hyperbolische Fixpunkte. (Quelle

4)-
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7.7 Ubungen Kapitel

1. Mean-Field Gleichung Ising-Modell
Losen Sie die Mean-Field Gleichung fiir die Magnetisierung m im Ising-Modell,

m = tanh [(H + Jzm)/kgT] = tanh [(H + kgT.m)/kpT)
mit kpT, = zJ, numerisch mittels Newton-Raphson-Verfahren.

a) Berechnen Sie numerisch fir H/kgT, = 0,0.1,0.5 die Magnetisierung m = m(7T) als Funktion
von T. Plotten Sie dazu die Kurve m(T') im Bereich 0 < T/T, < 3.

b) Berechnen Sie fiir T'/T, = 0.5, 1, 1.5 numerisch die Magnetisierung m = m(H) als Funktion von
H. Plotten Sie die Kurve m(H) im Bereich —3 < H/kpT, < 3. Verwenden Sie sowohl mg = +1 als
auch mg = —1 als Startwerte fiir das Newton-Verfahren. Was passiert fiir T < 7,7

2. Bifurkationsdiagramme

Berechnen und plotten Sie die Bifurkationsdiagramme fiir die Abbildungen
() xpy1 =rzn(l —xy), z, €0,1], (logistische Abbildung)
() Zpi1 =120 — 2>, 2, € [-V1+7,v/1+7], (kubische Abbildung)

durch numerische Iteration. Vergroflern Sie dafiir den Parameter r in kleinen Schritten in einem
Bereich 0 < r < 7p,42. Was passiert, wenn Sie r zu grofl wihlen und welche 7,4, ergeben sich?
Iterieren Sie dann fiir jedes r lange genug, bis sich ein Fixpunkt oder Orbit einstellt. Jeder Punkt
des Orbits ergibt einen Punkt im Bifurkationsdiagramm.

3. Feigenbaum-Konstante

Die Fixpunkt-Gleichung fiir die 2™-fach iterierte logistische Abbildung f(r,z) = rz(1 — z),
v = f2(r,x) = f(f(.f (r,2))),

gibt fiir r < roo = 3.5699... die Werte eines Orbits der Liange 2™ im Periodenverdopplungsszenario
nach Feigenbaum.

Bestimmen Sie fiir n = 1, 2,3 numerisch die Werte r = R,, < 7, fiir die superstabile Fixpunkte
existieren. Diese Werte erfiillen die Gleichung

1 on 1

3= ( 2) :
a) Plotten Sie zunichst g, (r) = 1/2 — 2" (r,1/2) als Funktion von r fiir n = 0,1,2,3 im Bereich
0 <7 < re. Wird n um 1 vergréflert, kommt jeweils eine Nullstelle von g, (r) bei r = R,, hinzu.
Machen Sie die Schrittweite in Threm Plot so klein, dass sie Schranken fiir die Nullstellen angeben
konnen.

b) Bestimmen Sie numerisch mit Hilfe von Intervallhalbierung oder Regula falsi ausgehend von den
Schranken aus a) die Nullstellen R,, von g, (r) fiir n = 1,2, 3.

c) Gewinnen Sie aus Thren Ergebnissen eine erste Schitzung der Feigenbaum-Konstante

5= lim Tnot = fn-z
 n—oo Rn - Rnfl

4. Poincaré-Schnitte
Werfen Sie nochmal einen Blick auf Aufgabe 6 (speziell Teil b)) aus Kapitel
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8 Matrixdiagonalisierung, Eigenwertprobleme

Literatur zu diesem Teil:
Es gibt umfangreiche Literatur zur numerischen Behandlung von Matrix-Eigenwertproblemen, z.B.
Numerical Recipes [1} 2] oder das Standardwerk von Golub/van Loan [3].

Das klassische Eigenwertproblem sicht folgendermaflen aus: Gegeben ist eine NV x N Matrix 4.

Gesucht wird ein Eigenwert (EW) A mit einem Eigenvektor (EV) Z, die die Eigenwertglei-
chung

SN

Y (8.1)

erfiillen. Aus der EW-Gleichung folgt unmittelbar

0 = det(\L — 4) = P()) (8.2)

mit dem charakteristischen Polynom P()). Ein EW ) ist also ein Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms vom Grad N. Die Gesamtheit der Nullstellen von P(\) ergeben das Spektrum
AMA) = { A, ..., An} der EW.
Eine naive numerische Methode, das Eigenwertproblem zu 16sen, wére daher:

1) Bestimme die Nullstellen \; des charakteristischen Polynoms P(\)

2) Lose zu jedem EW )\; das lineare Gleichungssystem

AT = Ny,
um ein Eigensystem {Z1,...,Zny} aus EV &; zu erhalten

Dieses naive Verfahren ist allerdings fiir die Numerik zu uneffektiv und zu ungenau.

Alle effektiven numerischen Verfahren beruhen auf Ahnlichkeitstransformationen

A—A=2"A2Z (8.3)

die die EW erhalten wegen
det(\l — Z 7' A-Z) =det Z " det(\L — A)det Z = det(A\1 — A).

Die Ahnlichkeitstransformation éndert aber die EV:
# EV von A’ zu EW \
S 2 AZF =N = A (ZF)=NZ-T)
<= Z@ EV von A zu selben EW \.

Ist eine Matrix diagonalisierbar, heifit das

3Z: Z7' A Z=

>
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wobei D eine Diagonalmatrix mit Elementen d;; = A;d;;. Das heift dann aber auch, dass die Matrix
Z in 1) die EV von A als Spalten enthélt:

éZ:éQ <~ Zaiijk :Zzijdjk = \pZik-

J J

Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar; das gilt sowohl iiber dem Kérper der reellen Zahlen (dort
hat bereits das charakteristische Polynom nicht unbedingt nur reelle Nullstellen) als auch {iber dem
Korper der komplexen Zahlen (dort kann es bei entarteten, also vielfachen EW, Probleme geben,
obwohl sich das charakteristische Polynom immer in Linearfaktoren zerlegen lisst). Fiir die Physik
ist der folgende Spektralsatz sehr wichtig, der Diagonalisierbarkeit reeller symmetrischer bzw.
hermitescher komplexer Matrizen garantiert:
1) Jede symmetrische reelle Matrix A = A" kann mit orthogonalem Z (Z~' = Z') diago-
nalisiert werden mit reellen EW \;.
2) Jede hermitesche Matrix A = (A")* = A" kann mit unitéirem Z (Z~' = Z*) diagonalisiert
werden mit reellen EW ;.
3) Die Spalten von Z bilden eine orthonormale Eigenbasis.
Die Idee aller iiblichen numerischen Verfahren zur Diagonalisierung, die wir im Folgenden disku-
tieren, ist immer folgende: Wir suchen sukzessive Ahnlichkeitstransformationen

)

A— Pi'"A-Py — By'-PT-A-P- Py — L.

bis die Diagonalgestalt erreicht ist. Dann kénnen wir die EW auf der Diagonale ablesen und die
Spalten des Produktes P; - P - ... sind die EV. Bei reellen symmetrischen Matrizen werden wir

immer mit orthogonalen Transformationsmatrizen P; ansetzen nach Spektralsatz.

Es gibt eine Vielzahl von numerischen Verfahren beruhend auf diesem Prinzip, die oft auf spezielle
Matrixtypen (tridiagonal, Bandmatrizen, symmetrisch, hermitesch, usw.) zugeschnitten sind.

8.1 Jacobi-Rotation

Der  Jacobi-Algorithmus  beruhend  auf  Jacobi-Rotationen  als
Ahnlichkeitstransformationen fiir reelle symmetrische Matrizen ist nicht
das effektivste, aber ein relativ einfach zu implementierendes Verfahren.

Der Jacobi-Algorithmus diagonalisiert reelle symmetrische Matrizen A. Zur Ahnlichkeitstransformation

benutzen wir bei diesem Verfahren in jedem Schritt eine Jacobi- oder Givens-Rotation P, in

der pg-Ebene der Matrix:

cos¢p ... sing
Py, = . (8.5)

—sing ... cos¢
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Dabei stehen die 4 Eintrédge cos ¢, sin¢, —sin¢ und cos ¢ in den zwei Spalten p und ¢ und den
zwei Zeilen p und ¢ der Matrix P,q. Die so definierte Matrix P, ist orthogonal (daher der Name

Jacobi-Rotation) und eine Ahnlichkeitstransformation kann dann auch als

A— A =Pl A D, (8.6)

geschrieben werden.

Die Idee ist nun folgende:
Wir versuchen in jedem Transformationsschritt der Art , das nicht-diagonale Element a,, der
Matrix A nach Null zu transformieren, so dass a;,, = 0. Daraus folgt fiir ¢ = cos ¢, s = sin¢

!
a’;q = (¢ = s%)apq + sc(app — aqq) =0
2 .2 _
—o=""2_"u_"w (8.7)
2sc 2apq

© wird also aus der urspriinglichen Matrix A nach lb berechnet. Dann bestimmen sich ¢ und s

fiir die Jacobi-Rotationsmatrix geméfl

1
t:f = 20=-—t
c t

,_ _ seu(®)
O]+ vO2+1
1
c= ——, s=tec (8.8)

Vit

Die Beziehungen 1) fiir © und lb fir t, s und ¢ bestimmen die Jacobi-Rotation P, die das

Matrixelement a,, von A nach Null transformiert.

Dieser Schritt muss nun prinzipiell nacheinander auf alle nicht-diagonalen Matrixelemente von A an-

gewandt werden. Dabei sind aufeinanderfolgende Transformationen aber nicht unabhéngig und man
lauft Gefahr, bei nachfolgenden Transformationen bereits nach Null transformierte nicht-diagonalen
Elemente wieder zu verlieren. Dies ist aber beherrschbar, denn es gilt fiir

off(4) = Z lars|® = Z nicht-diagonale Quadrate
r#s

bei einer Ahnlichkeitstransformation mit einer Jacobi-Rotation mit Py

off(4') = off (A) — 2[ay, " (8.9)

Damit kann sichergestellt werden, dass die transformierte Matrix é’ auf jeden Fall “diagonaler” ist

als die Ausgangsmatrix A.

Der iterative Jacobi- Algorithmus reiht nun Ahnlichkeitstransformationen mit Jacobi-Rotationen
aneinander, bis off(4) unter einem Genauigkeitsziel ¢ liegt:
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1) Wéhle Zielschranke ¢ fiir off (4).

2) Wéhle pq so, dass |apq| maximal, |apq| = max;+; |ai;|.

3) Berechne O, ¢, ¢, s nach (8.7)) und (8.8).

4) Ahnlichkeitstransformation A" = P! - A- Pp,.

5) Wenn off(A') < e, dann Ende; sonst A" = A und wieder 2).

Der Jacobi-Algorithmus hat folgende Eigenschaften:
e Er funktioniert immer, allerdings relativ langsam fiir grofie V.

e Fiir grofie N ist die Max-suche in 2) langsam. Daher arbeitet man dann die nicht-diagonalen
Elemente besser in einer festen systematischen Reihenfolge ab, z.B.

pg=12, 13,..., 1N; 23, 24,..., 2N; 34,...

Nach einem vollen “sweep” beginnt man wieder von vorne.

e Typischerweise sind dann 6-10 sweeps notwendig. d.h. 3N? bis 5 N2 Ahnlichkeitstransformationen
mit Jacobi-Rotationen, jede davon braucht ~ 8N floating-point Operationen:

!’ ! _ /
Upg = 0, App = App tapq, Ugq

Dann (N-2) Berechnungen aj.,
und nochmal

(N-2) Berechnungen a;,, = a,q + s(a;, — Tarq) (mit jeweils 4 floating-point Operationen) mit
T=s/(1+¢).

Damit sind insgesamt 24N?3 bis 40 N3 Operationen nétig, um die EW zu bestimmen.

= Qqq + tapq (4 Operationen) mit t = s/c.
= Grp— S(arq+Tarp) (mit jeweils 4 floating-point Operationen)

e ['iir die EV muss zusétzlich noch Z = Py - P> - ... berechnet werden, d.h. bei jeder Jacobi-

Rotation muss Z "= Z - Ppq mit berechnet werden.

8.2 Householder und QR-Iteration

Mit Hilfe des Householder-Algorithmus kann eine symmetrische Matrix auf
Tridiagonalform transformiert werden. Die QR-Iteration ist ein schnelles Ver-
fahren, um eine Tridiagonalmatrix dann auf Diagonalform zu transformieren.

Fiir grofle N ist der Jacobi-Algorithmus langsam. Eine bessere Strategie fiir grole N ist folgende:

Zunéchst eine Transformation auf Tridiagonalform (d.h. eine Matrix mit drei diagonalen
Béndern mit Elementen ungleich 0). Fiir diesen Schritt benutzt man den Householder-Algorithmus.

[B:2:2} Dann die EW und EV fiir die Tridiagonalmatrix berechnen. Fiir diesen Schritt ist die QR-
Iteration ein effektives Verfahren.

8.2.1 Householder-Algorithmus

Auch der Householder-Algorithmus zur Tridiagonalisierung ist auf reelle und symmetrische
Matrizen A anwendbar. Im Gegensatz zur Jacobi-Iteration ist dies ein deterministischer Algorithmus

der nach einer festen Zahl von Schritten beendet ist (unabhiingig von Genauigkeitszielen).
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Abbildung 8.1: Links: James Wallace Givens (1910-1993), amerikanischer Mathematiker. Mitte:
Carl Jacobi (1804-1851), deutscher Mathematiker. Rechts: Alston Scott Householder
(1904-1993), amerikanischer Mathematiker.

1) Der Algorithmus beginnt mit der 1.Zeile und 1.Spalte von A und sucht eine orthogonale Trans-

formationsmatrix P; mit der Wirkung

a1 ‘ kl 0
ki | ahy abhg ... ahy
Pi-A-P = ajy asy | . (8.10)
0 ) .
g . adyy

2) Danach suchen wir ein orthogonales P> mit analoger Wirkung auf die Untermatrix é’, d.h. auf
die 2.Zeile und 2.Spalte:

ain ki 0
b az | b
(L1 'ﬁ2)t “A-(Py-Po) = ky | aszg ... (8.11)

usw., bis nach N — 2 Durchldufen die Matrix Tridiagonalgestalt hat.

Um solche orthogonalen Matrizen P, zu finden, machen wir den Ansatz

Lixn | O
n = 3 5./ (8.12)

wobei S,, eine symmetrische (N — n) x (N — n) Matrix mit S, = S, ist ( < P} = P,). Die

o

Orthogonalitétseigenschaft P! - P,, = 1 ist dann dquivalent zu S? = 1 und wird erfiillt von Matrizen

der Form

Sy =1-2i, ®d, mniti =1. (8.13)

Die durch (8.12)) und (8.13) definierte Klasse von orthogonalen Matrizen heilen Householder-
Matrizen. Die Matrizen S,, aus 1) haben auch eine geometrische Interpretation: Sie beschreiben

eine Spiegelung im RV~ an einer N — n — 1-dimensionalen Hyperebene mit Normalenvektor i, .

145



Es bleibt die Frage, wie der Vektor ,, zu wéhlen ist, damit die Householder-Matrizen zur gewiinschten
Tridiagonalisierung fithren. Dazu betrachten wir den Fall n = 1:

aii ‘ (§1 'ﬁ)t

a21
t . . — 1 —
bi-4-B Sy -7| A mit U=
an1
Damit (8.10]) gilt, muss
S V=72 (0 0) =k &
= ~~
(N—1)—dim.

Wir suchen also im RV~! die durch den Normalenvektor @, beschriebene Hyperebene, so dass der
Vektor ¢ nach Spiegelung parallel zum kartesischen Einheitsvektor €} ist.

= ki=(S1-0)(81-7) = =) a.

Dies bestimmt k; bis auf das Vorzeichen:

ky = £[7]. (8.14)

Wegen i@ || (7 — ki€1) und @3 = 1 ist dann auch %; bestimmt:

, U — ki€
1 |’U*k31€1| ( )

Wir wihlen das Vorzeichen von —k; in (8.14) wie das Vorzeichen von as;, um Rundungsfehler in
(8.15) und in der Transformation (8.10) zu minimieren.

Der Householder-Algorithmus lduft nun folgendermaflen ab:
e Wir konstruieren Py und k; aus A gemi8 () und 1)
e Ahnlichkeitstransformation 1) 4’ =Pl -A P
e Analog weiter: Konstruiere Py und ko aus A’

e usw., bis nach N — 2 Iterationen Tridiagonalgestalt erreicht ist.

Der Householder-Algorithmus braucht O(N?) Operationen wie der Jacobi-Algorithmus, allerdings
ist im Normalfall der Vorfaktor von N2 hier wesentlich kleiner.

8.2.2 Eigenwerte und Eigenvektoren tridiagonaler Matrizen

Charakteristisches Polynom

Eine Moglichkeit, die EW und EV einer tridiagonalen Matrix A zu bestimmen, ist direkt iiber ihr

charakteristisches Polynom P(\). Dieses kann fiir tridiagonale Matrizen rekursiv schnell berech-
net werden, was eine effektive Nullstellensuche erméglicht, die dann die EW liefert. Die zugehdrigen
EV werden dann iiber die Losung des linearen Gleichungssystems A - & = A\@ zu jedem EW \;

bestimmt.
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QR-Zerlegung

Eine noch effektivere Methode griindet auf der QR-Zerlegung: Jede reelle Matrix A kann folgen-

dermaflen zerlegt werden:

A-Q R (3.16)

mit @ orthogonal und R obere (rechte) Dreiecksmatrix (8.17)

Z.B. kénnen die Householder-Matrizen P; aus auch zur QR-Zerlegung genutzt werden:

Wir wollen zeigen, dass wir ein Qt der Form Qt = Pn_1-...- Py so konstruieren kénnen, dass
Q A=R

Dafiir betrachten wir zuerst die Wirkung einer Householder-Matrix Py der Form l} Py soll so

gewihlt werden, dass

Dafiir muss

—

0¥ =ko€y mit ¥ = 1.Spalte von A und

[eny

So = 1 — 2ily ® .

Dies kann wiederum erfiillt werden mit der Wahl

v—k
ko = :E‘ﬁl und ’L_L'o = %
— hot1

Damit ist Py aus A konstruiert.

Danach wird ein Py der Form 1] analog aus é’ konstruiert usw. so dass am Ende

gt'AZEN—l'-u'EO' =

s
ll=

eine obere Dreiecksmatrix ist. Fiir eine beliebige reelle Matrix A braucht diese QR-Zerlegung O(N?)
Operationen.

Fiir eine tridiagonale und symmetrische Matrix

air ki 0
ki az ko
ko ass
é =
0 - * - * kN*l

kn-1 ann
wie sie vom Householder-Algorithmus erzeugt wird, ldsst sich Qt einfacher als ein Produkt von

Jacobi-Rotationen (8.5)) schreiben:

Qt=£N71N'-~-'£23'£12
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die jeweils ein unteres k; “wegdrehen”. Zunéchst konstruieren wir Pyo:

ail
k1
P 0 1<
0
s
c

T11 *
22

I

S
|| —

I

NN

0
11
0
. c s air) ! (T
o= (D))
0
k1

= t=-=

a11

1
c= s = tc.

NZES

Die letzte Zeile bestimmt Pj.

Analog geht es dann weiter, fiir P, ,41 gilt:

ko
t=2 =1
¢ apn
! ¢ (8.18)
c= , s=tc. .
V2 +1

Diese auf Jacobi-Rotationen beruhende QR-Zerlegung braucht nur O(N) Operationen.

QR-Iteration

Mit Hilfe der QR-Zerlegung lisst sich die “QR-~Transformation” einer Tridiagonalmatrix durchfithren:
Mit A=Q- R bzw. R = Qf - A definieren wir

ll=

[l
I

e

"“A-Q=A4"= QR-Trafo von 4 (8.19)

Da @ orthogonal ist, ist auch die QR-Transformation eine Ahnlichkeitstransformation, die die EW
erhélt. Weiter gilt: Wenn die Matrix A tridiagonal ist wie nach dem Householder-Algorithmus, dann
ist auch die QR-Transformierte A4’ tridiagonal.

Mit Hilfe der QR-Transformation wird die QR-Iteration fiir ein tridiagonales A definiert:

o Wir starten mit To = 4

o Mit Hilfe der QR-Zerlegung T'x 1 = Qi - Bx von Ty definieren wir

o I =Ry -Qr= QZ ‘T—1 - Q als QR-Transformierte (8.19) von T'x_1.

Zu der so definierten QR-Iteration (die die EW in jedem Schritt erhilt) gibt es folgenden mathe-
matischen

Satz: Die Folge I, konvergiert fast immer gegen die gesuchte Diagonalmatrix.
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Der Beweis ist nicht-trivial, siche [3]. “Fast” heifit hier, dass entartete EW Probleme bereiten.

Dies sieht man an dem Ergebnis (siehe [3]), dass nicht-diagonale Elemente tgﬁ_)li der Matrizen Ty,

nach Null konvergieren wie (|[A\i11|/|\i|)*, wobei \; die gesuchten EW sind, nach Gréfle sortiert:
[A1] > |A2] > ... > |An]-

Typisch sind O(N) Iteration nétig, pro Iteration braucht man O(N) Operationen. Daher braucht
die Diagonalisierung einer Tridiagonalmatrix nur O(N?) Operationen.

8.3 Potenzmethode, Transfermatrix

Die Potenzmethode ist eine einfache und wichtige Methode, um hochdimen-
sionale Matrizen zu diagonalisieren. Eine “physikalische Realisierung” stellt die
Transfermatrixmethode dar. Eine praktisch sehr wichtige Anwendung ist das
Google PageRank-Verfahren.

8.3.1 Potenzmethode

Der betragsmiflig gréfite EW A; und der zugehérige EV #; einer diagonalisierbaren Matrix A

konnen einfach durch wiederholtes Anwenden von A gefunden werden.

Dies ist die Potenzmethode:
1) Waéhle einen Startvektor .

Wn
n

2) Definiere eine Iteration durch @, = A - ¢,,—1 und (optionaler) Normierung v,, = I

-
Dazu gibt es folgenden

Satz: Die Folge ,, konvergiert gegen den normierten EV #; und (v, |A%,) gegen EW A;.

Beweis:
A ist diagonalisierbar mit normierte EV-Basis {Z1, ..., Z2} und EW mit [A| > [A2] > ... > |An|. Wir

nehmen hier zunéchst an, dass der betragsmiflig grofite Eigenwert nicht entartet ist. Dann kann
Uy = Ef\il «;T; in der EV-Basis dargestellt werden und

N
n -2 n=
A Vo = E ai/\i ZT;
i=1

=2

Es gilt aber

lim |24 =0

nl—{r;o )\1
A'Il,l—]*o )\

= =7 +0(|2]).
E - ( A )

Das beweist den Satz und aus der letzten Fehlerabschétzung folgt zudem, dass die Konvergenz nach
21 vom Grade p = 1 ist.

Wir schlieflen mit einigen Bemerkungen zur Potenzmethode:
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e Die Potenzmethode ist relativ langsam; insbesondere, wenn |Ay/A;| nur wenig kleiner als 1
ist.
e Bei Entartung des betragsméBig grofiten Eigenwerts, Ay = Ao, konvergiert (v,|At,) ebenfalls

a1 T1+aaTs

gegen A1, der Vektor v, konvergiert gegen die normierte Linearkombination YA

aus
dem Eigenraum.

e Sie ist die einzig praktikable Methode fiir sehr groBe N (N > 10° oder Ahnliches).

e Hat man den betragsmifig grofiten EW A; gefunden, kann der nichste EW Ay gefunden
werden, indem man das Verfahren anschliefend auf

[5S

— )\1f1 X fl

anwendet usw. Wegen (4 — \i&1 ® &1)Z1 = 0 hat diese neue N x N Matrix statt \; einen
neuen EW X\ = 0 im Spektrum; der betragsméfig grofite EW ist nun A,.

e Das Lanczos-Verfahren zur Tridiagonalisierung beruht auch auf der Potenzmethode,
ist aber noch miéchtiger, da es auch die “unterwegs” generierte Information Atp, 42170,

zur Tridiagonalisierung in nur O(N) Operationen verwendet, siehe z.B. das Buch [3] von Go-
lub/v.Loan. Ausgehend von der Tridiagonalform kénnen dann auch Eigenwerte bestimmt wer-
den. Modifizierte Lanczos-Verfahren erlauben auch die direkte Bestimmung des grofiten
oder kleinsten Eigenwertes, was wichtig bei der Bestimmung von Grundzustdnden in der
Quantenmechanik ist.

8.3.2 Transfermatrix des 1D Ising-Modells

Die Potenzmethode ist ein wichtiges numerisches und analytisches Werkzeug in der statistischen
Physik in Form der Transfermatrixmethode, wo sie dann auch auf kontinuierliche Systeme mit
Operatoren statt Matrizen oder diskrete Systeme im thermodynamischen Limes mit “unendlich”-
dimensionalen Matrizen angewendet wird.

Die Idee der Transfermatrixmethode ist, die Zustandssumme eines Systems als Spur iiber eine
Potenz einer Transfermatrix I’ zu schreiben

Z =SpT",

wobei N ~ Systemgrofie. Im thermodynamischen Limes N — oo wird die Zustandssumme dann
eine “physikalische Realisierung” der Potenzmethode.

Wir erldutern die Transfermatrixmethode am Beispiel des 1-dimensionalen Ising-Modells. Das Ising
Modell wurde bereits in Kapitel ([7.3.2]) eingefithrt. Das 1D-Ising Modell besteht aus N gekoppelten
Spins s; = 41 auf einer eindimensionalen Reihe von Gitterplitzen.

Wir betrachten ferromagnetische Kopplungen zwischen néchsten Nachbarn J;; = J > 0 fur [i—j| =1
und J;; = 0 sonst in der Hamiltonfunktion aus Gl. (7.13). Die Hamiltonfunktion des 1D-Ising
Modells wird dann

N N
Hlsing = _JZ SiSi+1 — HZ Si- (820)
i=1 i=1

Wir wollen hier periodische Randbedingungen betrachten, d.h. wir identifizieren sy11 = s1.
Dies entspricht dann einem Ising-Ring, siche Abb. Wir schreiben die negative Hamiltonfunktion
(8.20) in Temperatureinheiten —AH mit Hilfe der Abkiirzungen J = 3J und H = SH in etwas
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LI

Abbildung 8.2: Links: 1D-Ising Modell, Rechts: 1D Ising-Ring bei periodischen Randbedingungen.

symmetrisierter Form als

_ 1_
—BH = Z (JSiSH-l + §H(5i + 5i+1)> .

= K(S“ Si+1)

Die Groe K (s;, si4+1) ist symmetrisch bezgl. der Vertauschung s; <> s;+1 und kann als 2x2 Matrix
mit den Indizes ¢j = s;5,4+1 interpretiert werden, da die s; = £1 jeweils 2 Werte annehmen koénnen.
Daraus gewinnen wir dann die Transfermatrix als die Matrix der entsprechenden Boltzmannge-
wichte

J+H —J _
_ _ K(si,si (€ e — 5, =+1
i_ TSiSi+1 =e€ ( ) = ( e—j eJ—H) — 5 =-1 (8'21)
) )
Sit1 =41 si41 =—1

Die Transfermatrix ist hier also eine 2x2 Matrix, weil 2 die Dimension des Zustandsraumes s; =
+1 eines Spins ist. Mit Hilfe der Transfermatrix ldsst sich die Zustandssumme (fiir periodische
Randbedingungen) schreiben als:

Z = Ze‘BH
{si}
_ Z Z Z eK(sl,sz)eK(52,53).“eK(sN,l,sN)eK(sN,sl)

s1=+x1s,=+1 sy==%1

=Sp(Z-L-... 1),

Also

Z=5SpT". (8.22)

Die Transfermatrix kann normalerweise (wie auch in unserem Beispiel 1D Ising-Modell) so gewihlt
werden, dass sie symmetrisch ist und sich damit diagonalisieren lasst. Auflerdem ist sie im Nor-
malfall auf Grund ihrer Definition iiber Boltzmann-Gewichte auch positiv, d.h. alle EW sind A; > 0
(dies gilt auch im 1D Ising-Modell), was wir im Folgenden immer annehmen wollen. Dann lisst sich
1T diagonalisieren

s
N

NN - Z7" mit Ay >\ EWvon T
0 X)) 2 4
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und die Zustandssumme als

0 X
A\ Y
=AY [1+ (&
N2 AN (8.23)

umschreiben. Damit dominiert genau wie bei der Potenzmethode der grofite EW den thermodyna-
mischen Limes N — oco. Fiir die freie Energie ergibt sich damit

F(T,H) = —kgTn Z(T, H)

/\ N
= —kgTNIn) — kgTln (1 T (;) >
1

~0
~ kTN In ;. (8.24)

N

Also ist auch die freie Energie durch den grofiten EW A\; bestimmt.
Im 1D Ising-Modell gilt mit T’ aus 1} fiir die EW der Transfermatrix:

; _ ; _ N\ 1/2
A =e’cosh H + (62J sinh? H + 6_2J) (8.25)

Bei H = 0 ergibt das Ay = el £e 7. Also gilt immer Ay > A_ und damit A\; = A4.

Transfermatrix und Phaseniibergidnge

Ein Phaseniibergang liegt vor, wenn die freie Energie F/(T, H) (also das zu den gegebenen inten-
siven Variablen T und H gehérige thermodynamische Potential) nicht-analytisch ist an einer
Ubergangstemperatur 7' = 7. Die freie Energie ist aber als thermodynamisches Potential auf jeden
Fall stetig an T.. Bei einem diskontinuierlichen Phaseniibergang (Phaseniibergang 1. Ord-
nung) ist die 1. Ableitung der freien Energie unstetig an T, und damit hat die freie Energie einen
“Kinken”, siche Abb. links. Bei einem kontinuierlichen Phaseniibergang (Phaseniibergang
hsherer Ordnung) ist die Nicht-Analytizitéit derart, dass erst eine hohere Ableitung der freien Ener-

gie eine Divergenz an T, aufweist. Die freie Energie selbst sieht dann recht glatt aus am Ubergang,
siche Abb. B3] rechts.

Wegen ([8.24)) gilt in der Transfermatrixmethode, dann: ein Phaseniibergang liegt genau dann vor,
wenn der grofte EW Ay (T') als Funktion der Temperatur T' nicht-analytisch ist. Dazu bemerken wir
folgendes:

e Die EW \;(T) selbst sind analytische Funktionen, wie man fiir das 1D Ising-Modell an ([8.25)
sieht.

e Allerdings ist der grifite EW eine nicht-analytische Funktion, wenn die Funktionen \; (T') und
A2(T) sich schneiden, d.h. wenn der grofite EW als Funktion von 7' “wechselt” siche Abb.
Am Phaseniibergang muss dann A1(7.) = A2(T.) gelten, die grofiten EW also entartet

sein.

Zur Entartung des grofiten EW macht das Perron-Frobenius-Theorem eine wichtige Aussage:
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Phase 1 1

N
N

1. Ordnung kontinuierlich

Abbildung 8.3: Links: Diskontinuierlicher Phaseniibergang (1. Ordnung). Rechts: Kontinuierlicher
Phaseniibergang (hoherer Ordnung).

1 1. Ordnung T M (T) kontinuierlich
1
M(T) \Y
\ A2(T) !
N(T) | E
' > T > T
T. T

Abbildung 8.4: Links: Verhalten der EW \;(T) an einem diskontinuierlichen Phaseniibergang.
Rechts: an einem kontinuierlichen Phaseniibergang.

Fiir eine endlich-dimensionale Matrix 4, bei der alle a;; > 0, gilt

a) 3 reeller EW A; > 0: A\; > ) fiir alle anderen EW .

b) Dieser grofite EW A; ist nicht entartet.

Auf Grund der Aussage b) kann es keinen Phaseniibergang in Systemen mit einer endlich-dimensionalen
Transfermatrix I’ geben. Insbesondere folgt

’ Es gibt keinen Phaseniibergang im 1D Ising-Modell.

da wir dort ja nur eine 2x2 Transfermatrix haben. Allgemeiner gilt sogar: Es gibt keine Pha-
seniibergénge in klassischen 1D Systemen mit kurzreichweitiger Wechselwirkung.

Wir wissen allerdings, dass das 2D Ising-Modell sehr wohl einen Phaseniibergang besitzt. Es war
eines der ersten nicht-trivialen Modelle, wo analytisch gerade mittels der Transfermatrixmethode
von Lars Onsager 1944 gezeigt werden konnte, dass fiir D = 2 und H = 0 ein kontinuierlicher
Phaseniibergang vorliegt. Dies steht nicht im Widerspruch zum Perron-Frobenius-Theorem, da die
Transfermatrix I' des 2D Ising-Modells co-dimensional ist. Im 2D Ising-Modell gibt es N x N

Spins und die Transfermatrix nach Onsager ist eine Transfermatrix zwischen ganzen Reihen von
jeweils N Spins, die daher jeweils 2V Zustéinde haben. Damit wird dann aber auch die Transfer-
matrix 2V-dimensional und 2¥ — oo im thermodynamischen Limes N — oco. Daher ist hier ein
Phaseniibergang moglich, wie ihn die Onsager-Losung ergibt.

Im 1D Ising-Modell ist gibt es dagegen lediglich einen “Phaseniibergang” bei H = 0 im Limes
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T — 0, also bei “T, = 0”; es gibt also keine keine echte Tieftemperaturphase. Betrachten wir die
EW (8.25)), so gilt bei H = 0 némlich

)\1 — )\2 = 267‘? T:>O 0,

da im Limes T — 0 auch J = J/kgT — oco. Damit haben wir lediglich im Limes T — 0 eine
Entartung vorliegen.

8.3.3 Google PageRank

Eine interessante Anwendung der Potenzmethode ist das PageRank-Verfahren, auf dem die
Internet-Suchmaschine Google basiert. Das PageRank-Verfahren hat sich sein Namensgeber Lar-
ry Page, einer der Griinder von Google (neben Sergey Brin) 1998 patentieren lassen [4]. Der Name
“Google” geht auf die Bezeichnung “googol” fiir die Zahl 10'%° zuriick. Der Name scheint passend fiir
die Informationsfiille des WorldWideWeb: 1998 wurden 26 x 105 Seiten gezhlt, im Jahr 2000 waren
es ca. 10° und im Juli 2008 wurde die Marke von 10'2? Seiten durchbrochen. Dies ist tatséchlich auch
die Dimension des Eigenwertproblems, mit dem man es bei der Google-Matrix zu tun hat. Im Pa-
geRank Algorithmus wird jeder Seite j im Internet eine “Wichtigkeit” r; zugeordnet. Der Vektor
7 hat daher die Dimension der Anzahl der Seiten im Internet. Mit Hilfe des Vektors 7 werden die
Suchergebnisse nach ihrer Wichtigkeit vorsortiert. Die Idee dabei ist, dass Seiten, die von wichtigen
Seiten aus verlinkt sind, auch selber wichtig sind.

Das Internet wird im PageRank Algorithmus als gerichteter Graph aus Knoten und Kanten
interpretiert: Knoten sind Seiten im WWW; Kanten sind die Links im WWW|, die von einer Seite auf
eine andere verweisen und daher gerichtet. Zu jeder Seite j gibt es einen “In-degree” I(j), der gleich
der Anzahl eingehender Links ist und einen “Out-degree” O(j), der gleich der Zahl ausgehender
Links ist.

Aus dem Out-degree wird eine Gleichung fiir den “Wichtigkeits-Vektor” 7 gewonnen basierend auf
folgenden 2 Annahmen:
1) Jede Seite j verteilt ihre Wichtigkeit r; gleichméBig auf alle O(j) ausgehenden Links.

2) Eine Seite ist so wichtig, wie die Summe aller Wichtigkeiten, die iiber eingehende Links her-
einkommen.

Diese beiden Annahmen fithren auf folgende Gleichung fiir 7

ri=c Y o0 (8.26)

Annahme 2 Annahme 1

j zeigt auf @

c ist dabei eine Normierung, damit die Gesamtwichtigkeit einen festen Wert hat.

Die Gleichung (8.26)) kann auch als Eigenwertproblem aufgefasst werden. Dazu definieren wir
zuerst eine Konnektivitdtsmatrix

~_ | 1 jzeigt auf i
Cij { 0 sonst ’ (8.27)
Damit lésst sich der Out-degree als O(j) = >, C;; schreiben. Auflerdem kénnen wir damit Gleichung
(8.26]) umschreiben:
re
ri=cy Ciy—=2-=cY Sjrj,
; J O(j) ; 37
also
1 Cij Cij
S F==F mit S =t = =2—. 8.28
£ Z00) %0 529
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Das heifit, der Wichtigkeitsvektor 7 ist ein Eigenvektor der “Google-Matrix” S (zum Eigenwert
1/c). Die Dimension dieser Google-Matrix ist die Dimension des WWW.

PageRank basiert also auf einem Eigenwertproblem, das so hochdimensional ist, dass es effektiv nur
noch mit der Potenzmethode gel6st werden kann, d.h. die Iteration

wird bis zur Konvergenz wiederholt. Die Potenzmethode sollte dann gegen den EV zum grifiten
EW 1/c¢ konvergieren. Bei der Beantwortung der Konvergenzfrage hilft hier eine Erweiterung des
Perron-Frobenius-Theorems:

Wenn alle S;; > 0, dann ist der groite EW Aq reell, positiv und nicht entartet.
Fiir den zugehorigen EV 7 gilt r; > 0 (fiir alle anderen EV gilt das nicht).

Es gilt weiter:

Wenn § eine stochastische Matrix, dann ist A\; = 1.

Eine stochastische Matrix S ist definiert durch
> S;;=1 und S;; >0. (8.30)
i

Wenn also die Google-Matrix S;; stochastisch ist, gilt:
e Die Potenzmethode konvergiert, und zwar gegen einen EV # mit EW 1/c¢ = 1.

e Fiir den EV 7 gilt 7; > 0. Er kann so normiert werden, dass ) . r; = 1. Dies erlaubt folgende
Interpretation: r; ist die Wahrscheinlichkeit, bei zufilligem Surfen auf der Seite ¢ zu landen.

e Man kann zeigen: Der EV zum grifsten EW 1/c¢ = 1 entspricht der stationdren Wahrschein-
lichkeitsverteilung r; fiir die Seiten 4, die sich ergibt, wenn man sehr lange und voéllig zufillig
surft. D.h. man folgt von einer Seite ¢ aus zufillig und mit gleicher Wahrscheinlichkeit einem
der ausgehenden Links (dann gelangt man genau mit Wahrscheinlichkeit S;; zur Seite 7).

Die Matrix S, so wie sie in 1) eingefithrt wurde, erfiillt ). S;; = (3°, Ci;)/O(j) = 1 nach Defi-
nition des Out-degree O(j) = >, C;;. Allerdings ist die Matrix S trotzdem noch nicht stochastisch,

weil nicht S;; > 0 fiir alle Links ij gilt: Diese Bedingung heifit, dass jede Seite mit jeder anderen
Seite verlinkt ist, was offensichtlich nicht der Fall ist. Dies gefihrdet also die Konvergenz der Po-
tenzmethode. Als besonders schlimm stellen sich dabei a) Schleifen und b) lose Enden (“dangling
ends”) in der Konnektivitéit heraus, sieche Abb.

\ Schle/iie/ @
(of

dangling end

Abbildung 8.5: Links: Larry Page. Rechts: Schleifen und “dangling ends” in der WWW-
Konnektivitét.
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Um dieses Problem zu beseitigen, wird noch eine Modifikation an der Google-Matrix vorgenommen:

Sy =p (f(j.’) +(1-p) (8.31)

mit einem Parameter p < 1. Die so definierte Matrix S;; ist nun wirklich stochastisch, womit die
Konvergenz der Potenzmethode in einen EV 7 mit r; > 0 nach Perron-Frobenius-Theorem gesichert

ist. Wenn der Startvektor mit ), 7’2(1) = 1 normiert wird, konvergiert die Potenzmethode gegen
einen Wahrscheinlichkeitsvektor ¥ mit ebenfalls ZZ r; = 1und r; > 0.

Die Bedeutung des Parameters p ist folgende: Mit einer Wahrscheinlichkeit p folgt ein Surfer
zufiillig einem der ausgehenden Links von einer Seite j, mit einer Wahrscheinlichkeit (1 — p) aber
springt er zu irgendeiner Seite i (einschlieBlich von j selbst). Google benutzt einen Wert von p =
0.85.

Zur Matrix S;; wollen wir auch bemerken, dass sie Surfen als Markov-Prozess im Raum der
WWW-Seiten mit Ubergangswahrscheinlichkeiten M;; = S;; beschreibt, siehe spéter in Kapitel
Der Wichtigkeitsvektor 7 zum grifiten EW ist die stationdre Verteilung dieses Markov-Prozesses
bei sehr langem Surfen.

8.4 Matrixdiagonalisierung in der Quantenmechanik

Matrixdiagonalisierung spielt in der Quantenmechanik zur Lisung stationérer
Schrodingergleichungen eine wichtige Rolle. Dazu muss man sich auf einen
eindlich-dimensionalen Hilbertraum einschranken.

Eine iiberaus wichtige Anwendung der Matrixdiagonalisierung ist die stationire Schrodingergleichung
der Quantenmechanik: A
H|y) = E|yY) , |[¢) € H Hilbertraum.

Bei der Suche nach Energieeigenzustdnden miissen wir

16sen, wobei Ey < Fy < Ey < .... das Energiespektrum ergeben mit dem Grundzustand Ej.

Das Problem kann ndherungsweise numerisch durch Matrixdiagonalisierung gelost werden:
Dazu betrachten wir den Hamiltonoperator H nicht auf seinem i.Allg. co-dimensionalen vollen
Hilbertraum # (in der Ortsdarstellung wére H = der Raum der quadratintegrablen Funktionen),
sondern auf einem endlich-dimensionalem Unterraum U/ C H, der natiirlich geeignet und dem
physikalischen Problem angepasst gewéhlt werden sollte.

Sei {[¢1), .-, |¢n)} eine Orthonormalbasis des N-dimensionalen Unterraums U/. Dann ist die Ein-
schrinkung oder Projektion Hy von H auf & C H in der Darstellung durch die {|¢;)} durch die
hermitesche N x N Matrix

Hy; = (pilHulp;) = (@il H|os) (8.33)

gegeben. Diese Matrix H;; kann dann numerisch diagonalisiert werden und wir erhalten N reelle

EW gp < &1 < ... < ey_1 mit zugehoérigen EV ugi), also |u;) = Z;\le ugi)|<pj> mit ]:IU|ui) = e;|uy).

Fiir die numerisch erhaltenen EW ¢; gilt dann das Hylleraas-Undheim-Theorem [5]:

a) g > F; fir alle ¢ = O, ...,N - 1,
d.h. die ¢; sind obere Schranken.

b) Wenn U C U’ C H, gilt die Schachtelung ¢; > &} > ¢;_1,
d.h. fiir grofere Unterrdume U nehmen die ¢; sukzessiv ab.

156



Dieses Theorem spezifiziert einige Aussagen, die auch intuitiv klar sind: Je grofler der Unterraum
U, desto besser approximieren die numerisch gefundenen EW ¢; die echten EW E;. Den Beweis des
Theorems (iiber Ritzsches Variationsprinzip) sparen wir uns an dieser Stelle.
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8.6 Ubungen Kapitel

1. Matrixdiagonalisierung

Gegeben sei die symmetrische 4x4 Matrix

A= (8.34)

=~ W N =
= N Ot N
W o NN W
B~

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte der symmetrischen Matrix A mit Hilfe des Linear Algebra

PACKage (“Lapack”: http://www.netlib.org/lapack/)). Informieren Sie sich iiber die entspre-
chenden driver-Routinen, z.B. dsyev in Lapack (http://www.netlib.org/lapack/lug/node30.
html und http://www.netlib.org/lapack/lug/node32.html#tabdriveseig) und wie Sie diese
in Thr Programm einbinden.

Wahlweise kénnen Sie auch Routinen aus den Numerical Recipes oder andere lineare Algebra Pakete
verwenden (In den Numerical Recipes wird allerdings auch zum Gebrauch von Lapack geraten). Das
Paket Eigen stellt beispielsweise eine gute Alternative dar.

b) Bestimmen Sie die Eigenwerte mit der einfach selbst zu implementierenden Potenzmethode und
vergleichen Sie mit dem Resultat aus a).

(Kontrollergebnis: betragsmiiflig groBter Eigenwert A; ~ 11.7978)

2. Anharmonischer Oszillator

In der Quantenmechanik kann die numerische Lésung der stationéiren Schrodingergleichung auf die
Diagonalisierung einer endlich-dimensionalen Matrix zuriickgefithrt werden, indem man das quan-
tenmechanische System in einem geeigneten endlich-dimensionalen Unterraum seines Hilbertraumes
betrachtet.

Hier sollen Sie auf diese Weise die Energieeigenwerte des anharmonischen Oszillators mit dem Ha-
miltonoperator
. B2

1
H = —%83 + imwQJ;Q + Azt (8.35)

numerisch berechnen.

a) In welchen Einheiten miissen Sie Lingen (r = af) und Energien (E = f¢) messen, um die
stationére Schrodingergleichung in die dimensionslose Form

0% + €2+ 2 w(6) = ev(©) (8.36)

zu bringen. Wie lautet die resultierende Beziehung zwischen dem dimensionslosen Stérungsparameter
A und dem urspriinglichen A?

Man kann nun eine Matrixdarstellung in einem endlich-dimensionalen Unterraum auf verschiedene
Arten, d.h. in verschiedenen Darstellungen gewinnen. Wir betrachten in b) die Ortsdarstellung und
in ¢) die Besetzungszahldarstellung (beziiglich des ungestérten Problems):

b) Um aus der Ortsdarstellung eine endlich-dimensionale Darstellung zu bekommen, miissen wir
(i) den Ortsraum diskretisieren mit &, = nA¢ und (ii) die Koordinate & nur auf einem endlichen
Intervall £ € [—L, L] betrachten. Diese beiden Schritte wurden auch in Aufgabe 1 in Kapitel |§|
durchgefiihrt. Der Hamiltonoperator nimmt dann die Matrixform

_@ (On,m—1+ Onymt1 — 20pm) + (A€)2n2 + 5\(Af)4n4 P (8.37)

158


http://www.netlib.org/lapack/
http://www.netlib.org/lapack/lug/node30.html
http://www.netlib.org/lapack/lug/node30.html
http://www.netlib.org/lapack/lug/node32.html#tabdriveseig

an, wobei die Indizes n, m nun endlich viele Werte n,m = —L/A¢, ..., L/A{ annehmen koénnen.

Bestimmen Sie die 10 niedrigsten Energieeigenwerte fiir A=0.2 naherungsweise numerisch, indem
Sie die Matrix diagonalisieren auf einem durch L = 10 gegebenen Intervall und mit A& = 0.1
wie in Aufgabe 1 in Kapitel [ Sie sollen dazu wieder die entsprechenden Routinen aus dem Lapack-
Paket einbinden. Betrachten Sie zuerst zur Kontrolle den Fall A = 0, der das bekannte Resultat
€n = 2(n + 1/2) liefern sollte.

¢) Nun wollen wir fiir den gleichen Hamiltonoperator eine endlich-dimensionale Darstellung aus
der Besetzungszahldarstellung gewinnen. Dazu verwenden wir die Besetzungszahl-Eigenzusténde
[n) des ungestorten Oszillators (A = 0). Wir berechnen dazu zunéchst die Matrixelemente

Hp = (n|H|m) (8.38)

Wir verwenden Erzeuger a* = (£ — J¢)/v/2 und Vernichter @ = (£ + J¢)/v/2 und schreiben die
Anharmonizitit mittels & = (a + a*)/v/2 um. Nach lingerer Rechnung (wer mochte, kann selbst
nachrechnen...) erhilt man folgendes Ergebnis fiir den &*-Term:

(nlgtm) = i([mon — 1)(m —2)(m = )b

+[(m+ 1) (m~+2)(m +3)(m + )" 64
+ [m(m = D] (4m = 2)8pm—2 + [(m + 1) (m + 2)]"2 (4m + 6)8, 12

+(6m? + 6m + 3)5n7m) (8.39)

Priifen Sie zuerst nach, dass die durch (8.39) gegebene Matrix wirklich hermitesch bzw. symme-
trisch ist. Wie lauten dann die Matrixelemente H,,, fiir den gesamten Hamiltonoperator in dieser
Darstellung?

Man berechnet nun die Energieeigenwerte fiir A=0.2 néherungsweise numerisch, indem man H,,,
in einem endlich-dimensionalen Unterraum n = 0,1, ..., N diagonalisiert. Berechnen Sie auf diese
Art die 10 niedrigsten Energieeigenwerte fiir N = 50 mit Hilfe der Lapack-Routinen.

d) Verkleinern Sie N und verifizieren Sie das Hylleraas-Undheim-Theorem.

e) Vergleichen Sie die Ergebnisse aus b) und c¢). Welche Ergebnisse halten Sie fiir genauer und
warum? (Tipp: Dazu bei b) die Diskretisierung verdndern bzw. bei ¢) N verédndern und beobachten,
wie sich die Ergebnisse dndern.)

3. Chemische Bindung

In einem einfachen Modell fiir die chemische Bindung betrachten wir ein Teilchen in einem “Dop-
pelmuldenpotential”

A~ 712 2
H - _7() + [/

h2

= —%85 + A [(2? = 28)* — 7] (8.40)

Damit untersuchen wir die “chemische Bindung” zwischen zwei “Oszillator-Atomen”.

a) Skizzieren Sie V(z). Welche Bedeutung haben zy und A? Skalieren Sie Lingen (z = af) und
Energien (E = fe¢) so um, dass die stationiire Schrodingergleichung die Form

[ 02 + X(e" = 26%)] v(¢) = e (&) (8.41)

annimmt. Wie lautet hier die resultierende Beziehung zwischen A und dem urspriinglichen A?
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b) Diskretisieren Sie das Problem wieder in der Ortsdarstellung wie in Aufgabe 2, Teil b). Berechnen
Sie die 10 niedrigsten Energieeigenwerte fiir ein grofies A = 100 und ein kleines A = 1.

c) Warum sind die beiden niedrigsten Eigenwerte ep und ¢; fiir grofies A = 100 (fast) entartet
und warum wird die Entartung fiir kleine A aufgehoben? Was hat dies mit “chemischer Bindung”
zwischen den Oszillator-Zentren zu tun?

Gegen welchen Wert sollte die Grundzustandsenergie € fiir grofie X gehen? Vergleichen Sie Ihre
Vorhersage mit numerischen Resultaten fiir grofle .

Berechnen Sie die Aufspaltung e€; — ¢g numerisch fiir verschiedene A und fertigen Sie einen entspre-
chenden Plot an. Warum wird die Aufspaltung exponentiell klein fiir groie A7

Welche Symmetrie beziiglich Raumspiegelung erwarten Sie fiir den Grundzustand und den ersten
angeregten Zustand? Versuchen Sie dies an Hand der zugehorigen numerisch bestimmten Eigenvek-
toren zu verifizieren.

4. Transfermatrix des 1D Ising-Modell

Wir betrachten das 1D Ising-Modell mit der Transfermatrixmethode. In der Vorlesung wurde folgen-
der Ausdruck fiir die Zustandssumme des 1D Ising Modells mit N Gitterpldtzen und periodischen
Randbedingungen hergeleitet

Z = Spr™ (8.42)
wobel Fodt ;
e e
I= ( A )

(J =J/kgT, H= H/kgT).

a) Berechnen Sie numerisch die Freie Energie F' = —kpT In Z als Funktion von T fiir N = 100
Spins und J = 1/2 und bei einem Feld H = 0.1

b) Zeigen Sie, das man die Magnetisierung m = (s;) als

m= %Sp (s-2V) (8.43)

(1 0
S \L0 -1
berechnen kann. Berechnen Sie damit numerisch die Magnetisierung als Funktion von 7" fiir N = 100,

J =1/2 und H = 0.1. Sie kénnen das Resultat mit dem der Mean-Field Rechnung aus Aufgabe 1
in Kapitel [7] vergleichen.

mit einer Matrix S(s;, Sit1) = 5i0s;,5:44

{19!

c) Auch Spin-Korrelationen (s;s;) lassen sich mit der Transfermatrix-Methode berechnen. Zeigen
Sie, dass

1 o .
(si55) = P (s-z=s-2V"U7) (8.44)
(fiir j > 4) gilt. Berechnen Sie dann numerisch die Spin-Korrelationen als Funktion von j — i =

0,...,N fiir N =100, J =1/2, H = 0 bei Temperaturen kT = 0.01 und kT = 1. Zeigen Sie, dass
die Spin-Korrelationen exponentiell abfallen.
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9 Minimierung

Literatur zu diesem Teil:
Z.B. Numerical Recipes [1} |2].

Die numerische Aufgabe besteht darin, Minima f,i, = f(Zmin) einer reellen Funktion f(&) zu
suchen. Aquivalent ist natiirlich das Problem Maxima zu suchen (von — f(&)).

Die Anwendungen in der Physik sind zahlreich:

Least-square Fits

Wenn fiir Datenpunkte (z,,¥y,) n = 1,..., N ein Fit mit einer Funktion y(z) = f(z,&) mit Fit-
parametern & vorgenommen wird, minimiert man, und zwar im Normalfall Fehlerquadrate. Bei
diesem Normalfall ist die zu Grunde liegende Annahme, dass die Messwerte y,, gaufiverteilt um y(z)
mit einer Varianz o (unabhingig von n) liegen. Diese Annahme fufft im zentralen Grenzwertsatz,
der hier besagt, dass bei vielen unabhéngigen Fehlerquellen, die sich addieren, im Gesamtergebnis
ein gauflverteilter Fehler zustande kommen sollte. Die “beste” Wahl des Parametersatzes & (die das
“Modell” f(z,d) beschreiben, fiir die die vorliegenden Datenpunkte am wahrscheinlichsten sind)
erhélt man durch Minimierung des quadratischen Fehlers

N 12
2 _ (yn_f(xnaa))
=D et (9.1)
n=1
bezgl. @. Dies ist ein sogenannter “Least-square-Fit”.

Klassische Energieminima

Klassische Grundzustdnde minimieren die Gesamtenergie. Energieminimierung ist aber keine tri-
viale Aufgabe: Bei Systemen mit vielen Freiheitsgraden ist die Energieminimierung in einem
entsprechend hochdimensionalen Raum aufwendig. Auflerdem wird die Energieminimierung prinzi-
piell problematisch, wenn viele metastabile Minima existieren.

Dazu 2 Beispiele:

a) Das Schaumodell im Physik-Foyer aus magnetischen Dipolen auf einem Dreiecksgitter.

Konfiguration

Energie [.]==2]|[.]==-1]|[.]=1][.]=2

Tabelle 9.1:  Relative Stdrke der Dipol-Dipol-Wechselwirkung bei verschiedenen Dipol-
Anordnungen. Dipol-Ketten geben die niedrigste Energie

Aus der Elektrostatik-Vorlesung ist bekannt, dass Dipole eine Anordnung in Ketten bevorzu-
gen, da ihre Wechselwirkung orientierungsabhingig ist, £ ~ r—3 [—3(77_’1 F) (7 -TF) + (- ﬁ)},
fiir zwei Dipole m und 7, siehe Tab.
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Bei einem Dreiecksgitter sieht daher eine typische Konfi- d =2

guration niedriger Energie wie auf dem Bild rechts aus, wo P
der #ufere Ring von Dipolen eine Art Kette bildet. Dann ;' e +
sind aber alle Orientierungen des inneren Dipols energe- “ v

tisch fast gleich gut. Damit gibt es kein klares Minimum,
sondern viele metastabile Minima mit dhnlicher Energie.
Man spricht auch von “Frustration” des inneren Dipols.

b) Ein andere Beispiel fiir Frustration sind Spingliser, d.h. Magneten mit zufillig ausgewéhlten
Kopplungsstérken, z.B. das 2D Ising-Modell mit Zufallskopplungen:

H=— Z JijSZ‘Sj.

<ij>

Beim Ising-Modell haben wir nichste Nachbar Kopplungen mit identischer Stérke J;; = J >
0. Bei einem Spinglas werden die J;; dagegen zufillig z.B. aus einer Gaufiverteilung mit
Wahrscheinlichkeiten

P(Jij) ~ e~ 75287

gezogen. Dann gilt bei Mittelung ... iiber viele verschiedene J;;-Konfigurationen: J;; = 0 und
JZ = A2
ij

Dann haben die J;; auch zufillige Vorzeichen. Beispiels- 1‘
weise kann es Kopplungen mit Vorzeichen wie fiir das 'T +

Spinquadrat auf dem Bild rechts geben. Dann ist fiir den i B

Spin rechts unten nicht klar, ob er nach oben oder unten }4 . T

zeigt. Dieser Spin ist also wieder “frustriert”, und es gibt Jr' 2l

mehrere metastabile Minima. :

Fiir solche Spingléser ist das Auffinden des tatséchlichen Grundzustandes ein notorisch schwie-
riges Minimierungsproblem.

Variationsprinzipien

In der Quantenmechanik kennt man das Ritzsche Variationsprinzip

By < (V| H|Yz)

— (Yalta) 6:2)

mit einem Variationsansatz |iz) fir den Grundzustand mit Variationsparametern & Um eine
moglichst gute Approximation an den Grundzustand Ey zu erhalten wird dann die rechte Seite
bezgl. der Parameter & minimiert.

Auch in der statistischen Physik gibt es solche Variationsverfahren. Die sogenannte Boguliobov-
Ungleichung

[ F<Fs+(H-Hau, | (9.3)

Dabei ist H der “echte” Hamiltonian und Hgs ein Variationshamiltonian mit Variationsparametern
d. Dieser Variationshamiltonian sollte im Gegensatz zum echten Hamiltonian hinreichend einfach
sein, so dass Mittelwerte (...)5, bezgl. dieses Hamiltonians und die zugehorige freie Energie Fz
berechnet werden kénnen. Um eine moglichst gute Approximation an die echte freie Energie F' zu
erhalten, wird dann die rechte Seite bezgl. der Parameter & minimiert.

Generell lassen sich numerische Minimierungsverfahren fiir f(Z) nach folgenden Kriterien einteilen:
e Anzahl der Variablen: eine Dimension x oder mehrere Dimensionen .

e Verwendung der Ableitungen v f (oder sogar der zweiten Ableitungen) oder nicht.
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Wie obige Beispiele zeigen, sind wir in der Physik oft am nicht-trivialen Fall der hoch-dimensionaler
Energieminimierung interessiert. Auch die Verfahren in mehreren Dimensionen basieren aber auf
(moglichst robusten) Verfahren zur Minimierung in einer Dimension, die dann in verschiedene Mi-
nimierungsrichtungen angewandt werden.

9.1 Intervallhalbierung, Goldener Schnitt

Die Intervallhalbierung bzw. der goldene Schnitt sind robuste iterative Verfah-
ren zur Minimierung einer Funktion einer Variablen.

Wir beginnen mit Funktionen f(x) einer Variablen x. Ist die Ableitung f’(z) bekannt, kénnen
natiirlich auch Verfahren zur Nullstellensuche aus Kapitel auf die Gleichung f/(x) = 0 ange-
wendet werden, um Extrema zu finden. Um das schnelle Newton-Raphson Verfahren (mit
Konvergenz vom Grad p = 2) zu verwenden, ist dann auch Information iiber die zweite Ableitung
f"(x) notwendig. Das Newton-Raphson Verfahren kann dabei die gleichen Probleme entwickeln wie
bei der Nullstellensuche, die zum Verfehlen des Minimums fithren kdnnen.

Wir wollen hier zwei robuste Verfahren vorstellen, die keine Information iiber die Ableitungen f’(x)
verwenden, die Intervallhalbierung oder der goldene Schnitt.

Beide Verfahren sind iterativ und laufen in folgenden Schritten ab:

1) Wie bei der Nullstellensuche sollte das Minimum zunéchst “eingeklammert” werden:

Dazu werden 3 Punkte xy < yo < 2o bestimmt, so dass

| Fwo) > flyo) und f(z0) > f(wo). | (9:4)

Im Laufe des Verfahrens bleibt das Minimum immer . )
eingeklammert. % ;,‘ 2,

2) Im n-ten Iterationsschritt generieren wir aus einer Klammer x,, < y,, < z,, einen neuen Punkt
Unt1 € [Tn, 2n].

Dazu werden wir 2 Verfahren diskutieren: Intervallhalbierung und goldener Schnitt.

3) Dann generieren wir eine neue Klammer.
Fiir wnq1 € [Yn, 2n]:

a) Wenn f(unt1) < f(yn),
dann ($n+17 Yn+1, Zn+1) = (yn, Un+1, Zn)

b) Wenn f(uni1) > f(yn), T
dann (xn+17yn+1,2n+1) = (xn;y’ﬂ7un+1) (4]

Und analog fiir den anderen Fall u,, 11 € [z, yn].

“nsy

4) Ist zp4+1 — Zpe1 < Genauigkeitsziel € Abbruch, sonst wieder weiter mit Schritt 2).

Die Verfahren in Schritt 2) sind:

a) Intervallhalbierung:
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Halbiere mit w, 11 das lingere der Intervalle [z,,, y,] oder [y, z,]:

Upil = It Yn oder wuni1 = Yn + Zn. (9.5)
2 2
b) Goldener Schnitt:
Sei [yn, 2] das ldngere Intervall, also
: [
Yn —Tn 1 e ke Y
P w< g (9.6) L ST -d. . S
bt
Wihle den Punkt w,y; im lingeren Intervall bei s

Bruchteil v (von y, aus)

AN 7 =
e (9.7)
Zn — Yn
U'vnr

Frage: Wie ist Parameter v optimal zu wihlen?

Wenn f(unt1) < f(yn), ergibt Schritt 3a) des Algorithmus eine Intervallverkiirzung von

Zn+1l — Tntl _ Zn — Yn 1—w

Zpn — Tp Zn — Tn 1

Wenn f(unt1) > f(yn), ergibt Schritt 3b) des Algorithmus eine Intervallverkiirzung von

Zngl — Tngl  Ungl — Tn w+v(l —w)

Zn — Tp Zn — Tn, 1

Bei optimaler Wahl von v

(i) sollten beide Méglichkeiten die gleiche Verkiirzung ergeben, also

l—w=w+v(l—w), (9.8)

(ii) sollte das neue Teilungsverhiltnis v (oder % = v nach ) gleich dem alten
Teilungsverhéltnis w sein:
v =w. (9.9)

Aus den Bedingungen und folgt

l—w=2w-w?, w?—3w+1=0

3.,(9 V2
v=w="24(2-1 :7(3—\/5):0.38197, (9.10)
2 4 2
wobei in der letzten Gleichung wegen w < 1/2 das “”-Vorzeichen gelten muss. Damit wird

die Intervalllinge 2, — x;, in jedem Schritt um den Faktor 1 —w = £(—1+4 v/5) ~ 0.618 (den
goldenen Schnittﬂ) reduziert. Damit ist die Konvergenz vom Grade p = 1.

I Beim “goldenen Schnitt” wird ein Intervall so geteilt, dass das Verhiltnis des ganzen Intervalls zum groferen Teil
gleich dem Verhéltnis des groleren zum kleineren Teil ist. Bei einer Aufteilung eines Intervalls der Linge 1 in
w<1/2und 1 —w > 1/2 heiflt das 1/(1 — w) = (1 — w)/w oder w = (1 — w)?, was wieder auf w? — 3w +1=0
fihrt.
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%)
In Schritt 1) bendtigen wir noch ein Verfahren zur Konstruk-
tion einer ersten Klammer zg < yo < 2o: L)

a) Rate Startstelle.
b) Wiéhle benachbarte Stelle.

¢) Gehe in Abwirtsrichtung, bis es wieder aufwiirts geht.

Das gesamte Intervallhalbierungs- oder Goldene Schnitt-
Verfahren findet immer ein Minimum, aber Achtung ist bei der Wahl des Genauigkeitszieles &
geboten:

Minima sind typischerweise parabolisch,
wie rechts auf der Abbildung gezeigt.
Wenn €2 < Rechengenauigkeit, ergibt
der Groflenvergleich bei Auswertungen
der Funktion f(x) in einem Intervall der
Léange ¢ dann Zufallsergebnisse.

9.2 Funktionen mehrerer Variablen

Die mehrdimensionale Minimierung ldsst sich auf wiederholte eindimensionale

Minimierung in verschiedene Richtungen zuriickfiihren, die allerdings zueinan-
der konjugiert sein sollten. Das Powell-Verfahren generiert konjugierte Richtun-
gen ohne Gradienteninformation zu verwenden. Steepest Descent beruht auf
Gradienteninformation, allerdings ohne konjugierte Richtungen zu erzeugen.
Das beste Verfahren sind konjugierte Gradienten.

Nun betrachten wir Funktionen f(#) mehrerer Variablen # € RY. Die Idee ist immer, die eindimen-
sionalen Verfahren aus dem vorigen Abschnitt [9.1] auf eine Minimierung in verschiedene Richtungen
Do, P1, - - - nacheinander anzuwenden. Dabei wird jeweils die eindimensionale Funktion

F(A) = f(@+Ap;) i=0,1,...

bezgl. A minimiert, was dann den neuen Startpunkt @;11 = Z; + Apinp; flir die nichste Minimierung
in die néchste Richtung p; 1 generiert.

9.2.1 Konjugierte Richtungen

Das offensichtlich wichtigste Problem hierbei ist die optimale Wahl der Richtungen p;. Notwendig
ist auf jeden Fall, dass die p; den gesamten RY aufspannen. Die einfachste Wahl, die diese not-
wendige Bedingung erfiillt, sind die kartesischen Einheitsvektoren p; = ¢; fiir ¢ = 1,..., N. Nach N
Minimierungsschritten wiirde man wieder bei py; = p; + €; starten bis das Verfahren konvergiert.

Das Problem bei dieser einfachen Wahl ist, dass die Richtungen “unangepasst” sind, wie man in der
Abbildung rechts sieht (Linien sind Hohenlinien von f(Z)). Nach jeder Minimierung in Richtung p;
enden wir wegen

0=0\F,(\) = Vf(Zis1) - Pi
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in einem Punkt senkrecht zum lokalen Gradienten und damit tangential zur lokalen Hohenlinie
(siehe Abbildung rechts); dies gilt fiir alle Verfahren. Es sind viele Minimierungsschritte nétig, weil
die Minimierung in Richtung €> wieder die Minimaleigenschaft bezgl. der Richtung €] zerstort, usw.

Daher miissen wir sogenannte konjugierte Richtungen p;
finden; das sind Richtungen, die sich beim Minimieren nicht
“storen”. Um herauszuarbeiten, was das heifit, betrachten wir
die Taylorentwicklung von f(Z) um einen beliebigen Punkt P
bis zur 2. Ordnung:

L Lo 1. B .
F(P+§)~fP)=b-§+ 57" A-§=9(7)

mit b=—Vf|. und a; = 0’ f (Hesse-Matrix)
E a’EZaxJ P ’

g(¥) ist eine quadratische Form mit Gradient

ﬁg:—l_)’—i-é-gj.

—

Wenn wir ¢(¢) in Richtung pp und p; minimieren wollen,
erhalten wir
G\ ) = g(Apo + ppr)

0£0,G=Vg|  fi=|-b+ A Fo+pd 7| B
Apo+pp1

Wir sehen, dass die Minimierung in Richtung p} nur dann unabhingig von A und damit von der
Minimierung in Richtung py ist, wenn der gemischte Term verschwindet, d.h. wenn

(A-Po) - ph =P A po=0.

Solche “A-orthogonalen” Richtungen heiflen konjugiert. Wenn der Punkt P das Minimum selbst
ist, sind die konjugierten Richtungen die Hauptachsen der quadratischen Form zur Matrix A. Fiir

die typischen elliptischen Hohenlinien um ein Minimun in zwei Dimensionen sind dies genau die
Hauptachsen der Ellipse.

Das Ziel bei der mehrdimensionalen Minimierung ist also immer, N konjugierte Richtungen p; mit

PrADP; =0 Vi#j (9.11)

zu konstruieren. Dann gelingt die Minimierung einer quadratischen Form in hdchstens N Schritten!

9.2.2 Powell-Verfahren

Das Powell-Verfahren benutzt keine Information iiber Gradienten von f und ist folgendermafien
definiert:
1) Wihle zuerst N Richtungen p; = ¢€; fir i = 1,..., N.

2) Starte bei &y und minimiere fir i = 1,..., N
f(l_"i,1 + )\]3;) = Minimum bei fz = fifl + Ai,minﬁb
3) Setze p; = pyqq fiiri=1,...,N — 1.

Setze pny = ¥n — Ty, also auf die mittlere Richtung, die der Algorithmus bisher genommen
hat.
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4) Minimiere

f(@N +APN) = Minimum bei Zy = Zn + AminDN-

Danach wieder Schritt 2)

Fiir eine quadratische Form fiihrt das Verfahren nach N(N + 1) = O(N?) Minimierungsschritten
zu konjugierten Richtungen p;. Wir werden die Konvergenz zu konjugierten Richtungen hier nicht
beweisen.

Fiir beliebige Funktionen f(Z) wird das Verfahren solange iteriert, bis Konvergenz erreicht wird.
In der Praxis zeigt sich dabei oft das Problem, dass die Mittelwertbildung im Laufe der Iteration
zu linear abhéngigen Richtungen tendiert. Dann muss der Richtungssatz geeignet neu initialisiert
werden.

9.2.3 Steepest Descent

Nun wenden wir uns Verfahren zu, die Jnformation iiber die Gradienten V f(Z) verwenden. Die
einfachste Idee ist dabei der Richtung —V f (&) zu folgen, die ja die Richtung des schnellsten Abstiegs
angibt.
Dieses Verfahren heifit Steepest Descent:

1) Wihle gy = —V f ().

2) Minimiere

f(@; + Ap;) = Minimum bei Z;11 = Z; + Aminpi-
Danach wieder Schritt 1) bis zur Konvergenz.

Hierzu ist anzumerken, dass im jeweiligen Minimum
0= %f(fi +Ap;) = V§(&is1) - i
gilt, d.h. aufeinanderfolgende Richtungen sind orthogonal
Pit1Pi =0

(siehe Abb. rechts).

Das bedeutet aber herkémmliche 1-Orthogonalitdt, und
nicht A-Orthogonalitét, also sind die so entstehenden Rich-
tungen nicht konjugiert. Die Minimierung nimmt daher
wieder einen nicht optimalen rechteckigen Zickzackweg, der
viele Minimierungsschritte bené6tigt, da die Richtungen nicht
konjugiert sind, sieche Abb. rechts. Bei der Abb. ist zu be-
achten, dass die Minimierungsrichtungen bei steepest descent

auch immer senkrecht auf den Hohenlinien von f stehen we-
gen V f | Hohenlinie.

9.2.4 Konjugierte Gradienten
Das beste Verfahren ist das konjugierte Gradienten Ver-

fahren, das iterativ konjugierte Richtungen p; aus den Gradienten v f(&;) macht, ohne dabei die
lokale Hesse-Matrix A in 1) explizit zu benutzen:
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1) Starte mit &y und pp = go = —ﬁf(fo).
2) Minimiere f(Z; + A\p;).
Daraus erhilt man Z;+1 = @ + A minp; und gir1 = —Vf(Zix1).

3) Die neue Richtung ist

. . Lo Git1 Git1
Dit1 = Gig1 + pePi mit p; = =" sy
9i - i

4) Weiter mit 2) bis zur Konvergenz.

Wir wollen versuchen, uns klarzumachen, dass die so definierten Richtungen p; tatsichlich konjugiert
sind, zumindest wenn f(Z) eine quadratische Form ist:

e §; = —Vf(#) sind die Gradienten.
e Im Minimum in Schritt 2) gilt:

-

V f(Zi + XijminDi) - Pi = —Giv1 - Di = 0.

o f(&) ldsst sich lokal um das Minimum (bei & = 0 0.B.d.A) nidherungsweise als quadratische
Form

c—b-F+ -7 AT

%

f(@)

N | =
(s

schreiben. Dann kann der Schritt 2) explizit gemacht werden:

und

! . . S oy o
0= 0O, f(&i + \ils) = V(& + \ifi) - i
=(—gi+NA-Di) - D
Gi - Ds
pl-A-pi

K2

= Ai,min = (914)

o Weiter kann dann induktiv gezeigt werden (lingerer Beweis, siehe z.B. [3]), dass folgende
Relationen gelten,

a) Gi-p; =0 fir j<i

Gi-Pi=Gi-gi fir j=i (9.15)
b) §i-g; =0 fir j<i
¢) pl-A-F;=0 fir j<i,

wenn Schritt 2) bis zum Index 4 ausgefiithrt wurde.
Als Beispiel wollen wir induktiv (9.15 ¢) fiir ¢ + 1 zeigen, d.h. die Eigenschaft, dass die p;
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konjugiert sind:

- _, Def. pit1=git1+nipi
¢ +1=Fit ot o it o
Pig1-4°Dj = Giy1 A7+ iy - A-pj

P-13)Gi41=05+X4P; 1

i1 o (Gj — Gj+1) + b - A
J

A

Def. pit1=Fit+1+pibi - 1 S R 5 . . .
= git+1 W (=Pjr1 + 1P + —Dj — pj—1Pj—1) + wip -A-pj

j
(9.15| @) fuer i+1 1 5 - R R
= TG it iy - A -
j
_f i>j: 0 wegen (9.15a) fir ¢ + 1, )fiiri
Tl i<j: 0 wegen (9.15(a) fiir i + 1, Def. von u;, A;

e Wegen (9.15| ¢) werden konjugierte Richtungen generiert und die Minimierung erfolgt in
héchstens N Schritten, wenn f(Z) eine quadratische Form ist.

e Da f(Z) nur ndherungsweise eine quadratische Form ist, muss iteriert werden. Trotzdem rei-
chen in der Regel O(N) Operationen.

9.3 Literaturverzeichnis Kapitel 9

. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling und B. P. Flannery. Numerical Recipes in

1] W.H.P S. A. Teukolsky, W. T. Vi li d B. P. Fl N ical Reci in C
(2nd Ed.): The Art of Scientific Computing. 2nd. (2nd edition freely available online). New
York, NY, USA: Cambridge University Press, 1992.

[2] W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling und B. P. Flannery. Numerical Recipes 3rd
Edition: The Art of Scientific Computing. 3rd. New York, NY, USA: Cambridge University
Press, 2007.

[3] J. Stoer, R. Bartels, W. Gautschi, R. Bulirsch und C. Witzgall. Introduction to Numerical
Analysis. 3rd. Texts in Applied Mathematics. New York, NY, USA: Springer, 2013.

9.4 Ubungen Kapitel @

1. Nicht-lineare Feder

Eine nicht-lineare Feder habe die potentielle Energie
u(z) = 2.715 — 5.132z + 18.882% — 38.822° + 47.242* — 32.262° 4 9.7112°

Bevor Sie die Aufgaben bearbeiten, ist es hilfreich, die Funktion u(z) zu plotten, um sich einen
Eindruck zu verschaffen und nachher die Ergebnisse von a) und b) auf Plausibilitdt priifen zu
konnen.

a) Berechnen Sie numerisch die Gleichgewichtslage der Feder mit Intervallhalbierung und goldenem
Schnitt. Sie diirfen die Information benutzen, dass es nur ein Minimum gibt.

b) Berechnen Sie zum Vergleich die Nullstellen der ersten Ableitung u/(z) (Ableitung analytisch be-
rechnen) mit den Methoden aus Kapitel m Intervallhalbierung, Regula Falsi und Newton-Raphson-
Methode (fiir Newton-Raphson miissen Sie vorher auch die zweite Ableitung u”(x) analytisch be-
rechnen).
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10 Zufallszahlen

Literatur zu diesem Teil:

Zu empfehlen sind die Numerical Recipes [1},2]. Instruktiv sind dabei auch die Unterschiede zwischen
2. und 3. Auflage. Kurze Kapitel auch in Landau und Binder [3], Krauth [4] oder im Hjorth-Jensen
Skript [5].

10.1 Zufallszahlengeneratoren

Wir stellen verschiedene Zufallszahlengeneratoren, insbesondere linear kon-
gruente, Xorshift-Generatoren und Kombinationen vor. Wir erldutern den
Marsaglia-Effekt fiir linear kongruente Generatoren und andere Giitekriterien.

Wir werden uns in den folgenden Kapiteln (Monte-Carlo Simulation) und (stochastische
Bewegungsgleichung) mit stochastischen Methoden auseinandersetzen, um die statistische Physik
von Vielteilchensystemen zu simulieren. Diese Methoden benutzen im Gegensatz zur MD-Simulation
aus Kapitel 5| zuféllige Bewegungen oder Kriéfte, insbesondere um die thermischen Fluktuationen
im kanonischen Ensemble zu simulieren. Dazu benotigen wir Zufallszahlen: Wir miissen in der Lage
sein, im Computer zuféllige Stichproben = aus einer vorgegebenen Verteilung p(z) zu generieren.
Am wichtigsten sind dabei gliicklicherweise einfache Gleichverteilungen. Dazu benétigen wir vor
allem Zufallszahlengeneratoren.

10.1.1 Echter Zufall

Computer sind deterministisch und kénnen daher keinen “echten” Zufall erzeugen. Mittels Com-
puteralgorithmen erzeugte Zufallszahlen sind daher immer Pseudo-Zufallszahlen. Echten Zufall
gibt es nur in physikalischen Systemen.

Beispiele sind zum einen quantenmechanische Experimente, die nicht deterministisch gedeutet
werden konnen. Im Rahmen der Kopenhagener Deutung gibt es das Postulat, dass mogliche Mess-
werte Eigenwerte a,, des zugehorigen Operators A sind (mit zugehorigen Eigenzustinden |a,)) und
lediglich die Wahrscheinlichkeit |(a,|1))|? bekannt ist, in einem quantenmechanischem Zustand
|Y) den Messwert a,, zu erhalten. Die Zeitentwicklung eines chaotischen klassischen Systems
ist dagegen zwar prinzipiell deterministisch, aber prinzipiell auch beliebig schlecht vorhersagbar.

Beide Phénomene kénnen zur Erzeugung echter Zufallszahlen genutzt werden. Dazu bedarf es
dann aber sehr spezieller Hardware. Ein etwas kurioses Beispiel ist der Zufallszahlengenerator La-
varand von SGI [6], der auf der chaotischen Fluiddynamik in einer Lavalampe beruht, sieche Abb.
Aus den Digitalaufnamen der Lavalampe wird die Information fiir jeden Pixel ausgelesen
und zu einer grofen Bin#irzahl aneinandergereiht. Auf diese wird dann noch eine kryptographische
Hashfunktion (surjektiv, nicht invertierbar) angewandt, um eine kurze Zahl zu gewinnen, die dann
wiederum als Seed fiir einen Pseudozufallszahlengenerator fungiert. Durch diese Kopplung an die
chaotischen Fluiddynamik kann dies als “echter Zufall” angesehen werden. Offensichtlich involviert
dieses Verfahren aber eine Menge “Hardware” und ist auch nicht besonders schnell. Ahnliche andere
Verfahren beruhen auf dem thermischen Rauschen einer Digitalkamera, thermischem Rauschen in
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einem Widerstand oder auch radioaktiven Zerfillen (hier ist Quantenmechanik im Spiel). Alle diese
Verfahren sind aber viel zu aufwendig und langsam.

=00011010 ‘
B\

415

410

=0001101000000101000...
)

425

Abbildung 10.1: Links, Mitte: Prinzip des SGI-Lavalampengenerators (aus [6]): Aus eine Digitalauf-

nahme wird durch Aneinanderreihen aller digitalen Pixelinformationen eine lange
Binérzahl. Auf diese wird noch eine Hashfunktion angewandt und deren Output
als Seed fiir einen Pseudozufallszahlengenerator verwendet. Rechts: Lavalampe.

10.1.2 Pseudo-Zufallszahlengeneratoren

In der Regel werden keine “echten” Zufallszahlen erzeugt, sondern Pseudo-Zufallszahlen mit
Hilfe bestimmter Algorithmen. Spéter diskutieren wir linear kongruente Generatoren und Xorshift-
Generatoren im Detail. Wir starten mit einigen grundsétzlichen Eigenschaften von Pseudo-Zu-
fallszahlgeneratoren (pseudo random number generators = PRNGs):

)

PRNGs erzeugen gleichverteilte Zufallszahlen. Beispielsweise erzeugt der in C eingebaute
int rand(void) gleichverteilte integers im Bereich 0. ..RANDMAX.
(double)rand()/(RANDMAX+1.0) erzeugt dann gleichverteilte double in [0,1[. Gleichvertei-
lung in [0, 1] ist der Standard.

PRNGs sind iterativ, sie benétigen einen Startwert oder Seed und generieren dann eine
Folge von Zahlen durch wiederholtes Aufrufen. Im Beispiel des rand () in C wird der Seed
mit void srand(unsigned int seed) gesetzt. Also wird am Anfang einmal initialisiert mit
srand(beliebig), danach erzeugen Aufrufe rand() zufillige integer.

PRNGs erzeugen reproduzierbare Sequenzen bei gleichem Seed. Die Algorithmen sind
deterministisch. Dies zeigt bereits, dass der Zufall nicht “echt” ist, kann aber hilfreich sein
beim Testen (Reproduzierbarkeit).

PRNGs wiederholen sich irgendwann nach einer gewissen Periodenlinge. Dies ist der an-
dere Aspekt, der zeigt, dass der Zufall nicht “echt” ist. Die Periodenlidnge sollte natiirlich
mdglichst grofi sein. Dies gilt insbesondere fiir Monte-Carlo Simulationen, wo z.B. bei ei-
ner ernstzunehmenden Monte-Carlo Simulation des 3D Ising-Modells leicht 10'® Zufallszahlen
benétigt werden (entspricht 10° Sweeps eines Systems mit 1000® Gitterplétzen).

Die Eigenschaften 3) und 4) scheinen problematisch, lassen sich aber prinzipiell nicht verhindern,
wie wir sehen werden.

Fiir unsere “physikalischen” Zwecke brauchen und werden wir auch nicht auf kryptographische
Aspekte von PRNGs eingehen (d.h. die Frage, ob die néchste Zufallszahl vorhersagbar ist); die
vorgestellten Generatoren sind i.Allg. nicht kryptographisch sicher.
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10.1.3 Linear kongruente Generatoren

Die wichtigsten PRNGs sind die linear kongruenten Generatoren, die alle mit Rekursionen

’ Tnt1 = (ar, + ¢) mod m ‘ (10.1)

arbeiten, der sogenannten Lehmer-Sequenz. Dabei sind alle Zahlen, d.h. r,,, der Multiplikator
a, das Inkrement ¢ und der Modulus m integers. Eingebaute PRNG wie der bereits erwihnte
rand() in C sind meist von diesem einfachen Typus. Wir werden bald einsehen, dass man diese
schlichten PRNGs niemals fiir ernsthaftes wissenschaftliches Rechnen verwenden sollte, héchstens
zum Testen.

Generatoren vom Typ (10.1)) haben folgende Eigenschaften:
e Die Periode des Generators ([10.1)) kann hochstens m betragen wegen der mod m Operation.

e Bei einer geeigneten Wahl von a, ¢ und m kann diese maximale Periodenldnge auch erreicht
werden. [1]

e Die Zufallsintegers liegen im Bereich 0, ...,m — 1. Ein Zufalls float/double in [0, 1] wird durch
Division durch m erhalten.

e Es sollte gelten a(m — 1) < groBte Integer (232 oder 2%4) wegen Overflow-Fehlern bei der
Berechnung. Es gibt aber Tricks, um die Rekursion auch fiir beliebige 32bit-Zahlen a, m nur
mit 32bit durchzufiithren (Schrage 1979, siche Numerical Recipes [1}, 2]).

o Die Numerical Recipes (2. Ausgabe) empfehlen die Implementation rani () mit
a="T7"=16807, ¢c=0 und m=2%" -1 (10.2)

plus einem zusétzlichem “Mischen” der letzten 32 Werte, da linear kongruente Generatoren
zu Korrelationen in den niedrigen Bits neigen: Wegen a < m folgt auf eine kleine Zahl wieder
eine relativ kleine Zahl. Linear kongruente Generatoren mit ¢ = 0 wie in heiflen auch
multiplikative linear kongruente Generatoren.

Die Periode von ran1() ist (ohne Mischen) 23! — 2 ~ 10%, also maximal.

Wir wollen an Hand der linear kongruenten Generatoren einige Giitekriterien fiir PRNG diskutie-
ren. Dies sind die Geschwindigkeit (die moglichst grof} ein soll), die Periodenléinge (die moglichst
lang sein soll), aber auch die Abwesenheit von Korrelationen zwischen aufeinanderfolgenden
Zahlen.

Linear kongruente Generatoren sind sehr schnell (wenige Rechenoperationen). Allerdings ist ihre
Periodenlénge etwas kurz, was bei Monte-Carlo Simulationen zu Problemen fiithren kann. Vielleicht
problematischer ist allerdings, dass sie tatséchlich Korrelationen aufweisen in héheren Dimensionen:

Die k-Tupel (7, ..., "ntk—1) von gleichverteilten Zufallszahlen in [0, 1] liegen

im k-dimensionalen Einheitswiirfel [0, 1]* in Hyperebenen (10.3)

Dies ist der sogenannte Marsaglia-Effekt (Marsaglia 1968 [7]), sieche Abb.

Wir wollen uns den Marsaglia-Effekt nur fiir & = 2-Tupel veranschaulichen (siehe Abb. links).
Klar ist, dass die Rekursion (10.1)) ohne die Modulo-Operation einfach eine Geradengleichung in

I Knuth hat gezeigt, dass die Periodenlinge (bei ¢ # 0) genau dann maximal ist, wenn:
c ist relativ prim zu m (d.h. keine gemeinsamen Primfaktoren)
a — 1 ist Vielfaches von jeder Primzahl, die m teilt

a — 1 ist ein Vielfaches von 4, falls m ein Vielfaches von 4 ist.
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Abbildung 10.2: Marsaglia-Effekt fiir 2-Tupel (r,,7p+1) (links) und 3-Tupel (7, 7n+1,7n+2)

(rechts) mit r,+1 = (137r, + 187) mod 256.

der Ebene (7, 741) beschreibt und zwar Geraden (z,y) = z(1,a) + (0, ¢). Die Modulo-Operation
verschiebt diese Gerade um ein Vielfaches k,m von m in y-Richtung:

(PmyTnt1) = mn(1,a) + (0, ¢) + k,m(0,1).

Das Ergebnis ist ein Marsaglia-Gitter mit Gitterebenen, jede Gitterebene ist charakterisiert
durch einen reziproken Gittervektor. Aus der Festkorperphysik ist bekannt, dass der Abstand dieser
Gitterebenen ~ 1/|reziproker Gittervektor| betrigt.

Dies erlaubt uns, ein neues Giitemaf fiir PRNG einzufiihren:

vk = 1/(groBter Hyberebenen-Abstand) — fiir k-Tupel in [0, 1]* (10.4)

Unser Ziel ist es, ein moglichst grofies vy, (kleiner grofiter Ebenen-Abstand) zu erreichen fiir alle k =
2,3,4,5,6,.... Wir wollen in der Festkorperphysik-Sprache also einen moglichst kleinen reziproken
Gittervektor im reziproken Marsaglia-Gitter.

Wir kénnen auch eine obere Schranke fiir v, angeben mit einer einfachen Abschéitzung. Ein Kristall
aus m Atomen in [0,1]* hat eine Gitterkonstante ~ m~/* (wegen 1/m = Gitterkonst”). Also
gibt es bestenfalls m'/* (k-1)-dimensionale Ebenen mit jeweils m*~1/% Punkten bei gleichméBiger
Verteilung der Atome. Das heifit, dass

v < ml/k

ist. Oft sind PRNG (bei bestimmten k) aber viel schlechter.

Eine Strategie, die linear kongruenten Generatoren zu verbessern, ist die Kombination mehrerer
verschiedener Generatoren zu sogenannten zusammengesetzten linearen Kongruenzgenera-
toren. Ein Beispiel dazu ist der Wichmann-Hill Generator, der eine Periodenlinge 10'2 aufweist
und auf 3 Rekursionen mit integern x,, ¥, und z, beruht, um seinen float-Output u,, € [0,1[ zu
erzeugen:

Xy = [1712,1] (mod 30296)
Yn = [172y,—1] (mod 30307)
zn = [1702,-1] (mod 30323)
Tp Yn Zn
= d1
Un = 130269 T 30307 T 30323} (mod 1)

10.1.4 Xorshift und Kombinationen

Eine modernere Generation von PRNGs sind die Xorshift-Generatoren (Marsaglia 2003). Sie
beruhen auf Kombinationen von bitweisen xor- und shift-Operationen:
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Der Binéroperator Xor (z @ y) gibt immer 1, wenn 2 ungleich y, und 0, wenn z gleich y. In
C/C++ ist der Operator fiir bitweises Xor x A y.

Der Shiftoperator verschiebt um a bits nach links z << a. Die Rechtsverschiebung x >> a
entspricht ohne Overflow einer Multiplikation mit 2¢.

Diese Generatoren werden auch in den Numerical Recipes besprochen [2].

PRNGs konnen weiter verbessert werde durch geeignete Kombinationen von PRNGs. Man kann
den Output des einen PRNG als Input des anderen verwenden oder den Output zweier Generatoren
addieren oder den Output zweier Generatoren mit einem Xor verkniipfen.

Die Numerical Recipes empfehlen in der neuen 3. Ausgabe solch Kombinationen. So ist die Emp-
fehlung Ran () eine Kombination aus 4 Generatoren, davon sind zwei 64bit-Xorshift und einer linear
kongruent.

Wir schliefen mit eine Zusammenstellung einiger Tests fiir PRNGs:

1)

Bereits behandelt wurde der Korrelationstest durch Plotten von k-Tupeln im Wiirfel [0, 1]*.
Fiir linear kongruente Generatoren gibt es den besprochenen “Spektraltest” durch den Ab-
stand der Hyperebenen. Aber auch beliebige andere Generatoren kann man einfach testen,
indem man im k-Tupelplot nach “verdéchtigen” Strukturen Ausschau hélt.

Im x2-Test oder Gleichverteilungstest teilt man das Intervall [0,1] in M “bins” gleicher
Lange. Dann generiert man N Zufallszahlen und misst die Zahl der Zufallszahlen n; in jedem
bin i. Der erwartete Mittelwert iiber viele Versuche ist (n;) = N/M. Die erwartete Varianz
{((n; — (n;:))?) = (n;) = N/M, weil die n; Poisson-verteilt sein sollten. Auerdem gibt es
eine Nebenbedingung zu den M Werten n;, ndmlich Zf\il n; = N und nur M — 1 Werte
n; sind stochastische Variablen (“Freiheitsgrade”). Damit ist der erwartete Wert fiir y? =
Zﬁﬂ(nl —(ni))%)/{n;) = M — 1, wobei M — 1 die Zahl der “Freiheitsgrade” ist. Alles, was
von diesem erwarteten y2-Wert stark abweicht, ist verdéchtig.

Weitere Tests sind auch der Maximums-Test, wo das Maximum von jeweils k Zufallszahlen
auch wieder einer bestimmten Verteilung folgen muss oder der Kollisionstest, wo man auch
wieder M bins anlegt, aber nur N <« M Zufallszahlen zieht und dann die Zahl der Kollisionen,
d.h. j Zahlen in demselben bin zu finden, angibt. Fiir diese gibt es auch wieder ein Erwartung.

10.2 Erzeugung verschiedener Verteilungen

Der Transformationssatz erlaubt es andere Zufallszahlverteilungen als die
Gleichverteilung zu erzeugen. Fiir gaufiverteilte Zufallszahlen diskutieren wir
u.a. den Box-Muller-Algorithmus. Die Riickweisungsmethode bendtigt nur eine
Vergleichsverteilung, die erzeugt werden kann und eine obere Schranke fiir eine
zu erzeugende Verteilung darstellt.

Zufallszahlengeneratoren erzeugen normalerweise gleichverteilte Zufallszahlen x im Intervall [0, 1].
Damit haben diese z folgende Wahrscheinlichkeitsdichte p(z):

0 sonst

p(w){ L 0=r<l (10.5)

Allgemein ist p(z)dz ist die Wahrscheinlichkeit, eine Zufallszahl in [z, x + dx] zu ziehen.

In der Praxis werden oft andere Verteilungen bendtigt als die einfache Gleichverteilung (|10.5)), z.B.
eine GauBverteilung oder Exponentialverteilung.
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10.2.1 Transformations- oder Inversionsmethode

Bei der Transformationsmethode wendet man eine Funktion y = f(x) auf Zufallszahlen aus einer
Verteilung p(x) an, die auf « € [x1, x2] definiert sei und die man bereits erzeugen kann, z.B. auf ein
gleichverteiltes z mit . Dann gilt fiir die damit erzeugte Verteilung p(y) der neuen Zufallszahl
y (wegen Wahrscheinlichkeitserhaltung):

1p(y)dy| = |p(z)dz|

da
dy

p(y) = p(x)

(10.6)

Dies kénnen wir uns auch mit Hilfe der Reprisentation einer Wahrscheinlichkeitsverteilung als
Mittelwert einer 6-Funktion klarmachen:

Z2

By) = 6y — F(2)))s = / p(2)8(y — f(x))

Z1

- /f T @I @t )
— (NI W)

" { p(fH DI Wy € fla,a2]) (10.7)

0 sonst

was genau Gl. ((10.6)) entspricht. Da bei einer Gleichverteilung p(x) = const die erzeugte Verteilung
im Wesentlichen durch die Ableitung der inversen Funktion (f~!)'(y) gegeben ist, heifit die Methode
auch Inversionsmethode.

Wir schauen uns Beispiele an, wo wir die Transformationsmethode jeweils direkt auf die Gleich-
verteilung ((10.5)) anwenden:

1) y =e ? oder f~1(y) = 7% Iny fiir die Umkehrfunktion. Wir wenden also eine Exponential-
funktion auch jeden Wert x aus dem PRNG an. Dann gilt nach 1} ply) = )%y fiir y €le™, 1]
fiir die transformierte Verteilung fiir y.

2) Wir konnen auch umgekehrt einen Logarithmus auf die 2 aus dem PRNG anwenden,

Yy = /\nx

(der PRNG darf dann natiirlich keine 0 liefern). Dann gilt f~1(y) = e=*Y fiir die Umkehr-
funktion und

ply) = Ae (10.8)
fiir die transformierte Verteilung der y auf 0, c0[. Wir erhalten also eine Exponentialver-
teilung.

3) Wenden wir ein Potenzgesetz f(z) = =% an mit Umkehrfunktion f~!(y) = y~'/% bekommen
wir
~ 1 —1/a—1
py) =~y (10.9)

a

fiir y €]1, oo, also eine Potenzverteilung.
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10.2.2 GauBverteilungen

Bei GauBlverteilungen ist die Lage komplizierter. Eine Verteilung p(y) = \/%e_zﬁ/ 2 lasst sich
nédmlich nicht direkt mit der normalen 1-dimensionalen Transformationsmethode erzeugen, sondern
nur iiber die 2-dimensionale Verallgemeinerung

8(9[;1, .’L'Q)

P(y1, y2)dy1dys = p(x1, x2)dx1dre = p(z1, x2) O dy1dy> (10.10)

Wir suchen also eine Abb. R? — R? : Z), so dass die Jacobi-Determinante folgende Form hat:

— 4(
G )
21

Dann werden durch Anwendung von (%) auf (x1, ) gleichverteilt aus [0, 1[? nimlich jeweils zwei
gauflverteilte Zahlen y; und yo generiert.

’ (z1,22)
Z—,/17y2

Die Losung diese Problems (Beweis selbst durch Nachrechnen der Jacobi-Determinante) ist der
Box-Muller-Algorithmus

y1 = v/ —2Inxy cos (2mxs)
y2 = v/ —2Inxy sin (2723) (10.11)
Wenn die a2 € [0,1] gleichverteilt sind, folgt, dass der Vektor (cos (2mx2),sin (2rxs)) gleichverteil-

te Punkte auf der Einheitskreislinie erzeugt. Also kénnen wir den Box-Muller-Algorithmus etwas
schneller machen durch die sogenannte Polarmethode:

1) Ziehe (v, ve) gleichverteilt aus [—1,1]? (benutze so etwas wie 2xran()-1)

2) Wenn R? = v} 4+ v3 < 1, dann 21 = R?, cos (2mxa) = v1/V R? und sin (2723) = va/VR? (es
muss nur eine Wurzel gezogen werden).

3) Dann einsetzen in ([10.11)), um gauBverteilte y1, y2 zu erzeugen.

Die Wahrscheinlichkeit p(R)dR ist dann der Anteil der Flidche der Kreisrings 2 RdR an der Einheits-
kreisflache , also gilt p(R)dR = 2RdR = dR? und damit tatsichlich nach Transformationsmethode
- ) p(R?) = p(R)dR/dR? = 1, d.h. R? ist in der Tat gleichverteilt auf [0, 1] in der Polarmethode.

Neben dem Box-Muller—Algorlthmus gibt es noch eine viel einfachere, schnellere, dafiir allerdings
nicht besonders genaue Methode, eine GauBverteilung zu generieren, die auf dem zentralen Grenz-
wertsatz beruht: Die Summe vieler, unabhdngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen ist gauf3-
verteilt.

Etwas genauer kann man den Satz so fassen: Wir ziehen N unabhingige Zufallsvariablen x; jeweils
aus der gleichen Verteilung p(x) mit Mittel (z;) = (z) und Varianz (z?) — (2;)? = o2. Dann ist die

neue Zufallsvariable y = Zf\;l x; im Limes N — oo gauBverteilt mit Mittelwert (y) = N{x) und

Varianz 05 = No2.

Dies motiviert folgendes Vorgehen:

Wir addieren einfach N gleichverteilte Zufallsvariablen x; aus [0, 1] und ziehen N/2 ab:
Das Ergebnis y = (vazl x;) — N/2 ist dann gauBverteilt mit (y) ~ 0 und o = N/12.| (10.12)

In der Praxis reichen typischerweise schon N ~ 6 Zahlen, um eine Gaufiverteilung zu bekommen!
Ein Artefakt sollte man bei dieser Methode aber im Auge behalten: Zahlen y < —N/2 oder y > N/2
kommen niemals vor.
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10.2.3 Riickweisungsmethode

Die Riickweisungsmethode beruht darauf, dass Zufallszahlenpaare, d.h. Punkte (z,y) in zwei Di-
mensionen generiert werden, die gleichverteilt in der Fliche A = {(z,y)|]z € D und 0 < y < p(z)}
unterhalb einer Verteilungsfunktion mit dem Definitionsbereich D liegen.

Die Verteilungsfunktion fiir solche Paare ist dann p(z,y) = 1/|A| = const mit dem Flicheninhalt
|A| = [, dzp(z) (wenn p(x) normiert ist, gilt [A| = 1). Die Wahrscheinlichkeit, dass einer dieser
gleichverteilten Punkte eine Koordinate x hat, bekommt man dann nach den Regeln der Wahr-
scheinlichkeitstheorie durch Integration {iber alle Moglichkeiten fiir die zweite Koordinate y:

) normiert
= ()

p(z)
/0 dypa(z,y) = pla)/|A] " "2 (10.13)

Wenn also gleichverteilt aus der Fliche A unterhalb der Funktion p(z) gezogen werden kann, und
der Flicheninhalt |A| bekannt ist, folgt die z-Komponente dieser Punkte der normierten Verteilung
p(x)/|Al.

Umgekehrt gilt auch, wenn x aus der normierten Verteilung p(z)/|A| gezogen wird und dazu ein y
gleichverteilt aus [0, p(z)] gezogen wird, also gemé&f der Verteilung p,(y) = const = 1/p(z), dann

sind die Punkte (z,y) in der Fliche A unterhalb der Funktion p(x) gleichverteilt. Die Verteilung
pa(x,y) ist dann ndmlich eine Produktverteilung mit

pA(x7y)=p|E4x|)py() ple) _ 1 (10.14)

Y TAlp(r) T TAT

Abbildung 10.3: Riickweisungsverfahren zur Erzeugung von gaulverteilten Zufallszahlen mit p(z) =
(1/v/27) exp(—2?/2) mit Hilfe der exponentiellen Vergleichsverteilung g(z) =
(1/2) exp(—|z|) und k = 1.5. Zufallszahlen x aus der Verteilung g(x) kénnen mit
der Transformationsmethode erzeugt werden (aus in |0, 1] gleichverteilten Zufalls-
zahlen durch Anwendung von f(z) = —Inz und f(z) = +Inz in jeweils der
Hélfte der Félle, siehe oben). Links: Es wurden 1000 Punkte (x,y) gleichver-
teilt unter der roten Vergleichskurve kg(x) generiert (mit Schritten 1 und 2). Die
Riickweisungsmethode lehnt die roten Punkte mit y > p(z) ab und akzeptiert nur
die blauen Punkte mit y < p(x) (Schritt 3). Rechts: Die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der z-Komponente der blauen Punkte stimmt mit p(z) iiberein.

Bei der Riickweisungsmethode kennt man fiir eine zu erzeugende Wahrscheinlichkeitsverteilung
p(z) > 0 (Normierunng [ dzp(xz) = 1) eine Vergleichsverteilung g(x) > 0, die ebenfalls normiert ist
([ dzg(xz) = 1) und zu der es eine Konstante & > 1 gibt, so dass kg(z) eine obere Schranke fiir p(x)
ist, d.h.

kg(x) > p(x) >0 fiir alle z
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(weil beide Verteilungen p(x) und g(z) normiert sind, muss eine Konstante & > 1 verwendet wer-
den, sonst kann die Schranke nicht fiir alle = gelten) und fiir die Zufallszahlen leicht generiert
werden konnen. Beispielsweise bieten sich fiir g(z) einfache kastenférmige Gleichverteilungen oder
Exponentialverteilungen an, die mit der Transformationsmethode erzeugt werden kénnen (siehe Gl.
(10.5).

Wir wollen nun zunéchst zufillige Punkte (x, y) generieren, die gleichverteilt in der Fliche unterhalb
der Funktion kg(x) liegen. Dafiir ziehen wir nach ((10.14))

1) eine Zufallszahl z aus der Verteilung g(z) und
2) eine zweite Zufallszahl y gleichverteilt in [0, kg(x)].

Daraus koénnen wir dann Punkte (z,y) generieren, die gleichverteilt in der Flidche unterhalb der zu
erzeugenden Funktion p(z) liegen, indem wir

3) nur Punkte (z,y) “akzeptieren”, fiir die auch y < p(z) gilt.
4) Die x-Komponente dieser Punkte ist dann nach (10.13)) gemé8 p(z) verteilt.

Diese Schritte beschreiben die Riickweisungsmethode. Sie lisst sich oft einsetzen: Es wird lediglich
eine Vergleichsverteilung g(x) bendtigt, die problemlos erzeugt werden kann und ein k, so dass
kg(x) eine obere Schranke darstellt. In Abb. ist ein Beispiel zur Erzeugung gaufverteilter
Zufallszahlen gezeigt.
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10.4 Ubungen Kapitel

1. Linear kongruente Generatoren

Generieren Sie Pseudo-Zufallszahlen, indem Sie einen linear kongruenten Generator ((10.1)),
Tne1 = arp, + ¢ (mod m)

selbst implementieren.

a) Schreiben Sie ein Programm, um die ersten N Glieder (N < m) der Integer-Folge r,, abhingig
von den 4 Parametern ry (seed), a, ¢ und m zu generieren (verwenden Sie hierbei 64-Bit-Integer).
Teilen Sie durch m um einen floating point Generator fiir Zufallszahlen in [0, 1] zu bekommen.

b) Untersuchen Sie fiir die vier Parametersétze

(i) ro = 1234, a = 20, ¢ =120, m = 6075
(ii) 7o = 1234, a = 137, ¢ = 187, m = 256
(iii) 1o = 123456789, a = 65539, ¢ =0, m = 23! = 2147483648
(RANDU Generator von IBM)
(iv) ro=1234, a =T7>=16807, c =0, m =23 —1
(ranl() aus Num. Rec. 2. Ausgabe bzw. Matlab bis Version 4)

ihren floating point Generator zuerst auf Gleichverteilung, indem Sie fiir N = 10* Werte ein Histo-
gramm erstellen, indem Sie das Intervall [0, 1] in 10 bins der Lénge 0.1 aufteilen.

c) Testen Sie die vier floating point Generatoren (i)—(iv) nun auf Korrelationen, indem Sie jeweils
N/2 Paare (r,,,r,_1) aus aufeinanderfolgenden Punkten in einem zweidimensionalen Quadrat [0, 1]?
auftragen. Benutzen Sie bis zu N = 10° Werte (beachten Sie, dass nur N < m Sinn macht).

2. Beliebige Verteilungen erzeugen

Ein Zufallszahlengenerator, der gleichverteilte Zahlen zwischen 0 und 1 erzeugt, kann auch eingesetzt
werden, um beliebige Verteilungen zu erzeugen.

a) Benutzen Sie den Box—Muller-Algorithmus, um eine Gauflverteilung mit Varianz 1 und Mittelwert
0 zu erzeugen.

b) Benutzen Sie den zentralen Grenzwertsatz, um eine GauBverteilung zu erzeugen. Bilden Sie dafiir
die Summe von N (geeignet wéhlen) gleichverteilten Zufallszahlen aus [0,1]. Wie bekommt man eine
Verteilung mit Mittelwert 0 und Standardabweichung 17 Welche Nachteile hat diese Methode, z.B.
in Korrektheit und Effizienz?

c¢) Benutzen Sie das Riickweisungsverfahren, um die Verteilung p;(z) = sin(x)/2 in den Grenzen 0
bis 7 zu erzeugen.

d) Benutzen Sie die Transformationsmethode, um die Verteilung pa(x) = 322 in den Grenzen 0 bis
1 zu erzeugen.

Erzeugen Sie jeweils 10* Zufallszahlen und erstellen Sie ein Histogramm, wo die Hiufigkeiten p(z;)
der um z; zentrierten Bins der Lange Az gemé8 ), p(x;)Az = 1 normiert werden sollen. Plotten
Sie auch die zugehorige normierte analytische Verteilung.
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11 Monte-Carlo (MC) Simulation

Literatur zu diesem Teil:

neben MD die andere wichtige Simulationsmethode fiir klassische Vielteilchensysteme. Sehr zu emp-
fehlen ist Frenkel [1], aber auch Landau und Binder [2] oder Krauth [3], Kinzel [4], Gould/Tobochnik
, Koonin/Meredith @ und Thijssen . Fiir die Monte-Carlo Integration natiirlich auch Nume-

rical Recipes Eﬂ

Der Name aller Monte-Carlo Methoden stammt von der Assoziation mit dem Casino und da-
mit mit Zufallszahlen. Die grundsétzliche Idee wird immer sein, Zufallszahlen zu benutzen, um
Integrale, Mittelwerte, usw. zu berechnen, und zwar durch Mittelung {iber sogenannte “Samples”
(Stichproben), die zufillig gezogen werden anstatt deterministisch vorzugehen. Dabei sollen die
Samples aus bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilungen gezogen werden, typischerweise in hoch-
dimensionalen Radumen. Daher ist dieses Kapitel eng verkniipft mit dem vorangehenden Kapitel
wo wir bereits einfache Methoden diskutiert haben, um Zufallszahlen (samples) x aus ein-
dimensionalen Wahrscheinlichkeitsverteilungen p(x) zu generieren. Monte-Carlo Methoden wie die
Metropolid-Methode erlauben das samplen beliebiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen p(Z) auch fiir
hochdimensionale .

Bei der M C-Integration wird ein Integral als Mittelwert iiber eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
aufgefasst; durch samplen der Wahrscheinlichkeitsverteilung kann dieser Mittelwert und damit das
Integral berechnet werden. Die Methode wird weitgehend unabhéngig von der Dimension des Inte-
grals funktionieren, also auch fiir hoch-dimensionale Probleme.

Bei der MC-Simulation wollen wir thermodynamischen Mittelwerte durch Mittelung tiber die
Boltzmann-Verteilung berechnen. Dazu wollen wir Samples in Form von Boltzmann-verteilten Sys-
temkonfigurationen generieren. Hier arbeitet man natiirlicherweise im kanonischen Ensemble
(im Gegensatz zur MD-Simulation, die natiirlicherweise im mikrokanonischen Ensemble durch-
gefiihrt wird). Die ersten MC-Simulationen wurden von Nicholas Metropolis et al. an einem zwei-
dimensionalen System harter Scheiben durchgefiihrt (dem gleichen System, an dem auch die
ersten MD-Simulationen von Alder und Wainwright durchgefiihrt wurden).

S i

Abbildung 11.1: Links: Casino von Monte-Carlo in Monaco, Namensgeber der Monte-Carlo Metho-
de, weil es hier (hoffentlich) zuféllig zugeht. Rechts: Nicolas Metropolis (1915-1999),
der Erfinder der Monte-Carlo Methode auf seinem Los Alamos Badge. (Quelle:
Wikipedia).
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11.1 Monte-Carlo Integration

Wir diskutieren die Monte-Carlo Integration mit Hilfe zufélliger Stiitzstellen
und schétzen ihren Fehler ab, sowohl fiir eindimensionale als auch fiir mehr-
dimensionale Integrale. Dabei wird zuerst einfaches gleichverteiltes Sampling,
dann Importance-Sampling erldutert.

Als erstes betrachten wir die einfache Monte-Carlo Integration, bei der wir integrieren mochten,
indem wir zuféllige Stiitzstellen “samplen” anstatt deterministisch Stiitzstellen zu generieren, mit
den bereits in Kapitel [3.2] vorgestellten Methoden, die in der Regel alle dquidistante Stiitzstellen
verwendeten. Wir schreiben dazu das Integral [ dZg(Z) = [ dZp(Z)f(Z) = (f), als Mittelwert einer
“Observablenfunktion” f(Z) iiber eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p(Z). Es wird verschiedene
Méoglichkeiten geben p(Z) (und damit f(z)) zu wihlen (einfaches Sampling, Importance-Sampling),
aber der Mittelwert wird immer durch samplen von Stichproben (Stiitzstellen) Z; aus der Verteilung
p(#) und Mittelwertbildung iiber diese Samples berechnet werden.

Wir machen dies zunéchst an zwei Beispielen klar. Das erste Beispiel ist bereits eine mehrdimensio-
nale Integration, und wir werden sehen, dass MC-Integration fiir mehrdimensionale Integrale
genauso gut funktioniert und damit besonders geeignet ist.

11.1.1 Zwei Beispiele

N = 1000, Pi =3.18 N = 5000, Pi =3.137 N = 25000, Pi =3.142

Abbildung 11.2: 7 = 3.14159... wird durch Ziehen von N gleichverteilten Zufallspunkten in [—1, 1]
bestimmt. N, blaue Punkte liegen im Einheitskreis, was auf © ~ 4N, /N fiihrt. Die
Abbildung zeigt das Ergebnis fiir = fiir N = 1000, 5000, 25000 Punkte.

Beispiel 1: Berechnung von 7
Wir wollen 7 als Flacheninhalt des Einheitskreises berechnen:

1) Dazu werden wir zuféllig N Punkte 7; (Samples) gleichverteilt im Quadrat [—1,1]? ziehen
(einfach zu realisieren mit durch Ziehen zweier gleichverteilter Zufallszahlen in [—1,1]).

2) Wir ziihlen ein Sample als “Erfolg”, wenn 732 < 1, also wenn der Punkt im Einheitskreis

liegt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist durch das Verhéltnis der Flachen von Einheitskreis und
Quadrat gegeben,

_ A
T An 4

p (11.1)

3) Die Zahl der Erfolge N, nach N-maligem Ziehen ist binomialverteilt. Die Wahrscheinlichkeit
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fiir genau N, Erfolge ist

Die mittlere Zahl von Erfolgen ist

N
(No) = Y Nop(No) = Np = N%. (11.2)
No=0

Die Streuung um diesen Mittelwert ist durch die Varianz 0']2\70 gegeben:
o%, = ((No = (No))?) = Np(1 - p). (11.3)

4) Dies motiviert folgendes Monte-Carlo Verfahren, um 7 = A, zu messen (siehe Abb. [11.2):

Ziehe N Samples gleichverteilt aus dem Quadrat und messe die Zahl der Erfolge N,, die im
Kreis liegen. Fiir groBe N wird N, ~ (N,) mit dem Mittelwert aus (11.2)) gelten (siehe néchster
Absatz). Daher kénnen wir 7 nach (11.2)) als

N,
™= Ao~ 2 Ap (11.4)

bestimmen. Diese Formel sollte auch anschaulich einleuchten: Das Verhéltnis der Treffer im
Einheitskreis zur Gesamtzahl der Versuche im Quadrat, verhélt sich wie die entsprechenden
Flécheninhalte bei im Quadrat gleichverteilten Versuchen.

Der Fehler dabei ist durch die Wurzel der Varianz unserer m-Schitzung auf der rechten Seite,
%AD, gegeben. Mit 1) fiir 012\,0 erhalten wir:

A2 1 1
0'1240 = NiEO'JQVO = NAQ(AD - Ao) ~ N (115)

Der Fehler ist also ~ 1/y/N und verschwindet mit grofem N, was N, ~ (N,) und damit
nachtriiglich rechtfertigt. Anhand der Fehlerabschitzung sehen wir auch, dass fiir
groBere Quadrate als Ag = 4 um den Einheitskreis das Verfahren natiirlich auch funktionieren
wiirde mit Formel fiir 7, dass aber der Fehler ~ (Aq — A,)/? dann auch gréfer wiire.

Beispiel 2: Integral [ = f: dzg(x)
In Kapitelhaben wir diverse Verfahren mit deterministisch ausgewahlten (dquidistanten) Stiitzstellen

kennengelernt (Trapezregel, Simpsonregel, ...), um ein einfaches Integral I = fa dxg(z) numerisch
zu berechnen. Hier wollen wir nun N zufillige Stiitzstellen z; (Samples) gleichverteilt aus dem
Intervall [a,b] ziehen. Der mittlere Abstand zwischen den Stiitzstellen ist dann (b — a)/N. Daher
erscheint folgende Formel zu Berechnung des Integrals plausibel:

b—a
N

] =

Ive = 9(zs). (11.6)

i=1

Dies ist die einfachste Monte-Carlo Integrationsformel.
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11.1.2 Einfaches Sampling

Wir wollen die Formel (11.6)) nun systematisch herleiten und untersuchen. Unsere Stiitzstellen z;
sind Stichproben (Samples) aus einer Gleichverteilung

1
p(z) :{ p—a “Ell (11.7)
0 sonst
Mit dieser Verteilung p(z) gilt
b
1= [ daglo) = [ dop(a) (o~ a)g(x) = (1) (11.8)
= f(x)

Also kann T als Mittelwert der Funktion f(z) beziiglich der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) ge-
schrieben werden.

Einen Mittelwert approximiert man nach dem Gesetz der grofien Zahlen durch hiufiges (N-faches)
Ziehen von Stichproben (Samples):

1 o 08 b—a w
(f)~ N Zf(l’i) N Zg(zi) =Inc (11.9)

wie in (11.6). Den Fehler bei dieser Approximation des Integrals kann man wieder iiber die Varianz
der ZufallsgréBe Inc = + Zfil f(x;) abschiitzen, dhnlich wie bei der 7m-Bestimmung (Beispiel 1).
Dabei wissen wir allerdings nur, dass die z; einer Verteilung p(z) folgen. Wir wissen nicht a priori,
wie f(x;) verteilt ist, geschweige denn die Summe in I. Hier hilft der zentrale Grenzwertsatz, der
genau eine Aussage macht iiber die neue Zufallsvariable y = Zfil f(x;), wenn diese die Summe

aus N unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen f(x;) ist. Mit deren Mittelwert
und Varianz

() = [ dopla) f@) = (1)
7t = (£ = (2 = () = (1) = [ dopta) (a) = ()

besagt der zentrale Grenzwertsatz, dass auch y gauf3verteilt ist und im Limes grofler N Mittelwert
und Varianz

(y) = N(f) und o, = No} (11.10)

betragen.

Demnach ist die Varianz von Ips¢ = y/N

(11.11)

Wir finden also einen Fehler ~ 1/ VN bei der MC-Integration (genau wie bei dem Beispiel der
m-Bestimmung).

Wir bemerken, dass dieser Fehler zuniichst einmal schlechter ist als beispielsweise bei der einfachen
Trapezregel (mit gleicher Zahl N von Stiitzstellen war dort h ~ 1/N und der Fehler ~ Nh3 ~ N~2)
oder gar bei der Simpsonregel (Fehler ~ Nh® ~ N~%). Dies wird sich aber in héheren Dimensionen
dndern.
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Ein grofler Vorteil der Monte-Carlo Integration ist, dass sie auch problemlos fiir mehrdimensionale
Integrale in n Raumdimensionen funktioniert. Dazu wird auch das n-dimensionale Volumenintegral
I= fv d"7g(7) iiber ein Integrationsvolumen V als Mittelwert aufgefasst:

1= [ @) = [ @@= (11.12)
v
mit einer Funktion f(7) und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p(7) die so gewiihlt werden, dass

reV

sonst (11.13)

Genau wie in einer Raumdimension approximieren wir (f), indem wir N geméf der Wahrschein-
lichkeitsverteilung p(7) verteilte Samples 7; ziehen:

1 N
(F) ~ 5 D f(F) = Iuc (11.14)

i=1

Der Fehler folgt auch wieder genau wie in einer Raumdimension {iber den zentralen Grenzwertsatz
aus der Varianz der Zufallsgrofie Iyc = % Zfil F(7):

ot == (A=) ~ 5 (11.15)

Genau wie in einer Raumdimension finden wir einen Fehler ~ 1/v/N.

Der Fehler ~ 1/ VN bei der MC-Integration ist insbesondere unabhiingig von der Di-
mension n des Volumenintegrals! Wir wollen erneut mit Trapez- oder Simpsonregel aus Kapitel
[3:2 vergleichen. Dort hiitte man N #quidistante Stiitzstellen im n-dimensionalen Raum verteilt. Das
heifit, das Integrationsvolumen pro Stiitzstelle ist V/N und die Kantenléinge dieses wiirfelfsrmigen
Volumens h ~ (V/N)'/™. Die Trapezregel ergibt in n Raumdimensionen in jedem Wiirfel analog
zu einen Fehler h"h? (“Intervallvolumen” hA™ mal Fehler A% im Integranden). Uber alle N
Wiirfel ergibt sich ein Fehler O(Nh?*t") ~ N1=(2+n)/n o N=2/7 Eine analoge Argumentation mit
der Simpsonregel gibt einen Fehler O(Nh*T") ~ N1=(@tn)/n  N=4/7 Wir sehen, dass hier die
Fehler mit der Anzahl n der Raumdimensionen anwachsen!

Daher wird der Fehler der MC-Integration in hohen Raumdimensionen irgendwann kleiner als bei
Trapez- oder Simpsonregel. Der MC-Fehler wird kleiner als bei der Trapezregel fiir Dimensionen n >
4 und er wird kleiner als bei der Simpsonregel fiir n > 8. EIIn der statistischen Physik entsprechen die
Zustandssummen und Mittelwerte eines kontinuierlichen Systems (wie dem Lennard-Jones Fluid)
nach Abspaltung der Impulsintegration Konfigurationsintegralen mit n ~ 3mal Teilchenzahl, was
selbst in einer Simulation mit “nur” 100 Teilchen immer noch dazu fiihrt, dass die MC-Methode
hier deterministischen Methoden haushoch iiberlegen ist.

Die MC-Integration mehrdimensionaler Integrale ist den deterministischen Methoden auch
praktisch, d.h. vom Programmieraufwand her, iiberlegen bei kompliziert geformten Integrationsvolu-
mina V. Um sie numerisch zu implementieren brauchen wir lediglich eine Vorschrift, um Samples mit
einer geeigneten Verteilung p(7) und Funktion f(7) nach zu generieren. Dies kann praktisch
beispielsweise wieder wie bei der w-Berechnung implementiert werden: Wir setzen unser Integrati-
onsvolumen V in ein grofleres, einfaches, quaderférmiges Volumen Vg bekannten Volumeninhalts
Vol(V), das V vollstéindig umfasst. Dann wéhlen wir

£(7) {XOKVD)Q(F) reve (11.16)

o sonst

1 Der Vergleich der Fehler ist etwas “unfair”, da die Fehler ~ N=2/" und ~ N~4/" bei Trapez- bzw. Simpsonregel
eine “worst case” Abschitzung darstellen, wihrend der Fehler ~ N~—1/2 gher ein “typischer” Fehler ist, der sich
aus der Varianz ergibt.
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Auflerdem ziehen wir Samples 7; gleichverteilt aus Vg, d.h.

1
— eV
A ={ Vol(vg) ' - 'F (11.17)
0 sonst,
Dies fiihrt dann insgesamt nach (11.14)) zu der einfachen Vorschrift
Vol(Vo) .
Ine = — ;g(ri) (11.18)

zur MC-Berechnung von I = [, d"7g(F), wobei die 7; gleichverteilt aus V5 gezogen werden. Bei
einem kompliziert geformten Integrationsvolumen V' brauchen wir keine vollstindige Parametrisie-
rung dieses Volumens wie bei den deterministischen Verfahren, sondern lediglich einen einfachen
Algorithmus, der es erlaubt zu entscheiden, ob ein Sample innerhalb oder auflerhalb von V liegt.
Wir sehen auch, dass sich in zwei Raumdimensionen und mit ¢(7) = 1 und V' = Einheitskreis
auch gerade wieder auf die Formel aus dem ersten Beispiel der m-Berechnung reduziert. Die
Vorschrift ist die mehrdimensionale Verallgemeinerung von und dementsprechend ana-
log aufgebaut: Vol(Vg)/N ist hier das mittlere Volumen pro Stiitzstelle, und es wird iiber zufillige
Stiitzstellen in V' summiert.

11.1.3 Importance-Sampling

Bisher haben wir bei der Wahl von p(7) in immer (stiickweise) konstante p(7) verwendet,
siehe oder , d.h. die Samples waren gleichverteilt im Integrationsvolumen V selbst
oder in einem V umgebenden einfachen Hilfsvolumen (wie Vi in (I1.17)). Dieses Sampling bezeich-
net man als einfaches Sampling. Man kann aber prinzipiell beliebige Verteilungen p(7) withlen, z.B.
um den Fehler der MC-Integration zu verbessern. Dies bezeichnet man als Importance-Sampling.

Wenn wir ein p(7) withlen kénnen, soll- 9 9

ten wir versuchen p(7) dort viel Gewicht

zu geben, wo auch der Integrand g¢(7)

betragsmifig grof ist, da wir diese Re-

gionen heuristisch als “wichtig” fiir die i

. . . o= —N= 1 s
Integration einschétzen. Wel Gewichl

Offensichtlich miisste p(7) dann dhnlich aussehen, wie |g(7)| selbst; dabei muss p(7) allerdings nor-
miert sein. Tatséchlich stellt sich als ideale Wahl

sonst

p(7) :{ g|g(fj| rev

it L= " g (7
mit - _/vd g ()] (11.19)

heraus, so dass f(7) = ¢(7)/p(F) = const nach (11.13)), wenn ¢(7) sein Vorzeichen nicht &ndert.
Warum ist diese Wahl ideal?

Importance-Sampling soll den Fehler der MC-Integration verkleinern: Der Fehler von Ij;¢ in
(11.14) war gegeben durch die Wurzel der Varianz ((11.15]):

o8 = 2ot = ()~ (1)) ~ +-
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Der Fehler war ~ 1/ V'N, wobei beim Importance-Sampling allerdings der Vorfaktor dieses Skalen-

verhaltens wichtig wird:
2 2
2 g g
or=(=)—(Z) . 11.20
d <p2> <p> (11:20)

Dieser Vorfaktor 0]20 > 0 wird minimal, d.h. im Prinzip oy = 0, fiir f = const: Wenn der Integrand
g sein Vorzeichen nicht dndert (was immer zu erreichen ist durch die Addition einer Konstanten),
wird mit der Wahl (11.19)) der Fehler also tatséchlich auf oy = 0 gedriickt.

Dies sollte praktisch natiirlich nicht moglich sein; das Problem bei der Argumentation ist die Be-
stimmung der Normierung c in . Diese Normierung 1 = i, d"#g(7)| = |I| kann in (11.19
nicht bekannt sein, da I ja gerade zu berechnen ist. Daher ist die ideale Wahl von ¢ in (|11.19
praktisch unméglich. Ein anderes Problem kann darin liegen, ein Verfahren zu implementieren, um
mit p(7) verteilte Samples zu ziehen. Wir haben z.B. in Kapitel [10.2] zu Zufallszahlen gesehen, dass
es oft praktisch nicht-trivial ist, aus bestimmten Verteilungen direkt zu samplen, beispielsweise war
es bereits nicht-trivial, gauflverteilte Zufallszahlen zu generieren.

Ein Beispiel, wo Importance-Sampling sich als niitzlich erweist, ist ein Integral
1
I= / dzg(z) mit g(z) ~ 2z ' (¢ > 0) fiir z = 0.
0

Fiir ¢ < 1/2 ist (g?) = oo und bei einfachem Sampling (mit p(x) = 1) divergiert die Varianz
0]% = (g%) — (9)* = oo und damit der Fehler der MC-Integration. Dieser “katastrophale Fehler” lisst
sich mit Importance-Sampling vermeiden, indem p(z) = ex¢*! gewiihlt wird. Dann wird

T :Mr\/xo el xr~

Bei dieser Wahl von p(z) wird der wichtige Bereich um x a2 0 sehr hiufig gesamplet, wodurch der
Fehler letztlich endlich bleibt. Importance-Sampling mit einer Verteilung p(z) = ex¢t! lisst sich
leicht implementieren mit Hilfe der Transformationsmethode, siche Gl. ((10.9)).

Oft ist es aber gar nicht so einfach, eine direktes Sampling aus einer Verteilung p(7) praktisch
zu realisieren, um ein Imprtance-Sampling vorzunehmen. In den folgenden Kapiteln und
werden wir sehen, wie wir das Importance-Sampling praktisch erst wirklich nutzbar machen kénnen,
wenn wir die Verteilung p(7) gar nicht direkt samplen, sondern iiber einen Markov-Prozess erzeugen.
Dann wird es aber ein sehr méchtiges Werkzeug, um z.B. statistische Physik durch Sampling mit
der Boltzmann-Verteilung zu betreiben.

11.2 Markov-Sampling, Metropolis-Algorithmus

Wir fiihren mit dem Markov-Sampling eine neue Sampling-Methode ein, die
auf stochastischen Markov-Prozessen beruht. Wir diskutieren stationdre Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen, das detaillierte Gleichgewicht (detailed balance) ei-
nes Markov-Prozesses und den Metropolis-Algorithmus zur Erzeugung einer ge-
gebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Bisher hatten wir bei der MC-Integration direktes Sampling einer Verteilung p(7) angewendet,
d.h. die Stichproben/Samples 7; sollten mit Hilfe von Zufallszahlen direkt mit der gewiinschten
Verteilung p(7) generiert werden. Wir hatten aber bei der Diskussion des Importance-Sampling auch
eingesehen, dass es schwierig ist, eine korrekt normiert und beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung
p(7) direkt zu samplen.
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Eine alternative Moglichkeit besteht darin, die Samples 7; durch einen dynamischen Zufallspro-
zess, genauer einen Markov-Prozess zu generieren. Wir beginnen wieder mit einem bereits be-
kannten Beispiel.

N = 25000, Pi =3.152

N =300, Pi=3.29 N = 5000, Pi =3.158

Abbildung 11.3: 7 = 3.14159... wird durch einen Random Walk mit N Schritten der Linge
|A7] = 0.75 und zufilliger Richtung in [—1,1]? bestimmt. N, blaue Punkte lie-
gen im Einheitskreis, was auf m ~ 4N, /N fiihrt. Die Abbildung zeigt das Ergebnis
fiir 7 fiir N = 300, 5000, 25000 Punkte. Links ist die Spur des Random Walk
explizit gezeigt.

Beispiel: Berechnung von 7
Nun wollen wir gleichverteilte Samples 7; € [—1,1]? durch einen Random Walk generieren:
la) Wir wihlen einen Schritt A7 mit fester Linge |A7] < 1 und zufélliger Richtung.
1b)
L m+ A7 wenn 7 + AF e [-1,1]?
ikl = 7 sonst

Dann wieder la) usw.

Die so generierten Samples 7; fiillen [—1, 1]? gleichmé#Big aus (siehe Abb.|11.3). Die {ibrigen Schritte
2)-4) der MC-w-Berechnung verlaufen wie in Kapitel

Ein Random Walk, wie er hier benutzt wird, um in [—1,1]? gleichverteilte Samples zu generieren
ist ein einfaches Beispiel fiir einen Markov-Prozess.

11.2.1 Markov-Prozesse, Master-Gleichung

Ein Markov-Prozess wird beschrieben durch:

e Zustidnde eines Teilchens oder Systems. Diese kénnen entweder diskrete Zusténde i sein
oder kontinuierlich verteilte Zustéinde 7.

e Zwischen den Zustéinden finden stochastische Ubergiinge statt, fiir die wir Wahrschein-
lichkeiten angeben. Dabei unterscheiden wir zwei Moglichkeiten:

a) Eine diskrete Zeit t = nAt, dann spricht man auch oft von einer Markov-Kette.

Die Uberginge sind durch Ubergangswahrscheinlichkeiten M;; von Zustand 7 nach
j oder M (7,7) von 7 nach # charakterisiert.

b) Eine kontinuierliche Zeit ¢, dann spricht man von einem eigentlichen Markov-Prozess.

Die Ubergiinge sind durch eine Ubergangsrate k;; oder k(7,#") charakterisiert, die die
Bedeutung einer Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit hat.
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¢ Die Markov-Eigenschaft: Die Ubergangswahrscheinlichkeiten hingen nur vom Anfangszu-
stand (7,t) und vom Endzustand (j,¢ + At) ab (bei diskreter Zeit) und nicht von der “Vor-
geschichte”, wie der Zustand 4 erreicht wurde.

M;;

Abbildung 11.4: Links: Veranschaulichung der Markov-Uberginge zwischen Zustinden i und j.
Rechts: Andrey Andreyevich Markov (1856-1922), russischer Mathematiker. (Quel-
le: Wikipedia).

Als Ergebnis des stochastischen Markov-Prozesses stellt sich eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit
pi(t) bzw. p(7,t)dV ein; dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass System zur Zeit ¢ im Zustand ¢ bzw.
in einem 7-Volumen dV um Zustand 7 zu finden. Diese zeitabhingigen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen erfiillen Bewegungsgleichungen. Die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung p;(¢) erfiillt
eine sogenannte Master-Gleichung, eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung erfiillt eine
Fokker-Planck-Gleichung. Der kontinuierliche Fall wird spéter im Kapitel[I3.3]iiber stochastische
Bewegungsgleichungen besprochen werden. Wir fokussieren uns hier auf den diskreten Zustands-
raum und betrachten speziell diskrete Zustinde i und eine diskrete Zeit ¢ = nAt (im Computer
muss ja ohnehin alles diskretisiert werden, wie wir bereits wissen) und leiten fiir diesen Fall die
Master-Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung p;(¢) her.

Aus der Markov-Eigenschaft folgt zunéchst, dass die Wahrscheinlichkeiten p; (t+A) nur von den p;(t)
einen Schritt vorher und den Ubergangswahrscheinlichkeiten M;; abhiingen kénnen. Der Zustand
j zur Zeit t + A muss durch einen Ubergang aus einem Zustand i zur Zeit ¢ erreicht worden sein
und p;(t)M;; ist die Wahrscheinlichkeit in Zustand ¢ zur Zeit ¢ zu starten und in Zustand j zur
Zeit t + At zu enden. Dann ist die Wahrscheinlichkeit p;(¢t + At) in j zur Zeit ¢ + At zu sein durch
Summation iiber alle moglichen Ausgangszustinde i gegeben:

pi(t+At) = Zpi(t)Mij

pit)-

= pl(t+nAt) =p'(t)-

— plt+ Al

(SIS

", (11.21)

Dies ist bereits die Master-Gleichung fiir die Zeitentwicklung des Wahrscheinlichkeitsvektors p(t)
(= Spaltenvektor, p*(t) = Zeilenvektor), wobei M die Ubergangsmatrix mit den Matrixelementen

M;; ist. Sie hat folgende Eigenschaften:
(1) 0 < M;; <1, die M;; sind Wahrscheinlichkeiten.
(i) >°; M;; =1, da die Normierung >, p; = 1 in jedem Zeitschritt erhalten bleiben muss.

Matrizen mit den Eigenschaften (i) und (ii) heiflen auch stochastische Matrizen. E|

2Die Definition in (ii) mit Summation iiber den zweiten Index unterscheidet sich von der Definition (8.30)) in Kapitel
8.3.3} wo bei der Normierung iiber den ersten Index summiert wurde. Dies liegt daran, dass die Master-gleichung
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Wir kénnen die Master-Gleichung (11.21)) auch anders schreiben, wenn wir an der Anderung von
P;(t) interessiert sind:

pilt + At) - Z Mjip;(t) — Z M;j pi(t)
J
1
= Z [ M;ip;(t) - M;;pi(t) . (11.22)
Gewinn aus j — ¢ Verlust aus ¢ — j

In dieser Form wird die Master-Gleichung auch Ratengleichung genannt. Der Gesamtstrom von
Zustand ¢ nach Zustand j pro Zeit At ist

Jij = —Mjipj + Mijpi) = —Jji. (11.23)

1
A
Damit kann man die Ratengleichung (11.22) auch als Kontinuitétsgleichung schreiben:

pi(t + At) — p;(t)
At

=0pi=— Y Jij (11.24)
J(#)

Als Beispiel betrachten wir einen Random Walk bzw. Diffusion auf einem Gitter. Dieser sto-
chastische Prozess wird als ein stochastischer Hiipfprozess beschrieben:

In jedem Zeitschritt hiipft ein Teilchen

auf einen zufillig ausgewihlten néichsten kubisches Gitter,

Nachbarplatz. Alle néchsten Nachbarn sei- ¢ ® e 4' e e Gitterkonstante a,
en gleich wahrscheinlich: % ) e o in d Dimensionen,
° 1/4
1 ¢ o e o o Koordinationszahl z = 2d
— fiir z néchste Nachbarn e ¢ o o o o = Zahl der néchsten Nach-
Mij = z ' e @ @ e e o barn
0 sonst
Im Spezialfall d = 1 gilt 1/
1 ° \(/U/L‘o o o
M;; = 5 (87041 +85i-1) - 1/2
Dieser Hiipfprozess definiert einen Markov-Prozess. Die zugehorige Master-Gleichung in d = 1 lautet
1 1
pi(t + At) = 5]?171(15) + §pz’+1(t)- (11.25)

Die Ratengleichung lautet

%pi—1(t) —pi(t) + %pi+1(t)

1
At —=0: Opi(t) = AL (Pi—1(t) = 2pi(t) + pig1(t)) .
~ a’0?p(x,t)

pi(t + At) —pi(t) =

Im Kontinuumslimes a — 0, x = ia wird daraus die eindimensionale Diffusionsgleichung

in hler mit Zeilenvektoren formuliert ist. Die entsprechende auch als Master-Gleichung interpretierbare
Iteratlon ) der Google-Matrix war mit Spaltenvektoren formuliert.
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Abbildung 11.5: Random Walks auf einem zweidimensionalen Quadratgitter (z = 2d = 4, Gitter-
konstante @ = 1). Oben links: 10 verschiedene Random Walks (in verschiedenen
Farben), die alle bei 7 = (0, 0) (schwarzer Punkt) starten und bei den entsprechen-
den farbigen Punkten enden. Oben rechts: Wir mitteln den quadratischen Abstand
vom Startpunkt nach Zeit ¢t = nAt, ((7(t) — 7(0))?) (hier haben wir fiir (...) {iber
10000 Random Walks mit je n < 200 Schritten gemittelt). Wir finden das Diffusi-
onsgesetz ((7(t) — 7(0))?) = 4Dt mit D = a?/4At. Unten: Vergleich der Verteilung
der Endpunkte der 10000 Random Walks nach ¢t = 10A¢ Schritten (links) mit folgt

der analytischen Losung (11.28) der Diffusionsgleichung ([11.26|) fiir d = 2 und mit
D = a?/4At fiir t = 10At (rechts).

mit der Diffusionskonstanten D = QG—A:. In hoheren Dimensionen (Hiipfen mit Wahrscheinlichkeit

1/z zu néchsten Nachbarn, z.B. auf kubischem Gitter z = 2d) verallgemeinert sich dies zu

dyp(7,t) = DV?p(x, 1) (11.27)

mit D = Za—zt. Die Losung dieser Gleichung zur Anfangsbedingung p(7,0) = §(7) eines urspriinglich
bei 7 = 0 lokalisierten Teilchens lautet (Losung durch Fouriertransformation, siche Physik III)

d/2
TR e 11.28
prt) = 15;) ¢ : (11.28)

Mit Hilfe dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung p(#,¢) kénnen wir Mittelwerte berechnen, z.B. den
mittleren quadratischen Abstand vom Startpunkt:

((F(t) — 7(0))?) = /ddF(F(t) — 7(0))?p(7,t) = 2dDt. (11.29)
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Dies ist das Diffusionsgesetz mit der charakteristischen linearen Zeitabhiingigkeit ((7(t)—7(0))?) o
t. Der Zusammenhang zwischen dem Vorfaktor und der Diffusionskonstanten kann auch als alter-
native Definition der Diffusionskonstanten D verwendet werden.

Die Mittelung (...) mit der Losung p(7,t) einer Mastergleichung (hier die Diffusionsgleichung) ist
dquivalent zu einer Mittelung tiber sehr viele Realisationen des entsprechenden Markov-Prozesses
(hier Mittelung iiber viele Random Walks). Wir kénnen ((7(¢) —(0))?) also auch berechnen, indem
wir z.B. 10000 Random Walks generieren und den mittleren quadratischen Abstand vom Startpunkt
zur Zeit ¢ iiber alle diese Random Walks mitteln. So wurde in Abb. (Mitte) verfahren.
Auch p(7,t) selbst kann als Mittelwert p(7,t) = (6(7(t) — 7)) geschrieben werden und damit durch
Mittelung iiber viele Realisationen des Markov-Prozess gewonnen werden. Bei der Diffusion kénnen
wir wir p(7,t) damit als Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Random Walks zur Zeit ¢ am Ort 7
(=Aufenthaltshiufigkeit der Endpunkte zur Zeit ¢ bei 7 geteilt durch Zahl der Random Walks)
berechnen, sieche Abb. rechts.

11.2.2 Detailed Balance

Nun suchen wir stationiire Zustinde der Master-Gleichung 7 d.h. Wahrscheinlichkeitsvek-
toren Py, die sich nicht mehr &ndern unter der Mastergleichung. Ein stationédrer Zustand ps; muss
daher l

ﬁit(t + At) = ﬁit(t) M = ﬁit(t)

erfiillen, d.h. [

P, ist Links-Eigenvektor von M, bzw.

Pt ist Rechts-Eigenvektor von M* zum Eigenwert 1. (11.30)

Fiir die Strome J;; heifit die Stationaritat nach (11.23)

> Jij =0 fiiralle i (11.31)
3(£0)

d.h. die Summe aller Strome, also der “Nettostrom”, aus einem Zustand ¢ heraus (oder in einen
Zustand 4 hinein wegen J;; = —J;;) ist Null.

Die Google-Matrix S;; aus Kapitel ist ein Beispiel fiir eine stochastische Ubergangsmatrix
M;; = Sj; (siehe Fuinote oben zu den vertauschten Indizes), fiir die wir dort eine stationére Ver-

—

teilung 7, ndmlich den “Wichtigkeitsvektor” 7, gesucht haben.

Eine stiirkere Bedingung als Stationaritéit ist das sogenannte detaillierte Gleichgewicht (detai-
led balance). Statt (11.31]) fordert man dafiir stérker

| Jiy =0 firalled, j. (11.32)

Diese Forderung besagt, dass es im System gar keine Strome mehr gibt.

Der entscheidende Unterschied zwischen Stationaritat

J J (11.31) und detailed balance (11.32) ist, dass bei Statio-

naritit noch Kreisstrome zugelassen sind wie in der Abb.
links, wahrend diese bei detailed balance verboten sind.

J

3 Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 und damit ein stationirer Zustand existieren nach Frobenius-Perron Theorem,
wenn die Matrix M irreduzibel ist.
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Dies ist ein aus der statistischen Physik oder Thermodynamik bekannter Sachverhalt. Dort wird das
Gleichgewicht so definiert, dass keine makroskopischen Strome mehr flieen im System. Ein solcher
Gleichgewichtszustand ist damit analog zu einem Wahrscheinlichkeitsvektor peq, der detailed balance
erfiillt. Ein Zustand mit Kreisstromen kann dagegen stationér sein in dem Sinne, dass sich die
Verteilung im Zustandsraum zeitlich nicht mehr &ndert, aber er beschreibt kein thermodynamisches
Gleichgewicht. Gibt es z.B. einen Warmekreisstrom, gilt nach dem zweiten Hauptsatz nach Clausius
sofort AS > 0 und der Prozess ist irreversibel und daher nicht im Gleichgewicht.

Wir suchen nun Gleichgewichts-Wahrscheinlichkeitsvektoren peq, die detailed balance der Master-
Gleichung (11.21f) erfiillen. Nach der Definition (11.23)) des Stroms J;; gilt fiir diese

Jij =0 < Mijpeq,i - jiPeq,j
oder
Peq,i Mji (
—0 = 11.33)
Peqj  Mij

Dies ist die detailed balance Bedingung fiir den Gleichgewichtszustand peq.

11.2.3 Markov-Sampling, Metropolis-Algorithmus

Die Idee beim Markov-Sampling ist nun, zu einer gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung p; eine
Markov-Kette M;; so zu konstruieren, dass die Verteilung p; genau die Gleichgewichtsverteilung der
Markov-Kette ist, die die detailed balance Bedingung (|11.33])

pi _ Mji

p; M
erfiillt. Dann wird man wéhrend eines langen Laufes der Markov-Kette genau die vorgegebene
Wahrscheinlichkeitsverteilung p; samplen.

Ein solcher Markov-Prozess kann tatsédchlich immer gefunden werden, und zwar in Form des
Metropolis-Algorithmus (Metropolis, Rosenbluth, Teller 1953 [10])

Mij = Vi;Ay; mit A = min (1,pj> fiir i # j, (11.34)
p

i

wobei Vj; > 0 eine Vorschlagswahrscheinlichkeit fiir den neuen Zustand j ist und A;; auch
Akzeptanzwahrscheinlichkeit fiir den Ubergang von i nach j genannt wird. Die Vorschlags-
wahrscheinlichkeit soll lediglich V;j; = Vj; erfiillen, d.h. der Ubergang von i nach j soll mit gleicher
Wahrscheinlichkeit vorgeschlagen werden wie der Ubergang zuriick von j nach 4 und normiert sein
> j2i Vij =1 (dann gilt auch 0 < M;; <1 wegen 0 < A;; < 1). AuBerdem gilt

My =1-3 Vmin (17’];7;) (11.35)

J#i

fiir die Wahrscheinlichkeit, im Zustand 7 zu verbleiben, um die Matrix M;; stochastisch zu machen
(d.h. Zj M;; =1).
Bew. der detailed balance:

Wegen V;; = Vj; fillt die Vorschlagswahrscheinlichkeit aus der detailed balance Bedingung heraus:
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Dann miissen wir 2 Fille unterscheiden:

bj (11.34) pj
pi>pj=> 2L <1 A== Au=1
i pi
Aji _pi
Aij Py
und
; 11.34 ;
pi<pj:>&<1Aij:17 Aji:&<1
pj pj
LA _m
Ay py

In beiden Fillen erfiillt der in (11.34]) definierte Metropolis-Algorithmus also detailed balance
(11.33)), was zu zeigen war.

Eine einfache Wahl fiir die Vorschlagswahrscheinlichkeit V; ist z.B. V;; = const = 1/(W —1) =V},
wobei W die Gesamtzahl aller zugénglichen Zustéinde ¢ ist. Die Metropolis-Vorschrift be-
sagt dann in Worten, dass wir zuerst (i) einen méglichen neuen Zustand j aus allen zugénglichen
Zusténden zufillig mit gleicher Wahrscheinlichkeit auswihlen und dann (ii) mit der Wahrschein-
lichkeit min (1, p;/p;) zu diesem Zustand wechseln. Diese Vorschrift ist tatséchlich sehr einfach zu
implementieren und er6ffnet nun die Moglichkeit, beliebige Verteilungen p; zu samplen, um dann
z.B. in einer MC-Integration Importance-Sampling durchfiihren zu kénnen. Die bei dem Beispiel
der Integration benétigte Verallgemeinerung auf kontinuierliche Verteilungen ist auch leicht zu rea-
lisieren.

Bei einer MC-Simulation benutzt man den Metropolis-Algorithmus (11.34), um die Boltzmann-
Verteilung der Zustandsenergien zu samplen.

11.3 MC Simulation (Beispiel Ising-Modell)

Der Metropolis MC-Algorithmus zur Simulation eines kanonischen Ensembles
wird hergeleitet und am Beispiel des Ising-Modells ausfiihrlich erldutert. Wir
erldutern auch den grundsétzlichen Aufbau einer MC-Simulation.

Wir wollen im Folgenden klassische statistische Physik im kanonischen Ensemble betreiben.
Ein System habe Mikrozustinde i (die der Einfachheit halber erstmal als diskret angenommen
werden) mit Energie H (i) (d.h. bei einem quantenmechanischen System nehmen wir an, dass der
Hamiltonian bereits diagonalisiert ist und unsere Mikrozustinde Eigenzusténde sind, damit wird
die statistische Physik wieder klassisch). Die kanonische Zustandssumme ist dann

Z(T) = Ze—mﬂi), (11.36)

wobei 8 = 1/kpT ist. Im Gleichgewicht folgen die Mikrozustéinde der Boltzmann-Verteilung

. 1 e
pp(i) = Z¢ BH() (11.37)

Mit dieser Verteilung kénnen dann alle Ensemble-Mittelwerte berechnet werden. Der Mittelwert
einer beliebigen Observable O = O(4) ist

(0) = ZpB(i)O(i) => %e_ﬂﬂ(i)O(i). (11.38)

%
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Statt Integralen berechnen wir in einer MC-Simulation Mittelwerte vom Typ (11.38]) also Summen
iiber Mikrozusténde i. Die Anzahl der Mikrozustéinde ist dabei

. . 23
#Mikrozustinde ~ e ~ !0,

Damit ist deterministisches systematisches Aufsummieren hoffnungslos und MC-Methoden kom-
men ins Spiel: Wir berechnen Summen der Art , indem wir Mikrozustéinde geschickt sam-
plen und dann Mittelwerte approximieren. Dazu werden wir ein Markov-Importance-Sampling der
Boltzmann-Verteilung implementieren mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus.

11.3.1 Ising-Modell

Abbildung 11.6: Links: Ernst Ising (1900-1998), deutscher Physiker. Das (eindimensionale) Ising-
Modell war Thema seiner Doktorarbeit [11]. Rechts: Lars Onsager (1903-1976),
norwegischer Physiker (Nobelpreis 1968). Auf ihn geht die analytische Transferma-
trixlosung des zweidimensionalen Ising Modells zuriick (1944).

Unser wichtigstes Beispiel wird im Folgenden immer das Ising-Modell (Ernst Ising 1925 ) sein.
Das Ising-Modell ist ein Gittermodell, auf jedem der N Gitterplitze (n =1, ..., N) sitzt ein Spin mit
jeweils zwei moglichen Zusténden s,, = £1 (s, beschreibt die Eigenwerte %sn eines Spin-Operators

5',”) Die Hamiltonfunktion ist

N
1
H=—3 > Jumsnsm —H Y sn. (11.39)

n#m n=1
. . . . T 7 11
Wir betrachten einfache kubische Git- v
ter in D Dimensionen. Meist werden wir r i 4l
uns auf den Fall D = 2 beschranken. 17 I

Die Spins sind magnetisch gekoppelt iiber eine Austausch-Wechselwirkung mit einer magnetischen
Kopplung J;;. Wir konzentrieren uns auf eine ferromagnetische Kopplung, die gleiche Ausrichtung
gekoppelter Spins bevorzugt mit J;; > 0 (der Fall J;; < 0 entspricht einer antiferromagnetischen
Kopplung). Die Matrix J;; = Jj; ist symmetrisch und es gilt § Dt = Dibonds<ij> --» Wobel iiber
jeden Bond (oder Paar) < ij > dann einmal summiert wird. Wir werden uns auch auf den Fall einer
nichsten Nachbar Wechselwirkung beschrinken, d.h.

T — J >0 1,7 néchste Nachbarn
Y10 sonst
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Das Magnetfeld H wird als homogen angenommen und der zweite Term in (11.39) entspricht
gerade der Zeeman-Energie von Spins im Magnetfeld.

Jeder Mikrozustand ¢ ist dann charakterisiert durch vollstéindige Angabe aller N Spins {s,} =
(s1,-.-, 8n). Die zugehéorige Energie ist

N

( ) {Sn} =-J Z SnSm — HZSn (1140)

<n,m> n.N. n=1

(n.N. = néichste Nachbarn). Im kanonischen NHT-Ensemble (festes NV, Magnetfeld H und Tempe-
ratur T') ist die Zustandssumme

Z(N,H,T) Z e~ BH{sn})
{Sn}

SN YD e b, (11.41)

si=F1lso=+1 sy=+1
Typische Observablen im Ising-Modell sind:
(i) H selbst, d.h. E' = (H) = mittlere Energie.
(i) Magnetisierung: M = ()" s,,) = N(s,) bzw. m = M/N = (s,) pro Spin.
(ili) Spezifische Wirmekapazitiit:
OE 1
or  kgT?

C= (H? — (H)?),

also misst die spezifische Wéarme auch Energiefluktuationen.

(iv) Spin-Korrelationen:
g(n,m) = (snsm) — (Sn)(sm)-

Das Ising-Modell spielt in der statistischen Physik und der Computerphysik aus mehreren Griinden
eine wichtige Rolle:

e Es ist von grofler physikalischer Bedeutung in der Theorie des Magnetismus.

e Es war eines der ersten nicht-trivialen Modelle, wo analytisch streng (von Onsager 1944) ge-
zeigt werden konnte, dass fiir D = 2 und H = 0 ein kontinuierlicher Phaseniibergang existiert,
der sich am kritischen Punkt durch Skalengesetze mit kritischen Exponenten auszeichnet,
die von den Erwartungen aus der Landau-Theorie abweichen. Dies war wegweisend fiir die
statistische Physik kritischer Phdnomene.

e Das Ising-Modell lisst sich dquivalent abbilden auf Gitter-Gas Modelle, die den Kondensa-
tionsiibergang beschreiben und auf bindre Legierungen, die Entmischung zeigen. Dies zeigt
bereits die Universalitéit dieses Modells fiir verschiedene Phaseniibergénge, die sich tatséchlich
alle sehr dhnlich verhalten.

e Fiir die Computerphysik ist diese Modell auf Grund seiner Einfachheit wichtig. Wichtige
Konzepte und neue MC-Methoden (z.B. Cluster-Algorithmen, siehe unten) sind an diesem
einfachen Modell entwickelt worden.

Die Physik des Ising-Modells ist dimensionsabhéngig. Die Hauptfrage im Kontext kritischer Phénomene
ist das Verhalten bei H = 0: In einer Dimension D = 1 gibt es keinen echten Phaseniibergang (bzw.
T. = 0) und das System ist fiir alle T > 0 im ungeordneten paramagnetischen Zustand mit ver-
schwindender Magnetisierung m = 0. Fiir D > 2 gibt es eine kritische Temperatur 7, > 0, unterhalb
der sich das System spontan in einen ferromagnetischen Zustand ordnet und eine Magnetisierung
m # 0 ausbildet, siche Abbn. und Die Magnetisierung m ist der Ordnungsparameter
des Ising-Modells.
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Abbildung 11.7: Schematisches Phasendiagramm des 2D Ising-Modells in der H-T-Ebene und
MC-Simulations-Schnappschiisse fir H = 0. Die kritische Temperatur betrigt
kgT.=2J/ ln(1+\/§) = 2.269.J. Die Schnappschiisse links sind in der Tieftempera-
turphase bei kT = 2J < kT, aufgenommen und zeigen spontane Ordnung auch
bei H = 0 (entweder Spin hoch der runter). Der Schnappschuss in der Mitte ist
genau bei T' = T, aufgenommen. Der Schnappschuss rechts liegt in der Hochtempe-
raturphase bei kgT = 4J und zeigt ein ungeordnetes System auf Grund thermischer
Fluktuationen.

Neben dem kritischen Punkt bei H = 0, T = T, gibt es eine Linie von Phaseniibergingen
1. Ordnung bei H =0, T' < T,, die im kritischen Punkt endet, siche Abb. An dieser Linie
springt die Magnetisierung von M < 0 fir H < 0 zu M > 0 fiir H > 0 und wir finden die bekannte
magnetische Hysterese.

Die MC-Simulation sollte uns in die Lage versetzen, die vorgestellten Observablen, insbesondere die
Magnetisierung, zu berechnen und fiir D > 2 Phaseniibergéinge zu erkennen und zu analysieren.

11.3.2 Metropolis-Algorithmus und Ising-Modell

Eine naive Idee, um Mittelwerte in einer MC-Simulation zu berechnen, wire ein direktes, einfa-
ches Sampling einer Gleichverteilung aller Mikrozusténde ¢. D.h. wir wiirden zufillig einen Mi-
krozustand ¢ auswiihlen, also im Ising-Modell zufllig eine Spinkonfiguration (s1,...sy) auswiirfeln.
Mit diesen ganz zufillig bestimmten Mikrozustdnden ¢ wiirden wir Summen wie in der Zustands-
summe oder dem Mittelwert einer Observablen berechnen: Also fiir jeden Zustand i
den Boltzmann-Faktor berechnen, evtl. den Wert einer Observablen und aufsummieren. Dies ist ein
hoffnungsloses Unterfangen, da wir beispielsweise im Ising Modell 2V Mikrozustinde haben wobei
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Abbildung 11.8: Links: Phasendiagramm in der in der H-T-Ebene (fir D > 2) Eine Linie von
Phaseniibergéngen erster Ordnung bei H = 0, T' < T, endet im kritischen Punkt.
Rechts: Magnetisierung m als Funktion der Temperatur T fiir verschiedene H. Fiir
H = 0 gibt es Phasentrennung in ferromagnetische Doménen fiir T < T,. Fiir
H > 0 bzw. H < 0 ist das System in einem stabilen Gleichgewicht fiir m > 0
bzw. m < 0. (Fiir kleine |H| gibt es bei tiefen Temperaturen auch noch einen
metastabilen Zustand mit der jeweils anderen Magnetisierung, den man dann in
der Hysterese sieht.)

N =100 x 100 = 10* in 2D eine normale Systemgrofe ist!

Allerdings sind nicht alle Mikrozustédnde i gleich wichtig in den Summen oder wegen
der Boltzmann-Verteilung. In den Boltzmann-Gewichten verschiedener Zusténde gibt es exponen-
tielle Unterschiede. Die Losung dieses Problems liegt dann auch im Importance-Sampling: Wir
werden die Mikrozustéinde i bereits genau mit den Boltzmann-Wahrscheinlichkeiten ppg (i) sam-
plen. Um dies wiederum zu erreichen, benutzen wir das Markov-Sampling und letztlich den
Metropolis-Algorithmus.

Wir suchen also einen Markov-Prozess mit Ubergangswahrscheinlichkeiten M;; zwischen Mikro-
zusténden ¢ und j, die die detailed balance Bedingung erfiillen fiir die Boltzmann-Verteilung

pp(i):

| pe()My = pe(j)M;i | (11.42)

Dazu benutzen wir den Metropolis-Algorithmus (11.34). Wir zerlegen den Ubergang von Zustand i
nach j in jedem MC-Zeitschritt wieder in zwei Teilschritte:

1) Wir schlagen einen “MC-move” vor mit einer Vorschlagswahrscheinlichkeit V;;.
2) Wir akzeptieren diesen Vorschlag mit einer Akzeptanzwahrscheinlichkeit A;;.

Insgesamt gilt dann

’ M;; = Vi; Ay ‘ (11.43)

(fir 7 #dund M;; =1 — Z#i M;; auf Grund der Normierung Zj M;; = 1; die Vorschlagswahr-
scheinlichkeit ist so normiert, dass Zj# Vij = 1, so dass Zj;éi M;; < 1 sichergestellt ist).

Zunichst zur Vorschlagswahrscheinlichkeit: Wir wollen MC-moves so anbieten, dass

(i) Alle Mikrozustéinde 4 erreicht werden kénnen, damit unsere MC-Dynamik ergodisch wird.
D.h. dass V irreduzibel sein muss.

(ii) Hin- und Riickmove sollen gleich wahrscheinlich vorgeschlagen werden, d.h.

Vij = V. (11.44)

197



Wegen (|11.44) kiirzt sich dann V;; aus der detailed balance Bedingung (11.42)) heraus und es bleibt

’ pp(i)Aij = p(j)Aji ‘ (11.45)

zu erfiillen. Diese detailed balance Bedingung an die Akzeptanzwahrscheinlichkeiten A4;; kann dann
durch den Metropolis-Algorithmus (11.34) erfiillt werden:

Ay; = min <1, pB@) = min (1, e*ﬂ“*(j)”f‘(“)) . (11.46)
pB(i)

Diese Wahl fiir A;; ist tatséchlich nicht eindeutig, wird aber sehr héufig verwendet. Eine Alternative
stellt der Glauber-Algorithmus [12| dar, wo

1 1
Aig = 14 250 14 BAHG)-H@) (11.47)
B (J)

gewihlt wird. Auch diese Wahl erfiillt die detailed balance Bedingung:

pe(i) N J:16)) )
Aji _ 156 _ pe() pe9 t1_ ps(i)
Aij 12l pp(j) 14220 pa(j)

B
pB(%)

Wir werden im Folgenden immer den Metropolis-Algorithmus verwenden.

Bei der Wahl der MC-moves ist etwas Vorsicht geboten: Verletzt man die unscheinbar aussehende
Bedingung (|11.44) an Vj;, miissen A;; in und der nachfolgende Algorithmus entsprechend
korrigiert werden, damit insgesamt die detailed balance nicht verletzt wird (fiir Beispiele siehe
Frenkel |1]). Also sollte man 7 d.h. ob Hin- und Riickmove gleich wahrscheinlich vorgeschlagen

werden, immer genau priifen.

Die Formeln ((11.43]), (11.44)), (11.45) und (11.46)) definieren dann einen Metropolis MC-Zeitschritt
in unserer Simulation:

0) Zeit t, Zustand i(t) = i.
1) Biete MC-move i — j an (so dass V;; = Vj; (11.44)) erfiillt).
2) Akzeptiere den vorgeschlagenen Move gemif3 :

a) Berechne AE = H(j) — H(i).

b) Wenn AE < 0, immer akzeptieren.

¢) Wenn AFE > 0, ziche gleichverteilte Zufallszahl p € [0,1] und berechne e #2¥, Wenn
p < e PAE akzeptieren, sonst ablehnen.

3) Akzeptieren — neuer Zustand i(t + At) = j
Ablehnen — neuer Zustand i(t + At) = i = alter Zustand.

Danach geht es in einer Zeitschleife wieder weiter mit 1). Wihrend der Schleife (jeweils nach 3))
sollte dann gemessen werden:

4) Messen:
“MC-Mittel” iiber gesamplete Zustinde (nach tyc MC-Schritten)

tmc
1

(O)pe = - O(i(nAt)) = (O) = kanonisches Ensemble-Mittel. (11.48)
MC

Wir schliefen mit einigen Bemerkungen zum Metropolis M C-Algorithmus:
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e Die Messvorschrift (11.48) enthélt keinen Boltzmann-Faktor mehr. Dieser ist gerade durch
das Importance-Sampling mit dem Metropolis-Algorithmus bereits beriicksichtigt: Die Stich-
proben ¢ werden mit der “richtigen” Wahrscheinlichkeit pp(i) gesamplet.

e Wir benétigen nur Energiedifferenzen, keine Krifte wie bei der MD-Simulation. Bei Sys-
temen mit diskreten Freiheitsgraden (wie Spins im Ising-Modell) kann man auch oft keine
“Krifte” definieren und ist deshalb auf MC angewiesen.

e Um die Energiedifferenz AE zu berechnen, miissen normalerweise nicht jedesmal die Gesam-
tenergien H (i) und H(j) vollstdndig berechnet werden.

e Die entstehende “MC-Dynamik” ist (meist) nicht realistisch und nur zur Berechnung sta-
tistischer Mittelwerte geeignet. Dynamische Groflen kann man, wenn {iberhaupt, nur mit
grofiter Vorsicht betrachten.

e Die Wahl der angebotenen MC-moves ist entscheidend fiir die Effizienz der Simulation. Im
geschickten Anbieten von Moves liegt auch oft das kreative Moment bei der MC-Simulation.

e Bei sehr hohen Temperaturen 7' — oo (8 = 0) ist die Annahmewahrscheinlichkeit e #4F ~ 1
auch fir AE > 0, und es wird praktisch jeder vorgeschlagene Schritt angenommen, nahezu
unabhéingig von seiner Energie.

e Bei T =~ 0 (B — o0) ist die Annahmewahrscheinlichkeit e #2F exponentiell klein fir AE >
0, und es werden praktisch nur noch Schritte mit AF < 0 angenommen. D.h. im Limes
tiefer Temperaturen T = 0 ist der Monte-Carlo Metropolis Algorithmus ein Energie-Mi-
nimierungsalgorithmus. Allerdings sind andere Algorithmen (conjugated Gradients oder
dhnliches) oft tiberlegen. MC-Minimierung wird jedoch hiufiger eingesetzt, wenn es viele me-
tastabile Minima in der Energielandschaft gibt. Beim sogenannten simulated annealing
kiihlt man T dann nur schrittweise nach Null, um zu verhindern, dass man in diesen meta-
stabilen Minima h#ngenbleibt. Das System kann sich dann aus nicht so tiefen metastabilen
Minima (Tiefe < kgT') noch befreien, solange T > 0 ist.

Wir wollen den Metropolis MC-Algorithmus am Beispiel des Ising-Modells mit Einzelspin-
Flips noch detaillierter erlautern.

e Ein moglicher MC-move besteht darin, zufillig einen Spin n auszuw#hlen und einen Spin-Flip
Sn — —Sp zu versuchen. Jeder Spin wird dann mit gleicher Wahrscheinlichkeit auch wieder
fiir den Riick-Flip ausgew#hlt. Damit ist (11.44) erfiillt.

e Die Akzeptanz/Ablehnung erfolgt dann nach obigem Metropolis MC-Algorithmus. Dabei kann
man sich noch folgenden Trick bei der AE-Berechnung zu Nutze machen:
Wir berechnen immer auch das lokale mittlere Feld

HYF =7 sm+H
m(#n) n.N.

Damit wird AE(s,, = —sp) = +2HTJLVIan. Im Falle einer Akzeptanz miissen dann im néchsten
Zeitschritt nur die H2¥ der nichsten Nachbarn neu berechnet werden.

e Messungen werden typischerweise nicht in jedem Zeitschritt (wie in (11.48))), sondern nur nach
einem ganzen “MC-sweep” durchgefiihrt: Ein MC-sweep entspricht N MC-moves, so dass
jeder Spin (im Mittel) einmal zum Flip ausgewiihlt wurde,

Nsweeps
1

(O) e = O(i(nNAt)). (11.49)

Nsweeps n—1

Mehr dazu im nachsten Abschnitt.
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11.3.3 Aufbau einer MC-Simulation

Fiir eine MC-Simulation ist der grundsétzliche Aufbau &hnlich wie bei der MD-Simulation, siehe
Kapitel
1) Definition des Modellsystems:
Mikrozustédnde ¢ und ihre Energie H (i) definieren das Modell, Kriifte sind nicht nétig bei der
MC-Simulation. Weiterhin muss das thermodynamische Simulationsensemble klar sein (wir
behandeln hier nur das kanonische Ensemble, fiir andere Ensembles siehe Frenkel [1]). Aufier-
dem miissen Randbedingungen festgelegt werden. Auf der Programmseite miissen passende
Datenstrukturen fiir die Zusténde ¢ definiert werden.
2) Initialisierung:
Der Anfangszustand i(t = 0) wird festgelegt.
3) Aquilibrierung:
Auch die MC-Simulation muss viele MC-Schritte “warmlaufen”. Der Anfangszustand sollte
“vergessen” werden.
4) Messung;:

Die Messung erfolgt durch Mittelung iiber die MC-Zeit, siehe bzw. . Dies sollte
dem kanonischen Ensemble-Mittel entsprechen. Es sollte auf der einen Seite moglichst oft
gemessen werden, um den Fehler zu driicken. Auf der anderen Seite funktioniert dies nur,
wenn die Messungen unabhéngig sind, d.h. wenn geniigend viele MC-Schritte zwischen den
Messungen liegen.

5) MC-Schleife:

Sowohl wihrend der Aquilibrierung 3) als auch wihrend der eigentlichen MC-Simulation zur
Messung 4) lauft der Metropolis MC Algorithmus in einer Zeitschleife.

Wir wollen wieder einige Punkte am Beispiel des Ising-Modells noch detaillierter erlautern:

zu 1) Wir arbeiten mit obiger Einzelspin-Flip Metropolis-Dynamik, die die Magnetisierung bei ge-
gebenem Magnetfeld dndert, also im NHT-Ensemble.

Wir arbeiten héufig mit periodischen v T b
Randbedingungen. In 2D mit einem Spin- =
. . . SRR T A
gitter s, (n,m = 1,...,N) heilt das, wir LA 4
fithren an den Réndern Extra-Spins ein mit: A A AR
_ _ Tt ¢ 707
SN+1,m = S1,m 50,m = SN,m _
rt 1 =

Sn,N+1 = Sn,1 Sn,0 = Sn,N
zu 2) mogliche Anfangszustinde sind: alle Spins zeigen in die gleiche Richtung (gut bei tiefen T')
oder alle Spins sind zuféllig gewihlt (gut bei hohen T')

zu 3) Die nétige Dauer der Aquilibrierung kann z.B. dadurch getestet werden, dass man Messungen
mit verschiedenen Anfangszustdnden beginnt und feststellt, wann die Messungen beginnen
iibereinzustimmen.

zu 4) Man sollte in einer MC-Simulation moglichst oft messen, da

Fehler ~ —— (11.50)

v # Messungen

(wie schon bei der MC-Integration). Allerdipgs gilt (11.50)) nur fiir unabhingige Messungen.
Es gibt ein dhnliches Problem wie bei der Aquilibrierung; das System sollte den Zustand der
vorherigen Messung bei der néchsten Messung “vergessen” haben fiir wirklich unabhéngige
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Messungen. Dies geschieht auf der MC-Zeitskala einer Autokorrelationszeit. Es ist i.Allg.
aber nicht problematisch, wenn man zu oft misst, nur die Fehlerabschétzung (11.50) gilt dann
nicht mehr. Ein guter Kompromiss besteht oft darin, ca. einmal pro MC-Sweep zu messen.

11.4 MC-Simulation kontinuierlicher Systeme

Am Beispiel eines N-Teilchensystems mit Paar-Wechselwirkungen werden
einige Besonderheiten von MC-Simulationen an kontinuierlichen Systemen
erldutert.

MC-Simulationen kann man natiirlich nicht nur auf Gittermodelle mit diskreten Freiheitsgraden
wie das Ising-Modell anwenden. Auch kontinuierliche “Off-Lattice” Systeme wie ein einatomiges
neutrales Gas mit einer Lennard-Jones-Wechselwirkung, wie es im Kapitel zur MD-Simulation
eingefiihrt wurde, kénnen mit Hilfe von MC-Methoden simuliert werden.

Wir wollen hier wie in der MD-Simulation ein System aus N Teilchen mit einer Paar-Wechselwirkung
V(]7#) und Massen m betrachten. Jeder Mikrozustand ist dann charakterisiert durch die Angabe
aller N Teilchenpositionen 7, und Teilchenimpulse p,, in einem Vektor ({7}, {p,}). Die Energie
des Systems ist

N
HEFS AP = D 22 + D V(I = o) (11.51)
n=1

n
m
n<m

Im Gegensatz zur MD-Simulation wollen wir mit Hilfe der MC-Simulation ein kanonisches En-
semble mit festem N, V und T (NVT-Ensemble) simulieren. Die kanonische Zustandssumme ist

N
1 L L\ - FAF
Z(N,V,T) = NN (H /d?’rn/d?’pn) e~ BH{TR}APRY) (11.52)
n=1

Typische Observablen O = O({7,,}, {p,,}) sind wie im Kapitel
(i) Die kinetische Energie Ej;, = > <ﬁf>.

n 2m

(ii) Die potentielle Energie Eyo; = >, ., (V(|7n — 7iml)).

)
(iii) Die Gesamtenergie E = Ejp, + Epor-
)
)

(iv) Die radiale Paarverteilungsfunktion g(r).

(v) Die spezifische Wirme
oF 1

O =7~ kpT?

((H*) = (H)?) .

Die p-Integrationen in (11.52]) sind gauBisch und kénnen problemlos analytisch ausgefiihrt werden.
Mit der de Broglie Wellenlénge

B2 1/2
AT) = (W) o« T2 (11.53)
bekommen wir
1 al B}
Z(N,V,T) = ﬁA*?’N (Hl / d%) e PHpor({f}) (11.54)
= Q(N,V,T) Konfigurationsintegral
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Impulsabhéngige Observablen O = O({py,}) wie Ej;n, konnen wegen der einfachen quadratischen
p-Abhéngigkeit in (11.51f) oft analytisch berechnet werden (siehe z.B. Aquipartitionstheorem).

Mittelwerte ortsabhéngiger Observablen O = O({7,,}),

1 N
©=23 (H / dgfn> O({F})ePHreimd) (11.55)

wollen wir dagegen mit einer MC-Simulation im Konfigurationsraum {7,} mit Hamiltonian
M = Hpot({7n}) ohne p~Abhéngigkeit berechnen. Dazu nutzen wir wieder den Metropolis MC-
Algorithmus. Dabei gilt es zu beachten:

e MC-moves schen im Kontinuum folgendermaflen aus: Wir wéhlen zufillig ein Teilchen n aus
und versuchen eine Verschiebung
T — Tn + AF

um einen gleichverteilten Zufallsvektor A7 € [—~Axz, Ax]?.

e MC-moves dieser Art erfiillen die Ergodizitdtsbedingung, d.h. jede Teilchenkonfiguration ist
erreichbar.

e Diese MC-moves erfiillen auch die Symmetriebedingung (11.44)), d.h. Hin- und Riickmove
werden mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorgeschlagen.

e Wir kénnen den Vektor A7 auch aus anderen Verteilungen ziehen, solange Ergodizitit und glei-
che Wahrscheinlichkeit von Hin- und Riickmove gewéhrleistet bleiben. Andere Moglichkeiten
wiren z.B. gleichverteilt aus einer Kugel |Ar| < Az zu zichen oder aus einer 3-dimensionalen
Gaufverteilung mit Varianz Az?.

e Dann berechnen wir wieder AF fiir diesen Move. Dabei kann man hier evtl. Nachbarschafts-
listen verwenden, wo man fiir jedes Teilchen abspeichert, welche Teilchen in einem gewis-
sen Abschneideradius liegen, so dass deren Wechselwirkungsenergien noch berechnet werden
miissen. Diese Nachbarschaftslisten muss man nicht in jedem MC-Zeitschritt updaten. Daher
kann so Computerzeit gespart werden.

e Dann wenden wir wieder die Metropolis-Regel an: Wir akzeptieren den Move, wenn p < e #2F
mit einer gleichverteilten Zufallszahl p € [0, 1].

Es bleibt die Frage zu kliren, wie grofl der Parameter Az fiir kontinuierliche MC-moves zu
wéhlen ist (einen solchen Parameter gab es bei diskretemn Spin-Flip gar nicht):

Ist Az zu klein, werden fast alle Moves angenommen, aber nur kleine Anderungen der Konfiguration
erreicht. Dies fithrt zu einem schlechten Sampling von Konfigurationen. Ist aber Az zu grofl gewéhlt,
wird ein Grofteil der vorgeschlagenen Moves abgelehnt, weil sich die Energie zu stark &dndert, was
dann auch zu einem schlechten Sampling fiihrt.

Erfahrungsgemifl gibt eine Akzeptanzrate ~ 50% eine optimale Sampling-Geschwindigkeit. Ax
sollte also so eingestellt werden, dass sich eine solche Akzeptanzrate einstellt. Allerdings sollte
man Az nicht wihrend der Messung dndern in einer MC-Simulation. Dies kann leicht zu einer
Verletzung der Symmetriebedingung und damit der detailed balance fithren.

11.5 Skalengesetze, Finite-Size-Effekte

Wir erinnern an das Verhalten der Korrelationsldnge an Phaseniibergédngen und
kritische Exponenten und Skalengesetze an kritischen Punkten, insbesondere am
Beispiel des Ising-Modells. Dann werden Finite-Size-Effekte und Finite-Size-
Scaling Techniken zur MC-Datenanalyse diskutiert.
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11.5.1 Korrelationslange und Skalengesetze

Eine iiberaus wichtige Léngenskala an einem Phaseniibergang ist die Korrelationslidnge &. Sie
beschreibt rdumliche Ordnungsparameterfluktuationen/-korrelationen.

Im Ising-Modell mit der Magnetisierung m = (s,) als Ordnungsparameter betrachten wir dazu
Spinkorrelationen

| G = Tul) = {susm) — {su){sm), | (11.56)

Wo [T, — 7| die Entfernung zwischen Spins n und m (im Gitter) sein soll. Wenn das System nicht
an einem kritischen Punkt ist, zerfallen diese Korrelationen exponentiell

G(r) oce™ /8, (11.57)

Die Korrelationslinge ¢ ist gerade als charakteristische Lingenskala fiir diesen Zerfall definiert,
d.h. Spins die weiter voneinander entfernt sind als £ weisen nahezu unabhéngige Richtungen auf.

Im Ising-Modell kann man die Korrelationslinge £ auch anschaulicher deuten als die typische
Dominengréfle von magnetischen Doménen gleicher Spinausrichtung:

l Fir T < T, ist £ die typische Grofle
der Minoritdtsdomémen. Fir T > T,
ist ¢ die typische Grofle der geordne-
ten ferromagnetischen Doménen in ei-
nem ansonsten ungeordneten parama-
l gnetischen System.

Bei kontinuierlichen Phaseniibergéngen divergiert £ am kritischen Punkt T' = T, wie

(11.58)

als Funktion der reduzierten Temperatur

T-T,

t=
T

und mit einem fiir den jeweiligen kontinuierlichen Phaseniibergang charakteristischem Exponenten
v. Diese Divergenz bedeutet im Ising-Modell, dass die Ordnung bei Annéherung an den kontinuier-
lichen Phaseniibergang fiir T | T, durch unendliches Wachstum einer geordneten Domiéine entsteht.

Bei einem diskontinuierlichen Phaseniibergang (1. Ordnung) hat man dagegen Phasensepa-
ration und Koexistenz zweier Phasen am Phaseniibergang. Dann bleibt die Korrelationsléinge
¢ endlich. Fiir das Ising-Modell ist das unterschiedliche Verhalten der magnetischen Doménen in
Abb. erldutert.

Direkt an einem kritischen Punkt T = T,., wo £ = oo ist nach (11.58]), gilt fiir den Zerfall der
Korrelationsfunktion ein Potenzgesetz

1
X —5—5
rD—2+n

G(r) (11.59)

anstatt des exponentiellen Zerfalls (11.57)). Der Exponent 7 ist wieder fiir den jeweiligen kontinu-
ierlichen Phaseniibergang charakteristisch.

In der Néhe des kritischen Punktes T = T, ist also £ sehr grofl nach (11.58)). Die Physik wird dort
dominiert von Fluktuationen auf dieser groflen Léngenskala. Im Ising-Modell wird das magnetische
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Abbildung 11.9: Unterschiedliches Verhalten der magnetischen Doménen am kritischen Punkt H =
0 und T = T, und am Phaseniibergang erster Ordnung fiir H =0 und T < T, im
Ising-Modell.

Verhalten am kritischen Punkt beispielsweise durch das Verhalten der groflen Doménen bestimmt.
Dies fithrt zu Skalengesetzen zwischen verschiedenen Observablen mit charakteristischen Expo-
nenten, da das Verhalten vieler Observablen iiber die Korrelationsldnge zusammenhéngt. Dies fiihrt
auch dazu, dass viele mikroskopische Details des Modells, die auf kleineren Langenskalen relevant
sind, nicht mehr wichtig sind und ist damit der Grund fiir die Universalitét von kritischem Verhal-
ten: Ein Ising-Magnet weist z.B. am kritischen Punkt die gleichen Exponenten wie kondensierendes
COy auf. Es stellt sich heraus, dass die kritischen Exponenten i.Allg. nur von a) der Symmetrie
des Systems und b) der Dimension des Systems und des Ordnungsparameters abhéngen.

Beispiele fiir Skalengesetze am kritischen Punkt des Ising-Modells sind fiir die Magnetisierung

M
m= 1 [t]P o £=B/Y (11.60)
oder fiir die spezifische Wérme (pro Spin)
1 OF
c= oy X" gy (11.61)

mit kritischen Exponenten 8 bzw. «. Die charakteristischen kritischen Exponenten des Ising-
Modells sind:

(DI B8 | o [ v [ 0]
2 [1/8 [0(og) | 1 | 1/4
30032 011 |063] 004

11.5.2 Finite-Size-Scaling

Die kritischen Exponenten charakterisieren das singulére, nicht-analytische Verhalten der freien
Energie und aus ihr abgeleiteter Observablen am kritischen Punkt im Limes [t| — 0 oder £ — oo.
Man kann nun aber in der Computerphysik nur endliche Systeme einer Groéflie L simulieren. Dies
fithrt dazu, dass fiir £ > L Finite-Size-Effekte in Simulationen auftauchen. Dies bezieht sich
natiirlich auf alle Simulationen, also nicht nur MC-Simulationen.

Wie oben beschrieben ordnet sich das Ising-Modell bei H = 0 und Anndherung an die kritische
Temperatur T, durch unendliches Wachstum einer Doméne, wenn £ — oo. Eine unendlich grofle
Doméne kann dann nicht mehr umklappen (in endlicher Zeit, siehe auch niichste Kapitel, z.B.
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Gleichung ) und eine spontane Magnetisierung M # 0 stellt sich ein. Im endlichen System
konnen sich nur endliche Doménen bilden der MaximalgréBe L. Diese Dominen kénnen (i) in
endlicher Zeit auch in der Tieftemperaturphase T < T, noch umklappen und (ii) sich bereits bei
Temperaturen 7' > T, bilden. Wegen (i) ist die Magnetisierung in einem endlichen System auch bei
T < T, streng genommen (M) = 0, weil das System immer noch zwischen den beiden Zustéinden
+M hin- und herwechseln kann in endlicher Zeit. Daher sollte man in einem endlichen System
eher (|[M|) = (| >_,, sn|) messen als (M), um den Phaseniibergang festzustellen. Aufierdem erscheint
wegen (ii) die kritische Temperatur 7. im endlichen System leicht erhsht, da sich endliche Systeme
leichter ordnen, weil sich nur eine endliche Doméne der GroBe L bilden muss. In Abb. E)
erkennt man dies an der Verschiebung des Maximums der spezifischen Wéarme mit der Systemgrofie

It--.||I

Abbildung 11.10: Schematisch: Finite-Size-Effekte fiir Korrelationslinge £ und Magnetisierung m
im Ising-Modell.

Die am kritischen Punkt typischen Divergenzen und Nicht-Analytizitdten, z.B. bei Magnetisierung
(11.60) und spezifischer Wirme 7 werden dadurch bei & ~ L “abgeschnitten”, siehe Abb.
Wiéhrend also im unendlich groBen System (im thermodynamischen Limes) nahe am kriti-
schen Punkt m oc €#/¥ gelten sollte nach (11.60)), gilt im endlichen System (|m/|)(t=0) = L=?/* am
kritischen Punkt. Die Magnetisierung am kritischen Punkt ist also nicht mehr Null (£ — oo), son-
dern nimmt mit der Systemgrofie ab, siehe Abb. (A) Entsprechend hat die spezifische Wirme
keine Divergenz ¢ o« £/ mehr am kritischen Punkt (¢ = 00), sondern die Divergenz wird von der
SystemgréBe “abgeschnitten” bei c(t=0) oc L/* (im 2D Ising Modell ist o = 0, d.h. die Divergenz
ist logarithmisch ¢ o< In L), sieche Abb. E).

Genauer kann dies durch

(Iml) = L= f (L))V") = L7 f (L18]) (11.62)

mit einer Skalenfunktion

const =<1 ({>1L)
fm(z) =~ ¢ 2P r>1 (< L)undt<0 (11.63)
2P~ > 1 (< L)undt >0

beschrieben werden. Ein analoges Skalengesetz kann man auch fiir die spezifische Wirme formulie-
ren. Die Form der Skalenfunktion fiir die Magnetisierung ergibt daraus, dass (i) bei £ > L (kleine
Systeme oder nah am kritischen Punkt) das finite-size Verhalten (|m|) = L=?/¥ vorliegt, (ii) in der
Tieftemperaturphase T < T, und bei ¢ < L (groBe Systeme) wieder (|m|) oc £~#/¥ gelten sollte
und L aus der Relation herausfallen muss, (iii) in der Hochtemperaturphase 7" > T, und
bei ¢ < L (groBe Systeme) die Magnetisierung wie (|m|) oc L= — 0 verschwinden sollte (nach
zentralem Grenzwertsatz fiir unabhingig fluktuierende Spins sollte (|m|?) o« N=/2 oc L=1 gelten).

205



(A) Magnetisierung <|m|> (B) Magnetisierung <|m|> (reskaliert) (C) Magnetisierung <|m|> (reskaliert, loglog)
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Abbildung 11.11: Metropolis Monte-Carlo Ergebnisse fiir (A,B,C) Magnetisierung (|ml), (D)
Binder-Kumulante UL (T) und (E.F) spezifische Wérme ¢ im 2D Ising-Modell. Die
rote Linie in (A) ist das exakte Ergebnis m = (1 —sinh™*(2.J/kT))'/® von Onsa-
ger fiir die Magnetisierung, aus der mit m(7.) = 0 die exakte kritische Tempera-
tur kpT./J = 2/In(1 + v/2) = 2.269 folgt. Simulationen sind fiir 4 SystemgréBen
L =5,10,20,40 (N = L?) iiber 10* MC sweeps mit 10*> warmup MC sweeps ge-
laufen, und es wurde alle 20 MC sweeps gemessen. In (B,C,F) sind Magnetisierung
(|m|)L/® und spezifische Wirme ¢/ In L reskaliert gegen die reskalierte reduzierte
Temperatur ¢tL aufgetragen (8 = 1/8, v = 1, a = 0 im 2D Ising Modell), siehe
GL fiir die Magnetisierung. In der N#he des kritischen Punktes fallen alle
Daten auf eine Masterkurve. Die roten gstrichelten Linien in (B,C) entsprechen
Potenzgesetzen f,,(x) oc x'/% fiir T > T, und f,,(z) oc 2~ /8 fiir T < T, siche Gl.
(11.63). Die Punkte in Abb. (D) mit der Binder-Kumulante zeigen Schnittpunkte
fiir aufeinanderfolgende Systemgrofien, die Binder-Kumulanten fiir L = 20 und
40 schneiden sich bei kgT./J ~ 2.26.

Daher muss man dann beispielsweise Simulationsdaten fiir die Magnetisierung in endlichen Systemen
mit Hilfe eines sogenannten Finite-Size-Scaling fiir verschiedene Systemgréflen untersuchen.
Das heiflt, man verwendet (11.62]) in der Form

(Im)LP = fn (Ll/”Itl) (11.64)

und plottet dann Kurven von (|m|)L?/¥ fiir verschiedene SystemgréBen L gegen = = L'/ |t|. Dabei
sollte sich im Idealfall gem#&f ein Datenkollaps aller Daten auf eine Kurve f,,(x) ergeben,
siehe Abb. B,C). Allerdings gelingt dieser Kollaps nur mit den richtigen Exponenten S, und
v und der richtigen kritischen Temperatur T, (in t).

Daraus ergibt sich als Methode, um Exponenten und kritische Temperatur zu bestimmen, dass man
B, v und T, solange variiert, bis der Datenkollaps moglichst gut ist.

Um T, mit Hilfe von zu bestimmen, benutzt man auch die Beobachtung, dass Kurven
mLP/V fiir verschiedene L einen gemeinsamen Schnittpunkt genau bei 7' = 7. haben sollten
(weil dann [t| = 0 auf der rechten Seite und die L-Abhéngigkeit dort herausfillt). Diese Beobachtung
kann selbst noch nicht direkt verwendet werden, um 7, zu bestimmen, es sei denn, 5 und v sind
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bereits bekannt. Eine Bestimmung der kritischen Temperatur des Ising-Modells ohne seine kritische
Exponenten bereits zu kennen, gelingt dann iiber die sogenannte Binder-Kumulante [13]
(m*)L(T)

U(T)=1 3m2)2 (1) (11.65)
Fir T < T, gilt UL(T) ~ 2/3, da dort im geordneten Zustand (m*); ~ 1 und (m?); ~ 1 gilt.
Fiir T > T, wird UL(T) =~ 0, da dort die Magnetisierung gaufverteilt ist, so dass (m?), ~ 3(m?)2
(fiir eine Gauflverteilung verschwinden alle Kumulanten hsherer Ordnung als 2, insbesondere auch
die 4te Kumulante). Die Temperaturverldufe der Binderkumulante zwischen diesen beiden festen
Grenzwerten sind jedoch L-abhéngig. Allerdings gilt eine dhnliche Finite-Size Skaleneigenschaft
wie fiir die Magnetisierung auch fiir die hoheren Momente der Magnetisierung (m™) ~
L=mB/v f, (L'/¥|t|). Dann schneiden sich aber alle Kurven Uy, (T) fiir verschiedene L bei t = 0 oder
T = T, in einem gemeinsamen Schnittpunkt Ur(T,.) = 1 — f4(0)/3f2(0). Daher kann T = T, iiber
den Schnittpunkt der Binderkumulanten Uy (T) fiir verschiedene L bestimmt werden, sieche Abb.

ILT(D)

11.6 Cluster-Algorithmen

Wir erkldren das Phinomen des “critical slowing down” und diskutieren den
Wolff-Algorithmus, der ganze Spin-Cluster flippt und kaum “critical slowing
down” zeigt, fiir das Ising-Modell.

Ein Problem des in Kapitel vorgestellten klassischen Metropolis MC-Algorithmus mit Einzelspin-
Flips ist, dass er sich stark verlangsamt in der Nahe des kritischen Punktes. Dieses Phianomen wird
auch als “critical slowing down” bezeichnet.

Was ist der Grund dafiir? Am kritischen Punkt werden die magnetischen Domiéinen sehr grof (£ di-
vergiert). Zwei aufeinanderfolgende Zusténde sind aber nur als zeitlich dekorreliert und unabhéngig
anzusehen, wenn diese Doménen hin- und her geflippt wurden. Dieser Vorgang sollte eine MC-Zeit

1160

kosten, die im Wesentlichen von der Domé#nengrofie £ abhéngt, wobei z der sogenannte dynamische
Exponent ist, der fiir die jeweilige Simulationsdynamik charakteristisch ist. Fiir die Einzelspin-
Flip Dynamik werden wir z ~ 2 zeigen. Mit einem relativ grofien Exponenten von z ~ 2 wird
die benétigte Zeit tyc in dann schnell grof bei £ — oo am kritischen Punkt. Dies ist das

“critical slowing down”.

Wir wollen nun plausibel machen, dass z = 2 fiir die Einzelspin-Flip Dynamik gilt: In der Einzelspin-
Flip Dynamik werden Doménen vom Rand her mit Hilfe einzelner Spin-Flips gedreht. Pro MC-
sweep macht der Doménenradius R dabei ndherungsweise einen Random-Walk-Schritt, d.h. es gilt
((R — Ro)?) o tpe bei tyic MC-sweeps. Das heifit nach tyc MC-sweeps bringt die Einzelspin-Flip
Dynamik eine Dekorrelation iiber eine Linge o« +/tymc. Damit eine ganze Domiéne der Grofie &
dekorreliert, muss also gelten

Ve & € = tuo o €2, also z =2 in (11.66).

Um Gleichgewichtsmittelwerte schneller zu berechnen, brauchen wir neue MC-moves, in denen
ganze Doménen bzw. “Cluster” von Spins gleicher Richtung auf einmal geflippt werden. Genau
dies leisten die sogenannten Cluster-Algorithmen. Prominente Beispiele sind der Swendsen-
Wang-Algorithmus von 1987 [14], der viele Cluster konstruiert pro MC-Schritt und der Wolff-
Algorithmus von 1988 [15], der nur einen Cluster pro MC-Schritt konstruiert.

Wir werden uns hier mit dem Wolff-Algorithmus befassen, der folgerndermaflen arbeitet:
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1) Zufillige Auswahl eines Spins.

2) Konstruktion eines Clusters C von Spins gleicher Richtung, der diesen Spin enthilt (dies legt
die Vorschlagwahrscheinlichkeit V;; des MC-moves fest).

3) Flippen des ganzen Clusters (mit Akzeptanzwahrscheinlichkeit A;; = 1).

Der entscheidende Schritt ist offensichtlich Schritt 2. Der konstruierte Cluster ist dabei etwas kleiner
als die ganze magnetische Doméne, der der ausgewihlte Spin angehort. Die Nachbarspins gleicher
Richtung werden jeweils nur mit einer Wahrscheinlichkeit p. hinzugefiigt. Das genaue Verfahren zur
Cluster-Konstruktion in 2) ist folgendes:

2a) Wir gehen zu jedem Spin s, € C, der noch nicht “besucht” wurde, alle Nachbarn s, ¢ C
durch (also die, die noch nicht im Cluster sind).

2b) Wenn ein Nachbar s, in die andere Richtung zeigt, wird er nicht zum Cluster hinzugefiigt
(also — s,, ¢ O).
Wenn dagegen der Nachbar in die gleiche Richtung zeigt, wird er mit der Wahrscheinlichkeit
pe zum Cluster hinzugefiigt (— s,, € C') und zunéchst als “unbesucht” markiert.

2c¢) Dann wird s, als “besucht” markiert. Danach gehen wir wieder zu Schritt 2a) mit dem
néichsten “unbesuchten” Spin aus C, bis es keine “unbesuchten” Spins mehr gibt.
Um dieses Verfahren zu implementieren, miissen wir die “unbesuchten” Spins € C in einen Puffer
speichern (entweder einen Stapel oder FIFO (first in first out) oder eine Schlange/Queue oder LIFO
(last in first out)).

Es bleibt die wichtige Frage, wie die Wahrscheinlichkeit p. zu wihlen ist, damit der Wolff-Algorithmus
detailed balance erfiillt, wenn Cluster-Flips mit Sicherheit akzeptiert werden sollen (A4;; = 1). Dann

miissen wir nach (|11.42)) erfiillen:

e~sw-pu) = 2o L Viidii _ Vi, (11.67)

L AL Ly

ik \43:{ ’ Hier gibt es N = 10 Bonds am Rand.
e T T Davon gehen m = 2 Bonds zu Spins mit
. T" e""% : g der gleichen Richtung wie der Cluster.

e Der Cluster habe N Bonds zu Nachbarspins, die nicht mehr zum Cluster gehoren.

e m von diesen Bonds seien zu Spins gleicher Richtung, dann sind N — m Bonds zu Spins mit
umgekehrter Richtung.

Die Wahrscheinlichkeit, einen solchen Cluster im Wolff-Algorithmus fiir den Flip-move ¢ — j
auszuwihlen, ist nach Definition des Algorithmus = pr(1 — p.)™ = Vj;, wobei p; die Wahr-
scheinlichkeit bezeichnet, die Spins entlang der Bonds im Innern des Clusters mit der Wahr-
scheinlichkeit von jeweils p. ausgewahlt zu haben, dass der Cluster entsteht.

e Nach dem Cluster-Flip sind wir in einem Zustand j mit:
m Bonds am Rand in umgekehrter Richtung (diese ehemals ferromagnetischen Bonds werden
beim Flip “gebrochen”) und N — m Bonds in gleicher Richtung (diese ferromagnetischen
Bonds entstanden neu beim Flip).
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e Die Wahrscheinlichkeit in Zustand j den gleichen Cluster fiir den Riickmove auszuwéhlen
ist entsprechend = pr(1 —p.)V =™ = Vj;. Die Auswahlwahrscheinlichkeit p; der Cluster-Spins
entlang der Bonds im Inneren ist die gleiche wie bei dem Hinmove.

Damit gilt also

“%a — (1= pN-2m (11.68)

e Die Energiedifferenz zwischen Zustand ¢ und Zustand j nach dem Clusterflip betrigt

E(j) — E(i) = 2J x (Zahl gebrochener Bonds) — 2J x (Zahl neuer Bonds)
=2Jm —2J(N —m)
= —2J(N — 2m). (11.69)

Setzen wir nun (11.68) und ([11.69)) in die detailed balance Bedingung (11.67)) ein, finden wir

_ogs(N—2m) _ PB() 1 Vi _ N—2m
e = — = =(1- .
pe(j)  Vij (1= pc)

Auflésen nach p. zeigt, dass wir detailed balance mit der Wahl

| pe=1-c? | (11.70)

immer erfiillen!
Wir schlieflen mit einigen Bemerkungen zum Wolff-Algorithmus

e Der Parameter p. enthilt die Temperatur: Bei hohen T ist p. klein und der zu flippende
Cluster viel kleiner als die eigentliche magnetische Doméne. Dies erfasst genau den Effekt
thermischer Fluktuationen, die Spins unabhéngig flippen lassen.

e Der Wolff-Algorithmus ist ein Beispiel eines nicht-Metropolis MC-Algorithmus mit Markov-
Sampling, der natiirlich trotzdem detailed balance erfiillt.

e Der dynamische Exponent ist zwoig =~ 0, 15, also viel kleiner als beim Einzelspin-Flip. Damit
wird die Cluster-Dynamik auch viel schneller an 7, und zeigt kaum critical slowing down.

e Die Cluster-Dynamik ist natiirlich vollig “unphysikalische” und ausschlielich zur schnellen
Berechnung von Gleichgewichtsmittelwerten gemacht und geeignet.
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11.8 Ubungen Kapitel

1. Diskreter Random Walk

Wir wollen einen “Random Walk” auf einem 2-dimensionalen Quadratgitter 7,,, = né; + me, mit
diskreten Zeitschritten ¢ = 0,1,2, ... simulieren: In jedem Zeitschritt springt der Random Walker
von 7(t) mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf einen benachbarten Gitterplatz.

a) Wir starten im Ursprung bei n = m = 0. Wie kénnen Sie das zuféllige Auswéhlen eines der vier
Nachbarn mit Hilfe einer gleichverteilten Zufallszahl aus [0, 1] realisieren? Simulieren Sie 1000 (oder
mehr) Random Walks und berechnen Sie (7(¢)) und (r?(t)) fiir ¢ = 10,50, 100,500, 1000. Dabei
bedeutet (..) eine Mittelung iiber die verschiedenen Random Walks.

b) Welchem Gesetz folgt die t-Abhingigkeit in a)? Koénnen Sie ihr Resultat aus a) analytisch
begriinden?

¢) Berechnen Sie numerisch fiir ¢ = 10,50, 100, 500, 1000 auch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
P(7,t), dass der Random Walker zur Zeit ¢ am Ort 7 zu finden ist. Vergleichen Sie ihr Ergebnis mit
der Losung der Diffusionsgleichung fiir eine Diffusionskonstante D = 1/2.

2. Monte-Carlo Integration

Wir berechnen Integrale durch Monte-Carlo Integration, d.h. indem wir die Integrale als Mittelwert
beziiglich einer Zufallsvariablen x mit Verteilung p(x) umschreiben,

(f) =/dxp(w)f(x) = %Zf(xi) (11.71)

und das Integral durch N-maliges ziehen einer Zufallszahl aus der Verteilung p(x) berechnen. Wir
wollen hier f(z) so wéhlen, dass wir Standard-Zufallszahlgeneratoren fiir p(x) verwenden konnen,
die Gleichverteilungen p(z) = 1 im Intervall = € [0, 1] generieren.

a) Das klassische Beispiel ist die Berechnung von m:

/ d*v (11.72)
|7l<1

Ziehen Sie N in [0, 1[? gleichverteilte Zufallszahlpaare (x;,;) und ziihlen Sie, wie oft z? + y? < 1
gilt. Wie berechnet sich daraus das Integral (11.72) und welcher Wahl von f(x) entspricht dieses
Vorgehen.

b) Sie kennen das in a) gesuchte Ergebnis exakt. Berechnen Sie den Fehler als Funktion von N fiir
N = 10* mit k£ = 1, ..., 6 und plotten Sie ihr Ergebnis doppelt-logarithmisch. Welche N-Abhingigkeit
sollten Sie finden?

Berechnen Sie 1000mal das Integral (11.72) mit N = 1000 und plotten Sie ein Histogramm der
Verteilung der Ergebnisse. Wie sollte die Verteilung aussehen?

c) Schreiben Sie eine Monte-Carlo Integrationsroutine zur Berechnung des Flidcheninhalts einer
Ellipse

/ dzdy (11.73)
(z/a)2+(y/b)2<1

als Funktion der Parameter a und b.

d) Erweitern Sie die Routine auf die Monte-Carlo Integration eines Integrals

/ f(z,y)dzdy (11.74)
(z/a)?+(y/b)?<1
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einer Funktion f(z,y) iiber einer Ellipse. Berechnen Sie damit

/ dgcclye_‘162 (11.75)
z2 /2+y2<1

(Kontrolle: 2.993).

3. Einfaches Sampling, Importance-Sampling, Markov-Sampling eines Integrals

I:/ dre P7g?
0

a) Einfaches Sampling gleichverteilter Stiitzstellen z; € [0, col.

Wir berechnen das Integral

auf drei Arten:

b) Importance-Sampling der Verteilung p(z) = Be~?%. Samplen Sie diese Verteilung direkt mit
Hilfe der Transformationsmethode, siche Gl. (10.8]). Das Integral ergibt sich als Mittelwert einer

c) Markov-Importance-Sampling der gleichen Verteilung p(z) = Be %% mit Hilfe des Metropolis-
Algorithmus.

Vergleichen Sie Ergebnisse und Konvergenzgeschwindigkeit der drei Methoden fiir 5 = 0.01, 1, 100.

4. Metropolis Sampling einer Gauflverteilung

Generieren Sie gauflverteilte Zufallszahlen mit Hilfe einer Metropolis MC-Simulation eines einzel-

nen Teilchens, dass sich in einem Federpotential V(z) = %k::vQ thermisch bewegt. Wie hiangen die

Temperatur kT des Bades und die Varianz der gesampleten Gaufiverteilung zusammen?

5. Monte-Carlo Simulation eines einzelnen Spins

Simulieren Sie mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus einen einzelnen Spin s = {+1, —1} im dufleren
Magnetfeld H mit Energie

H=—sH (11.76)
Bieten Sie im Metropolis-Algorithmus Spin-Flips an.
a) Berechnen Sie die Magnetisierung

m = (s) (11.77)

als Funktion des Magnetfeldes H bei Temperatur kgT = 1, d.h. fithren Sie Monte-Carlo Simulatio-
nen fiir verschiedene H durch.
b) Fiihren Sie die entsprechende analytische Rechnung durch und vergleichen Sie Thre Ergebnisse.

c) Statt Markov- und Importance-Sampling mit dem Metropolis-Algorithmus konnen Sie einen
einzelnen Spin natiirlich auch direkt samplen (d.h. direkt Werte s = +1 ziehen), und zwar mit
und ohne Importance-Sampling mit der Boltzmann-Verteilung. Realisieren Sie auch diese beiden
Varianten der Simulation.

6. Monte-Carlo Simulation des 2-dimensionalen Ising-Modells

Simulieren Sie mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus das zweidimensionale Ising-Modell (bei H = 0,
d.h. ohne Magnetfeld),

H=—T sis;. (11.78)

4,7 n.N.

Setzen Sie J = 1. Verwenden Sie ein Quadratgitter, das mindestens die Gréfle N = 10 (besser
N = 100%) haben sollte. Sie kénnen bei der Implementierung eine der folgenden Randbedingungen
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wihlen oder auch mehrere ausprobieren: a) periodische Randbedingungen, b) alle Randspins zeigen
fest in eine Richtung, c¢) den Randspins fehlt ein néchster Nachbar und damit eine Kopplung in

7).

Bieten sie im Metropolis-Algorithmus Spin-Flips zufillig ausgewéhlter Spins an. Wéhlen Sie als
Anfangsbedingungen zuféllige Spins oder vollig geordnete Spins. Nach einer Aufwérmphase sollten
Sie versuchen 10% — 10* MC-Sweeps durchzufiihren, in denen im Mittel jedem Spin einmal ein Flip
angeboten wird.

a) Generieren Sie graphische Momentaufnahmen des Systems.

b) Untersuchen Sie zuerst die Aquilibrierungsphase. Wihlen Sie dazu als Anfangsbedingungen (i)
zufillig ausgerichtete Spins oder (ii) vollig geordnete Spins und messen Sie die mittlere Energie pro
Spin e = E/N = (H)/N als Funktion der Simulationszeit e = e(t). Wie lange miissen Sie warten,
bis das Ergebnis unabhéngig von den Anfangsbedingungen wird (fiir kg7 =1, 2.25, 3)?

c) Berechnen Sie die Mittelwerte der Energie e = E/N(H) /N, die Magnetisierung (m) = ((>_, si)/N)
bzw. den gemittelten Betrag der Magnetisierung (|m|) = (|>_, si|/N) pro Spin fiir verschiedene
Temperaturen kg7, mindestens fiir kgT = 1, 2.25, 3. Die kritische Temperatur (im thermodynami-
schen Limes) ist kgT. = 2/In (1 + /2) ~ 2.27. Wie unterscheidet sich das Verhalten oberhalb und
unterhalb von 7.7 Wie verhélt sich die Magnetisierung m = m(t) als Funktion der Simulationszeit
bei den verschiedenen Temperaturen?

d) Berechnen Sie die spezifische Wirme pro Spin (aus den Energiefluktuationen) fiir die gleichen
Temperaturen wie in b).

e) Bestimmen Sie die Binder-Kumulante

im Temperaturbereich T' =1, ..., 5 fiir verschiedene Systemgréien N = L x L (z.B. L = 5,10, 20).
Die Kurven Ur(T) sollten sich alle bei der kritischen Temperatur 7' = T, schneiden. Welchen Wert
erhalten Sie fiir 7.7 (exakter Wert siehe oben)
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12 Perkolation

Literatur zu diesem Teil:
Ein Standardwerk ist das Buch von Stauffer [1] (oder auch [2]|). Eine gute Einfiihrung ist auch im
Schwabl [3] zu finden. Das Material zum Potts-Modell stammt aus [4] und [5].

12.1 Site- und Bond-Perkolation

Wir definieren das Perkolationsproblem in seinen zwei Auspriagungen Bond-
und Site-Perkolation.

Bei der Perkolation (von lat. percolare = durchsickern lassen, auswaschen motiviert durch Fliissigkeiten
in porésen Medien) betrachten wir Gitter (Quadrat, Dreieck, kubisch) in D Dimensionen mit N
Gitterplitzen (Sites) und N, Bonds (Kanten) zwischen néchsten Nachbarn. Ein kubisches Gitter
der GréBle L hat N = LP Sites. Die Zahl N der Sites und N, der Bonds hiingt iiber N, = SN
zusammen, wobei z wieder die Koordinationszahl, d.h. die Zahl der nichsten Nachbarn ist. Fiir
kubische Gitter ist z = 2D.

12.1.1 Site-Perkolation

Bei der Site-Perkolation (Knotenperkolation, Platzperkolation) ist jeder Gitterplatz entwe-
der besetzt oder unbesetzt. Dabei werden Gitterplitze zufdllig mit der Wahrscheinlichkeit p besetzt.
Dadurch entstehen Cluster von besetzten Platzen, die durch néchste Nachbar Bonds verbunden

sind, siehe Abb.

Offensichtlich wichst die Clustergrofie an, wenn p wéchst. Bei der Perkolation stellt man die Frage,
ob es einen perkolierenden Cluster gibt, d.h. einen Cluster, der von einem Ende des Systems
(z.B. oben oder links) zum anderen (z.B. unten oder rechts) reicht. Im thermodynamischen Limes
N, L — oo ist ein perkolierender Cluster gleichbedeutend mit einem unendlich grofien Cluster.

bond percolation site percolation

Abbildung 12.1: Bond- und Site-Perkolation.
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12.1.2 Bond-Perkolation

Bei der Bond-Perkolation (Kantenperkolation, Bindungsperkolation) ist jeder Gitterbond
entweder besetzt oder unbesetzt. Dabei werden Bonds zuféllig mit einer Wahrscheinlichkeit p be-
setzt. Auch hier entstehen Cluster von Plédtzen, die durch besetzte Bonds verbunden sind, siehe

Abb. I2Z11

12.1.3 Geschichte und Anwendungen

Die Geschichte der Perkolation begann um 1940 mit Arbeiten von Flory und Stockmayer zu Ma-
kromolekiilen wie Gummi, die sich durch chemische Vernetzung (bei Gummi Vulkanisierung durch
Schwefelbriicken) von kleineren Molekiilen bilden. Bei solchen Gelationsprozessen kommt es bei zu-
nehmender Vernetzung irgendwann zu einem sogenannten sol-gel Ubergang, wo aus einer Losung
kleiner Molekiile ein grofles zusammenhéngendes Makromolekiil mit neuen mechanischen Eigen-
schaften wird. Dieser Ubergang kann als eine Art Perkolationsiibergang verstanden werden.

\ ! chem. Vernetzung,
} e Gelation
Y Losung (sol Vernetzung zu groBem
\ kleiner Molekiile Makromolekiil (Gel)

Abbildung 12.2: Links: Paul John Flory (1910-1985), amerikanischer Chemiker. Nobelpreis 1974
“for his fundamental achievements, both theoretical and experimental, in the phy-
sical chemistry of macromolecules”. Mitte: Walter H. Stockmayer (1914-2004), ame-
rikanischer Chemiker. Rechts: Sol-gel Ubergang.

Die Bezeichnung “Perkolation” wurde zum erstenmal 1957 von Broadbent und Hammersley ver-
wendet, die Fliissigkeiten in einem porésem Medium untersucht haben. Der zugéngliche Po-
renraum lésst sich als Cluster von Pldtzen deuten, und die Fliissigkeit “perkoliert” (sickert durch),
wenn ein perkolierender Cluster existiert. Broadbent und Hammersley erkannten auch als erste,
dass die Perkolation eine ideale Anwendung fiir Computer darstellt.

Im Laufe der Zeit haben sich viele andere Anwendungen ergeben. Perkolation spielt eine wichtige
Rolle bei der Beschreibung “verdiinnter” (oder “ungeordneter”) Magneten, d.h. einem Git-
ter von wechselwirkenden Spins, wo nicht auf allen Gitterpldtzen Spins sind, sondern Gitterpléitze
mit einer Wahrscheinlichkeit p leer bleiben. Andere Anwendungen sind Modelle fiir eher biologische
Ausbreitungsprozesse, z.B. die Ausbreitung von Waldbrénden: Damit ein Waldbrand sich ausbrei-
ten kann, muss ein perkolierender Baumbestand existieren. Mit ganz dhnlichen Modellen lésst sich
auch die Ausbreitung von Epidemien durch Ansteckung beschreiben. Bei diesen Ausbreitungs-
prozessen stehen natiirlich nicht nur geometrische, sondern auch dynamische Fragestellungen im
Vordergrund.
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12.2 Perkolation als Phaseniibergang

Wir zeigen, dass Perkolation als geometrischer kontinuierlicher Phaseniibergang
an der Perkolationsschwelle aufgefasst werden kann und definieren kritische Ex-
ponenten.

12.2.1 Perkolationsschwelle

Man kann zeigen, dass eine kritische Wahrscheinlichkeit p. existiert, so dass fiir p > p. Perkolation
vorliegt, d.h. es existiert ein unendlich grofier Cluster. Dies kann auch mathematisch streng bewiesen
werden. Der kritische Wert p. wird auch als Perkolationsschwelle bezeichnet.

Eine wichtige Frage bei der Perkolation ist dann die exakte Bestimmung dieser Perkolationsschwelle
pe. Einige wichtige Ergebnisse dazu sind in Tabelle [I2.]] zusammengestellt.

Dimension | Gitter Site Bond
D=1 1 1
D=2 Quadrat | 0.593 1/2
Dreieck | 1/2 | 0.347=2sin(7w/18)
D=3 kubisch | 0.312 0.249
BCC 0.246 0.180
D=4 kubisch | 0.197 0.160

Tabelle 12.1: Perkolationsschwellen p, fiir Site- und Bondperkolation auf verschiedenen Gittern und
in verschiedenen Dimensionen.

Mehrere Dinge fallen auf an Tabelle

e p. = p.(D) ist fallend als Funktion der Dimension D, weil die Koordinationszahl z = z(D)
wéchst als Funktion von D, wie man z.B. an den kubischen Gittern mit z(D) = 2D sieht. Mehr
néichste Nachbarn bedeuten aber mehr potentielle Méglichkeiten einen Cluster zu verbinden
und daher eine kleinere Perkolationsschwelle p..

e Aus dem gleichen Grund gilt auch pc site > Pe,bond, Wenn man Perkolationsschwellen von Site-
und Bond-Perkolation vergleicht. Die Zahl der néchste Nachbar Sites ist immer kleiner als die
Zahl der nichste Nachbar Bonds.

® 6 nachste
® 4 nachste Nachbar bonds
Dies sieht man z.B. auch an einem Qua- Nachbar sites ¢
dratgitter in D = 2, wo zgjte = 2D =4 @ °
gilt, aber zhong = 6 gilt. ° 5 .
°
°

Das Ergebnis

Debond = 1/2 fiir D = 2 Quadratgitter

konnte mathematisch streng von Kesten 1980 gezeigt werden. Wir wollen hier kurz das Argument
skizzieren.
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Dazu fithren wir das duale Git-

ter der Quadratmittelpunkte ein. Das

duale Gitter ist fiir ein Quadratgit-

ter identisch zum urspriinglichen Git-

ter. Zu jeder Bondkonfiguration im ur-

e \ ) 1 ;) ( spriinglichen Gitter definieren wir ei-

. ‘ ne Bondkonfiguration im dualen Gitter

- / - durch die Regel, dass wir einen Bond

| im dualen Gitter setzen, wenn er keinen

Q’_ R ’ff,b-—f — -@ \ Bond im urspriinglichen Gitter schnei-

: det. Dies fiihrt zum Setzen von Bonds
= ) =o— { = mit Wahrscheinlichkeit

pdzl_p7

da dann jeder Bond in einem der Gitter
belegt ist per Konstruktion.

Kesten konnte nun zeigen:

P <Pc <= Pd>Pdec

Wenn das urspriingliche Gitter unterhalb der Perkolationsschwelle ist, gibt es einen perkolierenden
Cluster aus unbesetzten Bonds, so dass dieser Cluster auch im dualen Gitter perkoliert (dieses
einleuchtende Resultat mathematisch streng zu zeigen, ist nicht einfach und die Leistung Kestens).
Dies impliziert, dass wenn fiir das urspriingliche Gitter p = p. gilt, auch fiir das duale Gitter
genau pg = pq,c gelten muss. Daher gilt auch pg. = 1 — p. fiir die Perkolationsschwellen. Da
das quadratische Gitter selbstdual ist, gilt aber auch p. = p4.. Beide Gleichungen zusammen
implizieren

Pec = Pd,c = 1/2

12.2.2 Cluster-Observablen und kritische Exponenten

Wir wollen nun einige wichtige Cluster-Observablen definieren, die es erlauben werden, den Ubergang
in die perkolierende Phase zu charakterisieren.

Wir beginnen mit

’ P, (z) = Wahrscheinlichkeit, dass ein besetzter Site/Bond x zum unendlichen Cluster gehort. ‘

(12.1)
(In einigen Biichern wird stattdessen eine Wahrscheinlichkeit M, betrachtet, dass ein Site/Bond x
zum unendlichen Cluster gehort — unabhéngig davon, ob er besetzt ist oder nicht. Beide Definitionen
unterscheiden sich nur um einen Faktor p, M, = pPx.) Diese GroBe sollte im thermodynamischen
Limes translationsinvariant und damit unabhéngig von & werden. P, charakterisiert den mittleren
Anteil des unendlichen Clusters am besetzen Teil des Gitters, M., = pP. ist der mittlere
Anteil des unendlichen Clusters am gesamten Gitter. Man findet fiir P, (und M) folgendes
Verhalten:

Po { 0 p < p. (kein unendl. Cluster)

(p—pe)’ p>pe (12:2)

Das Verhalten an der Perkolationsschwelle definiert einen kritischen Exponenten (. Die Bezeich-
nung ist die gleiche wie fiir den kritischen Exponenten der Magnetisierung im Ising-Modell; der
Grund dafiir ist eine Analogie, die durch eine Abbildung auf das Potts-Modell zustande kommt und
in Kapitel diskutiert wird.
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Eine weitere wichtige Observable ist die mittlere Clustermasse der endlichen Cluster, die man
als

S = mittlere Zahl von Platzen in einem endlichen Cluster
oc |p—pe| ™7 (12.3)

definieren kann. Man beachte, dass S so definiert ist, dass der unendliche Cluster fiir p > p. nicht
beriicksichtigt wird. An der Perkolationsschwelle divergiert S dann mit einem Exponenten «y. Diese
Bezeichnung ist die gleiche wie der Exponent der Suszeptibilitéit eines magnetischen Systems.

Neben der Clustermasse interessiert noch die mittlere Clusterausdehnung, die durch eine Kor-
relationslidnge ¢ gemessen wird:

& = mittlerer Abstand zweier Punkte im endlichen Cluster
o< [p—pe| ™. (12.4)

Auch hier werden nur Beitridge von endlichen Clustern beriicksichtigt. Der Exponent tragt die gleiche
Bezeichnung wie der Korrelationsldngenexponent im Ising-Modell.

Die Korrelationsldnge ergibt sich aus der Korrelations- oder Paarfunktion

g(r) = Wahrscheinlichkeit, dass Punkt im Abstand r von besetztem Punkt

zum selben endlichen Cluster gehort

o e T8 (fiir p # pe). (12.5)

Diese Korrelationsfunktion fillt exponentiell ab fiir p # p. und die Zerfallslinge definiert die Kor-
relationsliange.

Wir sehen also:

e Charakteristische Clustergrofien gehorchen Skalengesetzen mit kritischen Exponenten wie bei
einem kontinuierlichen Phaseniibergang.

e Die Exponenten 5, ¥ und v héngen tatsédchlich nur von der Dimension D des Gitters ab und
nicht davon, ob wir Site- oder Bond-Perkolation betrachten oder von der Art des Gitters (z.B.
Quadrat oder Dreieck). Dies ist Ausdruck einer Universalitit an der Perkolationsschwelle.

e Fiir D = 2 sind die Exponenten beispielsweise exakt bekannt: 3 = 5/36, v = 4/3 und
~v = 43/18 und verschieden von den Exponenten des Ising-Modells (f = 1/8, v = 1, siehe
Tabelle in Kapitel . Ising-Modell und Perkolation liegen daher in verschiedenen Univer-
salitédtsklassen.

Insgesamt stellen wir fest:

Perkolation kann als geometrischer kontinuierlicher Phaseniibergang
aufgefasst werden, also als kritischer Punkt bei p = p,.

12.3 Perkolation in D=1

Wir definieren Clusterzahlen zur Charakterisierung der Clusterverteilung. Dann
leiten wir einige exakte Resultate fiir den Fall der Perkolation in einer Raumdi-
mension D =1 her.

12.3.1 Clusterzahlen

Bevor wir uns dem Spezialfall D = 1 zuwenden, fithren wir noch Clusterzahlen fiir Site-Perkolation
ein, die allgemein gelten. Viele der oben eingefiihrten Perkolationsobservablen lassen sich durch die
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Clusterzahlen n; fiir endliche s-Cluster, d.h. Cluster mit s (< co) Plidtzen, ausdriicken:

= Anzahl der s—Cluster. (12.6)
N
Wir verwenden also auf die Gesamtplatzzahl normierte Clusterzahlen.
Dann gilt
) i on, — Anzahl besetzter Pléi]t\?e (in endl. Clustern) fiir p < po. (12.7)

Fiir p > p. ist p > > "2, sns, da sich dann ein endlicher Anteil von Plidtzen im unendlichen Cluster
befindet. Die normierte Gesamtzahl an endlichen Clustern n. ist

B i _— Anzahl endl. Cluster

¥ (12.8)

Da jeder Platz (i) zu einem unendlichen oder (ii) zu einem endlichen Cluster gehort oder (iii) gar
nicht besetzt ist, gilt

N= NpPy, + N> sn, +N(1-p) (12.9)
~—~ o—1 N——
oo Cluster —_ unbesetzt

endl. Cluster

(dabei ist pP,, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Platz besetzt ist und zum unendlichen Cluster
gehort). Damit lisst sich P, durch die Clusterzahlen ausdriicken:

oo

1
P =1-= sn, (12.10)

s=1

Schliefflich wollen wir noch die mittlere Clustermasse S der endlichen Cluster aus durch die
Clusterzahlen ng ausdriicken. Dazu wéhlen wir zuféllig einen besetzten Platz P in einem endlichen
Cluster und wollen die Wahrscheinlichkeit ps berechnen, dass P zu einem s-Cluster gehort. Dazu
benotigen wir (i) die Wahrscheinlichkeit sns, dass ein beliebiger (besetzter oder unbesetzter) Platz
zu einem s-Cluster gehort und (ii) die Wahrscheinlichkeit Y oo | sng, dass ein beliebiger Platz zu
einem endlichen Cluster gehért. Dann gilt sny = ps(Y_oc, sns), also

SNg
s -
Zs:l SNs

Mit der Wahrscheinlichkeit p; bilden wir nun die mittlere Clustermasse

= Wahrscheinlichkeit, dass P zu einem s-Cluster gehort = (12.11)

S = mittlere Grofle des endlichen Clusters, zu dem P gehort

—ZSPS— 18 Ns furp<pc ans (12.12)

slsns psl

12.3.2 Perkolation in D=1

Fiir Site-Perkolation in einer Dimension D = 1 lassen sich einige Exponenten exakt berechnen. In
D = 1 sollte allerdings einfach p. = 1 gelten, da auch nur ein einziger unbesetzter Platz einen
unendlichen perkolierenden Cluster zerreif3t.
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Wir betrachten ein eindimensionales “Gitter” mit L Plédtzen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein belie-
biger Punkt dieses Gitters ein linker Endpunkt eines s-Clusters ist, betrigt p*(1—p)? und ergibt sich
aus den Wahrscheinlichkeiten, dass genau s Plidtze (nach rechts und einschlieilich des gewéhlten Git-
terpunktes) jeweils mit Wahrscheinlichkeit p besetzt sein miissen und die beiden Enden des Clusters
jeweils unbesetzt. Durch die Fixierung auf den linken Rand vermeiden wir zusétzliche kombinato-
rische Faktoren. Da jeder Punkt des Gitters als linker Rand fungieren kann, ist die Gesamtzahl an
s-Clustern Lp®(1 — p)? und damit

Anzahl der s-Cluster
ne = 7

Dieses Resultat kénnen wir nun nutzen, um P, und S nach (12.10) bzw. (12.12)) zu berechnen.
Dabei benétigen wir

=p*(1—p)* (12.13)

= _ 2 = s _ 2 p
;sns—(l—p) ;sp =(1-p) (pap)ﬂ—p,

was fiir alle p < 1 gilt, und erhalten nach (|12.10)
Po=1-2=0 firp<1.
p
Fiir p =1 gilt natiirlich P, = 1. Das heifit aber nach ((12.2)), dass
| p(D=1)=1 |
wie wir das erwartet haben. Auflerdem stellen wir fest, dass der Exponent 5 unter diesen Umstéinden
nicht wohldefiniert ist.
Wir fahren fort und berechnen die mittlere Clustermasse S nach (12.12)):

1 o 1 .
S=- ZSQnS =—(1-p)? ZSQpS,
ps:l p s=1

was nach einigen Umformungen mit geometrischen Reihen schliellich auf

1+p .
S=—"Cx1-

" (1-p)
fithrt. Das bedeutet, dass S in der Tat an p. = 1 divergiert, und wir lesen gemé&s ((12.3))

7=1
ab.

Weiter konnen wir auch sofort

| g =2 |

angeben in D = 1. Dies ist die Wahrscheinlichkeit nach links oder nach rechts (Faktor 2) r besetzte
Pldtze zu finden. Daraus ldsst sich dann auch die Korrelationslénge £ berechnen

€= Z:O:l T’g(?“) _ Ziozl rp” _ 1 .
Soiglr) X 1-p

Das bedeutet, dass auch £ in der Tat bei p. = 1 divergiert und wir lesen nach (12.4))

v=1
ab.

Das heif3t wir konnen fiir den einfachen Fall D = 1 in der Tat die oben postulierten Skalengesetze
explizit berechnen und Exponenten angeben.
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12.4 Potts-Modell und Perkolation

Wir zeigen, dass das Q-Zustands Potts-Modell im Limes ) — 1 dquivalent
zum Perkolationsproblem ist. Diese Abbildung liefert auch die Idee zu Cluster-
Algorithmen fiir das Ising-Modell. Mit Hilfe der Mean-Field Theorie des Potts-
Modells leiten wir dann einige Resultate zum Perkolationsiibergang her.

In diesem (etwas technischen) Kapitel werden wir eine Verbindung zwischen dem Perkolationspro-
blem und dem sogenannten Q-Zustands Potts-Modell im Limes @ — 1 aufzeigen. Dies wird ei-
ne Verbindung herstellen zwischen dem geometrischen Perkolationsiibergang und den thermischen
Phaseniibergéngen, wie wir sie bereits aus dem mit dem Potts-Modell eng verwandten Ising-Modell
kennen. Dies zeigt auch wieder, dass der Perkolationsiibergang als Phaseniibergang zu verstehen ist
und seine Analogie zu magnetischen Phaseniibergéingen.

12.4.1 Q-Zustands Potts-Modell

Das Q-Zustands Potts-Modell ist eine Verallgemeinerung des Ising-Modells auf Spin-Variablen
s; (i = 1,..., N Gitterplatzindex), die nun @ Zustinde s; € {1,...,Q} annehmen kénnen. Dabei
wollen wir wieder magnetische Wechselwirkungen auf nichste Nachbarn, also Bonds, beschrinken
mit

—QJ S; = S]'

0 Si 75 Sj '

Auflerdem fiihren wir ein Magnetfeld H ein, das in einer Art Zeeman-Wechselwirkung die Energie
des Spins s; absenkt, sofern sich dieser im Zustand s; = 1 befindet, also

Energie eines Bonds < ij >= {

Energie pro site i = .

Mit diesen beiden Beitrigen ist die Gesamthamiltonfunktion des Potts-Modells definiert:

Hpowis =— Y JQbss, — > HQG,, 1. (12.14)

bonds jij; sites i

Bei tiefen Temperaturen kann sich das Potts-Modell genau wie das Ising-Modell ordnen in einen der
Q gleichberechtigten Spinzustinde. Ist ein infinitesimal kleines Magnetfeld H = 0T angeschaltet,
ordnet sich das Potts-Modell in den 1-Zustand. Man definiert dann als Ordnungsparameter eine
Magnetisierung m, die diese Ordnung in den Zustand 1 misst:

o <Q%i; 1) _ Q%i>1_ 1 (12.15)

Wir {iberzeugen uns, dass eine so definierte Magnetisierung alle Eigenschaften eines Ordnungspara-
meters hat: In der vollstdndig ungeordneten Phase sind alle Q Zusténde gleich wahrscheinlich und
wir erwarten (05, 1) = 1/Q, was zu M = 0 fiihrt. In der vollsténdig geordneten Phase sind alle Spins
im Zustand 1, was auf (Js,1) = 1 und damit M = 1 fiihrt.

Wir {iberzeugen uns auch, dass der Spezialfall Q = 2 des Potts-Modells wieder das Ising-Modell
(11.40) ergibt. Beim Ising-Modellhat jeder Spin @ = 2 Einstellungen mit einer Differenz in der
Bondenergie von @QJ = 2.J und einer Differenz in der Zeeman-Energie von QH = 2H genau wie in

().
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12.4.2 Abbildung auf Perkolation im Limes ) — 1

Im Folgenden sind wir am Limes (Q — 1 des Potts-Modells interessiert, fiir den wir zeigen wollen:

limg_,; Potts-Modell <= Bond-Perkolation mit p =1 — e~#7. (12.16)

Dazu stellen wir zunéchst fest, dass der Fall Q = 1 eigentlich trivial ist: Dann hat jeder Spin nur
genau eine Einstellmoglichkeit und wir haben Hpetts = const und eine Zustandssumme iiber genau
einen Zustand mit Zpegss = 2"t Die Information iiber die Perkolation steckt also nicht im Wert
bei genau @ = 1, sondern im fithrenden Term von In Zputs bei einer Entwicklung um @ = 1.

Zunéchst vereinfachen wir die Notation etwas:

BHpotts =— 3 K(0ss,—1) = > L(ds,1 — 1) (12.17)

bonds jij; sites i

mit K = QJ/kpT und L = QH/kpT. Aulerdem haben wir zwei konstante Terme abgezogen. Die
Zustandssumme des Potts-Modells lautet dann

Q Q Q
ZPotts = Z Z Z eZ<U> K(‘;Si-*j_l)'*'zz{\]:lL(55i=1_1)

81:1 52:1 SN:1

N
= K(ds;s;—1) L($s;1-1) |
S I e (H )

{s} \bonds ijij;

Nun schreiben wir die exp-Funktionen etwas um. Wegen

K@Geo—1) )1 8i = 8j L. -1 _ )1 S =
e i =93 _x e —\.-L
e Si £ Sj e s; # 1
= 651'53' (1 - e_K) + \e_K, = 551’,1(1 - e_L) + e_L
=p =1-p

gilt

N
Zpois = | [] [Pdess, + (1= p)] (sti,l(leLHeL]).

{s} \bonds ijij; i=1

Nun wollen wir das Produkt iiber die Bonds < ¢j > ausmultiplizieren. Dabei ensteht eine Summe
von Produkttermen, die man sich grafisch veranschaulichen kann: In jedem Produktterm ist auf
jedem Bond entweder ein Faktor pd,s, — dann wollen wir den Bond als “besetzt” bezeichnen — oder
ein Faktor (1 —p) — dann bezeichnen wir den Bond als “unbesetzt”. In jedem Produktterm ist jeder
Bond entweder als besetzt oder unbesetzt zu kennzeichnen; dies ergibt eine Bondkonfiguration
B; ist ein Bond < ij > in dieser Bondkonfiguration besetzt, schreiben wir < ij >€ B. Auflerdem
bezeichnen wir mit |B| die Anzahl aller besetzten Bonds, wobei N, die Gesamtzahl aller méglichen
Bonds ist. In der Bondkonfiguration B sind also |B| Bonds besetzt und N, — |B| Bonds unbesetzt.
Wir konnen dann das Produkt [, . s iijL["'} als Summe {iber alle méglichen Bondkonfigurationen
B schreiben:

I hos, + (=) = > I b | #%0—pNio

bonds jij; Bondkonfigurationen B \ bonds jij;€B
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Die Wahrscheinlichkeiten plZ! (1—p)N »=IBl sind nun aber genau die Wahrscheinlichkeit, diese Bond-
konfiguration B im Bond-Perkolationsproblem mit Wahrscheinlichkeit p = 1 —e ™% zu finden. Daher

lassen sich Summen
|B| No—|B| _
E - PP 1 =p) = (o) pork
Bondkonfigurationen B

auch als Mittelwerte iiber alle Bondkonfigurationen im Bond-Perkolationsproblem auf-
fassen. damit ist die Verbindung zum Perkolationsproblem hergestellt. Wir kénnen dann die Zu-
standssumme weiter umschreiben:

N
Zpotts = Z H Osis; (H[(Ssi,l(l _ efL) + eﬂ) pIB\(l _p)Nb*\B\

{s} Bondkonf. B \bonds jij,€B i=1

_ <Z I s (H[(ss,i71(1_e—L)+e_L]>>

{s} bonds jij,€B i=1 Perk

Um die multiple Spinsumme >, = >5. >°  ...> ,  unter der Perkolations-Mittelung zu be-
rechnen, muss man sich den Effekt des Produkts der 5,5, -Funktionen auf den Bonds klarmachen:
Bei einer Summation iiber alle Spins tragen auf Grund dieser ds,,;-Funktionen immer nur Konfi-
gurationen bei, wo Spins die durch einen Bond B verbunden sind, den gleichen Zustand haben.
Eine Gruppe von Spins die jeweils durch Bonds verbunden sind, bildet aber gerade einen zusam-
menhéngenden Cluster C. Fiir alle Spins innerhalb eines Clusters C bleibt daher bei der multiplen
Spinsummation ) (s} Dur eine freie Spinsummation iibrig. Wir teilen die Bondkonfiguration B da-
her in N¢(B) Cluster C' € B, die jeweils G¢ Plitze umfassen. Innerhalb jedes Clusters stimmen
dann die Spins iiberein (s; = s¢ fiir ¢ € C') und wir behalten in der multiplen Spinsumme nur noch
eine Summation Zchzl pro Cluster, also

(1 o —<ﬁ§> 0 o ...—(H i)

{s} \bonds jij;€B i=1s;=1 bonds jij,€B CeB sc=1

Es gilt dann:

IT 6| =11 <Z 1) — QNe(®)

{s} \bonds jij,eB CeB \s=1

N
H 531-51 (H[ési,l(l - e_L) + e_L}>
{s} \bonds jij;€B i=1
Q
(T3 ) (Tt o)

CeBsc=1 CeB

Il Il
_
T e
S &
I [l
— =
= |
| Y
N |
Q t~
Q —
SN—" +
QI
_&
Q
Q
~—

CceB

Damit erhalten wir das zentrale Zwischenergebnis

Zpotts = < IT 0+@- 1)6LGC)> , (12.18)
Perk

ceB
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wo die Bond-Perkolationsmittelwerte mit der Bondwahrscheinlichkeit p = 1 —e K =1 — ¢ #/@Q
genommen werden.

Wenn wir genau @Q = 1 setzen, erhalten wir wie erwartet ein triviales Ergebnis, da dann jeder Faktor
im verbleibenden Produkt =1 ist, also auch Zpots| o-1 =1 Allerdings enthélt der fithrende Term
in einer Entwicklung um @ = 1 alle Information tiber das Bond-Perkolationsproblem:

aa’ Zpors ={ Y e toe . (12.19)
QQ:l Perk

CeB endl.

Fiir alle positiven Magnetfelder L > 0 tragen unendliche Cluster mit Go = oo nicht bei in ((12.19)),
da e71¢¢ = 0 in diesem Fall; daher muss nur iiber endliche Cluster C' summiert werden. Wegen
ZpottS|Q=1 =1 gilt auch

In Zpotts =

0 9 P
862‘@_1 ZPotts - 862‘@_1 - 862‘@_1 (ﬂFpotts)7

d.h. (12.19) ist tatséchlich der fithrende Term in der Q-Entwicklung der freien Energie des Potts-
Modells um @ = 1.

Die Funktion %‘Q In Zpotss ist nun eine generierende Funktion fiir Perkolationseigenschaf-
=1

ten: Sie generiert Momente der Clustergréen G'¢ bei fortgesetzter Ableitung 0/0L|;_,, also bei
Taylorentwicklung um L = 0:

0
‘ In Zpotis = < Z 1> = (N¢) peyjc = mittlere Clusterzahl (12.20)
Q@=1,L=0 Perk

aQ C' endl.
am 0
P 30 1nzpottsz(—1)”< > Gg> . (12.21)
=0 9Q Q=1 C endl. Perk
Bei Bond-Perkolation sind Cluster mit Go = 1 isolierte Punkte. In diesem Sinne gehoren alle

Gitterplétze zu einem Cluster, und es gilt

> Gc=N-NP..
C endl.

Dabher erlaubt das erste Clustergréfien-Moment, P, zu berechnen, wihrend das zweite Moment die
mittlere Clustermasse Sp angibt (hier die mittlere Clustermasse des Clusters, zum dem ein fester
Punkt P, z.B. der Ursprung gehort),

L 1 0 d
Po=—11- Gc> ) =1+—= = ’ In Zpotes (12.22)
N < <C%1:dl. Perk N oL L=0 aQ Q=1
0? o
Sp = < > GQC> = 572 ‘ In Zpotts (12.23)
C endl. Perk oL L=0 aQ Q=1

(P kann auf G¢ Plitzen liegen in einem Cluster der Groe G¢, daher wird G2, gemittelt).

Auf der anderen Seite generieren Ableitungen % | .—o 11 Zpotts im Potts-Modell aber Momente der
Magnetisierung. So gilt fiir die in (12.15]) definierte Magnetisierung m

-1
In ZPotts - <6si,1> -1= (m - I)L
L=0 Q

19
N oL
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Aus dieser Beziehung zusammen mit ((12.22]) ergibt sich dann ein direkter Zusammenhang zwischen
P, in der Perkolation und der Magnetisierung des Q-Zustands Potts-Modells im Limes @ — 1:

-1
In Zpots = 1+ i ((m - 1)L) = m|Q=1 . (1224)

0
Po=1+— — ‘
-0 0Q Q=1 oQ Q=1 Q

N 0L

Dies rechtfertigt dann auch die Verwendung der gleichen Bezeichnung g fiir den Exponenten sowohl
von P, als auch der Magnetisierung. Eine dhnliche Beziehung wie in (12.24) zwischen P, und m
gilt fiir die mittlere Clustermasse S und die Suszeptibilitdt y des Potts-Modells, die sich als zweites
Moment der Magnetisierung schreiben lésst, im Limes ¢ — 1.

Damit ist die Aquivalenz (12.16) zwischen Potts-Modell im Limes @ — 1 und Bond-Perkolation

mitp=1—e K =1—¢ @J/ksT Q—_;l 1 —e P gezeigt.

Cluster-Algorithmen

Die Abbildung vom Potts-Modell auf das Perkolationsproblem ist auch Grundlage der Cluster-
Simulationsalgorithmen fiir das Ising-Modell aus Kapitel[I1.6] Wir wollen uns hier kurz klarmachen,
wie diese Abbildung die Idee fiir Cluster-Algorithmen liefern kann. Dazu betrachten wir nochmal
fiir den Fall ohne Magnetfeld H = L = 0 und fiir den Fall des Ising-Modells mit @ = 2,

Zuing = (2P =3 ( [ 1>> P = p)MoBL | (12.25)

Bondkonfigurationen B \CE€B sc=1

wobei im Ising-Modell mit @ = 2
pzl—eszlfefw‘]:pc

mit p. wie im Wolff-Algorithmus, siehe . Die Form der Zustandssumme besagt, dass
wir statt Spinkonfigurationen zu samplen (wie im Einzelspin-Flip Metropolis-Algorithmus) auch
Bondkonfigurationen B wie bei der Perkolation samplen kénnen, d.h. in dem wir zuféllig Bonds
mit der Wahrscheinlichkeit p. setzen. Dadurch entstehen Cluster. Dann erhalten wir die zugehérige
Spinkonfiguration, indem wir innerhalb jedes Clusters die Spins s; gleich setzen. Dies ist genau die
Grundidee der Cluster-Algorithmen.

Durch zufillige Auswahl eines Clusters (durch Auswahl des ersten Spins und Aufbau eines Clusters
um diesen Spin im Wolff-Algorithmus) und den Cluster-Flip aller Spins innerhalb des Clusters

arbeiten wir dann genau den Faktor HCEB(Ziczl 1) = 2Ne(B) in (12.25) ab.

12.4.3 Mean-Field Theorie des Potts-Modells

Die Aquivalenz ((12.16)) zwischen Potts-Modell im Limes Q — 1 und Bond-Perkolation mit p = 1 —
e K = ¢=P7 impliziert, dass wir auch kritische Exponenten, den Wert fiir pc oder die Ordnung des
Perkolationsiiberganges aus den entsprechenden Eigenschaften des thermischen Phaseniibergangs
des Potts-Modells ableiten kénnen. Dazu kénnen wir dann auch Methoden benutzen, die wir in der

Theorie der Phaseniibergéinge kennengelernt haben.

In diesem Kapitel wollen wir die Bragg-Williams Mean-Field Theorie des Potts-Modells un-
tersuchen, um im Limes ) — 1 einige Resultate iiber den Perkolationsiibergang zu erzielen. Wir
werden uns dabei auf den Fall H = L = 0 ohne Magnetfeld beschrénken mit

QJ

BHpotts = —;DK(ésisj — 1) , mit K = m
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In der Mean-Field Theorie betrachten wir
zs = Anteil der Spins mit s; = s = (0s,,5) (s=1,...,Q).

Wir nehmen wieder 0.B.d.A. an, dass sich das System in der Tieftemperaturphase in den Zustand
1 ordnet. Die Magnetisierung m héngt dann nach (12.15)) mit x; zusammen,

Q<5si,1>*1 _ Ql‘lfl
Q-1  Q-1"

wahrend alle anderen Zusténde gleich wahrscheinlich sind,

m =

T2 = ... =2TQ-

Auflerdem gilt Zstl zs = 1, so dass wir alle x5 durch m ausdriicken kénnen:

1 1
T, = 6[1 +(Q—-1)m], xe=..=2¢9= 6(1 —m). (12.26)

In der Bragg-Williams Mean-Field Theorie betrachten wir die freie Energie F' = E—T'S und schétzen
FE durch eine Mean-Field Naherung ab, wihrend wir .S exakt als Mischungsentropie angeben kénnen.
In der Mean-Field Niherung fiir die mittlere Energie E = (Hpotts) nidhern wir

Q Q
<55i5j> = Z<6si,s(55j,s> ~ Z<6si,s><65j,s>a
s=1 s=1
so dass
1 =z @
E = (Hpotts) ~ _BN§K(Z 2 —1). (12.27)
s=1

Die Mischungsentropie fiir ein System aus Q) verschiedenen Komponenten mit Anteilen x4 ist
(ohne Néherung) durch

Q
1
TS = BNZJUS Inz, (12.28)
s=1

gegeben. Nun bilden wir die freie Energie FF = E — T'S und verwenden ([12.26) fiir die =4, um die
freie Energie F' = F(m) als Funktion der Magnetisierung zu erhalten. Nach einigen Umformungen
bekommen wir

B(F(m) — F(0) = ”(QQ_I)m In (14 (Q = 1m) + L5=(1 = m)In(1 — m)
1 Q-1 1
—%K (Q2[1 +(Q —1)m]* + o (1—-m)? — Q) .
_EK%Wﬁ
Taylorentwicklung um m = 0 liefert dann schliellich eine freie Energie
1 1 1 1
mﬂ(F(m) — F(0)) ~ E(Q — 2K)m? — s@- 2)m® + E(Q2 —-3Q +3)m* + ...,

(12.29)
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die die Form einer Landau freien Energie hat, in der allerdings ein m3-Term auftritt, der im all-
gemeinen Q-Zustands Potts-Modell auch nicht durch Symmetrien verboten ist. Im Ising-Spezialfall
@ = 2 verschwindet dieser Term, was auch durch die m +» —m Zs-Symmetrie des Ising-Modells
widerspiegelt.

Aus diesem Ergebnis kénnen wir mehrere Schlussfolgerungen beziiglich des Perkolationsiibergangs
ziehen, wenn wir den Limes () — 1 betrachten:

e Eine Diskussion der freien Energie als Funktion von m zeigt, dass in Anwesenheit eines m?>-

Terms mit negativem Vorfaktor, wie er fiir Q > 2 vorliegt, der Phaseniibergang diskontinu-
ierlich wird mit einem Sprung in der Magnetisierung m am Ubergang. Wir stellen allerdings
fest, dass fiir Q < 2 der Vorfaktor des m3-Terms positiv ist. Dann ist der Phaseniibergang
kontinuierlich und findet statt, wenn der Vorfaktor a(T) o« (Q — zK) = Q(1 — 2J/kpT) des
m2-Terms sein Vorzeichen wechselt. Daher finden wir bei Q = 1 einen kontinuierlichen
Perkolationsiibergang. Insgesamt finden wir im Q-Zustands Potts-Modell:

@ > 2 : Phaseniibergang 1. Ordnung

Q = 2 Ising : kontinuierlicher Phaseniibergang

() = 1 Perkolation : kontinuierlicher Phaseniibergang

e Der kritische Punkt fiir Q < 2 ist gegeben durch den Punkt, wo der Vorfaktor a(T) « (Q—zK)
sein Vorzeichen wechselt, also gilt K. = @Q/z. Fiir die Perkolation bei @ = 1 und mit p =
1 — e~ ¥ erhalten wir dann eine Mean-Field Perkolationsschwelle

pe=1—¢ Kel@=D =1 _¢~1/2

die nur von der Koordinationszahl z des Gitters abhéngt. Das Ergebnis zeigt das richtige
Verhalten lim,_, o, p. = 0, dass im Falle unendlich vieler Nachbarn das System sofort perkoliert
(und umgekehrt lim, ,op. = 1 im wenig realistischen Limes z — 0). Wir kénnen auch mit
einigen exakten Werten vergleichen (siehe auch Tabelle fiir Bond-Perkolation vergleichen:
Fiir ein Quadratgitter in D = 2 mit z = 4 ergibt die Mean-Field Theorie p, = 1 —e~ /% ~ 0.22,
wéhrend der exakte Wert p. = 1/2 deutlich grofier ist. Fiir D = 4 mit z = 8 ergibt die Mean-
Field Theorie p. = 1 — e~!/8 &~ 0.12, withrend hier der exakte Wert p. ~ 0.16 nur noch wenig
grofer ist. In der Tat néhert sich die Mean-Field Theorie fiir kubische Gitter mit z = 2D in
hohen Dimensionen p. &~ 1/z = 1/2D. Diese Asymptotik ist in der Tat korrekt [2]. Wir stellen
also fest, dass die Mean-Field Theorie in hohen Dimensionen gute Resultate liefert. Dies ist
allgemein der Fall, das Mean-Field Approximationen gut werden im Limes vieler Nachbarn,
also hoher Dimensionen.

12.5 Simulationsmethoden

Perkolation muss in endlichen Systemen simuliert werden. Daher werden Ergeb-
nisse mit Hilfe von Finite-Size-Scaling analysiert. Wesentlich sind dabei Algo-
rithmen zur Identifizierung der Cluster wie der Hoshen-Kopelman Algorithmus.

In diesem Kapitel werden wir noch zwei wichtige Aspekte von Computersimulationen der Perkolation
diskutieren, Finite-Size-Scaling und Algorithmen zur Clusterbestimmung.

12.5.1 Finite-Size-Scaling

Zunichst stellen wir fest, dass wir bei der Untersuchung von Perkolation in einem endlichen System
immer eine Mittelung iiber viele Realisationen (...} (die Mittelung (...)pe;x aus Abschnitt [12.4])
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durchfithren miissen, wenn wir mittlere Clustereigenschaften wie P,, oder S berechnen wollen.
Hitten wir ein echt unendliches System zur Verfiigung konnte die rdumliche Mittelung innerhalb
des Systems diesen Mittelung ersetzen.

Auflerdem bekommen wir im endlichen System Finite-Size Effekte, sobald die mittlere Clustergrofie
¢ grofier als die Systemgroe L wird. Als Beispiel betrachten wir

qr, = Wahrscheinlichkeit, einen perkolierenden Cluster zu finden ‘ (12.30)

in einem System der Groflie L. Wir kénnen ¢;, auch als eine Mittelung iiber viele Realisationen
auffassen, wenn wir die Observable

{1 3 perkolierender Cluster
YL =
0 sonst

einfithren, mit der
qr = (L)
bei Mittelung iiber viele Realisationen gilt.

In einem unendlichen System sollten wir eine echte Stu-

fenfunktion
1 p>pc
oo (p) = (12.31)
{0 P <DPec

finden. Im endlichen System wird ¢y allerdings vom S

Verhiéltnis /L von mittlerer Clustergrofie £ ~ |p —
pe| 7% und SystemgroBle L abhiingen, also von der Va-
riablen (p — pc)Ll/l’ (:(L/f)l/”): 0 —_

Pc

a(p) = f ((p —pc)Ll/”) . (12.32)

Die Skalenfunktion f(z) sollte die Grenzwerte f(—oc) &~ 0 und f(co0) ~ 1 besitzen, um im Limes
eines unendlichen Systems L — oo wieder ((12.31]) zu bekommen.

Ahnlich erwarten wir fiir den mittleren Anteil des perkoliernden Clusters am besetzen Teil des
Gitters Py, o< (p — pe)? o< £€8/v dass im endlichen System & durch L “abgeschnitten” wird, also
dass

PL= L7 (/) = L7771 (0= p) L) (12.33)

gilt, analog zur Magnetisierung im Ising-Modell, siehe (|11.62) in Kapitel [11.5.2} Die Analyse sol-
cher Finite-Size-Effekte erfolgt dann auch ganz analog mit den in Kapitel [11.5.2] diskutierten
Methoden, siehe auch Ubungsaufgabe 1 am Kapitelende.

Insbesondere ist die Grofie g1, (p) sehr gut geeignet, um die Perkolationsschwelle zu bestimmen. Nach
GL sollte bei p = p,. fiir 1, (p)-Kurven fiir verschiedene L gelten g, (p.) = f(0), d.h. alle diese
Kurven sollten sich in einem Punkt schneiden (siehe auch Abbildung rechts). Damit ldsst sich die
Perkolationsschwelle p. dhnlich gut iiber den Schnittpunkt der Kurven ¢r(p) bestimmen, wie die
kritische Temperatur 7. des Ising-Modells iiber den Schnittpunkt der Binder-Kumulanten Up(T),
siehe GIl. , wenn man einen Algorithmus hat, der schnell bestimmt, ob es einen perkolierenden
Cluster gibt, z.B. der Leath- oder Hoshen-Kopelman Algorithmus aus dem néchsten Abschnitt. In
Abbildung ist das Ergebnis einer Simulation gezeigt, wo der Hoshen-Kopelman Algorithmus
zur Bestimmung des perkolierenden Clusters (Messung von qr,) und seiner Grofle (Messung von Pp,)
genutzt wurde.
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(A) Perkolationswahrscheinlichkeit (B) Gewicht unendl. Cluster (C) Gewicht unendl. Cluster (reskaliert)
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Abbildung 12.3: Site-Perkolation auf dem 2D Quadratgitter, siche auch Abbildung weiter
unten. Simulationsergebnisse fiir (A) die Perkolationswahrscheinlichkeit gz, (einen
Cluster zu finden, der vom oberen zum unteren Ende reicht) und (B,C) das Gewicht
Py, des perkolierenden Clusters (seine Grofie im Verhéltnis zur Gesamtzahl besetz-
ter Plitze) als Funktion von p. Der Literaturwert fiir die Perkolationsschwelle im
thermodynamischen Limes ist p. ~ 0.593 (siehe Tabelle . Simulationen sind
fiir 4 SystemgroBen L = 5,10,50,100 (N = L?) iiber 1000 Realisationen gemittelt;
Cluster und ihre Groéflen wurden mit dem Hoshen-Kopelman Algorithmus ermit-
telt, siehe auch Abbildung In (C) ist PLLA/* (mit 8 = 5/36 und v = 4/3)
reskaliert gegen die reskalierte reduzierte Wahrscheinlichkeit (p — p.)L'/* aufgetra-
gen, siehe GI. . In der Nidhe der Perkolationsschwelle fallen alle Daten auf
eine Masterkurve. Der Punkt in Abb. (A) zeigt den Schnittpunkt von ¢ (p) fiir die
beiden groften Systeme L = 50 und 100 und liegt bei p. ~ 0.593 und qr,(p.) = 0.52
(in Ubereinstimmung mit theoretischen Vorhersagen [IEI])

12.5.2 Hoshen-Kopelman Algorithmus

Ein zentrales Computerproblem bei der Perkolation ist die Identifizierung der Cluster, um sie dann
weiter nach Grofle und Masse analysieren zu kénnen. Dazu gibt es verschiedene Algorithmen.

In der Ubungsaufgabe 1 am Kapitelende ist ein einfacher Algorithmus skizziert, der auch als Leath
Algorithmus bezeichnet wird, der ganz dhnlich funktioniert wie der Aufbau eines zu flippenden
Clusters im Wolff-Algorithmus in Kapitel Der Algorithmus startet von einem besetzten Platz
und findet alle Pldtze, die zum gleichen Cluster gehéren. Dazu werden die Punkte, die bereits
zum Cluster gehéren als “besucht” oder “unbesucht” markiert, indem eine Liste (LIFO,FIFO)
verwaltet wird mit noch abzusuchenden “unbesuchten” Clusterpldtzen zusétzlich zur Liste, die alle
“besuchten” Clusterplédtze enthélt. Wird ein Platz aus der Liste der “unbesuchten” Clusterplétze
abgearbeitet, werden alle Nachbarn dieses Punktes, die zum Cluster gehoren und nocht nicht in
der Liste “besuchter” Clusterplitze sind, der Liste der “unbesuchten” Clusterplitze hinzugefiigt;
der so abgearbeitete Clusterplatz wird in die Liste der “besuchten” Clusterpléiitze transferiert. Der
Algorithmus arbeitet so lange, bis die Liste der “unbesuchten” Clusterplétze abgearbeitet ist. Dann
ist die dazu parallel aufgebaute Liste der “besuchten” Clusterplétze vollsténdig.

Der Hoshen-Kopelman Algorithmus zur effektiven Identifizierung der Cluster in einer Konfigu-
ration des Systems wurde in 7] im Jahr 1976 im Kontext der Perkolation vorgestellt. Er identifiziert
in einem Durchlauf durch das Gitter alle Cluster und ermittelt gleichzeitig die Clustermassen. Die
Identifizierung von Clustern ist ein weitaus allgemeineres Problem, das in vielen Bereichen der In-
formatik wichtig ist. Ganz allgemein definiert die Clusterzugehérigkeit eine Aquivalenzrelation
fiir die Pliitze bzw. Bonds. Die Cluster sind dann Aquivalenzklassen In der Informatik werden
zur Einteilung von Elementen in Aquivalenzklassen sogenannte Union-Find Algorithmen ver-
wendet. Der Hoshen-Kopelman Algorithmus ist im Prinzip ein spezieller Union-Find Algorithmus
fiir das Site-Perkolationsproblem, der alle Cluster (Aquivalenzklassen) identifiziert und auch die
Clustermassen (Grofer der Aquivalenzklassen) ermittelt.
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p=05 L=50 p=06, L=50 p=06, L=50 p=065, L =50

p=05 L=50 p=06, L=50 p=06, L=50 p=065, L =50
=

Abbildung 12.4: Site-Perkolation auf dem 2D Quadratgitter. Oben: Typische Realisationen fiir

L = 50 fur p = 0.5, 0.6, 0.65 (Perkolationsschwelle p. ~ 0.593), blaue Plitze
sind besetzt, weifle unbesetzt. Unten: Fiir diese Realisationen wurden die zusam-
menhéngenden Cluster mit dem Hoshen-Kopelman Algorithmus identifiziert und
eingefiirbt. Perkolierende Cluster (die vom oberen zum unteren Ende reichen) sind
schwarz eingeférbt.

Im Hoshen-Kopelman Algorithmus gibt es

(i)

(i)

(iii)

ein Array [; (von der Grofie und Struktur des Gitters) mit einem Clusterlabel (positive
Zahlen 1,2, ...) fiir jeden Gitterplatz i. Besetzte Plétze, die zum selben Cluster gehoren, sollten
mit dquivalenten Labels versehen werden;

einen Vektor c;, der die dquivalenten Cluster-Klassen und die Cluster-Groéflen angibt.
Zu jedem Label j = 1,2, ... gibt ¢; entweder ein dquivalentes Cluster-Label k£ an (mit einer
negativen Zahl —k) oder die Cluster-Groéfle des Clusters mit dem Label j (eine positive
Zahl). Eine negative Zahl ¢; = —k bedeutet, dass Elemente mit Cluster-Label j eigentlich
zum Cluster mit Label &k gehoren, also das Cluster j und k dquivalent sind. Eine positive Zahl
¢j > 0 gibt die GesamtgréBe G; der Cluster mit Label j und aller dquivalenten Cluster an.

Dadurch gibt es zu jedem Clusterlabel k ein eigentliches Clusterlabel &, das man erhilt,
indem man im Klassenvektor den negativen Zeigern “nachgeht”, bis ¢; > 0 wird: Wenn z.B.
c1 =4, co = —1, c3 = —2 und wir das eigentliche Clusterlabel 3 zu Clusterlabel 3 suchen,
finden wir 3 = 1 wegen 3 — —c3 = 2 — —cy = 1 und ¢; > 0. Clusterlabel 3 gehért also
eigentlich zu Cluster 2, der wiederum zu Cluster 1 und cz = ¢; = 4 gibt schliefilich die Gréfe

des gesamten Clusters an, der aus allen Platzen mit dquivalenten Labels 1, 2 und 3 besteht.

Der Hoshen-Kopelman Algorithmus baut nun Label-Array und Klassen-Vektor auf, wihrend er
vollstéindig durch das Gitter 1duft. Wir beschreiben den Algorithmus fiir D = 2:
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Zu Beginn wird das zweidimensionale Label-Array initialisiert mit dem Label 0 auf jedem
unbesetzten Gitterplatz und —1 auf jedem besetzten, aber noch nicht klassifizierten Platz,
Die Werte —1 werden im weiteren Verlauf sequentiell durch Clusterlabels (positive Zahlen



1,2,...) ersetzt.

-:1]10(-1]0 -1
-1 -1 -1 -1
Label-Array: | -1 {0 |-1]-1]0 J

o

I
o

Wir gehen dazu sequentiell durch das Label-Array, d.h. von links nach rechts durch jede Zeile
und von oben nach unten durch aufeinanderfolgende Zeilen. Das “aktuelle” als n#chstes zu
vergebene Label sei J mit J = 0 am Anfang.

In der ersten Zeile wird jeder Platz I; = —1, der als linken Nachbarn eine 0 hat, als Anfang
eines neuen Clusters gewertet. Dann wird J um eins hochgezahlt und der Platz mit dem neuen
Label [; = J versehen. Im Klassen-Vektor wird ein ¢; = 1 eingetragen fiir die Anfangsgrofie 1
des neuen Clusters.

Jeder Platz [; = —1, der als linken Nachbarn keine 0 hat, gehort zu dem gleichen Cluster wie
dieser Nachbar. Daher wird er mit dem Label [; = J versehen, dass dann bereits links von
ihm steht und im Klassen-Vektor wird die Cluster-Grofie ¢y — ¢ + 1 hochgeziihlt (der Zeiger
J bleibt unverdndert).

1102103 -
10 |-1]|-1]-1 Lablel J Cf'
Label-Array: | 0 | -1 | 0 | -1 ] O Klassen-Vektor, J = 3: 5 1
3 1
1) In den weiteren Zeilen wird jeder Platz I; = —1, der als oberen und linken Nachbarn

eine 0 hat, wieder als Anfang eines neuen Clusters gewertet. Dann wird wieder J um eins
hochgezéhlt und der Platz mit dem neuen Label I; = J versehen. Im Klassen-Vektor wird ein
cy = 1 eingetragen fiir die Anfangsgrofie 1 des neuen Clusters.

2) Ein Platz I; = —1, der entweder als oberen oder als linken Nachbarn keine 0 hat, gehort zu
dem gleichen Cluster wie dieser Nachbar und bekommt den gleichen Label j wie dieser Nach-
bar, I; = j. Im Klassen-Vektor wird die entsprechende Cluster-Grofie GG =+l hochgezahlt
(der Zeiger J bleibt unveréindert). Sind bereits einige Cluster als dquivalent klassifiziert worden
(siehe Schritt 3) ist zu beachten, dass man bei dem Update c¢; — c; + 1 die eigentlichen Clus-
terlabels verwenden muss, da unter c; die positiven Gesamt-Clustergréflen aller dquivalenter
Cluster abgelegt sind.

3) Ein Platz I; = —1, der weder als linken noch als oberen Nachbarn eine 0 hat, bekommt
den kleineren der beiden Nachbarlabel j als neuen Label, [; = j. Der grofiere der beiden
Nachbarlabels sei k, also j < k.

Sind die Nachbarlabel j und k verschieden, also j < k, werden die zwei Cluster j und k& durch
diesen Platz verbunden und sind damit dquivalent. Im Klassen-Vektor wird diese Aquivalenz
dadurch angezeigt, dass ¢y = —j gesetzt wird. Dies hat die Funktion eines Zeigers von k auf
den dquivalenten Cluster j, dem ein negativer Wert gegeben wird, um Zeiger von Clustergrofien
sofort unterscheiden zu kénnen.

Die GesamtgroBe der dquivalenten Cluster j und k wird dann in ¢; abgelegt als ¢; — ¢; +1+
ci. Hier ist wieder zu beachten, dass man die eigentlichen Clusterlabels verwendet, um die
positiven Gesamt-Clustergrofien zu addieren. (Achtung: die Ersetzung ¢; = ¢;+ 1+ ¢ wird
tatsdchlich gemacht, bevor ¢, = —j gesetzt wird).

Ist das linke Nachbarlabel j gleich dem oberen Nachbarlabel k, also j = k, fiigt sich der Platz
in den Cluster j ein und wir setzen einfach ¢; — ¢; + 1 (der Zeiger J bleibt unveréndert),
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wobei auch wieder das eigentliche Clusterlabel verwendet werden muss.

11012013 -
T[o0l2]21 Lablel J 023
Label-Array: | 0 | -1 [ 0| -1] O Klassen-Vektor, J = 3: 5 3
3 1

17012013 -
110222 Lablel J 023
Label-Array: | 0 | -1 |0 |-1]0 Klassen-Vektor, J = 3: 5 =
3 -2
170(2]0]3 Label j | ¢;
110(2(2]2 1 2
Label-Array: | 0 | 40|20 Klassen-Vektor, J = 4: 2 6
3 -2
4 1

Die Abbildung zeigt typische Konfigurationen bei Site-Perkolation auf dem 2D Quadratgitter,
wo die Cluster mit Hilfe des Hoshen-Kopelman Algorithmus identifiziert wurden.
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12.7 Ubungen Kapitel

1. Site-Perkolation auf dem D = 2 Quadratgitter

Ziel dieser Aufgabe ist die Bestimmung von p.. fiir die Site-Perkolation auf dem Quadratgitter sowie
die Bestimmung von kritischen Exponenten des Perkolationsiibergangs. Die Aufgabenstellung soll
Thnen bei der Erstellung der Simulation helfen.

a) Initialisierung: Erzeugen Sie eine Datenstruktur (etwa ein Array) fiir ein Gitter mit L x L Plitzen
und erzeugen sie R Realisationen, indem Sie jeweils jeden Platz mit Wahrscheinlichkeit p besetzen.
Ihr Programm sollte in der Lage sein, die Systemgrofie L, die Besetzungswahrscheinlichkeit p und
die Zahl an Realisationen R als Parameter zu verarbeiten.

b) Cluster finden: Schreiben Sie eine Routine, die in der Lage ist, alle Cluster aus besetzten Punkten
zu finden. Eine Strategie (die Thnen vom Wolff-Algorithmus bekannt sein sollte) ist es, eine Liste
(LIFO,FIFO) zu verwalten, mit noch abzusuchenden Plidtzen und immer die Nachbarn eines in
den Cluster aufgenommen Punktes der Liste hinzuzufiigen. Diese Suche startet bei einem besetzten
Platz und ldsst den Cluster dann solange wachsen, bis es keine benachbarten besetzten Platze mehr
gibt. Das wird solange wiederholt, bis alle Plidtze entweder besucht wurden oder unbesetzt sind.
Sie konnen bei der Implementation Datenstrukturen aus einer Bibliothek (etwa STL Container)
verwenden. Sie sollten danach fiir jeden besetzten Platz wissen, in welchem Cluster er sich befindet.
Dies ist der Leath-Algorithmus. Alternativ kénnen Sie auch den Hoshen-Kopelman-Algorithmus
implementieren.

Visualisieren Sie das Ergebnis der Clustersuche fiir jeweils eine Realisation mit N = 50 fiir p =
0.1,0.5,0.9 zum Beispiel in dem Sie die Plédtze entsprechend ihrer Clusterzugehorigkeit einfarben.

c) Uberpriifen Sie, ob es einen perkolierenden Cluster gibt und bestimmen Sie die relative Perkola-
tionshéufigkeit gz, (p) fiir mindestens L = 10, 50, 100. Bestimmen Sie zuvor anhand von ¢1o(p) einen
geeigneten Wert fiir R, indem Sie fiir R im Bereich von R = 10 bis R = 10* variieren.

d) Begriinden Sie, warum g¢r,(p.) unabhéngig von L sein sollte, und bestimmen Sie damit p. mit
moglichst hoher Genauigkeit.

e) Andern Sie Thre Clustersuche so ab, dass Sie auch die Grofe des groften Clusters bestimmen.
Der Anteil am gesamten Gitter, der durch den gréfiten Cluster belegt wird, wird mit M, bezeichnet
(Mo = pPs). Es gilt

Moo (p) ~ |p = pe|™”
mit einem Exponenten 3. Versuchen Sie 8 durch Messung von M, (p) in Systemen einer moglichst
groflen Grofle L sowie durch Finite-Size-Scaling

Moo ()L ~ f((p = pe)"/" L)

zu bestimmen. Variieren Sie dazu 8 und v so, dass die Datenpunkte moglichst gut auf eine Funktion
f kollabieren (wiederum min. fiir L = 10, 50, 100).
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13 Simulation stochastischer
Bewegungsgleichungen

Literatur zu diesem Teil:
Numerical Recipes [1}, [2], Thijssen [3], Landau und Binder [4], Gould/Tobochnik [5]. Fiir eine
Einfithrung in stochastische Bewegungsgleichungen siehe auch Schwabl [6].

Neben der Molekulardynamik (MD) Simulation aus Kapitel [5| und der Monte-Carlo (MC) Simula-
tion aus Kapitel [L1] gibt es eine weitere Moglichkeit ein klassisches System aus einem oder vielen
Teilchen mit thermischen Fluktuationen zu simulieren: Wir erweitern die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen um eine Reibungskraft und eine stochastische thermische Kraft, die beide durch
die Kopplung an ein umgebendes Fluid mit Temperatur 7' zustande kommen, und erhalten stochas-
tische Bewegungsgleichungen, und zwar entweder die Langevin-Gleichung (mit Inertialterm)
oder die Brownsche Dynamik (ohne Inertialterm). Die Dynamik kann dann durch Losung die-
ser stochastischen gewohnlichen Differentialgleichungen mit den Methoden aus Kapitel [4| simuliert
werden.

13.1 Brownsche Bewegung, Langevin-Gleichung

Die Brownsche Bewegung von Teilchen in Fluiden lésst sich durch die Langevin-
Gleichung beschreiben, die eine stochastische Bewegungsgleichung mit Rei-
bung und stochastischer thermischer Kraft darstellt. Wir betrachten Geschwin-
digkeitskorrelationen und leiten das Fluktuations-Dissipations-Theorem ab fiir
den Zusammenhang zwischen der stochastischen Kraft, Temperatur und Rei-
bung. Wir betrachten auch die mittlere quadratische Auslenkung und leiten
die Einstein-Relation fiir die Diffusionskonstante her. Die Brownsche Dynamik
stellt den tiberddmpften Limes der Langevin-Gleichung dar.

13.1.1 Ein Teilchen

Wir betrachten zunéchst ein Teilchen, das in Kontakt mit einem Wérmebad steht, das in Form
eines umgebenden Fluids (Gas oder Fliissigkeit) aus vielen, noch kleineren Teilchen realisiert sein
soll, bei einer Temperatur 7', die durch das Warmebad festgelegt wird. Das Teilchen bewege sich
zudem in einem #ufleren Potential U(7), dass eine Kraft F=-VU erzeugt, und habe eine Masse
m. Im Vakuum wire die Newtonsche Bewegungsgleichung des Teilchens also

mi = —VU(F) (13.1)

In einem umgebenden Fluid (unserem Wirmebad) gibt es dagegen zusiitzlich eine Reibungskraft.
Diese kommt dadurch zustande, dass Impuls und kinetische Energie vom Teilchen auf das Bad
iibertragen und dort in Wirme (d.h. ungeordnete Bewegung der Bad-Teilchen, die wir nicht im
Detail verfolgen werden) umgewandelt werden. In einer viskosen Fliissigkeit beispielsweise (also
eine Fliissigkeit mit kleiner Reynoldszahl Re = pvL/n, wo p die Fliissigkeitsdichte, v die typische
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Geschwindigkeit von Fliissigkeitsteilchen, L eine typische Lingenskala und n die Viskositit sind)
gilt die Stokes-Reibung

] Fr=-TF \ (13.2)

mit einem Stokes-Reibungskoeffizienten
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fiir eine Kugel mit Radius R in einer Fliissigkeit mit dynamischer Viskositit 7 (Wasser hat n =
10~%kg/ms). Fiir hinreichend kleine Geschwindigkeiten 7 sollte die Reibungskraft Fr des Bades als
linearer Response immer linear sein.

Das Wérmebad hat aber noch einen anderen, komplementéren Effekt: Es iibertrigt durch Stoe der
Bad-Teilchen auch Kriifte auf unser Teilchen. Dies fiihrt zu ciner stochastischen Kraft ¢(t), dem
“thermischen Rauschen” oder der thermischen Kraft auf das Teilchen. Diese Stéfe erfolgen
zuféllig (wir wollen keine Information iiber die ungeordnete Bewegung der Bad-Teilchen nachver-
folgen), daher fiihrt die stochastische Kraft zu einer Zufallskomponente in der Geschwindigkeit
unseres Teilchens. Experimentell wurde genau das von dem Botaniker Robert Brown im Jahr 1827
beobachtet an der Bewegung von Bliitenpollen unter dem Mikroskop [7], der den Teilchen damals
falschlicherweise eine gewisse eigene “Lebendigkeit” oder “Aktivitdt” zuschrieb. Diese sogenannte
Brownsche Bewegung kleiner in einem Fluid suspendierter Teilchen wurde 1905 von Einstein
erklirt durch die St68e mit den (unsichtbaren) Bad-Teilchen [8].

Abbildung 13.1: Links: Robert Brown (1773-1869), Botaniker. (Quelle: Wikipedia). Rechts: Brown-

sche Bewegung eines Teilchens in zwei Raumdimensionen.

Wir betrachten ein Beispiel: Eine Kugel bewege sich in einer viskosen Fliissigkeit im Schwerefeld,
siehe Abb. Eine makroskopische Kugel mit Radius R ~ m im Meterbereich wird mit kon-
stanter Geschwindigkeit v = mg/T" gerade nach unten sinken. Mikroskopische Teilchen mit einem
Durchmesser im Mikrometerbereich R ~ um werden dagegen eine iiberlagerte Zufallskomponente
zeigen, da die stochastische thermische Kraft 5 (t) vergleichbar mit mg oc R® (wegen Masse o< R3
bei fester Dichte) oder T'v ~ R (Stokesreibung) wird.

—

Mit der Reibungskraft und der stochastischen Kraft {(¢) wird aus der Newtonschen Bewegungsglei-
chung (13.1) die Langevin-Gleichung (Langevin 1908)

mi = —T'F — VU(7) + ((t) (13.4)

Wir wollen uns nun klarmachen, welche Eigenschaften eine stochastische Kraft, die durch St68e mit
den Bad-Teilchen hervorgerufen wird, besitzen muss:

e Die Eigenschaften einer solchen Kraft kénnen nur “im Mittel” bekannt sein. Im Folgenden sei

—

(...) = Mittel iiber viele Trajektorien 7(¢t) mit verschiedenen Realisationen von ((t).
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v=mg/T [ ]

Radius R
makroskopisch

Radius R
mikroskopisch

Abbildung 13.2: Teilchen in einer viskosen Fliissigkeit im Schwerefeld. Makroskopisch grofie Teil-

chen sinken mit konstanter Geschwindigkeit. Mikroskopische Teilchen zeigen eine
iiberlagerte Brownsche Zufallsbewegung.

Abbildung 13.3:  Links: Albert Einstein (1879-1955). Rechts: Paul Langevin (1872-1946),
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franzosischer Physiker. (Quelle: Wikipedia).

Diese Mittelung sollte gleich dem thermodynamischen Mittel im kanonischen Ensemble aus
der statistischen Physik sein (wie die identische Schreibweise andeutet), da die umgebende
Fliissigkeit ja auch unser Wérmebad ist.

Die Kollisionen sind isotrop, also

—

(€(®) =0 (13.5)

Andernfalls wiirde sich ein Teilchen auf Grund von thermischen Stéflen in eine gerichtete
Bewegung versetzen lassen, was 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik verletzen wiirde.

Die Kollisionen sind schnell (Kollisionszeit 7) und statistisch unabhingig, also sollte
(G¢GE)) = 0 fir [t — | > 7 gelten. Fiir t = ' wird (¢?(t)) proportional zur Stirke
der stochastischen Krifte sein. Wir schreiben insgesamt

| {GWG) = Adye-(t—t) | (13.6)

wobei der Parameter A\ die Stirke der stochastischen Kraft beschreibt. Aus der Isotropie der
Krafte folgt hier der Faktor 6;;, d.h. die statistische Unabhéngigkeit der rdumlichen Kom-
ponenten der Kraft. Das Subskript 7 an der §-Funktion verdeutlicht die zeitliche Breite der
d-Funktion, die durch die kleine Kollisionszeit 7 gegeben ist. Wir betrachten im folgenden
den Limes 7 & 0; eine stochastische Kraft mit J-Zeitkorrelationen springt dann instan-
tan zwischen beliebig kleinen Zeitabstdnden auf jeweils neue zuféllige Werte und wird damit
unstetig in der Zeit.



e Die letzte wichtige Eigenschaft ist die Tatsache, dass die Kraft ((¢) die Summe vieler un-
abhéngiger Kollisionskréifte darstellt Dann kénnen wir aber den zentralen Grenzwertsatz
(siehe auch Kapitel n 110.2| oder Formel m anwenden und folgern dass dle Kraft
¢(t) gauBverteilt sein muss. Dann reichen die beiden ersten Momente (13.5)) und (13.6]) aber
bereits aus, um die Verteilungsfunktion vollstéindig anzugeben:

P[C(t)] = N exp ( /o; dt;)\fz(t)) (13.7)

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein ganzer Funktionsverlauf 5 (t) auftritt, also eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir eine Funktion. Den Normierungsfaktor A" werden wir nicht berechnen.

Uns ist auch intuitiv klar, dass die Zufallskraft ¢ Gf) etwas mit der Temperatur 7' des Bades zu
tun haben muss, da die Mittelung {...) ja am Ende das thermodynamische Mittel im kanonischen
Ensemble sein sollte. Sie sollte auch etwas mit dem Reibungskoeflizienten I' zu tun haben, weil
ja auch die Reibung im gleichen umgebenden Fluidbad zustande kommt. Diese Zusammenhénge
werden wir noch kldren.

Dazu l6sen wir die Langevin-Gleichung (13.4]) zunéchst fiir ein freies Teilchen, also U = 0. Dabei
miissen wir erst die Losung, also die Teilchentrajektorie 7(t), bestimmen fiir eine gegebene belie-
bige Realisation ((¢) der stochastischen Kraft und dann eine Mittelung (...) durchfiihren iiber alle

Realisationen von ((t) mit Hilfe von (13.5) und (13.6) oder der Verteilung (13.7).

Zuerst 16sen wir also die Bewegungsgleichung fiir die Geschwindigkeit v = 7 fiir eine gegebene
Realisation ((t) der stochastischen Kraft

mff: T3+ {(t)
= T+ 7(t) mit y=T/m und 7(t) = C(t)/m (13.8)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit Inhomogenitét 77(t), bei der ein Ansatz #(t) = C(t)e™"
(Variation der Konstanten) zur Losung fithrt. Letztlich finden wir fiir die Geschwindigkeit

F(t) =e " [17(0) + /0 t dt'evt’ﬁ(t/)] (13.9)

Die Trajektorie 7(t) bekommt man nach nochmaliger Integration, 7(t) = 7(0) + fot dat'v(t).

Nun fithren wir die Mittelung (...) iiber die Realisationen von ¢ (t) durch mit Hilfe von (13.5) und
1D Wegen (¢) = 0 ist der Mittelwert der Geschwindigkeit dann

(@(t)) = e 5(0)

Die Geschwindigkeitskorrelationen sind

t1 to ,
(F(t0) - 3(t2)) = ) ) e [P [ar n(t))
0 0

(t

(n(t) -
-dﬁ(t—t)

t1
t1<tz 5’2(0)6—7(751-‘1-&) 4 dfée—’Y(tﬁ-h)/ dte?7t
m 0

d\ 1 d\ 1

2 —~(t1+t —y|t1—t

— 0 Y(t1+t2) ’Y\ 1—ta]
(U ( ) m2 2’7) © m2 2’)/

wobei d die Raumdimension ist (7 € R?). Mit ([13.5) bekommen wir also

(312 7)) = (6(02)) - (0(12) — 135 (e = el el) (13.10)
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1

~~! spielt die Rolle einer Korrelationszeit. Fiir t; = ¢, > ~~! erhalten wir die stationiren

Geschwindigkeitsfluktuationen

hT
m2 2y

(02(t)) = (13.11)

In der statistischen Mechanik gilt nach dem Aquipartitionstheorem 2m< 7?) = d%. Wenn die

Mittelung iiber ¢ ( ) gleich dem thermodynamischen Mittel sein soll, muss also gelten

A = 2kgTmy = 2kgT T (13.12)

Fluktuation Dissipation

Dies ist eine Version des Fluktuations-Dissipations-Theorems, das in seiner allgemeinen Form
aussagt, dass die dissipative Antwort einer Grofle auf eine kleine duflere Kraft proportional zu den
thermischen (oder auch quantenmechanischen) Fluktuationen dieser Grofie ist. In ist der
Reibungskoeffizient T" der dissipativen Kraft, der die dissipative Antwort der Geschwindigkeit auf
eine dufere Kraft beschreibt, proportional zu den Geschwindigkeitsfluktuationen, die von den Fluk-
tuationen der stochastischen Kraft herriihren, und damit proportional zu A sind. Das Fluktuations-
Dissipations-Theorem zeigt den intuitiv erwarteten Zusammenhang zwischen stochastischer Kraft
¢ (t), Reibung T und Temperatur T', da alle drei Groflen letztlich auf das umgebende fluide Bad
zuriickgehen.

Aus den Geschwindigkeitskorrelationen ([13.10]) kénnen wir auch die mittlere quadratische Schwan-
kung der Teilchenposition berechnen:

((f‘(t / dtl/ dtz t1 tz))
d\ 1 1 2 dX 1 b
—2 — t t1—t
= (v (0) - m2 27> (1 ! mz 9 / dtl/ dtye~ (1)

=—— —(1 e )

Wir kénnen zwei Regimes unterscheiden. Fiir Zeiten ¢t < y~! kleiner als die Korrelationszeit v~*

finden wir sogenanntes ballistisches Verhalten

(7(1) — 70)°) ~ PO)F  fir 1<y | (13.13)

wo das Teilchen noch in Richtung der Anfangsgeschwindigkeit @(0) praktisch “geradeaus” fliegt.
Fiir Zeiten t > vy~ ! grofBer als die Korrelationszeit finden wir diffusives Verhalten

(F(t) — 7(0))2) ~ m—%t fiir ¢! (13.14)

mit ((7(t) — 7(0))?) o t. Dies ist genau das Diffusionsgesetz ((7(t) — 7(0))?) = 2dDt mit einer
Diffusionskonstanten D, fiir die wir durch Vergleich mit (13.14) dann die Einstein-Relation
(von 1905 [8]) finden:

N @@ ksT  kgT
S 2m2y2 my T

(13.15)

die eine andere Form des Fluktuations-Dissipations-Theorems darstellt und die Diffusionskonstante
D (das die Fluktuationen von 7 beschreibt) mit dem Reibungskoeffizienten T' verbindet.
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Wenn wir den Inertialterm m# in der Langevin-Gleichung 1) vernachléssigen, erhalten wir den
iiberddmpften Limes der Langevin Gleichung

F= VU@ + (1) (13.16)

Dieser Limes wird auch als Brownsche Dynamik bezeichnet.

Der tiberddmpfte Limes ist gerechtfertigt, wenn fiir ein Teilchen, dass sich typischerweise in einer
Zeit At {iber eine Distanz dr bewegt,

Im| ~ mAAt2 < Fi ~ DA oder

At > m/T =~71 (iiberdimpfter Limes)

gilt, was gleichbedeutend mit dem diffusiven Limes ist. Es ist instruktiv, einmal die typische Zeits-
kala v~! fiir ein pum grofes kugelfésrmiges Teilchen von einer Dichte vergleichbar mit Wasser ab-
zuschétzen:

R=1pm, nu,0 = 10_3Pas = 10"%kg/ms
4 kg

m = —WpH2oR3 1ot (1um) ~4.-10" kg
3 pm3

-1 m Q[JHQOR

~0.2-107¢
67777R 11,0

Auf allen Zeitskalen At > y~! ~ 107 %s kann die Bewegung als iiberdimpft und diffusiv angesehen
werden. Fiir ein cm groBes Teilchen bekommt man dagegen y~! ~ 0.2-10%s und die Bewegung kann
nur noch auf sehr langen Zeitskalen als iiberddmpft angesehen werden.

Im tiberdampften Limes finden wir aus der Brownschen Dynamik (13.16|) eine mittlere quadratische
Schwankung der Teilchenposition

(7 () — 7oy)?) B 1 / dt, / dt> (C(t) - E(t))

im Einklang mit dem Langevin-Ergebnis (13.14}) im diffusiven Limes. Allerdings gilt in der Brown-
schen Dynamik

(@(tr) - F(t2)) o (((tr) - ((t2)) o< 8(t1 — t2)

d.h. die Geschwindigkeiten sind nicht mehr wohldefiniert im Gegensatz zu Formel in der
Langevin-Dynamik. Dies liegt daran, dass die stochastische Kraft 5 (t) mit §-Zeitkorrelationen
nicht mehr stetig ist in der Zeit. In der Brownschen Dynamik fiihrt dies zu Unstetlgkelten berelts
in der ersten Ableitung 7 = ¥ in der Bewegungsgleichung erster Ordnung , wéhrend in der
Langevin-Dynamik mit der Bewegungsgleichung zweiter Ordnung (1 nur dle Beschleunigungen
P unstetig werden.

13.1.2 N Teilchen

Nun wollen wir die Langevin-Dynamik auf N wechselwirkende Teilchen verallgemeinern, die
sich in einem umgebenden Fluid mit Temperatur T bewegen. Fiir N Teilchen sind 7 = (71, ..., 7n)

und C(t) = ({1, ..., () entsprechend hoch-dimensionale Vektoren. Mit einer Energie H = H({7})
lautet die verallgemeinerte Kraft auf das k-te Teilchen Fj, = —Vz H. Die Langevin-Gleichung
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fiir N Teilchen mit Koordinaten 7 (k = 1,..., N) und Energie H = H({rx}) lautet dann wie die
Langevin-Gleichung fiir ein Teilchen (13.4)) mit einem hochdimensionalen Vektor 7= (771, ..., 7n)

—

mire = —Tiike — Va, H({F ) + Ge(t) (13.17)

mit gauBverteilter stochastischer Kraft C(t)

(Ce(t)) =0
(Cri(t)C5 (")) = AOridsjo(t —t') (13.18)

wobei 4,7 die rdumlichen Komponenten der Kraft indizieren. Der Faktor §i; bedeutet, dass die
stochastischen Kréfte unabhingig auf jedes Teilchen wirken, mit einer Stirke A\g, die vom Teil-
chen abhéngen kann. Dies ist plausibel, solange die Fluidteilchen, welche die stochastischen Kréfte
auf verschiedene Teilchen k und [ verursachen, als unkorreliert angesehen werden kénnen. Dies wir
verletzt, wenn hydrodynamische Strémungen im Fluid Korrelationen zwischen den Teilchen ver-
ursachen, sowohl in den stochastischen Kriften als auch in den Reibungskriften auf die einzelnen
Teilchen. Solche hydrodynamischen Wechselwirkungen sind hier komplett vernachléssigt.

Das Fluktuations-Dissipations-Theorem (|13.12)),
Ak = 2kgTTy (13.19)

gilt fiir jedes Teilchen k einzeln unveréindert und fihrt auch fiir N freie, nicht wechselwirkende
Teilchen mit H = 0 zur Ubereinstimmung mit dem Aquipartitionstheorem %mk@i) = dkBTT flir
jedes Teilchen.

Im tiberdampften Limes erhalten wir wieder die Brownsche Dynamik fiir N Teilchen

1
Iy

—

Ty =

(~VaH{7D +G) (13.20)

Eine tiberddmpfte Brownsche Dynamik ist durchaus realistisch fiir Teilchen im pm-Bereich in
wiéssriger Losung. Fiir solch kleine Teilchen sind Inertialeffekte klein. Fiir anndhernd runde Teilchen
ist T'y, dann auch durch die Stokes-Reibung (13.3]) gegeben.

Eine weitere Annahme in und ist, dass die Reibungskrifte und stochastische Kréfte
fiir verschiedene Teilchen unabhéngig sind. Dies vernachléssigt eine mogliche hydrodynamische
Wechselwirkung zwischen den N Teilchen. Dies bedeutet, dass das sich mit Geschwindigkeit ¥y,
bewegende Teilchen k ein Geschwindigkeitsfeld im umgebenden Fluid erzeugt, dass dann ein anderes
Teilchen [ spiirt. Dies kann dazu fiihren, dass die Geschwindigkeit ¥; auch von den Kriften auf alle
anderen Teilchen abhéngt, o), = Zl HMF} mit einem sogenannten Mobilitétstensor iy, der im

Rahmen der Hydrodynamik berechnet werden kann. Dies fithrt auf den sogenannten Oseen Tensor.
Wir benutzen in (13.17) und (13.20) nur die einfachste Approximation Pkl = lkll%-’ die in der

Realitét nur im Limes weit entfernter Teilchen (verdiinnter Limes) korrekt ist.

13.2 Langevin- und Brownsche Dynamik Simulation

Bei der Langevin-Dynamik Simulation wird die Langevin-Gleichung numerisch
geldst (i.Allg. mit dem Euler-Verfahren), bei der Brownschen Dynamik Simulation
wird im iiberddmpften Limes die Brownsche Dynamik numerisch gelost.
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13.2.1 Langevin-Dynamik Simulation

Wir formulieren die Langevin-Dynamik Simulation direkt allgemein fiir NV Teilchen. Im letzten
Kapitel haben wir fiir das mittlere Geschwindigkeitsquadrat (77) eines Teilchens k = 1,..., N
und fiir den Spezialfall H = 0 freier Teilchen gezeigt:

Wenn die stochastische Kraft (j,(¢) die Eigenschaften

@ (t) gauBverteilt mit
(C(t)) =0
(Cryi(0)Cj(t")) = 2kBTT 0k 60 (t — t') (13.21)

(4,7 rédumliche Komponenten der Kraft; k,! Teilchenindizes) besitzt (wir beachten, dass wir in
(13.21)) bereits das Fluktuations-Dissipations-Theorem ([13.19)) erfiillt haben), dann gilt

(...) = Mittel iiber Realisationen von ((t)
= Mittel iiber viele Trajektorien der Langevin-Gleichung
= thermodynamisches Mittel bei Temperatur T (13.22)

Wir werden dies im néchsten Kapitel (zumindest fiir ein Teilchen N = 1) ganz allgemein fiir
alle Observablen und beliebige Potentiale zeigen.

Wegen ((13.22) kénnen thermodynamische Mittelwerte (O) von Observablen O bei der Temperatur
T aus einer numerischen Losung der Langevin-Gleichung

muiy = —Tritk — Ve, H{F}) + Ge(t) (13.23)

berechnet werden, wenn fk(t) (113.21)) erfiillt. Dies ist die Langevin-Dynamik Simulation:

1) Wir l6sen die gewohnliche DGL numerisch mit einer Methode aus Kapitel 4| (i.Allg.
reicht hier ein Euler-Verfahren, siehe unten) fiir eine zufillige Realisation 5;€(t) der stochas-
tischen Kraft, die (13.21)) erfiillt. Daraus erhalten wir eine (in der Zeit diskrete) Trajektorie
7 (t) und U (¢t) als Losung.

2) Dies ist die Grundlage der Mittelung (...) einer Observable O = O({7;, ¥ }), die wir auf zwei
Arten durchfithren kénnen:

a) Wir fithren S Simulationen 1) mit verschiedenen Realisationen (j(t) der stochastischen
Kraft durch. Das Ergebnis sind S Trajektorien 7 4(¢) und oy 5(¢) (s = 1,...,.S). Dann ist
(...) das Mittel iiber diese Trajektorien

5
S S 1 " -
Ok, T })) = (O{Tk(2), () })) = 5 Y O(fFs(t), s (1))

s=1

Diese Methode erlaubt offensichtlich auch die Mittelung zeitabhingiger Observablen
O{7(t),Tx(t)},t) und damit die Simulation von Dynamik bzw. von statistischer
Physik im Nicht-Gleichgewicht.

b) Die andere Methode basiert auf der Ergodizitdtsannahme: Zeitunabhingige Ob-
servablen O({7%, Ux}) konnen auch gemittelt werden, indem wir eine lange Simulation
durchfiihren und eine Mittelung iiber die Zeit ¢t = nAt durchfiithren:

Ap /A
(O, Uk})) = > O({Fr(nAt), G (nAt)})

n=1

Fiir zeitunabhéingige Observablen sind auch Kombinationen von a) und b) moglich.
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Bei der numerischen Integration der gewohnlichen DGL in 1) geniigt ein einfaches Euler-Verfahren:
Weil die stochastische Kraft (j,(¢) unstetig in der Zeit ist (wegen der d-artigen Korrelationen), haben
Verfahren hoherer Ordnung i.Allg. keinen Vorteil. Die Herleitung dieser Verfahren — wie beispiels-
weise Runge-Kutta Methoden in Kapitel [4| — beruhten auf der Annahme, dass die rechte Seite der
DGL mindestens stetig ist.

Wir formulieren die numerische Euler-Integration fiir N = 1 Teilchen (der Ubersichtlichkeit halber,
fiir N Teilchen kommen noch entsprechende Indizes k wieder dazu) einmal explizit. Fiir Zeitschritte
tn = nAt mit 7, = #(nAt), 7, = d(nAt), F, = —VU(7,) und {, = ((nAt) nimmt das Euler-
Verfahren folgende Form an:

Pl = T + Tn At

Mty = mb, + FyAt — DT, At — (At (13.24)
~—~—

—
R n

Um (|13.21)) zu erfiillen, muss fiir die zeitdiskretisierte stochastische Kraft 5n dabei gelten

57” gaufverteilt mit

<Cn,i> =0
1 2kgTT
(CniCmg) = ABijbpm— = 2

AL Ap 0

Also ziehen wir in jedem Zeitschritt neue zuféllige gauf3verteilte Komponenten R, ;, z.B. mit
dem Box-Muller Algorithmus (10.11)), mit Mittelwert (R, ;) = 0 und Varianz or = (R3;) =
2kgTT At.

Fir hinreichend kleines At addieren sich die zufélligen R, ; im Laufe der Zeit ohnehin zu Gaufiver-
teilungen (zentraler Grenzwertsatz). Daher reicht es normalerweise, in jedem Zeitschritt gleichver-
teilte R,, ; aus [—/6kpTTAt, ++/6kpTT At] zu zichen, so dass die Varianz wieder og = 2kgTT At
ist.

13.2.2 Brownsche Dynamik Simulation

Die Brownsche Dynamik Simulation stellt den iiberddmpften Limes der Langevin-Dynamik Simu-
lation dar. Entsprechend vernachléssigen wie die Inertialterme und 16sen die Gleichung der Brown-
schen Dynamik numerisch:

1=——(—€ﬁHqﬁ}y+@@D (13.25)

wobei (;(t) wieder (13.21) erfiillen muss.

Die Vorgehensweisen zur Mittelung von Observablen sind vollig identisch zur Langevin-Dynamik
Simulation.

Abschlieflend wollen wir die Langevin- oder Brownsche Dynamik Simulation mit der MD-Simulation
vergleichen. In beiden Methoden wird die Bewegungsgleichung von Teilchen gelost. Allerdings
wiirden im Rahmen einer MD-Simulation die Teilchen des umgebenden Fluids mit Temperatur
T explizit mitsimuliert werden miissen, um die Reibungskraft und die thermische Kraft zu erzeu-
gen. Bei der Langevin-Dynamik Simulation wird das umgebende Fluid nicht explizit mitsimuliert,
sondern sein Einfluss nur durch Reibung und stochastische thermische Kraft beriicksichtigt. Dies
ist natiirlich weitaus effektiver, allerdings hat man auch keinerlei Information mehr iiber die mikro-
skopische Dynamik der Fluidteilchen im umgebenden Bad.
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13.3 Fokker-Planck-Gleichungen

Fokker-Planck-Gleichung (Rayleigh-Gleichung), Klein-Kramers-Gleichung und
Smoluchowski-Gleichung sind Bewegungsgleichungen (partielle DGLn) fiir die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die den stochastischen Langevin-Gleichungen
oder Brownscher Dynamik (gewdéhnliche DGLn) entsprechen. Das thermody-
namisches Mittel entspricht dann einem Mittel mit stationdrer Wahrscheinlich-
keitsverteilung. Diese partiellen DGLn kénnen mit den Methoden aus Kapitel
auch numerisch gelést werden.

Bei der Beschreibung stochastischer Bewegung oder stochastischer Prozesse gibt es grundsétzlich
zwei Moglichkeiten:

1) Langevin-Gleichungen:

Hier formulieren wir, wie in den letzten Kapiteln beschrieben, eine stochastische mikrosko-
pische Bewegungsgleichung, z.B. fiir ein Teilchen die Langevin-Gleichung . Dies ist
eine gewdhnliche DGL in ¢ fiir die Trajektorie #(¢). Um Mittelungen (...) analytisch oder
numerisch durchzufiihren, miissen wir eine Losung finden fiir eine beliebige gegebene Realisa-

—

tion der stochastischen Kraft ((¢) und anschlieBend iiber all Realisationen der stochastischen

—

Kraft ¢(¢) mitteln.
2) Fokker-Planck-Gleichungen:

Hier formulieren wir eine deterministische Bewegungsgleichung, allerdings fiir Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen, z.B. fiir die Wahrscheinlichkeit P(7,,t), ein Teilchen zur Zeit
t am Ort 7, mit Geschwindigkeit ¥ anzutreffen. Dies ist dann eine partielle DGL, allerdings
ist die DGL deterministisch, Mittelungen {iber die stochastische Kraft sind bereits in der DGL
selbst ausgefiihrt worden.

Dies verhélt sich analog wie bei Markov-Prozessen, siehe Kapitel 1) entspricht einem Markov-
Prozess, in dem fiir jeden Ubergang i — j eine Ubergangswahrscheinlichkeit M;; spezifiziert ist.
Er beschreibt eine stochastische Ubergangsdynamik im Zustandsraum. 2) entspricht der Master-
Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung p;(t). Hier haben wir jetzt lediglich kontinuierliche
Zustinde im Raum der Orte ¥ und Geschwindigkeiten ¢’ anstatt einem diskreten Zustandsraum.

Abbildung 13.4: Links: Adriaan Daniél Fokker (1887-1972), niederldndischer Physiker (und Musi-
ker), Cousin des Flugzeugbauers. In seiner Promotion bei Max Planck (1858-1947),
mittleres Bild, formulierte er die Fokker-Planck-Gleichung. Rechts: Marian Smo-
luchowski (1872-1917), polnischer Physiker.

Wir wollen im Folgenden verschiedene Varianten von Fokker-Planck-Gleichungen herleiten. Da-
bei beschrinken wir uns auf ein Teilchen (N = 1). Die Rechnungen fiir N Teilchen wéren wieder
analog mit entsprechend hoherdimensionalen Vektoren, was mehr Schreibaufwand erfordert und
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etwas uniibersichtlich wiirde.

13.3.1 Fokker-Planck-Gleichung (Rayleigh-Gleichung)

Zunéchst betrachten wir ein freies Teilchen (U = 0) mit der Langevin-Gleichung

—

mi = -7+ {(t) (13.26)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(7,t), das Teilchen zur Zeit ¢ mit einer Geschwindigkeit ¢
anzutreffen ldsst sich als Mittelwert einer entsprechenden d-Funktion formulieren:

| P@t) = (6 -0(1) | (13.27)

wobei ¥(t) eine stochastische Trajektorie des Teilchens nach der Langevin-Gleichung (13.26) be-
schreibt. Wir sehen, dass die Mittelung iiber die Realisationen der stochastischen Kraft unmittelbar
in die Definition der Wahrscheinlichkeitsverteilung selbst eingehen:

e Wenn P(7,t) bekannt ist, kann jede Mittelung als

(O(¥(t), 1)) = / dTO(¥(t), t)P(7,t)

durchgefiihrt werden.
e Die Formulierung (|13.27)) stellt sicher, dass P(¥,t) zu jeder Zeit ¢ normiert sein wird:
[ dioP(v,t) = 1.
Nun werden wir eine partielle DGL fiir die Verteilung P(¥,t) herleiten. Dazu schreiben wir die
Langevin-Gleichung als

U= —T+7(t) mit v=T/m und 7t) = C(t)/m (13.28)

wie in ((13.8)) und differenzieren P(¥,t) an der Stelle ¢ = ¥y nach der Zeit, indem wir zunéchst den
Differenzenquotienten mit kleinem At — 0 bilden

0P(1) ~ 3 65 — Tt -+ A1) — (3(3% — 7(1)
~ ﬁ —Vi, - (8(5 — 5(t)AT(1)) + zj: %%

L (3(50 — (1)) Ay (1) Ay (1)
,i000,j

(13.29)

wo wir in Ad(t) = 0(t + At) — ¥(t) entwickelt haben. Im Limes At — 0 iiberleben nur Terme bis
O(At) in der Klammer [...], die Frage ist, welche Beitriige das eigentlich sind. Dazu machen wir uns
zuerst klar von welcher Ordnung eigentlich Av(¢) ist:

t+At
Aw(t) = (t + At) — 0(t) = /t drv(r)
13.28 t+Aat
/t dr (—(r) + 7i(7))

t+At
— ()AL + / drif(r) +O(AF) (13.30)
N—— t

o(a) O(At/?)N
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weil

t+At t+At A
/ d7'1 / dTQ <77i(7_1)77j(7—2)> = 726”At = O(At) (1331)
t t ——— m

A
Wéij(S(Tl — 7'2)

Also ist A#(t) tatsiichlich von der Ordnung O(At'/?), d.h. beide Terme in der Klammer [...] in
(13.29) tragen in der Ordnung O(A¢) bei und miissen mitgenommen werden:

_ t+At
—Via - <5(ﬁo — () (—W(T)At + /t dTﬁ(T)> > n
2 t+At t+At
+;;6’U()?81}07J <5(170 _'l_f(t)) (/t d’Tl/t dTan(Tl)nj(72)>> +O(At3/2)

Auf Grund der Kausalitit kann ¥(t) nur von 7(7) abhiingen mit 7 < ¢. Daher sollten ¢(¢) und
At
Iftt‘f‘

(1330) 1
0, P (7, 1) T <

drij(T) unkorreliert sein und es folgt:

t+At t+At
<5(170 —a(t)) ( / dTﬁ(7)>> — (8(0 — 7(1))) <( / dfﬁ(f)>> —0

=0

und

t+At t+At
<5(170 i) </t dﬁ/t dem(ﬁ)m(Tz)> >
t+At t+At
— (6(30 — (1)) < ( / d, / de%(ﬁ)ﬂj(Tz)) >

@3 ., . A
= (8(1h — (1)) 50, At

Damit erhalten wir mit der Definition (13.27) von P(¥, 1)

. = Lo J A
Oy P (o, t) = Vi, - (yto P(vo, 1)) + §V%o (Tngp(voi))

und damit schlieflich wieder eine kompakte Gleichung

= A =
0 P(v,t) = —Vs- (TP(7,t)) + wV%P(ﬁ, t) (13.32)

Dies ist die Fokker-Planck-Gleichung oder auch Rayleigh-Gleichung. Nach dem Fluktua-
tions-Dissipations-Theorem bzw. der Einstein-Relation (13.15) gilt A2/2m? = D(I'/m)? fiir den
Koeffizienten im letzten Term.

Wir kénnen die Fokker-Planck-Gleichung (|13.32)) auch als Kontinuitétsgleichung schreiben

8,P(0,t) = -V~ j(¥,t) mit
A -

N S _
(U,t) = —EUP(v,t) - %va(v,t), (13.33)

<.

was einen Strom im Geschwindigkeitsraum darstellt.
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Im thermodynamischen Gleichgewicht sollten alle Strome verschwinden (detailed balance), d.h.

—

j(U,t) = 0 gelten. Dies fiihrt dann nach der Kontinuitétsgleichung auf eine stationiire Gleichge-
wichtsverteilung P.,(¥) (9, Py = 0) mit

= . 2r
VigPeq(V) = fmvTPeq(v)
was durch
1 r
P.,(¥) = N exp (—2mv22>\> (13.34)

gelost wird (N ist ein Normierungsfaktor). Dies ist aber gerade die Boltzmannverteilung, wenn
das Fluktuations-Dissipations-Theorem (|13.12)) gilt:

| A=2kpTT |

Damit haben wir dann (fiir U = 0) wieder das Fluktuations-Dissipations-Theorem gezeigt und
dariiberhinaus ganz allgemein, dass (...) identisch ist mit dem thermodynamischen Mittel mit der
kanonischen Boltzmannverteilung.

13.3.2 Klein-Kramers-Gleichung

Fiir die allgemeine Langevin-Gleichung (13.4)

mit = —I'F — VU(7) + C(t)

mit Kriiften —VU # 0 betrachtet man analog eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(7, ¥, t), das
Teilchen zur Zeit ¢ mit einer Geschwindigkeit v und am Ort 7 anzutreffen

P(#,t) = (6(F — 7(£))8(T — 7(t))) (13.35)

Eine ldngere Rechnung nach dem gleichen Schema wie fiir die Fokker-Planck-Gleichung fithrt in
diesem Fall auf die sogenannte Klein-Kramers-Gleichung

. . (T~ 1o A -
O P(F,U,t) = —T-VsP+Vy- | =V5+ —VzU | P+ V2P (13.36)
m m 2m?2

wo wir nach dem Fluktuations-Dissipationstheorem A\2/2m? = D(I'/m)? finden fiir den letzten
Koeffizienten.

Wir stellen fest, dass fiir P(v,t) = [dP(F,v,t) und VU = 0 sich wieder die Fokker-Planck-
Gleichung (13.32)) aus der Klein-Kramers-Gleichung (13.36) ergibt.

Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt auch wieder detailed balance und 0;P.y = 0 mit
einer stationédren Gleichgewichtsverteilung

P.,(7,7) = Nexp ( (;mvz + U(F)) 2;) (13.37)

(N ist ein Normierungsfaktor). Dies ist wieder gerade die Boltzmannverteilung, wenn das Fluk-
tuations-Dissipations-Theorem (13.12)) gilt. Damit haben wir dann ganz allgemein gezeigt, dass
(...) identisch ist mit dem thermodynamischen Mittel mit der kanonischen Boltzmannverteilung.
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13.3.3 Smoluchowski-Gleichung

Fiir die Brownsche Dynamik im iiberddmpften Limes (m7 < I'f) betrachtet man eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung

| P = (60— 7(1) | (13.38)

das Teilchen zur Zeit t am Ort 7 anzutreffen.

Mit analogen Methoden wie fiir die Fokker-Planck-Gleichung leitet man die Smoluchowski-Glei-
chung

1= = A -
Vs {(VFU)P} v V2P (13.39)

2I2
her, wobei \/2I' = D im letzten Term. Wir sehen hier, dass im Spezialfall U = 0 sich deshalb
genau die bekannt Diffusionsgleichung 9;P = DV2P ergibt.

O.P(F,t) =

Auch die Smoluchowski-Gleichung lésst sich als Kontinuitétsgleichung schreiben

O, P(F,t) = =V j(Ft) mit
z 1
r

———
Drift-Strom

(7,t)=  —DVgzP (V:U)P (13.40)

———
diffusiver Strom

<

—

wobei der Drift-Strom durch die duflere Kraft —V U hervorgerufen wird und mit Geschwindigkeit
—ﬁf‘U /T strémenden Teilchen entspricht. Im thermodynamischen Gleichgewicht sollten alle
Strome verschwinden (detailed balance), d.h. j(7,t) = 0 gelten. Dies fiihrt dann nach der Konti-
nuitétsgleichung auf eine stationsre Gleichgewichtsverteilung P. () (0;P.q = 0) mit

| Puyl0) = Nexp(-U@)/ksT) | (13.41)

also genau die Boltzmannverteilung im Ortsraum (ohne kinetische Energie in der Exponential-
funtion, da wir den Inertialterm vernachlissigt haben: Teilchen kommen im iiberddmpften Limes
sofort zur Ruhe ohne &uflere Kraft und haben deshalb keine kinetische Energie), wobei wir das
Fluktuations-Dissipations-Theorem (13.12), A = 2kgTT, bzw. die Einstein-Relation (13.15)),
D = kgT/T benutzt haben. Damit gilt auch fiir die Brownsche Dynamik, dass (...) identisch ist mit
dem thermodynamischen Mittel mit der kanonischen Boltzmannverteilung.

13.3.4 Numerische Losung von Fokker-Planck-Gleichungen

Natiirlich kénnen wir auch die Fokker-Planck-, Klein-Kramers- bzw. Smoluchowski-Gleichung nu-
merisch 16sen, um die stochastische Dynamik des Systems zu simulieren. Dazu kénnen die Methoden
aus Kapitel [6] zur numerischen Losung von partiellen DGLn verwenden. Alle diese Gleichungen
sind von der Form von Kontinuitétsgleichungen, wie wir bereits gezeigt haben. Klein-Kramers- und
Smoluchowski-Gleichung reduzieren sich auf die Diffusionsgleichung fiir den freien Fall U = 0.

Daher kénnen #hnliche Diskretisierungsmethoden wie bei der Diffusionsgleichung verwendet werden,
also ein explizites FTCS-Schema (forward in time, centered in space), das explizite Lax-
Schema oder das implizite Crank-Nicolson-Schema.

Wenn sich eine Fokker-Planck-Gleichung als kontinuierlicher Grenzfall einer auf einem Gitter defi-
nierten Master-Gleichung ergibt, sollte auch die diskrete Master-Gleichung selbst als die “physika-
lische” Diskretisierung des Problems in der numerischen Losung verwendet werden.
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