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1 Einleitung

1.1 Weiche Materie (Soft Matter)

Die Weiche Materie oder Soft Matter ist ein relativ junges Teilgebiet der kondensierten Materie,
das sich — wie der Name andeutet — mit “schwach” gebundenen und daher “weichen” kondensierten
Systemen befasst. Die Bindungen sind weitaus schwicher als metallische oder kovalente Bindungen,
so dass weiche Materie bei Temperaturen um 7" ~ 300K keine festen Kristalle ausbildet. Typische
schwache Wechselwirkungen sind van-der-Waals Wechselwirkungen, entropische Wechselwirkungen,
Wasserstoffbriicken oder Ahnliches von der Gréfenordnung ~ 1 —10kpT (wobei wieder T' ~ 300K),
wéhrend metallische oder kovalente Bindungen im Bereich ~ 100 — 200kgT liegen. Die Bindungen
sind aber dennoch so stark, dass die Systeme weitaus dichter und strukturierter als z.B. Gase
sind. Fliissigkeiten stellen ein einfaches Beispiel solcher Materie dar, obwohl sich die Theorie der
Fliissigkeiten bereits etwas eher zu einem eigenen Forschungsgebiet entwickelt hat.

Typische Beispiele weicher Materie sind komplexer als einfache Fliissigkeiten und werden deshalb
auch gerne als komplexe Fluide (besonders in der angelsiichsischen Literatur) bezeichnet. Ein ein-
faches Beispiel sind Kolloide, also in einer Fliissigkeit suspendierte Teilchen. Wird dieser Begriff
allgemeiner gefasst, so dass die kolloidalen Teilchen auch komplexere Teilchen wie Polymere, Lipide
oder #hnliches sein konnen, wird der Begriff Kolloid oder Dispersion (besonders in der Chemie)
auch synonym fiir weiche Materie verwendet. Typische Beispiele weicher Materie sind also kolloi-
dale (Mikrometer grofle) Teilchen, fliissige Grenzflichen, synthetische Polymere, Biopolymere wie
DNA oder Proteine, Fliissigkristalle oder Lipidmembranen. Diese Systeme sind komplexer aufge-
baut als einfache klassische Fluide und bestehen aus Nano- bis Mikrometer grofien Bestandteilen,
die Strukturen ausbilden, die durch schwache Bindungen zusammengehalten werden.

1.1.1 Definition

Wir wollen den Versuch einer Definition von “weicher” Materie unternehmen, indem wir Energie-
und Léngenskalen abschitzen, um typische Werte fiir Elastizititsmoduln zu erhalten, die ja die
“Weiche” eine Materials beschreiben.

1) Eine typische Energieskala in weicher Materie ist:

charakteristische Energie ~ 1kgT ~ 4 pN nm (1.1.1)

wobei wir wieder 7' = Raumtemperatur = 300K benutzen. Mit kg = 1.38 x 10723 J/K gilt
dann 1 kgT ~ 4.14-1072' J ~ 25 meV. Dies zeigt auch schon, dass schwache Bindungsenergien
von der Groflenordnung 1kgT zu Kriften im pN-Bereich iiber Reichweiten im nm-Bereich
fiihren.

Da die typische Wechselwirkungsenergie ~ 1kgT damit genau von einer thermischen Fluk-
tuation zur Verfiigung gestellt werden kann, legt dies auch nahe, dass Form- oder Pha-
seniinderungen in Systemen weicher Materie hdufig anzutreffen sind. Dies wird auch als
Polymorphismus bezeichnet. Beispiele sind Vesikel, die leicht ihre Form verédndern (z.B. zwi-
schen prolat, oblat oder Stomatozyt) oder Formiibergéinger fliissiger Tropfen oder Schiume,
deren Zellen durch Diffusionsvorgéinge wachsen.



2a) Teilchengrofien und -abstéinde in weicher Materie sind grof gegeniiber der mikroskopischen
atomaren Skala von 1A, aber klein gegeniiber makroskopischen Skalen von lcm; man spricht
auch von mesoskopischen Léangenskalen:

‘ mesoskopische Léngenskalen ~ nm — pm (1.1.2)

2b) Ein weiteres Kennzeichen weicher Materie ist, dass es dariiberhinaus oft eine Hierarchie von
Léngenskalen gibt. Ein gutes Beispiel sind hier Vesikel, die aus eine geschlossenen Lipidmem-
bran bestehen (Abb. [L.1)).

% &\%&%%%%
e

(a)

7 Td =4-5nm (b)

Abbildung 1.1: Schema eines Vesikels bestehend aus einer geschlossenen Lipiddoppelschicht (aus

[11)-

Bei solch einem Vesikel gibt es mindestens drei relevante Léngenskalen. Zunéchst nimmt jedes
Lipidmolekiil auf der Mikroskala eine Fliche von ca. 64 A? ein. Die Doppelschichtdicke ergibt
sich aus der Linge der Lipidketten und ist mit ca. 4 nm bereits eine Gréfenordnung gréfier. Das
Vesikel selbst kann Gréfien von 50nm (synaptische Vesikel) bis 15 ym (im Labor hergestellte
“giant unilamellar vesicles”) aufweisen, also nochmals eine bis vier Grofilenordnungen mehr.
Oft sind wir in der weichen Materie nicht an dem Verhalten auf der mikroskopischen Skala
interessiert. Die Hierarchie von Léngenskalen fithrt dann zur Formulierung effektiver Mo-
delle auf den relevanten Mesoskalen, die nicht mehr alle mikroskopischen Details mitfiihren
miissen.

Die Eigenschaften 1) und 2a) erlauben nun bereits eine Abschitzung des wichtigsten elastischen
Moduls, des sogenannten Young-Moduls F, der die Dehnbarkeit eines Materials beschreibt.

Der Young-Modul FE ist iiber die Verzerrung, d.h. die Deh-
nung u pro Linge L des elastischen Korpers definiert, die sich - "
in Antwort auf eine duflere Zugkraft p pro Fliche einstellt: r

L

U
- == 1.1.3
7= gP (1.1.3) .
5 A
Die Einheit des Young-Moduls ist damit Energie/Léinge”. Er J tn
wird also in Druckeinheiten Pa = N/m? gemessen. Mit den obi- ' ' i 4
gen Eigenschaften a) und 2a) ergeben sich typische Werte v
kgT N
E~ -5 4.10°—; ~4-107°CGPa f
nm? cm?
kgT N
B~ 2%~ 4107 ~ 4 -10"2GPa
pm m

Wir ordnen diese Werte mit Hilfe von Tabelle [[1] ein. Mate-
rialien im Bereich deutlich unter £ ~ 1 GPa sind Materialien,
die wir intuitiv als weiche Materie bezeichnen wiirden, wie z.B. Gummi, das als Polymernetzwerk



Material \ Young-Modul E
“hart”
Eisen, Stahl ~ 200 GPa
Mg ~ 45 GPa
Cu ~ 120 GPa
Diamant ~ 1200 GPa
Holz ~ 10 GPa
“weich”
Gummi (Polymere) ~ 1072 -10"tGPa
Gelatine (Kollagen) ~ 1072 — 10 MPa
Zellen ~ 1 —100kPa
Hirnmasse (Nervenzellen) ~1—10kPa

Tabelle 1.1: Typische Young-Moduln verschiedener Materialien. Materialien im Bereich von 1 GPa
an aufwiérts sind hart. Typische weiche Materialien liegen im kPa-Bereich [2].

tatsdchlich auch einen wichtigen Forschungsgegenstand weicher Materie darstellt. Wir halten fest:

Eigenschaften 1), 2a) fithren zu “weichem” Material

Offensichtlich sind viele Systeme weicher Materie aus den Bereichen Biologie, Chemie und Materi-
alwissenschaften. Hervorzuheben ist, dass praktisch alle Bestandteile einer Zelle, von DNA, RNA,
Proteinen, der Lipidmembran bis zum Zytoskelett weiche Materie darstellen. Deshalb gibt es eine
grofe Uberschneidung mit biologischer Physik, und es macht durchaus Sinn, Aspekte weicher und
biologischer Materie in einer Vorlesung zu behandeln.

Weiche Materie ist ein interdisziplinédres Forschungsgebiet, das sich einer Vielzahl von Methoden aus
verschiedenen Bereichen der Physik bedient. Auf Grund der oben genannten definierenden Eigen-
schaft, dass wichtige Wechselwirkungen in weicher Materie nur wenige kg1 stark sind, reichen mode-
rate Temperaturverianderungen oft aus, um Phaseniiberginge oder geometrische Formiiberginge
zu induzieren. Da thermische Fluktuationen eine grofie Rolle spielen, sind Methoden aus der sta-
tistischen Physik, insbesondere Konzepte wie Phaseniibergéinge oder stochastische Fluktuationen
wichtig.

Wie bereits angedeutet, sind die elastischen Eigenschaften weicher Materie wichtig und inter-
essant; daher spielen auch Mechanik und insbesondere Kontinuumsmechanik bzw. Elastizitétstheo-
rie eine grofle Rolle. Wenn sich Strukturen bilden auf Grund der schwachen Wechselwirkungen, sind
diese nicht immer kristallin, wie in der klassischen Festkorperphysik, sondern oft amorph oder glasar-
tig mit interessanten viskoelastischen Eigenschaften. Polymere oder aggregierende Teilchen kénnen
auch fraktale Strukturen ausbilden. Da Systeme der weichen Materie und Biologie normalerweise
in wéssriger Losung vorliegen, sind auch hydrodynamische Effekte oft wichtig.

Wenn chemische Energie, z.B. in Form von ATP von aktiven Prozessen in molekularen Motoren
oder wachsenden Filamenten verbraucht wird, benttigen wir chemische Kinetik zur Beschreibung.
AuBlerdem gelangen wir dann zu Problemen aus der statistischen Physik des Nichtgleichge-
wichts. Beispielsweise bilden sich als Folge chemischer Reaktionen gekoppelt an Transport oft
komplexe rdumliche Muster oder zeitliche Oszillationen aus, die wir mit Methoden wie Reaktions-
Diffusionsgleichungen oder nichtlinearer Dynamik beschreiben. Diese Vielzahl von Methoden macht
das Gebiet interessant, aber auch anspruchsvoll.



1.2 Geschichte

1991 hat Pierre Gilles de Gennes den Nobelpreis erhalten “for discovering that methods developed
for studying order phenomena in simple systems can be generalized to more complex forms of
matter, in particular to liquid crystals and polymers” [3]. Man konnte ihn auch als den “Vater” der
modernen weichen Materie bezeichnen. Er hat konsequent gezeigt, dass viele komplexe Probleme
im Grenzbereich von Physik, Chemie und Biologie mit Methoden aus der statistischen Physik und
Thermodynamik behandelt werden kénnen. De Gennes hat sich mit einer Vielzahl von Problemen
aus der weichen Materie wie Polymeren, Fliissigkristallen, fliissigen Grenzflichen und Benetzung,
Membranen, granularen Medien auseinandergesetzt.

Die Geschichte weicher Materie reicht aber natiirlich (besonders im Bereich der Fliissigkeiten und
Polymere) viel weiter zuriick und hat sich in den letzten Jahren auch thematisch noch stérker ver-
breitert. Aktuelle Forschungegebiete umfassen chemisch selbstangetriebene kolloidale Teilchen und
ihr Phasenverhalten, kiinstliche Schwimmer, molekulare Motoren, oder allgemein “aktive Materia-
lien”, wo chemische Energie in Bewegung oder mechanische Krifte umgesetzt werden; aus vielen
Komponenten bestehende Lipidmembranen; biologisch wachsendes Gewebe oder chemisch “wach-
sende” Materialien, elastische Instabilitdten wie Faltenbildung oder Origami, usw.

Im Folgenden sind einige Meilensteine aufgezahlt:
Kolloide:
e Brown: Beobachtung der Brownschen Bewegung an Birlappsporen (1827).
e Graham: Identifikation des kolloidalen Zustands (1862).
e Einstein, Smoluchowski, Langevin: Theorie der Brownschen Bewegung (1905).
e Ostwald: Einteilung kolloidaler Systeme nach Dispersitéitsgrad (1907).

e Perrin: Bestimmung der Avogadrokonstanten anhand des Sedimentationsprofils einer kolloi-
dalen Suspension, Nobelpreis 1926.

e Debye, Hiickel: Elektrolyttheorie fiir gelaene Teilchen (1923).

e Derjaguin, Landau, Verwey, Overbeek (DLVO): Wechselwirkung zwischen geladenen
kolloidalen Kiigelchen, kolloidale Stabilitéit (1941, 1948).

Fliissigkristalle:
e Reinitzer, Lehmann: Entdeckung des ersten Fliissigkristalls, Cholesterylbenzoat (1888).
e Onsager: Theorie des isotrop-nematischen Ubergangs fiir harte Stébe (1949).

e Kelker, Gray: Synthetisierung von MBBA (1969) und Cyanobiphenyl (1973) mit Schmelz-
punkten unterhalb Raumtemperatur.

e Schadt, Helfrich: LCD Display (1970).
e de Gennes: Nobelpreis de Gennes 1991.
Polymere, Proteine, DNA:
e Goodyear: Vulkanisation von Gummi (1839).
e Lord Kelvin: thermodynamische Studien von Gummi (1857).
e Staudinger: “Makromolekulare Hypothese” (1917), Nobelpreis 1953.
e Kuhn, Flory, ...: klassische Polymertheorie (1930-1940), Nobelpreis Flory 1974.
e Watson, Crick: Struktur der DNA (1953), Nobelpreis 1962.

e Sanger, Pauling, Perutz, ...: Proteinstruktur, Nobelpreis Pauling 1954 (fiir seine Arbeiten
zur chemischen Bindung und die Aufklirung der a-Helix Struktur in Proteinen), Nobelpreis
Sanger 1958 (Bestimmung der Aminoséurensequenz von Insulin), Nobelpreis Perutz 1962 (Be-
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stimmung der Struktur von Hamoglobin durch Réntgenstreuung), ....

Edwards, de Gennes, ...: moderne Polymertheorie (1970er), Anwendung von Methoden der
statistischen Physik kritischer Phdnomene auf Polymere, Nobelpreis de Gennes 1991.

Karplus, McGammon, ...: erste Molekulardynamik-Simulation eines Proteins (1977), No-
belpreis Karplus 2013.

Lipidmembranen:

Quincke: Zellmembran besteht aus einer Lipidschicht (1888).

Overton, Meyer: Lipid-Theorie der Narkose (1899).

Danielli, Dawson: Zellmembran besteht aus Lipid-Doppelschicht (1935).

Canham, Helfrich: Kriimmungs-Energiefunktional fiir Lipid-Membranen (1970, 1973).
Singer, Nicholson: “Fluid Mosaic” Modell der Zellmembran (1972).

Luzzati, ...: Geordnete kristalline Phasen der Lipid-Membran (1968-1978), Phaseniibergénge
von Lipid-Membranen.

Fliissige Grenzfliachen:

Young, Laplace: Young-Laplace Gleichung, Zusammenhang zwischen Kriimmung und Obe-
flachenspannung (1805).

Plateau: Plateaus Regeln fiir die Geometrie von Seifenblasen und Schidumen (1873).

Kelvin: Kelvin’s Vermutung: Schaum aus Oktaedern hat grofites Volumen bei kleinster Ober-
flache (1887).

Young (1805), Dupré (1855): Young-Dupré Gleichung, Zusammenhang zwischen Ober-
flichenspannungen und Benetzungswinkel.

Wengzel, Cassie, Baxter: Benetzung rauher Oberflichen.
Dettre, Johnson (1964), Barthlott (1977): Lotus-Effekt, superhydrophobe Oberflédchen.

Mikrofluidik: seit 1980-1990 Manipulation von Fliissigkeiten auf der Mikroskala, Lab-on-a-
chip.

1.3 Inhalt

Wir schlieBen mit einem kurzen Uberblick iiber den weiteren Inhalt der Vorlesung:

Kap. 2 Verdiinnte Systeme, Fluide.

Kap.

Inhalt: Ideales Gas, Virialentwicklung, Harte Kugeln und Depletion Interaction, Struktur und
Korrelationen.

Flissigkristalle.

Inhalt: Landau- und Onsager-Theorie.

Intermolekulare Wechselwirkungen.

Inhalt: Van-der-Waals Kréfte, Elektrostatik in Salzlosungen, Kolloidale Stabilitét.
Polymere.

Inhalt: Kettenmodelle, reale Ketten, Adsorption, semiflexible Polymere.
Differentialgeometrie von Flichen.

Inhalt: Erste und zweite Fundamentalform, Energien “fliissiger Oberflichen”.

Flissige Grenzfliachen.
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Inhalt: Oberflichenspannung, Fldchen konstanter Kriimmung, Schiume, Benetzung

Kap. 8 Membranen.

Inhalt: Lipidmembranen, Gleichgewichtsformen, Fluktuationen.

Kap. 9 Stochastische Dynamik.

Inhalt: Brownsche Dynamik, Langevin-Gleichung, Fokker-Planck-Gleichung, Diffusion, Reak-
tionskinetik, thermisch aktivierte Prozesse, molekulare Bindungen.

Kap. 10 Filamente, molekulare Motoren.

Inhalt: ATP-Hydrolyse, Zytoskelett, Polymerisationskinetik, Krafterzeugung, Treadmilling,
Motorproteine.

Die Vorlesung entwickelt sich also zunécht in Richtung immer héherer Dimensionalitét der betrach-
teten Objekte: punktférmige 0-dimensionale Kolloide, linienartie 1-dimensionale Stabchen und Po-
lymere, 2-dimensionale fliisssige Grenzflichen und Membranen. In diesen Teilen liegt der Fokus noch
auf dem thermischen Gleichgewicht. In den letzten beiden Teilen widmen wir uns dann der Dynamik
biologischer Prozesse.

1.4 Literatur

Die Vorlesung richtet sich nach keinem bestimmten Buch. Einzelne Kapitel basieren teilweise auf
folgenden Biichern:

1.

10.

12

M. Kardar, Statistical Physics of Particles, Cambridge University Press (1. Band):
Schones Lehrbuch zur Statistischen Physik. Wird in Kap. 2 benutzt. [4]

. P.M. Chaikin and T.C. Lubensky, Principles of condensed matter physics, Cambridge Univer-

sity Press:
Deckt viele “weiche” Aspekte der kondensierten Materie sehr fundiert ab. [5]

. J.-L. Barrat and J.-P. Hansen, Basic concepts for simple and complex liquids, Cambridge

University Press:
Stellt wichtige theoretische Konzepte fiir Fliissigkeiten und weiche Materie gut dar. [6]

. K.A. Dill, Molecular Driving Forces: Statistical Thermodynamics in Chemistry and Biology,

Garland Science:
Statistische Physik wird hier von Grund auf, aber cor allem auch im Hinblick auf Anwendungen
in der Chemie und Biologie behandelt. |7]

. P. Nelson, Biological Physics, W.H. Freeman:

Gutes Lehrbuch mit Fokus auf biologischer Physik [8]

. R. Phillips, J. Kondev, J. Theriot, Physical Biology of the Cell, Taylor and Francis:

Sehr ausfiihrliches und auch an Biologen gerichtetes Lehrbuch zur biologischen Physik. (9]

F. Schwabl, Statistische Mechanik, Springer:
Schones Lehrbuch zur Statistischen Physik, das aber z.B. auch stochastische Dynamik behan-
delt. [10]

. P.G. de Gennes, J. Prost, The Physics of Liquid Crystals, Clarendon Press:

Standardwerk zur Theorie der Fliissigkristalle. [11]

. J. Israelachvili, Intermolecular and Surface Forces, Academic Press:

Standardwerk zu intermolekularen Wechselwirkungen und Grenzflichen. [12]

S.A. Safran, Statistical thermodynamics of surfaces, interfaces, and membranes, Addison-
Wesley:
Schones Lehrbuch zu Grenzfldchen und intermolekularen Wechselwirkungen. [13]



11.
12.
13.
14.

15.

1.5

P.G. de Gennes, Scaling concepts in polymer physics, Cornell University Press:
Standardwerk zur Polymertheorie. [14]

M. Doi and S.F. Edwards, The theory of polymer dynamics, Clarendon Press:
Standarwwerk zur Polymertheorie, besonders Polymerdynamik. [15]

J.-H. Eschenburg, J. Jost, Differentialgeometrie und Minimalfiichen, Springer:
Gute Einfithrung in die Differentialgeometrie von Fléchen. [16]

N.G. van Kampen, Stochastic Processes in Physics and Chemistry, North Holland:
Standardwerk zu stochastischen Prozessen. [17]

J. Howard, Mechanics of Motor Proteins and Cytoskeleton, Sinauer Associates:
Wichtiges Lehrbuch zu molekularen Motoren und der Physik des Zytoskeletts. [18]

Literaturverzeichnis Kapitel 1

U. Seifert. Fluid vesicles. In: Physics meets Biology. From Soft Matter to Cell Biology: Lecture
Notes of the 35th Spring School of the Institut Fir Festkorperforschung. Hrsg. von G. Gomp-
per, U. B. Kaupp, J. K. Dhont, D. Richter und R. d. G. Winkler. Forschungszentrum Jiilich,
2004, D3.

J. L. Alonso und W. H. Goldmann. Feeling the forces: atomic force microscopy in cell biology.
Life Sciences 72 (2003), 2553-2560.

P.-G. De Gennes. Soft matter. Rev. Mod. Phys. 64 (1992), 645—648.
M. Kardar. Statistical Physics of Particles. Cambridge University Press, 2007.

P. Chaikin und T. Lubensky. Principles of Condensed Matter Physics. Cambridge University
Press, 2000.

J. Barrat und J. Hansen. Basic Concepts for Simple and Complex Liquids. Cambridge Uni-
versity Press, 2003.

K. Dill und S. Bromberg. Molecular Driving Forces: Statistical Thermodynamics in Chemistry
and Biology. Garland Science, 2003.

P. Nelson. Biological Physics (Updated Edition). W. H. Freeman, 2003.

R. Phillips, J. Kondev, J. Theriot und H. Garcia. Physical Biology of the Cell, Second Edition.
Taylor & Francis Group, 2012.

F. Schwabl. Statistische Mechanik. Springer-Lehrbuch. Springer, 2006.

P. G. de Gennes und J. Prost. The Physics of Liquid Crystals. International Series of Mono-
graphs on Physics. Clarendon Press, 1995.

J. Israelachvili. Intermolecular and Surface Forces: Revised Third Edition. Intermolecular and
Surface Forces. Elsevier Science, 2011.

S. Safran. Statistical Thermodynamics of Surfaces, Interfaces, and Membranes. Frontiers in
physics. Westview Press, 2003.

P. de Gennes. Scaling Concepts in Polymer Physics. Cornell University Press, 1979.

M. Doi und S. Edwards. The Theory of Polymer Dynamics. International series of monographs
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N. Van Kampen. Stochastic Processes in Physics and Chemistry. North-Holland Personal
Library. Elsevier Science, 2011.

J. Howard. Mechanics of Motor Proteins and the Cytoskeleton. Sinauer Associates, Publishers,
2001.
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2 Verdiinnte Systeme, Fluide

Literatur zu diesem Teil: Der Teil zur Virialentwicklung (Kumulanten- und Clusterentwicklung) ist
dem Buch von Kardar [1] entnommen. Hilfreich ist auch das Buch von Hansen und MacDonald [2].
Der Abschnitt zu harten Kugeln, Kolloiden und der Depletion-Wechselwirkung basiert auf [3} |4, |5].
Der Teil zu Struktur und Korrelationen ist an [6] angelehnt, Integralgleichungstheorien an [2].

Wir betrachten Fluide, also Fliissigkeiten oder Gase im verdiinnten Limes, d.h. bei geringer
Dichte, wenn der Teilchenabstand sehr viel grofler als die typische Wechselwirkungsreichweite ist.
Da Wechselwirkungen in weicher Materie oft schwach sind, gibt es einige wichtige Systeme weicher
Materie, die als ein solches verdiinntes Fluid angesehen werden kénnen. Ein wichtiges Beispiel sind
harte Kugeln, die nur sterisch und damit sehr kurzreichweitig wechselwirken. Dieses System ist ein
gutes Modellsystem fiir Kolloide.

2.1 ldeales Gas

Eine kurze Wiederholung zum idealen Gas, dem Extremfall eines verdiinnten
Systems.

Das ideale Gas hat keine Wechselwirkungen. Fiir N Teilchen haben wir nur kinetische Energie und
damit

=

N
1 N 3= _—p2/2mkpT
Zk:N!hi"NV || (/dpne p,/2mkp
n=1

1
~ NIp3N

VN (2rmkpT)*N/2,

Mit

2mmkpT

h2 1/2
A = thermische de Broglie-Wellenlinge = () , (2.1.1)

die der Wellenléinge entspricht, bei der die quantenmechanische kinetische Energie 72A2 /2m von der
gleichen Groflenordnung wie die thermische Energie kT ist, kann man die kanonische Zustandss-
umme kompakter schreiben als

1 1
Zy(T,N,V) = ﬁVNA(T)_BN =N

Mit der Stirling-Formel In N! ~ NIn N — N + O(1) erhalten wir dann fiir die freie Energie

ZN(T,1,V).

NA3

F(T,N,V) = —kgTInZ, = —kgTN {m (V> + 1} : (2.1.2)

Durch Ableiten nach 7" und V ergeben sich die zwei Zustandsgleichungen des idealen Gases:
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1) Mit S = or v erhalten wir die kalorische Zustandsgleichung

0T IN,
3
E=F+TS= §NkBT (2.1.3)
2) Mit p=— g—{; + y erhalten wir die thermische Zustandsgleichung
pV = NkpT (2.1.4)

2.2 Virialgleichung

Wir leiten die Virial-Zustandsgleichung fiir wechselwirkende Systeme her.

Wir fragen uns nun, wie sich die thermische Zustandsgleichung (2.1.4)) modifiziert in Anwesen-
heit von Wechselwirkungen. Wir beschrénken uns auf den physikalisch wichtigsten Fall von Paar-
Wechselwirkungen, also

S
> = Z I o G (2.2.1)

—\

mit dem Paarpotential v(7)
Wichtige Beispiele sind
1) harte Kugeln mit Durchmesser o, wo v(¥) = oo fiir |] < ¢ und v(7) = 0 sonst.

2) Teilchen mit Lennard-Jones-Ww.

o =12 |(2)" - (2)]. (222)

r

Das Lennard-Jones Potential enthilt zwei Parameter: Der Parameter e(> 0) gibt die Energie-
skala an und ist proportional zur Stirke der Van-der-Waals Anziehung. Der Parameter o ist
eine Langenskala, die von der Grofle der Teilchen bzw. ihres harten Kerns bestimmt wird.

~lz

Ly f \ Bove —~ r
- Das Lennard-Jones Potential hat ein Ener-

gieminimum Vi, = —¢ bei r = 21/65. Der
Nulldurchgang ist bei r = . Die effektive an-
- ziehende Volumenenergie ist [ drriv(r) =

I 8 3
950' .

—&

N

Zunichst definieren wir die Grofle
N
G=> n:Pn (2.2.3)
n=1
Nach der Ergodenhypothese sollte ein Ensemble-Mittel einem zeitlichen Mittel entsprechen. In einem
beschriankten Volumen muss jedoch auch G(t) beschrinkt bleiben und es gilt

Loy = im 2 [T adew = im L) - co)=o

dt T—=oo T Jq dt T—00 T
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und damit

1!

Fez,n

Ww.-Krifte von Wand ausgeiibte Gegenkraft zum Druck p

Die Grofe <ZZ 1T F) heiBt auch Virial (nach Clausius, von lat. vis = Kraft). Das Virial

hat einen Anteil — <sz\i1 T 6; Vtot> von Wechselwirkungen zwischen Teilchen und einen Anteil

<Zi\i1 7 - F;m> von externen Kriften. Um den externen Anteil durch den Druck p auszudriicken,

machen wir uns klar, dass nur Teilchen n am Rand die Druckkraft Fe, ,, “spiiren”. Auflerdem fiihren
wir eine Kontinuumsapproximation durch,

<Z’“n' em> :;/avdfmj(ﬁrj

indem wir einen Spannungstensor o;; einfithren; ). 0;;(7)df; misst die j-te Komponente der gesam-
ten externen Kraft auf das Fldchenelement d f bei 7. Die Gegenkraft zu einem isotropen homogenen

Druck entspricht einem Spannungstensor ¢;; = —pd;; und daher folgt mit dem Satz von Gauf} die
Gleichheit:

Z/ dfioi;(F)r; = Z/ dV 0, (o4(F) rj) Z/ dVpdir; = —3pV.

Damit folgt insgesamt die Virialgleichung

N
pV = NkpT — % <Z T - 6nvN> (2.2.4)
n=1
Wegen
Van= Y o
m(#n) T
S = Z RTINS AN (2.2.5)
n n o m " m (#n) Tn=Tm

ist die Statistik von Absténden 7, — 7, zwischen Paaren wichtig bei der Druckberechnung. Daher
fithren wir im Folgenden die Paarverteilungsfunktion ein.

(i) Wir beginnen mit der mittleren lokale Teilchendichte ¢! () am Ort 7,

<Za -7, > = pg™D(7) (2.2.6)

wobei p = N/V die Teilchendichte ist. Die lokale Teilchendichte hat folgende Eigenschaften:

e Die Normierung ist durch pfvd3fg(1)(f') = N gegeben.
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e Bei Translationsinvarianz gilt (") (7) = const = 1.

(ii) Als niichstes definieren wir die mittlere Teilchenpaardichte g(? (,7’) fiir ein Paar bei 7 und
=2/

T,

< RIG (7 - Fm)> = p* g (7, 7), (2.2.7)

n#m

mit folgenden Eigenschaften:
e Die Normierung ist p? [, d% [,,d%' g (7,7") = N(N — 1)
e Bei Translationsinvarianz hiingt ¢(® nur von Relativvektoren ab, ¢ (7,7) = @ (7 — 7).

e Bei Isotropie, also insbesondere wenn die Paarwechselwirkung v = v(|7]) ein Zentralpotential
ist gilt, und bei Translationsinvarianz gilt

9@ (7= F") = g(|7 = 7)), (2.2.8)

(iii) Die Beziehung ([2.2.8)) definiert bei Isotropie und Translationsinvarianz die radiale Paarver-
teilungsfunktion g(r) mit der Bedeutung

pg(r)4mr?dr = mittlere Teilchenzahl in [r,r 4 dr],
wenn ein Teilchen bei r =0 (2.2.9)

Diese Bedeutung wird klarer, wenn wir in iiber den Ort des ersten Teilchens bei ¥ = 7
integrieren und durch die Zahl N der moglichen “ersten” Teilchen teilen, wobei das zweite Teilchen
jeweils einen festen Abstandsvektor 7 haben soll, also bei 7/ = 7] + 7. Die entstehende Grofe sollte
die Wahrscheinlichkeitsdichte (pro Volumen) sein, ein zweites Teilchen im Abstand r zu finden:

= / & p g (7, 7+ 7) = pg P (F) = pg(r).

Die Paarverteilungsfunktion hat folgende Eigenschaften:

e Die Normierung ist
/drpg(r)47rr2dr = p/d3f’g(2) (7 —7")

T
Tr’mqhnonqmv — — —
/d3 /d DF—7F)y=N-1

im Einklang damit, das wir noch N — 1 andere Teilchen im System haben aufler dem Teilchen
bei r = 0.

e Asymptotisch gilt

‘ g(r) = 1 fir r — oo ‘ (2.2.10)

da es keine Korrelationen zwischen unendlich weit entfernten Teilchen gibt:

< > 8 = 7)o Fm)> T ST (07 = 7)) (B — o)) = %pa NZ 2

n#m

daher gilt wegen der Definition (2.2.7) g(r) ~ 1.
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Damit kénnen wir (2.2.5)) in der Virialgleichung (2.2.4)) weiter umformen:

g™ 1 .
B > el /d3_’/d31?'p2g I —7") - Vo(F—7")

p V/d g(r)7- fv’(r) fiir Zentralpot. mit Vo = f1/(7")
r r

= 27rp2V/ drr3g(r)v’ (r).
0

Damit kann (2.2.4) umgeschrieben werden zur sogenannten Virial-Zustandsgleichung

pV 2r p > 3 /
=1-——— d . 2.2.11
=1 I [y 211)

Wir sehen, dass sich fiir eine attraktive (repulsive) Wechselwirkung mit v'(r) > 0 (v/'(r) < 0)
auch ein kleinerer (gréflerer) Druck p einstellt, wie erwartet. Physikalisch bedeutet die Virial-
Zustandsgleichung, dass wir aus der vollstindigen Kenntnis der Statistik von Paaren (also der
exakten Kenntnis von ¢(r)) die Zustandsgleichung exakt bestimmen kénnen. So wie es praktisch
aber nicht moglich ist, die Zustandsgleichung fiir ein wechselwirkendes System einfach auszurech-
nen, ist es auch nicht moglich, die Paarverteilung g(r) einfach auszurechnen. Wir werden uns im
weiteren Verlauf dieses Kapitels sowohl mit systematischen Niherungsmethoden fiir g(r) (Integral-
gleichungstheories, Kapitel als auch mit systematischen Naherungsmethoden direkt fiir die Zu-
standsgleichung (Virialentwicklung iiber Kumulantenentwicklung und Clusterentwicklung der freien
Energie, Kapitel befassen.

Um die erste Korrektur zur idealen Gasgleichung zu berechnen (den Anfang der Virialentwicklung),
kénnen wir eine sehr einfache N#herung fiir ¢g(r) machen. Fiir ein verdiinntes System in D
Dimensionen ist

~1/D

Teilchenabstand p > Ww.-Reichweite o.

In guter Naherung kénnen wir dann mit nur 2 Teilchen rechnen, von denen das erste Teilchen bei
r = 0 sitzt. Da wir alle anderen Teilchen ignorieren wollen, ist das zweite Teilchen dann Boltzmann-
verteilt mit dem Paarwechselwirkungspotential v(r). Daher bekommt man

g(r) m e v M/ksT (h=1/3 5 o), (2.2.12)

Der Vorfaktor ist hier richtig gewéhlt, da fiir groBe r» wenn v(r) ~ 0 die Asymptotik g(r) ~ 1 (siehe
(2.2.10)) korrekt ist. Einsetzen in die Virial-Zustandsgleichung (2.2.11)) ergibt (5 = 1/kpT)

. < 1\ d
/ drr3e Py (1) %/ drr3 () — (675”(” - 1)
0 0 g) dr
particll 3kBT/ drr? (e‘ﬂv(r} — 1) ,
0

wo wir die “-1” in der ersten Zeile eingefiihrt haben, um bei der partiellen Integration sicherzustellen,
dass bei r — oo mit v(r) — 0 auch die Randterme verschwinden. Dies ergibt dann in (2.2.11)

pv__ 1 —2r /Oo drr? (e‘ﬁ“m - 1) p- (2.2.13)

= By(T') = 2. Virialkoeffizient

Dies sind die ersten beiden Terme o p® und o p' der Virialentwicklung, die eine Entwicklung in
Potenzen p' der Dichte ist.
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2.3 Virialentwicklung

Wir leiten die Virialentwicklung der Zustandsgleichung aus der Kumulanten-
entwicklung und der Ursell-Mayer-Clusterentwicklung und fiihren verschiedene
diagrammatische Methoden ein.

Die Virialentwicklung ist eine Entwicklung der Zustandsgleichung eines verdiinnten Systems in der
Dichte p = N/V oder in der Fugazitiit z = #,

p - l
—_ = B(T
T ; 1(T)p

oder mit B1(T) =1 (ideales Gas Beitrag)

V. = -1
NkBT—l—i-l:ZQBl(T)p . (2.3.1)

e Die Virialkoeffizienten By, Bs, By, ... beschreiben effektive Wechselwirkungen zwischen 2,
3, 4, ... Teilchen, da sie Termen o p?, p3, p%, ... in der freien Energie entsprechen.

e Die Virialkoeffizienten sind systematisch zu berechnen mit
a) Kumulantenentwicklung (in p) oder

b) Ursell-Mayer Clusterentwicklung (in z)

2.3.1 Kumulantenentwicklung

In der Kumulantenentwicklung starten wir, indem wir die kanonische Zustandssumme mit Wech-
selwirkung als Erwartungswert des Boltzmann-Gewichtes der Wechselwirkungsenergie schreiben:

N
1 dBp,d3r, \ 2 o .
Zp(T,V,N) = i (H/%) e~ B, Pn/2m o —BVN({7n})
n=1

= Zko(T,V,N) (e7PVnUmby, (2.3.2)

ideales Gas idealer Gas Mittelwert

wobei fiir eine beliebige ortsabhéngige Observable der ideale Gas Mittelwert einfach das Raummittel

N 37;,
CRENIE (H / dvn> O({ra}) (2.3.3)

ist.

Nun entwickeln wir in (2.3.2) das Boltzmanngewicht nach der Wechselwirkung in einer “Momen-
tenentwicklung” der e-Funktion,

_ — (=B =
Zn="Zro Y VLR ))o (2.3.4)

!
—~

in der die Momente (VY ({7,}))o auftreten.
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Kumulanten

Fiir den Ubergang von Momenten zu Kumulanten miissen wir zunichst den Begriff der Kumu-
lante wiederholen (siehe z.B. TuS-Vorlesung, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie). Dazu
betrachten wir zuerst den Fall einer Zufallsvariablen x mit Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x).

Die charakteristische (oder generierende) Funktion

(k) = () = [ dopla)e
oder die dhnlich definierte Funktion
Z(8) = (e~ (2.3.5)

generieren dann die Momente als Terme der Potenzreihe, die deshalb auch durch Auswertung der
B-Ableitungen bei § = 0 gewonnen werden konnen:

0 oy
28) = ey =3 TPy

=0

i )

B=0

Die Kumulanten (2!). sind nun dadurch definiert, dass ihre Generierende der Logarithmus
der charakteristischen Funktion ist, Inj(k) = In(e~"**) oder In Z(3) = In{e=#*), also

-3
In{e5%) :Z( l!ﬂ) (b, (2.3.6)

=0

oder l
0
(@)= (-1) 55| mZB)

B=0

Man macht sich leicht klar (Ubung 8), dass die ersten Kumulanten folgendermaBen mit den Mo-
menten zusammenhéngen:

—~

8
~

o

|
—~

8
N~

(x)?
3(x)? (x) + 2(x)>. (2.3.7)

Y
[}
-
o
I
)

)

—_~
8
w
~
o
|
—_~
8
w
~

Es stellt sich nun die Frage, wie die Vorfaktoren auf der rechten Seite fiir alle héheren Kumulanten
systematisch berechnet werden kénnen.

Dazu wollen wir zeigen, dass wir Momente und Kumulanten diagrammatisch darstellen kénnen,
wobei Kumulanten mit den zusammenhingenden Diagrammen identifiziert werden konnen.
Jeder z-Faktor in einem Moment (x") soll einem Punkt e entsprechen. Jede Kumulante (z™).
wird durch einen zusammenhéngenden Cluster von n Punkten dargestellt, indem die n Punkte
“eingekreist” werden:

20



Ein Diagramm aus mehreren solcher Bestandteile wird als Produkt gedeutet:

In dieser diagrammatischen Darstellung gilt folgender Satz fiir die Entwicklung der Momente in
Kumulanten:

Moment (") = Summe aller méglichen Aufteilungen in Cluster

Vorfaktor jeder Aufteilung = Zahl der dquivalenten Aufteilungen,

wenn Punkte als unterscheidbar “markiert” werden (2.3.8)

Die Umkehrung der obigen Relationen ({2.3.7)) lautet dann graphisch:

(2) = o = (a).
(@)= () +o o=t @)

(®y= (o o) +3(o @) + o o = (2°), +3(a?)(x).+ (x)2.

Der Faktor 3 in der letzten Zeile ergibt sich dabei aus den 3 Moglichkeiten, unter 3 markierten
Punkten einen 2er Cluster zu wéhlen:

. : : .

Der obige Satz (2.3.8]) lédsst sich formal dann auch so formulieren:

m!
(™) = > H(x"% = > . Gl (H(x">€"’> :

Aufteilungen markierter Pkte. {pn},
in Cluster {n;}, >, ni=m >, MPn=m
(2.3.10)
wobei n; die GroBe des i-ten Clusters von markierten Punkten angibt (), n; = m), wihrend

prn die Zahl der Cluster der Grole n ist (3, np, = m). Gleichung (2.3.10)) gilt wegen folgender
kombinatorischen Identitét:

m!

[, (pn!(nt)P~)

= # Moglichkeiten, m markierte Punkte auf
pr, Cluster der Grofie n zu verteilen. (2.3.11)

Diese kénnen wir so zeigen: Insgesamt gibt es m! mogliche Markierungen (z.B. durch Nummerierung)
aller Punkte. Jeder Faktor p,,! ist die Zahl der Méglichkeiten identisch grofie Cluster der Gréfie n zu
vertauschen, jeder Faktor n! ist die Zahl der Moglichkeiten innerhalb eines Clusters der Grofle n zu
vertauschen; diese beiden Vertauschungen fiihren jeweils auf dquivalente Cluster-Einteilungen. Fiir
den m=3-Term aus Beispiel gilt p; = 1 und py = 1; somit sind von m! = 3! = 6 moglichen
Nummerierungen mit 1,2,3 nur 3 Nummerierungen dquivalent, weil innerhalb des 2er Clusters
vertauscht werden kann.

Wir wollen den Entwicklungssatz (2.3.8) fiir die Momente in der Form (2.3.10) beweisen. Dazu
starten wir mit der charakteristischen Funktion (2.3.5) fiir Momente und driicken diese mittels

2—i:
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Definition (2.3.6) durch Kumulanten aus:

ey = 3 O )

= m)!
= exp [lnte )] B [Z SR ] I e |7t
nl;[ng—:O p ]

Nun sortieren wir Zeilen 1 und 3 nach Potenzen von (— )™ und erhalten durch Koeffizientenvergleich

m)!
W= Gl (HW?”)

{Pn}» En, npn=m n

wie in (2.3.10)).

Es macht also Sinn, die Kumulanten mit zusammenhéingenden Diagrammen zu identifizieren, weil
wir dann den elnfachen Entwicklungssatz (|2 erhalten. Wenn wir noch die zusétzlichen Faktoren
(=B)™/m! aus in die m-Punkt Dlagramme hineindefinieren, kénnen wir die generierenden
Funktionen fiir Momente und Kumulanten auch diagrammatisch schreiben:

Z(B) = alle Diagramme (2.3.12)
o . °
:o—|—oo—|—@—|—oo—|—3(oo)—|— o o
nZ(B) = Z zusammenhingende Diagramme (2.3.13)
)
=eo+ (o o)+ (o o) +.. (2.3.14)

Dies ist eine Version des sogenannten linked Cluster Theorems, das auch bei anderen dia-
grammatischen Entwicklungstechniken in der statistischen Physik auftaucht und auch unten in der
Clusterentwicklung eine wichtige Rolle spielen wird (siehe Gl. (2.3.31))).

Nun betrachten wir noch den Fall mehrerer Zufallsvariablen zi,...,zx mit einer Verteilung
p(x1,...,zn). Die Momente werden dann von

N
Pkr, o k) = (€7 Xn hnn H —iknn) (2.3.15)

generiert als Terme in der Potenzreihe. Analog generiert In p(ky, ..., kn) die Kumulanten als Terme
in der Potenzreihe. Als Beispiel betrachten wir eine Verteilung p(z,y) von N = 2 Variablen. Dann
sind die Kumulanten folgendermaflen definiert:

Inj(kq, ky) = In(e” "=k~ %av)

= —ikg()e — ik, (y)e + # [k2(a®)e + ko (yP)e + 2kaky (zy)e] + ...

Es gibt dann i. Allg. auch gemischte Kumulanten. Dies ist allerdings anders, wenn x und y statis-
tisch unabhéngig sind, also wenn p(z,y) = pz(«)py(y). Dann ist
Infe™ oY) = Infe™ o) (e 0Y) = In iy (ko) + In py (ky)

und die Entwicklung hat keine gemischten Terme. Daher gilt

| @y™e=0 | (2.3.16)

fiir alle gemischten Kumulanten mit n, m # 0.
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Kumulantenentwicklung

Nach dieser Erinnerung kommen wir zuriick zur Virialentwicklung. Nach Definition der Kumulanten
kénnen wir nun von der Momentenentwicklung (2.3.4)) von Z, zu einer Kumulantenentwicklung von
In Zj, iibergehen:

InZy, =InZy o+ ln(eiﬁVNﬁ)

o (=8)'
=InZko+ Y (VR )eo- (2.3.17)
1=1

Die Kumulantenentwicklung von In Z, ist also wegen der Faktoren B' auch eine Hochtemperatur-
entwicklung (wie auch die Momentenentwicklung (2.3.4])). Generell gilt: Kumulanten treten per
Definition in Entwicklungen der freien Energie F' = —kpT In Z auf, wihrend Momente in der Ent-
wicklung von Z auftreten. Ein Vorteil der Kumulantenentwicklung ist, dass die freie Energie eine
extensive Grofle ist und damit auch die Kumulanten extensive Beitréige liefern sollten, wiahrend die
Momente in der Entwicklung der Zustandssumme iiberextensiv werden.

Ausgehend von (2.3.17) bleibt die Frage, wie man die Kumulanten (V)¢ fiir eine Wechselwirkung
VN({Th}) = % Zmém v(7, — T ) berechnet.

Wir beginnen mit | = 1:

1 R o
(VN)eo = 3 ; WP =)o = e®----o

1 d3v, [ A7y, N(N-1)1
:27;/; (s — ) = S [

1 /N\? . .
187 V | &fv(F) ~V (extensiv). (2.3.18)
——

Q

0

Es bietet sich an, fiir alle Beitrége, aus denen sich die Kumulanten zusammensetzen, eine diagram-
matische Darstellung einzufiihren.

o Jeder Vertex (Punkt) steht dort fiir eine Ortskoordinate 7, iiber die integriert und summiert
wird [ % ... in der Ortsmittelung (.. .)o.

e Jede Kante (gestrichelte Linie) steht fiir ein Potential v(7, — 7,), das von den Relativkoordi-
naten der beiden Endpunkte abhéngt.

Nun gehen wir weiter zur néchsten Ordnung, dem Beitrag fiir [ = 2,

(Vi)eo =7 30 S (0l — FndoFi — 7))

n#Em k#l
= i Z Z [(v(Fp, — P )0 (T — T1))0 — (U(Tn, — T ) Yo (v (T — 71))o] - (2.3.19)
n#Em k#l

Beginnend mit | = 2 miissen wir mehrere Félle unterscheiden, je nachdem wieviele der Summati-
onsindizes iibereinstimmen. Wenn zwei Summationsindizes iibereinstimmen, gibt es in dem enst-
prechenden Diagramm einen Vertex (7,-Koordinate, iiber die integriert und sumiert wird) weniger
und von dem “doppelten” Vertex gehen zwei gestrichelte Linien ab:
(i) n, m, k, | verschieden:
Dann schreiben wir diagrammatisch

1 S S
Z Z Z<’U(Tn - ’I“m)'U(Tk - rl)>c,0 = &---90 O&----9,

n#m k#l
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und es gilt
({70 = Tm)o(Pr = 71))o = (V(Tn = Tim))o (0 (7% — 71))o = 0,

weil die 7-Integrationen unabhéngig sind, also

e---¢ o---¢o = 0.

(ii) ein Index ist gleich, z.B. n = k; insgesamt gibt es 4 Moglichkeiten n =k, n =1, m =k, m =1
einen gleichen Index zu bilden:
Dann schreiben wir diagrammatisch fiir den Gesamtbeitrag aller 4 Moglichkeiten

1 — — — — —
41 ; ;@(rn — P )U(Fp = T1))e 0 = @=--@=---9.

Um diesen Beitrag zu berechnen bilden wir aus 7, 7, und 7} zwei Relativkoordinaten 7,,, =
T — T und 7 = 7, — 7 und eine Schwerpunktskoordinate %(Fn + 7 + 77). Die Relativko-
ordinatenintegrationen sind unabhéngig, daher gilt

<v(an)v(Fkl)>o - <v(an)>0<v(Fkl)>o = 0 (2320)

Damit ist auch
o---o---0o = 0.

(iii) zwei Indizes sind gleich, also die 2 Moglichkeiten n = k, m ={ oder n =1, m = k:
Dann schreiben wir diagrammatisch fiir den Gesamtbeitrag
1
21 ; (v(Fn — Fm)2>070 = eIlZZ>e,

und es gilt

ez:>>e :w /djjvz(f’)_ </d;f'y2(7?)>2

—_——
Faktor «3/v kleiner

(g)2V/d3Fv2(F) ~ V. (2.3.21)
—

N

~
~

Das heif3t, der einzige nicht-verschwindende Beitrag zur Kumulante stammt von einem zu-
sammenhingenden Diagramm, das einen extensiven Beitrag (o< V') liefert. Dies wird sich
durch alle Ordnungen durchziehen.

Die verschiedenen Beitrige zu den Kumulanten (VK,)C’O konnen diagrammatisch dargestellt werden,
wie wir es in den Beispielen [ = 1 und [ = 2 bereits getan haben:

o Jeder Punkt (Vertex) steht fiir eine Ortskoordinate, iiber die integriert wird bei der Mittel-
wertbildung (. ..)o, siehe ; jede Integration kommt dabei mit einem zusétzlichen Faktor
1/V. Aulerdem wird iiber den Teilchenindex jedes Punktes summiert, was (bis auf unwichtige
Unterschiede zwischen N und N — 1) zu einem Faktor N pro Punkt fiihrt.

e Jede gestrichelte Linie (Kante) im Diagramm steht fiir ein Potential v(7, — 7,), das nur
von der Relativkoordinate abhéngt. In der Ordnung [ gibt es also [ gestrichelte Linien. Jedes
Diagramm der Ordnung ! bekommt spéter in der Kumulantenentwicklung (2.3.17) auBerdem

1
einen Faktor (7!3 )
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e In der Ordnung [ gibt es Diagramme mit s < 2[ Punkten und [ Kanten. Fiir die Beitrége, bei
denen Teilchenindizes in den Paarsummen iibereinstimmen, ist s < 2 (Fille (ii) und (iii) im
Beispiel oben). Die Faktoren N und V liefern dann einen Faktor p®.

e Es bleiben dann die s Integrationen [ d7, iiber jeden der Punkte auszufithren. Diese werden
zweckméfig in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten umgeschrieben. Fiir jedes durch min-
destens eine Kante verbundene Paar von Vertizes n und m kann eine Relativkoordinate 7,,,
eingefithrt werden, iiber die integriert wird. Sind zwei Vertizes durch ein oder mehrere Kan-
ten verbunden, wird iiber [ d37,mutRanten (m Y integriert. Fiir jeden zusammenhingenden
Cluster, der von Kanten verbunden ist, gibt es eine zusétzliche Schwerpunktskoordinate. Jede
Schwerpunktskoordinate liefert eine freie Integration (unabhingig von Paarpotentialen v (7))
und damit einen Faktor V.

Jedes Diagramm mit s Vertizes enthilt daher einen Gesamtfaktor psV#Cluster Daher sollten
in einer Kumulante, die ja extensiv sein sollte, nur zusammenhingende Diagramme mit
einem Cluster Beitriage liefern.

e Dazu kommt ein Symmetriefaktor (der Faktor i in obigen Beispielen), der sich aus den I

2
Summationen (% > )V und dem Gleichsetzen verschiedener Summationsindizes ergibt.

Fiir ein Diagramm mit { Linien gibt es einen Symmetriefaktor ()5, wobei die Faktoren (1)!
aus den Vorfaktoren der [ Doppelsummen stammen und S der eigentliche Symmetriefaktor
ist. Dieser zahlt ab, fiir wieviele verschiedene Summanden der Kumulantenentwicklung ein
Diagramm stehen kann, wenn entsprechend der Topologie des Diagrammes Summationsindizes

gleich gesetzt werden (S = 4 fiir den Fall (ii) und S = 2 fiir den Fall (iii) fiir { = 2 oben).

Bei der Kumulantenbildung tragen nur zusammenhéngende Diagramme mit einem Cluster bei.
Dies zeigen die obigen Beispiele und die Forderung nach Extensivitdt der Kumulanten. Dies ist auch
wieder eine Version eines linked Cluster Theorems.

Diese Aussage kann noch verschéirft werden. Es zeigt sich:

Nur 1-Teilchen irreduzible (1-PI = one particle irreducible) Diagramme

tragen bei der Kumulantenentwicklung bei. (2.3.22)

Ein 1-Teilchen reduzibles Diagramm zerféllt in zwei unzusammenhéngende Cluster, wenn nur
ein Vertex entfernt wird:

e---9o eo----e =0 unzusammenhéngend

o----o---9 =0 1-Teilchen reduzibel.

Der Beweis der verschirften Aussage fiir 1-Teilchen reduzible Diagramme kann #hnlich wie oben fiir
den Fall (ii) fiir | = 2 (siehe (2.3:20))) gefiihrt werden, indem Relativkoordinaten bezgl. des speziellen
Vertex eingefiihrt werden, dessen Entfernung das Diagramm zerfallen lésst. Es bleiben dann fiir jeden
zerfallenden Teil des Diagramms zwei Schwerpunktskoordinaten, iiber die frei integriert werden kann
und die jeweils einen Faktor V' liefern, der das Diagramm iiberextensiv macht.

Verbleibende Diagramme, die einen Beitrag ungleich Null liefern, sind beispielsweise:

o----9 o----9
1 1 1 2
- . 1
*o----9 ez ’ N | ! . 0.
’ ) e @ G--- #

Wir betrachten als weiteres Beispiel das Dreiecksdiagramm in der dritten Ordnung ! = 3. Nach
unseren obigen Regeln liefert es als Beitrag:

’ 3
o0 1 _, _ _, _, S _
0-,---\-5 = (2> 23p3V/d37’12/d3r1311(7"12)v(r13)v(r12 —T13),
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wobei der Symmetriefaktor S = 22 die 22 Moglichkeiten angibt jeweils 3 Indizes gleichzusetzen, und
zwar jeweils einen Index aus den Paaren nm, ij, kl.

Insgesamt kénnen wir die Kumulantenentwicklung (2.3.17)) dann mit Hilfe der Diagramme umschrei-
ben als

(0 ¢ :
InZy=mmZyo+V Z Zps Z Diagr.(1,s) . (2.3.23)
’ ! ——
=1 S=L 1PI Cluster mit (T[], [ d3Fe)o!
| Kanten, s Vertizes

Dies stellt dann eine Entwicklung in der Dichte p = N/V dar, in der alle Terme ~ V', also extensiv
sind.

Die Entwicklung ist aber nach wie vor auch eine Entwicklung im Potential v, das sich als
Entwicklungsparameter aber nicht eignet, da alle realistischen Potentiale (Lennard-Jones, harte
Kugeln, ...) einen harte Kern Anteil haben werden mit v(r) — oo fiir r — 0, da sich wechselwirkende
Teilchen nicht beliebig durchdringen kénnen. Die Losung dieses Problems gelingt durch eine Re-
Summation der Reihe, wo wir fiir ein festes s (Zahl der Vertizes, Potenzen p® der Dichte) zunéchst
iiber alle | (Zahl der Linien, Potenzen von v) summieren und fiir diese unendliche Subsumme ein
neuves Diagrammsymbol einfithren. Fiir s = 2 Vertizes, also bis p?, ergibt sich:

——e — eo----9 —}—50:::» —|—§0:-_-_->o + ...

Wir kénnen die durchgezogene Linie als ein neues effektives Potential f(7) auffassen, fiir das
dann gilt (die Symmetriefaktoren rechts sind S = 1/2 fiir jeden Summanden)

X 2\l
pQVZ ( l’ﬁ) /dgfvl(’lj)
=1

PV [ (o) - 1)

Uy [ 1
2pV/drf(f’)—2
1
2

Wir identifizieren das neue effektive Potential als

| F(7) = exp(—Bu() -1 | (2.3.24)

mit endlichem f(7) — —1 fiir » — 0 ist ein besserer Entwicklungsparameter als v(7). Dies ist die
Motivation fiir die sogenannte Clusterentwicklung im néichsten Abschnitt.

Damit erhalten wir fiir die Zustandssumme
InZy=InZpo+ vi (776)%21 /d3fvl(f’) +O(Vp?)
’ — ! 2
1
—tnZot 5V [ EFlexp(-pul) ~ 1)+ OV?)
=InZyo— Vp*Bo(T) + O(Vp?)
mit .
Bu(1) =~ [ 770,

Dies ist der Beginn der Virialentwicklung der kanonischen freien Energie F' = —kpgT In Z;,
in Potenzen der Dichte mit dem 2. Virialkoeffizienten B3 (T') genau wie in (2.2.13)) fiir den Druck.
Mit dem idealen Anteil

Vv
Fiq=—-kgT1 = NkgT |—1 — | -1
id kgTInZy o kB [ n (NA3) }
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gilt fiir die freie Energie

F = Fu+ ksTVp*Ba(T) + O(p°) | (2.3.25)

Aus der Virialentwicklung der kanonischen freien Energie lésst sich auch eine weitere wich-
tige physikalische Interpretation des 2. Virialkoeffizienten Bs ableiten. Der Term o< p? in der freien
Energie gibt die effektive Wechselwirkung zwischen zwei homogen verteilten Teilchen an,
und der zweite Virialkoeffizient By misst das Volumenintegral der effektiven Wechselwir-
kungsenergie in thermischen Einheiten von kpT. Ein positives Bs > 0 bedeutet eine effektive
Repulsionsenergie kT iiber ein Volumen 2Bs, ein negative By eine entsprechende Anziehung mit
Energie kpT iiber ein Volumen 2|Bs)|.

2.3.2 Clusterentwicklung

Hier starten wir grolkanonisch

e > 1 B\
_ BuN — =
Zar(T, 1, V) =Y PN ZW(T, N, V) = > i (A(T)3> Sn (2.3.26)
N=0 N=0
N
Sy = (H /d377n> e P Xncm V(T =Tm)
n=1
N
— (H /d3f'n> IT a+ fam)
n=1 n<m
fnm = f(f’_{n - ﬁn) = e—ﬁv(Fn—Fm) — 1. (2327)

Der Konfigurationsanteil Sy ist (bis auf Vorfaktoren) wieder die kanonische Zustandssumme Sy ~
Zy(T, N, V). Durch Ausmultiplizieren ergibt sich

N
Sy = (H /‘Wn) <1+ D Fam+ YD fumifu +> (2.3.28)

n<m n<m k<l

Die Summanden aus (2.3.28)) lassen sich durch Diagramme darstellen:

(i) Jedes Diagramm enthiilt N Vertizes fiir die Ortsvariablen 7, ..., 7y, iiber die integriert wird:

(i) Jeder Faktor f;; wird als eine Kante ij eingezeichnet:

e oo oo - o — (/d3F1> (/dBFQ/d3F3f23> X
1 2 3 4 5 6 N
X </d3F4/d3F5/d3F6f45f56) (/d?”FN) .

(iii) Die Kanten (Faktoren f;;) entstehen durch Ausmultiplizieren von [], _, . (1 + fum). Daher
steht zwischen zwei Vertizes entweder eine 1 (keine Kante) oder ein Faktor f;; (Kante). Also
sind zwei Vertizes immer durch hdchstens eine Kante verbunden (keine Mehrfachkanten wie
in Kumulantenentwicklung).
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Jedes Diagramm ist dann ein Produkt zusammenhdngender Cluster. Daher ist es zweckméfig von der
Menge aller Diagramme Sy auf diese zusammenhéngenden Diagramme iiberzugehen. Wir definieren

b; = Summe aller zusammenhéngender Cluster aus 1 Teilchen ‘ (2.3.29)

blz.:/3F:

bQ = o—e /d3r1/d3r2f 7"1 77"2)

Lo N+ A+ A

/d‘n’ﬁ /d3F2/d3F3 [fi2fo3 + fasfi3 + fi3fiz + fi2fazfa1],

also

b3

wobei hier die ersten drei Diagramme fiir b3 den gleichen Beitrag liefern nach entsprechender Ver-
tauschung der Integrationsvariablen bzw. die ersten drei Diagramme in b3 sind topologisch véllig
dquivalent. Jedes N-Teilchen Diagramm besteht aus ny 1-Clustern, ny 2-Clustern usw., also

Sv= Y, Hb”l ({n}), (2.3.30)

{ni}
Elml N

wobel

W ({ni}) = # Moglichkeiten, N Labels 1,...,N
in n; 1-Cluster einzuteilen
@313 N!

R ROR
Zum Beispiel ist
5= 30 H(Ler NN A)
= b3 + 3b1by + b3

(wobei die 3 Diagramme mit zwei Kanten in b3 “baugleich” sind und auch noch zu einem Diagramm
mit Symmetriefaktor 3 zusammengefasst werden konnten). Die Sy sind nach berechenbar;
die eingeschrinkte Summe iiber die {n;} ist jedoch unangenehm. Die Summation wird uneinge-
schrinkt in der groflkanonischen Zustandssumme

<1 [P\ N!
7 . = | — o ng
gk NZ N! (As) Z [, ! (1)m ; b

=0 {mi}
S ml=N
> il
- (W) l LH b
{n} A? l nl'(l')m
wegen
N0 fmd
Zlnll N
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Weiteres Umformen durch wiederholtes Ausklammern ergibt

st p 1™
eng ()] -

lTL]O

()]

Zg = exp [i <€j:> l'] . (2.3.31)

=1

und damit

Dies ist eine Aussage der Form, dass

Summe iiber alle Diagramme = exp [ Summe iiber zusammenhéingende Diagramme | ‘

und damit auch wieder ein linked Cluster Theorem, wie wir es bereits in der diagrammatischen
Darstellung der Kumulanten in (2.3.14]) kennengelernt hatten.

Wir kénnen nun sofort das groflkanonische Potential

Gibbs-Duhem

®=FE-TS —uN —pV = —kpTn Z,

angeben:

. kBT Z < - ) n (2.3.32)

Dies stellt im Prinzip schon eine erste Version der Virialentwicklung der Zustandsgleichung dar, die
wir in mehreren Schritten zur endgiiltigen Virialentwicklung umformen:

e Da die linke Seite extensiv ist, sollte auch die rechte Seite termweise extensiv sein und damit
sollten die zusammenhédngenden Diagramme b; extensiv sein. Beispielsweise ist

b2 = o—e /dSTl/dSTQf T1 —’I“Q /dgT‘f

Wir bezeichnen den intensiven Anteil der b; im Folgenden als

1
b= lim b (2.3.33)

V —o0

und erhalten
kBT Z ( A3 ) n

e Die Gl. (2.3.32) ist eine Entwicklung in der Fugazitit z = e®*; wir wollen die Virialentwick-
lung aber als Entwicklung in der Dichte p = N/V schreiben. Der Zusammenhang zwischen
Fugazitdat und Dichte ist durch

N 1 0P A(=p®) Lb
PV = "Vou~ V Bﬁu 2 ( 3) (2.3.34)

gegeben. Wir miissen diese Potenzreihe fiir p = p(z) invertieren, um z = z(p) zu bekommen.
Einsetzen in (2.3.32) liefert dann die Virialentwicklung in p.
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e Wir fithren die Invertierung bis zur dritten Ordnung explizit aus, indem wir nach z = z/A?

als x1, 2, ... in der 1., 2., ... Ordnung auflésen:
pzilml@ =z+b x2+16rm3+
— ! SR

z1 = p+O(p°)
22 = p—boat + O(p*) = p = bap® + O(p°)

1
w3 = p—boay — fﬂ? +0(p?)
2 1
=p—b2(p=b2p")" = Sbap” + O(p")
1
=p—bap’ + (255 - 2&3) p* + O(ph).
e Einsetzen in (2.3.32)) ergibt dann bis zur dritten Ordnung:

1 1
Bp=x+ 552362 + 6531‘3 + ...

1 1
w3+ 5baa3 + Sbsat + O(p)

1 1
pP— 55202 + (5% - 353) P’ +O(p").

Dies ergibt die Virialentwicklung in Potenzen von p,

Bp=p+ Y Bi(T)p

=2

mit dem 2. Virialkoeffizienten

Ba(T) = ~yha = — [ (e - ()

f(?)

(2.3.35)

in Ubereinstimmung mit Gl. (2.2.13) und den héheren Virialkoeffizienten, die nun auch sys-

tematisch berechnet werden konnen:

1
Bs(T) = b3 — gbg

[feno] -

[ /d37“12 /d m™3f(F12) f /d3T12 /d 13 f(F12) f(713) f(F12 — 713)

=3 /d?’m / B f (Fria) (o) f(Faz — T1s).

(2.3.36)

e Das Beispiel B3(T') zeigt, dass sich alle 1-Teilchen reduziblen Diagramme herausheben aus dem
Virialkoeffizienten. Genauso wie fiir die Kumulanten (siehe (2.3.22)) findet man also wieder:

Nur 1-Teilchen irreduzible (1-PI) Diagramme
tragen zu Virialkoeffizienten B;(T') bei.

(2.3.37)



Der Beweis dieser Aussage kann wie oben fiir Kumulanten gefithrt werden, indem Relativ-
koordinaten bezgl. des speziellen Vertex eingefiihrt werden, dessen Entfernung ein 1-Teilchen
Diagramm reduzibles Diagramm zerfallen lésst genau wie in fiir B3(T) gezeigt. Wir
finden dann insgesamt

-1
BZ(T) = — I d; mit
d = Z 1-PI Cluster der Ordnung I (2.3.38)
So berechnen sich beispielsweise
1 1 1
B T = —— = —— = ——
2( ) 252 ng 3 —o
1 1 1
B3(T) =02 — —b3 = ——dg = — =
3(T) b 3 393 3 A
1 1
By(T) = _6d4 =5 ( + + + > . (2.3.39)

Die Beziehung zwischen Kumulantenentwicklung (2.3.23)) und der Virialkoeffizienten (2.3.38) bzw.
der Virialentwicklung ([2.3.35) ist

8ank
r="3v

3. =1
InZj, = In Z 0 + VZplﬁEll
1=2 :

1 (=B .
ﬁdl = Z ol Z Diagr.(p,l).
P 1-PI Cluster mit
p Kanten, | Vertizes

Wir kénnen dies auch nutzen, um eine Virialentwicklung der kanonischen freien Energie
F = —kgTIn Z; anzugeben. Der ideale Anteil ist

14
-Fid = —kBTln Zk’() = NkBT |:— In (W) — ].:| s
und wir erhalten

=1
F=Fa—-kgTV)_ ﬂdlpl
=2

— 1
= Fa+ksTV) B (2.3.40)
=2

2.4 Harte Kugeln

Wir wenden die Virialentwicklung auf harte Kugeln an. Harte Kugeln sind ein
Modell fiir Kolloide und zeigen ein interessantes Phasenverhalten. Wir leiten eine
einfache Theorie fiir die Kristallisation harter Kugeln her. Weiter diskutieren wir
die “Depletion-Wechselwirkung” fiir bidisperse harte Kugeln.
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2.4.1 Harte Kugeln und Kolloide

Ein wichtiges und sehr einfaches Modellsystem in der weichen Materie sind harte Kugeln |[3| 4].
Vom theoretischen Standpunkt sind harte Kugeln das einfachste wechselwirkende Vielteilchensys-
tem, das vorstellbar ist. Die Wechselwirkung ist hier rein sterisch, d.h. ein harter Kern schriankt
hier die Annéherung ein, und das Paarpotential v(7) ist entweder = 0 oder = occ:

wn={ 5 1o (2.4)

wobei o der Kugeldurchmesser ist.

Harte Kugeln sind experimentell in sehr guter Naherung realisierbar als sogenanntes Kolloid. Kol-
loide (von koAda=Kolla=Leim) sind “leim-dhnliche” Substanzen, die triib wie Leim sind; sie beste-
hen aus festen supramolekularen Teilchen mit Gréflen von Inm bis 1pm, die in einer molekularen
Fliissigkeit oder einem Losungsmittel dispergiert sind. Der kolloidale Zustand zeichnet sich da-
durch aus, dass die supramolekularen Teilchen klein sind gegeniiber einem makroskopischen Korper
und die Eigenschaften des Kolloids im Wesentlichen von Teilchengréfie und Konzentration bestimmt
werden. Wichtige Beispiele fiir Kolloide sind Dispersionsfarbe, Tinte, Blut, Senf, usw. Der kolloidale
Zustand wurde von Graham 1862 als eigener Zustand oder Phase identifiziert. Ostwald hat kolloi-
dale Systeme systematisch nach ihrem Dispersitéitsgrad eingeteilt. Perrin gelang die Bestimmung
der Avogadrokonstanten anhand des Sedimentationsprofils einer kolloidalen Suspension, was ihm
1926 den Nobelpreis fiir Physik “fiir seine Arbeiten {iber die diskontinuierliche Struktur der Materie,
besonders fiir seine Entdeckung des Sedimentationsgleichgewichts” einbrachte.

Zwischen Kolloidteilchen gibt es immer eine anziehende Van-der-Waals Wechselwirkung (die
wir in Kapitel noch detaillierter betrachten werden). Die Van-der-Waals-Energie wird minimal,
wenn Teilchen sich beriihren und wird daher in Abwesenheit anderer Wechselwirkungen eine Ko-
agulation oder Flokkulation des Kolloids bewirken, was normalerweise unerwiinscht ist. Wir
werden in Kapitel sehen, dass die Van-der-Waals-Krifte von der Differenz der Brechungsindizes
von Teilchen und Lésungsmittel abhingen. Die Van-der-Waals-Wechselwirkung kann daher durch
durch Anpassen der frequenzabhingigen Brechungsindizes der Partikel und des Losungsmittels
(“Indexmatching”) minimiert werden, es bleibt jedoch immer eine Kontaktanziehung.

CoulomHb-AbstoBung entropische AbstoBung

Abbildung 2.1: Stabilisierung von Kolloiden durch elektrostatische Abstofiung (links) oder entro-
pische oder sterische Abstofung (rechts) (aus [3]).

Daher miissen Kolloide weiter stabilisiert werden durch zusétzliche abstolende Wechselwirkungen,
die auch gezielt erzeugt werden kénnen. Eine Moglichkeit ist die Aufladung von Teilchen und die da-
mit verbundene abstoflende elektrostatische Wechselwirkung. Das Wechselspiel von repulsiver
(abgeschirmter) elektrostatischer Wechselwirkung und attraktiver Van-der-Waals-Wechselwirkung
wird in Kapitel nochmal im Rahmen der DLVO-Theorie (Derjaguin, Landau, Verwey, Over-
beek) quantitativ betrachtet werden. Eine andere Moglichkeit der Stabilisierung besteht darin, flexi-
ble Polymere auf der Teilchenoberfliche zu verankern, so dass jedes Teilchen von einer Schicht aus
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Polymerhirchen umgeben ist. Uberlappen sich die Polymerhaar-Schichten zweier Teilchen, fiihrt
dies zu einer entropischen Abstoflung der Polymere (die wir auch spéter noch genau betrachten
werden), die dadurch zustande kommt, dass sich Polymere dann gegenseitig mogliche Konfigura-
tionen “wegnehmen”, was zu einem Entropieverlust, also einer Erhohung der freien Energie fiihrt.
Dies ist eine sterische Stabilisierung, da auch sie auf der ausgeschlossenen Volumen Wechselwir-
kung zwischen den Polymeren beruht. Stabilisierte Kolloide, wo die Van-der-Waals Wechselwirkung
balanciert und soweit wie moglich reduziert ist, konnen dann auch sehr gute experimentelle Reali-
sationen harter Kugeln darstellen bzw. ihr Verhalten kann umgekehrt durch die statistische Physik
harter Kugeln verstanden werden.

2.4.2 Virialentwicklung fiir harte Kugeln

Fiir eine sterische Wechselwirkung (2.4.1)), die entweder = 0 oder = oo ist, ist der zugehorige
Boltzmann-Faktor entweder = 0 oder = 1:

—Bu(7) _ 0 r<o
e { Loy (2.4.2)

und die Temperatur T f&llt komplett aus dem Konfigurationsanteil der Zustandssumme heraus (im
kinetischen Anteil taucht sie natiirlich noch auf genau wie beim idealen Gas). Ein solches System
heifit auch athermisch. Da das Phasenverhalten aber vom Konfigurationsanteil der Zustandssumme
bestimmt wird (der ideale Gas Anteil ist irrelevant), kann das Phasendiagramm harter Kugeln nicht
von der Temperatur abhéngen, sondern nur von der Dichte.

Zunichst wollen wir uns der fluiden Phase harter Kugeln iiber die Virialentwicklung nahern. Der
zweite Virialkoeflizient 14sst sich direkt nach (2.2.13)) berechnen (siehe auch Gl. (2.3.39)). Auch die
Virialkoeffizienten sind in einem athermischen System nicht mehr temperaturabhéingig:

o0 o 2
By = —27T/ drr? (e_B”(T) — 1) = 27r/ drr? = 2253,
0 0 3

Wir finden dann insgesamt

2

By = %JS = du,, (2.4.3)

wobei A 5
Vg = ?ﬂ- (%) = Volumen einer Kugel. (2.4.4)

Daneben ist das Volumen pro Teilchen
Vo1 .
V=N, Volumen pro Teilchen (2.4.5)
p

wichtig. Mit By ldsst sich dann der Anfang der Virialentwicklung (2.3.1) als

pu Vs
=1+4— 2.4.6
kBT + v ( )
schreiben bzw. im verdiinnten Limes v, < v als
v Vs <KV
kBT:P1+4%S ~ p(v— 4vy). (2.4.7)

Dies lédsst sich anschaulich so deuten, dass 4vs das effektiv ausge-
schlossene Volumen ist. Das tatséchliche ausgeschlossene Volu-
men um eine Kugel herum, in das der Mittelpunkt einer zweiten

Kugel nicht eindringen kann, ist etwas grofler, ndmlich 8v; = 4{03.
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15
/q | Bi || i | exakt/numerisch | CS (2.4.11) i* + 3i
hard-sphere fluid 4 /: » 1 4 4
) 2 10 10
N 3 18.36 18
= 4 28.22 28
5 39.82 40
6 53.34 54
7 68.53 70
8 85.81 88
. ‘ 9 105.8 108
0.0 0.2 0.4 0.6
n

Abbildung 2.2: Links: Zustandsgleichung harter Kugeln (in der fluiden Phase) nach der Virialent-
wicklung (2.4.9) bis zu | = 2,3,...8 (gestrichelt) und Carnahan-Starling Zustands-
gleichung (durchgezogen) (aus [2]). Rechts: Virialkoeffizienten B; exakt oder
numerisch und nach Carnahan-Starling (aus [5]).

Unser Ergebnis fiir harte Kugeln zeigt ganz allgemein folgende wichtige Interpretation des 2. Viri-
alkoeffizienten: Ein positiver 2. Virialkoeffizient B(7") > 0 kommt durch eine repulsive Wechselwir-
kung v(7) > 0 zustande und By(T") misst das durch diese Wechselwirkung effektiv ausgeschlossene
Volumen. Bei einer echten sterischen Wechselwirkung ist B > 0 und unabhdngig von T und gibt
ein festes effektiv ausgeschlossenes Volumen an.

Das Verhéltnis vom Volumen aller Kugeln Nvg zum Gesamtvolumen V' wird auch als (einheitenlose)
Packungsdichte 7, bezeichnet,

Nug Vg T
n= V( = = PUs= 6pa3. (2.4.8)
Die Virialentwicklung ([2.3.1)) 14sst sich damit auch als
2.4.9
NeT =12 o (2:49)
1=2 5 _
=B

mit einheitenlosen Virialkoeffizienten ;.

Neben B; = By/vs = 4 findet man aus der Clusterentwicklung (2.3.38)), (2.3.39) im Fall harter
Kugeln entweder exakt oder numerisch (siehe [2], (3.9.14) oder [5]):

Bi=4, B,=10, B3 =1836, By =2822,... (2.4.10)
was sich (phénomenologisch) in guter Nidherung durch eine Rekursion
Bi ~ a1i® + agi + a3 =i + 3i (2.4.11)

beschreiben lisst, siehe Tabelle in Abb. (rechts). In dieser Approximation kann man dann
tatséchlich alle Glieder der Virialentwicklung geschlossen aufsummieren (Ableitungen geometrischer
Reihen):

pvV - l+n+n?—n?
NioT 1+Zz + 3i)n - (2.4.12)
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und erhélt die Carnahan-Starling Zustandsgleichung fiir harte Kugeln, die sich als fast exakte
Zustandsgleichung im fluiden Zustand harter Kugeln herausstellt (der Fehler ist < 0.1% [7} [2]),
siche Abb. (links).

Bemerkung:
Aus der Virial-Zustandsgleichung (2.2.11)) ldsst sich fiir harte Kugeln durch Ausnutzen von

50/ (6(r — o) B2 v/ () exp(—0(r) = = exp(~Bu(r)) B2 Lo — o) = 5(r — o)

(©(x) ist die Heaviside-Funktion) und n = %pa?’ auch eine exakte Beziehung zwischen Druck und
dem “Kontaktwert” von g(r) bei r = o+ gewinnen

pV
NEkgT

=14 4ng(o+) (2.4.13)

2.4.3 Phasenverhalten harter Kugeln

Obwohl harte Kugeln nur sterisch repulsiv wechselwirken, konnen sie einen Schmelziibergang zwi-
schen einer kristallinen und fluiden Phase zeigen. Weil es keine anziehenden Wechselwirkungen gibt,
gibt es aber nur eine ungeordnete fluide Phase, also keinen Ubergang zwischen Gas und Fliissigkeit
(dies wird sich beim Van-der-Waals Gas unten #ndern, wo wir eine zusétzliche anziehende Wech-
selwirkung haben). Die Existenz eines Kristallisationsiibergangs bei harten Kugeln ohne “echte”
Wechselwirkung war lange Zeit sehr umstritten, da man intuitiv die kristalline Phase immer mit der
Phase, in der Wechselwirkungsenergien dominieren, identifiziert und die im Wettbewerb mit einer
entropisch dominierten ungeordneten Phase steht. Aulerdem liefert die Virialentwicklung keinerlei
Hinweise auf Nicht-Analytizitaten fiir n < 1, siche z.B. die Carnahan-Starling Gleichung . E|
Wir werden sehen, dass der Phaseniibergang harter Kugeln durch den Wettbewerb zweier Entropien
verursacht wird.

Wie bereits oben erwéhnt sind harte Kugeln athermisch, d.h. sie haben nur Boltzmann-Faktoren
= 0 oder = 1 und die Temperatur 7" fillt komplett aus dem Konfigurationsanteil der Zustandssumme
heraus, wodurch dann auch die freie Energie (bis auf den idealen Anteil von der kinetischen Energie)
nur noch trivial von der Temperatur abhéngt:

AF = F(n) — F(0) = F(n) — Fia = NkgT f (n).

Der nicht-triviale Teil f(n) der freien Energie hingt nur von der Dichte bzw. Packungsdichte der
harten Kugeln ab. Dies gilt in jeder mo6glichen Phase. Daher kann auch das Phasendiagramm harter
Kugeln nicht von der Temperatur abhéngen, sondern nur von der Dichte p bzw. der Packungsdichte
n. Abb. (rechts) zeigt das Phasenverhalten von harten Kugeln in d = 3 Raumdimensionen.

® 7y = /32 =~ 0.740 ist die dichteste Packungsdichte (close-packing fraction). Dies ist ge-
nau die Keplersche Vermutung von 1611, die von Gauf} 1831 fiir periodische Anordnungen
bewiesen wurde, aber erst 1998 von Thomas Hales mit Hilfe eines Computerbeweises fiir belie-
bige nicht-periodische Anordnungen gezeigt werden. Diese dichteste Packung wird erreicht fiir
verschiedene Stapelungen von Dreiecksgitterlagen (lokal ist tatséchlich eine dichtere Packung

1 Bei einer groBen Konferenz 1957 in New Jersey mit namhaften Wissenschaftlern wie Kirkwood und Uhlenbeck
wurde dies sehr deutlich. Dellago et al. beschreiben dies in [8] wie folgt:
So it was no surprise that at a symposium on “The many-Body Problem” held 1957 at the Stevens Institute of
Technology in Hoboken, New Jersey, during a round table discussion lead by G.E. Uhlenbeck on general topics
of statistical mechanics, a vote taken among prominent scientists (including several Nobel laureates) about this
question ended evenly [48]. ... The question was finally settled in favor of the existence of the fluid-solid transition
on the basis of now famous molecular dynamics simulations by Alder and Wainwright [49] and Monte Carlo
simulations by Wood and Jacobson [50].
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Abbildung 2.3: Links: Die dichteste Packung harter Kugeln als fcc oder hep-Kristall. Rechts oben:
Phasenverhalten kolloidaler PMMA-Teilchen ﬂgﬂ, die sich anndhernd wie harte Ku-
geln verhalten (sterisch stabilisiert und mit einem Losungsmittel mit Indexmat-
ching). Von links nach rechts nimmt die Dichte ab: 2 Systeme in der Glaspha-
se n > 0.62, 3 Systeme in der kristallinen Phase 0.55 < n < 0.6, 3 Systeme im
fluid /Kristall Koexistenzbereich 0.50 < 7 < 0.54 und 1 System in der fluiden Pha-
se 1 ~ 0.48. Rechts unten: Phasendiagramm harter Kugeln als Funktion der Pa-
ckungsdichte 1 (aus [4]). Die dichteste Packung ist bei 1., ~ 0.740 erreicht, Der
Koexistenzbereich von fluider und kristalliner (fcc) Phase reicht von 1y ~ 0.494 bis
ns =~ 0.545.

mit Tkosaederstruktur méglich, die aber nicht raumfiillend gemacht werden kann):

fcc : ABCABC...
hep : ABAB...
zufillige Abfolge

Alle diese Anordnungen haben 1 = 7,. Ein Uberbleibsel dieser Entartung ist die Tatsache,
dass harte Kugeln zwar in ein fcc-Gitter kristallisieren, allerdings haben die anderen Gitter
nur unwesentlich hohere freie Energien (AF/N ~ 1073kgT).

e Der Schmelziibergang fcc/fluid ist rein entropisch, weil harte Kugeln athermisch sind, so dass
alle erlaubten Konfigurationen Energie 74 = 0 haben, also E = (H) = 0 und AF = —TAS:

— Das Fluid hat eine hohe Konfigurationsentropie.

— Der Kristall hat eine hohe Translationsentropie, da im geordneten Zustand jede Kugel
lokal “den meisten Platz” hat.

36



e Der Schmelziibergang fcc/fluid ist diskontinuierlich mit einem Koexistenzbereich von fluider
und kristalliner (fcc) Phase von ny ~ 0.494 bis 7, ~ 0.545, siehe Abb.

e Wir werden im Folgenden eine Theorie fiir diesen Schmelziibergang entwickeln. Die Strategie
ist folgende [5]: In der fluiden Phase werden wir die freie Energie Frg, die aus der Carnahan-
Starling Zustandsgleichung folgt, verwenden. In der kristallinen fcc Phase werden wir eine
freie Energie Fyen nach dem sogenannten Zellmodell (von Lennard-Jones und Devonshire)
herleiten. Dann suchen wir an Hand von gemeinsamen Tangenten (pcs = pzen und pcs =
tzen) nach Phasenkoexistenz und einem diskontinuierlichem Schmelziibergang.

Fluide Phase, Carnahan-Starling freie Energie

Wir betrachten also zuerst die fluide Phase. Im Limes n — 0 sollten wir wieder das ideale Gas

erhalten, fiir das
%
Fid = Nk}BT l:—h’l (NA?’) - 1:|

gilt. Mit N/V = p = Sn/0® ergibt sich

Fq A 6
fia(n) = NigT — 31n <a) +1In <7r> 1+1Inn.

Es gilt die thermodynamische Relation

pV V. oF

_ or In on/ov=—n/v
NkgT =~ NkgT oV -

=Vf'(n) % nf'(n). (2.4.14)

Also erhalten wir nach Aufintegrieren mit der Carnahan-Starling Zustandsgleichung ([2.4.12]),

pesV 14+ n+9° =1
NksT — (—n@

die freie Energie

1 pcsV /n 1/ pcsV .
— const dn~ — consta + 1 - 1
fes(n) = consty Jr/ 7777 NkBT(n) consty +Inn + 7 \NkpT () ,

wobei consty nun so gewihlt werden muss, dass fos(n) — fia(n) fiir n — 0. Dies ergibt

fes(n) = faln) + [ & (#5700 - 1) BB put) + G2

(in Ubereinstimmung mit der bereits in Gl. (2.3.40)) erhaltenen Virialentwicklung der freien Energie)
und damit

n

0

fes(n) =3In (2) +In (i) —1+Inn+ m (2.4.15)

fiir die freie Energie nach Carnahan-Starling.

Kristalline Phase, Zellmodell

In der kristallinen Phase verwenden wir das Zellmodell. Dabei nehmen wir an, dass Teilchen sich
auf festen Pliatzen im Kristallgitter befinden und sich dort nur jeweils soweit bewegen kénnen, bis
sie an ein Nachbarteilchen stofilen (die als auf ihren perfekten Gitterpléitzen fixiert angenommen
werden). Daher approximieren wir das Konfigurationsintegral in der Zustandssumme durch N !U}V ,
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Approximation durch
rundes Volumen

U,

Form der o 13 1/3:3 :4_7r 3
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Zelle _ 8 sl s ir s
- lep/ M = n _— |

Volumen v 2 [( p/1) i [(77 /1) }

Abbildung 2.4: Freies Volumen vy nach der Zelltheorie. Links: Eigentlich hat das freie Volumen
jedes Teilchens die Form der Wigner-Seitz-Zelle (aus [4]). Rechts: Wir approximieren
die Wigner-Seitz-Zelle durch eine Kugel mit Radius » — o (r = Teilchenabstand im
Gitter, o = 2R, aus [5]).

wobei vy das freie Volumen jedes Teilchens im “Kristallkafig” ist. Der Faktor N! tritt auf, da sich
jedes der N Teilchen in jeder der N Zellen befinden kann. Er hebt sich mit dem Faktor 1/N! in der
Zustandssumme weg, der auf der Ununterscheidbarkeit der Teilchen beruht.

UN

Zaen = T3y (2.4.16)

Das freie Volumen vy in einem Kristall hat eigentlich die Form der Wigner-Seitz-Zelle, die wir
aber wie in Abb. dargestellt durch eine Kugel mit Radius r — o approximieren, wobei r der
Teilchenabstand im Gitter ist, also

4 )
vy = %(rfa)‘g.

Wegen n = %pa3 und 7., = 7/ 3v/2 folgt aus der Bedingung, dass die Kugeln dichtgepackt sind,
wenn o = r ist 1, = Zpr? oder
1/3
r_ (e
o ( U ) '

4 r 3 Am n 1/3 ’
21,3 7_1) L N =2 R 2.4.1
v=5; 37 \\ 7y (2:4.17)

Fzen = —kgT'In Zzen = NkgT (1DA3 —Invy)

1/3
fzen(n) = 31n <§) —In %” —3In ((”np) - 1) (2.4.18)

fiir die freie Energie im Zellmodell, die eine sehr gute Ndherung darstellt bei dichten Packungen
N = Nep-

Damit erhalten wir
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Phaseniibergang

Der Phaseniibergang findet statt, wenn sich die freien Energien schneiden. Dies ist bei
e = 0.544 (2.4.19)

der Fall, siche Abb. [2.5] Der Phaseniibergang ist 1. Ordnung: Da sich die freien Energien schnei-
den, hat das freie Energie Minimum dann einen “Knick”, und es gibt Unstetigkeiten in den ersten
Ableitungen. Daher ldsst sich auch die freie Energie durch eine gemeinsame Tangente (konve-
xe Hiille) absenken. Dies entspricht einer Koexistenz von fluider und kristalliner Phase und die
Angabe 7y < n < n, des Koexistenzbereiches ist physikalisch relevanter als n.. Die gemeinsa-
me Tangente oder konvexe Hiille kann entweder an F'/N als Funktion von v, d.h. an die Funktion
fn(v) = f(ro3/6v), oder an F/V als Funktion von n oder p, d.h. an die Funktion fy (n) = nf(n)
konstruiert werden, sieche Abb. und Ubung 1.

£ —3In(A/o)

——— ok,

. P S S S SR e
1.3 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70

n

Abbildung 2.5: Freie Energien fcg — 31n(A/o) nach fiir luide Phase und fzen — 31n(A/0)
nach fiir kristalline Phase. Links: Die gemeinsame Tangente (rote Linie)
kann fiir die freie Energie pro Teilchen fN,Cs/ZeH(’U/O's) = fCS/zeu(?TUS/fi’U) als Funk-
tion von v/0® konstruiert werden und liefert dann den Koexistenzbereich
mit vs/0® = 1.017 und v,/0® = 0.903. Der Schnittpunkt der freien Energien liegt
bei v./03 = 0.962 (rot gestrichelt). Rechts: Die gemeinsame Tangente (rote Linie)
kann auch fiir die freie Energie pro Volumen fy cs/zen(n) = nfcs/zen(n) als Funk-
tion von 7 konstruiert werden. Der Koexistenzbereich ist durch ny = 0.515
und 75 = 0.580 gegeben. Der Schnittpunkt der freien Energien liegt bei 7. = 0.544.

Um die Endpunkte 7y und 7, der gemeinsamen Tangente (an f(v)) zu bestimmen haben wir 2
Bedingungen:

a’) bcs (Wf) = pZell(ns)

b) pes(ng) = pzen(ns)-

Es gelten die thermodynamischen Relationen

P pV. Nv, 1 pV 1 @i1d)

1) o, i
el NEoT V oo NegT'o. 1/ (”)us

und wegen F'= NkgTf(n)

or F Vs
L=oN =N Nk'BTVf (n)
no / pV
T f)+nf'(n) == fn) + NigT
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Daher ist a) fiquivalent zu

pzetV

pcsV
(nf) = ns NkBT(ns) oder 07 fis(ng) = 02 fren(ns)

Y NERT

und b) dquivalent zu

oder

pZeIIV( )
NkgT '

fes(ng) +npfas(y) = fzen(ns) + 1 fzen (1)

v
fes(ng) + ]]\)T(IJ;T(W) = fzen(ns) +

Diese beiden Bedingungen haben die numerische Losung
nr ~0.515, 7y~ 0.580, (2.4.20)

die mit den Resultaten n; ~ 0.494 und n, ~ 0.545 aus Computersimulationen zu vergleichen sind.

2.4.4 Depletion-Wechselwirkung

Wir machen uns das Resultat (2.4.3) und (2.4.7), dass das effektiv ausgeschlossene Volumen nur
halb so grof ist wie das tatséchliche

1
By =4v, = 3 ausgeschlossenes Vol. 2 Kugeln

nochmal auf andere Weise klar: Im Konfigurationsintegral fiir alle N Teilchen wird das ausgeschlos-
sene Volumen fiir jede neue Kugel in erster Nidherung um 8vg grofer. Damit erhélt man in der
Zustandssumme

11
Z =~y pan V(V = 8us)(V = 16v,)...(V = (N —1)8vy)
N-1 v N-l 8v
N OUs\ /N S
V(V = 80)...(V = (N = 1)8v,) =V llu—w17%wv (1—ggzv>
N(N —1) 8 40\ "
S VAN I A SV i RV 72V I I - =\ "
_V (1 : V) % (1 NV> (V - 40,N)

Dies fiihrt in der freien Energie auf das effektiv ausgeschlossene Volumen von 4v,

V —4v,N N
F~ —NkgT IHW + 1} = Fiq — NkgTln (1 - V4vs> = Fiq — NkgTln (1 —4n).
(2.4.22)
Vom Standpunkt der Virialentwicklung (2.4.9) bedeutet diese Niherung folgendes
pV vV OF 1 N
= — — =1 V 74 S
NkpT —  NkgTav 1 Mgy v2"
4n - -1 1-1
=1 =1 4
+ 1—4n + Z ~—~ mo
1=2 =B,_,

also B; = 4!, was nur bis | = 2 ein akzeptable Niherung ist, da wir B; = 4, 16, 64,... statt
B; =4, 10, 18.36, ... finden. Der Grund fiir die Abweichungen ist, dass das ausgeschlossene Volumen
zwischen 3 und mehr Teilchen (das in By, B, ... eingeht) nicht korrekt als (N —1)8v, wiedergegeben
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Abbildung 2.6: Die anziehende Depletion-Wechselwirkung zwischen den beiden groflen Kugeln
kommt durch die Einsparung des schraffierten ausgeschlossenen Volumens zustande,
wenn sich die Oberflichen der grofien Kugeln niher als der Teilchendurchmesser o
der kleinen Kugeln kommen, also fiir r < R + o /2. Bild rechts aus .

(¥

wird wegen kooperativer Effekte: Wenn zwei Teilchen sich ndher als ¢ sind, ist das ausgeschlossene
Volumen fiir ein drittes Teilchen reduziert.

Solche kooperativen 3-Teilchen-Effekte durch iiberlappende ausgeschlossene Volumen sind auch ver-
antwortlich fiir die Depletion-Wechselwirkung zwischen 2 zusétzlichen grofien harten Kugeln
(mit Radius R und im Abstand r) in dem System mit vielen kleinen harten Kugeln (mit Durch-
messer o), siche Abb.

e Fiir r > 2R + o ist das zusétzliche ausgeschlossene Volumen durch die 2 grofien Kugeln
Ve =24Z(R + 0/2)3, also unabhingig von r.

e Fiir 2R < r < 2R+ o0 dberlappen die ausgeschlossenen Volumina um die beiden grofien Kugeln
und V, = Ve (r) < VL.(2R — o) wird eine monoton steigende Funktion von r.

Auch hier gilt analog zu (2.4.22)) fiir die gesamte freie Energie des Systems aus den kleinen Kugeln

Velr)
Vv

Ve(r)

FzFideBTln<14n v

) ~ const (unabhingig von r) + NkgT

was nun abhéngig vom Abstand r der groffen Kugeln ist. Dies bewirkt dann ein effektives Depletion-
Potential zwischen den zwei grofien Kugeln:

Vaep(r) = F(r) — F(2R+ 0) ~ pkpT  (Vo(r) — Vo(2R + o))

==V, (r):Uberlappvolumen

—pkpTVoy(r) 2R<r<2R+4o0o
= 0 r>2R+o (2.4.23)
%) r<2R
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mit dem Uberlappvolumen

V()—LJ‘—W(R+5)31—§L+i Y (2.4.24)
o) =73 2 AR+Z 16\ R+ ' -

g g
2 2

N, =256, 7 =02

Vdep A ‘ i

.: £=5
. e=10]]

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
r/og

Abbildung 2.7: Links oben: Anzichendes Depletion-Potential Vgep(r) zwischen den zwei grofien
Kugeln geméf . Die Potentialreichweite ist der Durchmesser o der kleinen
Kugeln. Rechts: In einer Monte-Carlo Simulation von zwei-dimensionalen harten
Kugeln gemessene Depletion-Kraft Fuep(r) = —0,Vaep(r) (Datenpunkte) [11]. Die
Packungsdichte der N = 256 kleinen Kugeln ist 7 = 0.2, das Verhéltnis der Durch-
messer ist £ = 2R/o. Die durchgezogenen Linien sind das Ndherungsresultat
(angepasst an den zweidimensionalen Fall). Abweichungen, insbesondere das Maxi-
mum bei r = R+ (1++/3/2)0, kommen durch Schichtungseffekte der kleinen Kugeln
im Zwischenraum zustande.

Wir erhalten also ein anziehendes Potential mit einer Reichweite o, die durch den Durchmesser der
kleinen Kugeln bestimmt ist, siche Abb.[2.6] (rechts); die Stirke der Wechselwirkung ist proportional
zur Dichte p der kleinen Kugeln. Die Wechselwirkung ist auflerdem rein entropisch, es gilt

Vaep(r) = —pkpTVoy(r) o< T
Vdep(r) = AF(T) :AEGT/)/* TAS(’I”) ox T.

Die grofien Kugeln gewinnen dadurch freie Energie, wenn sich die ausgeschlossenen Volumen iiber-
lappen, dass die kleinen Kugeln mehr Konfigurationen, also eine gréfiere Entropie haben. Erstaunlich

2 Das linsenformige Uberlappvolumen ([2.4.24)) ergibt sich geometrisch als zweifache Differenz eines Kugelausschnitts
mit Offnungswinkel 20¢ und eines Kegels mit demselben Offnungswinkel und Héhe 7/2, also %VOU = VKugel,00 —
VKegel,@g mit

r/2

Q) =
cos ©g R—0/2

2m
VKugel,@o = (1 — Ccos GO)E(R + 0—/2)3

T 2 r
VKegel,09 = 3 (r/2)® tan ©F = 31 (R+0/2)*—(r/2)?)
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(und vielleicht auch kontra-intuitiv) ist die Tatsache, dass wir ein effektiv anziehendes Potential in
einem System bekommen, dass nur abstoflende Wechselwirkungen zwischen Kugeln enthilt!

Zu dem Potential Vye, (1) gehort auch eine Kraft

2R<r<2R+o

o\?2 r 2
Fuglr) = ~0Vip(r) = { P47 (R55) [1_ <R+g>

0 r>2R+o

2924l x99 X
J-» ,4— O » «
A3
Ho a0 % 1
o o ?
9 )
9

4
overlap volume

2.9 & excluded volume — 2 d

(%
©

Abbildung 2.8: Links: Der osmotische Druck p = NkgT/V von auflen auf die groflen Kugeln
bleibt iiber den Winkelbereich der Grofle 20y unkompensiert. Rechts: Die zwei
dquivalenten Sichtweisen der anziehenden Depletion-Kraft, wenn sich zwei grofie
Kugeln nahe kommen (aus [10]). A) Der osmotische Druck bleibt teilweise unkom-
pensiert. B) Das ausgeschlossene Volumen iiberlappt und wird deshalb kleiner.

Fiir diese Kraft gibt es auch eine dquivalente alternative Herleitung, die auf Asakura und Oosawa
(1954) zuriickgeht und die auf dem osmotischen Druck der kleinen Kugeln beruht: Wenn sich die
ausgeschlossenen Volumen iiberlappen, konnen die kleinen Kugeln nicht mehr in den Zwischenraum
zwischen den groflen Kugeln, so dass der osmotische Druck von auflen teilweise unkompensiert
bleibt, was zu einer Anziehung fiihrt. Wenn wir den Winkelbereich, iiber den der Auflendruck
p = NkpT/V = pkpT unkompensiert bleibt, 20 nennen (siche Abb. , ergibt eine Rechnung in
Kugelkoordinaten

2 9o
Faep(r) = —pkpT2m <R+ %) / dO sin © cos O,
0

was wieder genau auf (2.4.25)) fiihrt.

Die anziehende Depletion-Wechselwirkung lésst sich direkt experimentell beobachten, wie in Abb.
[2.9] gezeigt in einem System aus Polystyren-Kugeln. So fiihrt eine durch kleine Kugeln induzier-
te Depletion-Anziehung zwischen grofien Kugeln zu einer Phasentrennung oder Kondensation der
grofien Kugeln [13].

2.5 Van-der-Waals Gas, Zustandsgleichung

Wir wenden die Virialentwicklung auf das Van-der-Waals-Gas an und erhalten
die Van-der-Waals Zustandsgleichung. Wir deuten diese Zustandsgleichung aus
der Virialentwicklung auch als Mean-Field Theorie.
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nklein = 0'08 nkleln = 0.16

Abbildung 2.9: Eine von kleinen Kugeln vermittelte Depletion-Anziehung kann Phasentrennung der
groflen Kugeln hervorrufen . Kleine (im Bild nicht sichtbare) Polystyren-Kugeln
(r = 35nm) induzieren hier eine Anziehung zwischen grofien Polystyren-Kugeln
(r = 413nm). Die Phasentrennung auf Grund der anziehenden Wechselwirkung kann
dhnlich wie die Kondensation eines Van-der-Waals Gases beschrieben werden (siche

néichstes Kapitel .

Beim Van-der-Waals Gas hat die Paarwechselwirkung v(r) neben einem harten Kern noch eine
kurzreichweitige anziehende Wechselwirkung. Ein wichtiges Modell ist das Lennard-Jones Potential

() = 4e [(%)12 - (3)6] . (2.5.1)

Der erste Term beschreibt die Born-Abstoflung, wenn sich Elektronenhiillen iiberlagern, der zweite
Term die Van-der-Waals Anziehung oc 7~%. Die Abstofung wird normalerweise deshalb als r~12-
Potential modelliert, weil dies numerisch einfach zu berechnen ist als Quadrat von r—%. Das Lennard-
Jones Potential hat ein Energieminimum Vi, = —¢ bei r = 21/65. Es enthilt zwei Parameter: Der
Parameter ¢(> 0) gibt die Energieskala in Form der Potentialtiefe an. Der Parameter o ist eine
Langenskala, die die Reichweite der anzichende Wechselwirkung angibt. Die effektive anziehende

Volumenenergie ist [~ drr?v(r) = —3eo®.

Um im Folgenden Berechnungen der Virialkoeflizienten zu vereinfachen, ersetzen den repulsiven
r~12-Term durch einen harten Kern der GréBe o, also

o(7) = { Tu(®) roo (2.5.2)

wobei wir u so wahlen, dass die effektive anziehende Volumenenergie unveréndert bleibt,

/:0 drr?v(r) = —

8 8
uod = —5503 = u= 3¢

Wl =
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Abbildung 2.10: Links: Lennard-Jones Potential (2.5.1). Rechts: Modifiziertes Lennard-Jones Po-
tential (2.5.2) mit hartem Kern statt Born-AbstoBung.

2.5.1 Virialentwicklung

Wir erhalten mit dem modifizierten Potential (2.5.2)) nach (2.2.13) fiir den 2. Virialkoeffizienten

By(T) = 727r/ drr? (efﬂ”(r) — 1) = 27r/ 2 727r/ drr? (eﬁu("/r)G — 1>
0 0 o
——

>0, repulsiv <0, attraktiv
2 o _
= 103 727r03/ dxz? (eﬂ“w ° 1)
3 1
=4v
u<kpT >
P 41)3—271'03]{75% : dex™*, (2.5.3)
—1/3
also
By =4 ¢ it a=4 (2.5.4)
=4v, — —— mit a = 4v,u. 5.
2 kpT

Der erste Term ist wieder das effektiv ausgeschlossene Volumen, der Parameter a ist anziehendes
Volumen x Potentialstérke.

Unser Ergebnis zeigt ganz allgemein folgende Interpretation des 2. Virialkoeffizienten: Ein positiver
2. Virialkoeffizient By(T") > 0 kommt durch eine repulsive Wechselwirkung v(7) > 0 zustande und
misst das effektiv durch diese Wechselwirkung ausgeschlossene Volumen. Bei einer echten sterischen
Wechselwirkung ist Bo > 0 und wunabhdngig von T und gibt ein festes effektiv ausgeschlossenes
Volumen an. Ein negativer 2. Virialkoeffizient B2(T) < 0 kommt durch eine attraktive Wechsel-
wirkung v(7) < 0 zustande und misst das effektive Volumen, iiber das die Wechselwirkung eine
Anziehungsstéirke von kpT hat.

Das Potenzgesetz r ¢ der Van-der-Waals Wechselwirkung liefert im Integral [~ drr?r=6 in der letz-
ten Zeile in die Hauptbeitréage aber bei kleinen Skalen r ~ . Daher bleibt der Virialkoeffizient
endlich und die Virialentwicklung konvergiert. In diesem Sinne ist das ~%-Potential als kurzreich-
weitig anzusehen. Die Situation dndert sich fiir Potentiale 7~ mit o < 3, wo f;o drrr—® =
und die Hauptbeitrédge vom oberen Rand kommen. Dann ist die Virialentwicklung nicht mehr kon-
vergent. Solche Potentiale klassifizieren wir daher als langreichweitig.
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Wenn wir den Virialkoeffizienten (2.5.4)) in die Virialentwicklung einsetzen, erhalten wir

4o, 1 4o,
po=kpT (14+22 = 4 2) —ppr (14 22) 2
v kT v v v

—_———

~ 1
~1—dvg /v

kBT a
v—4vg,  v?

(p n %) (v — dv,) = kpT. (2.5.6)

p= (2.5.5)

Dies ist die Van-der-Waals Zustandsgleichung. Hier ist a/v? = 4v,u/v? der Binnendruck,
der so interpretiert werden kann, dass am Rand des Volumens eine anziehende Wechselwirkung
in Richtung Volumeninneres entsteht, da Randteilchen weniger Nachbarn haben. Dadurch ist der
Druck auf den Behélter reduziert. 4v, ist wieder das effektiv ausgeschlossene Volumen auf Grund
der Born-Absto3ung.

Die Zustandsgleichung fithrt wegen des Binnendrucks zu einer Instabilitéit, die sich in den
zweiten Ableitungen der freien Energie, also der Kompressibilitdt unterhalb der kritischen Tempe-
ratur T, zeigt:

O*F  Op 1 oV

— —| <0 bzw. kK = —

vz~ oV, v ool "

Fir T < T, findet man einen Phaseniibergang 1. Ordnung zwischen fliissig und Gasphase, fiir
T = T, einen kritischen Punkt, wie es ausfiihrlich in der Vorlesung Thermodynamik und Statistik
diskutiert wird.

2.5.2 Mean-Field Theorie, Gibbs-Bogoliubov-Ungleichung

Die Van-der-Waals Zustandsgleichung lasst sich auch als Mean-Field Theorie verstehen. Dazu
nehmen wir in der Zustandssumme

1 A L
Z(T,N,V):W H/d T | exp —BZv(rn—rm)

n<m

-6
v(F) = harter Kern — v, (1) = vpk (1) — u (ﬁ) o(r — o)
o

folgende Approximationen vor:

e Der harte Kern vk (1) schrinkt die 7,-Integrationen ein und wir erhalten wie in (2.4.21)) einen
Beitrag

V(V = 80v,)...(V — (N — 1)8v,) ~ (V — 4v,N)V.
e Wir ersetzen den attraktiven Teil % Zn £m Vattr (Tr, — T ) durch ein mittleres Potential, wobei
wir die Teilchendichte

N

p(7) = pg () < 5(F—Fn)> ~p

n=1

als raumlich konstant und unkorreliert

oo - i (229 o i o S
o7, 7) = p2g ) (7, 7") BZD <Z 57— 7,)8(7" — >> ~ p(Pp(F) = o
n#m
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nahern. Dies vernachlassigt 2-Teilchen Korrelationen und ist eine typische Mean-Field Ndherung.
Dann ergibt sich

1 L 1 B NP L
(Viv) = 5 > Vater (Fo — 7)) = 3 /d37°1 /d3r2p(r1,rz)vattr(r1 — )

n#Em
1 1 —6
~ p*V = /d3Fvattr(F) =-—p’V f/ d>7u (1)
2 2 r>o o
=4vsu=a
= —p?Va.

(2.5.7)

Damit erhalten wir

(V= 40, N)N aN?
Z(T,N,V) ~ Wexp ﬁT

APN T
NkBT G,N2 o NkBT

— 4v N N2
F=—kpTnZ=—NkgT {mvvs + 1]

__9F _ _8
p= 5VT$N_V74113N V2 ou—dv, 02

genau wie in der Van-der-Waals Zustandsgleichung (2.5.6)).
Diese Mean-Field Naherung lasst sich auch aus der Gibbs-Bogoliubov-Ungleichung der statis-

tischen Physik und einem Variationsprinzip herleiten. Sei dazu
‘H = voller Ausgangshamiltonian
Ho = beliebiger (einfacherer, l6sbarer) Hamiltonian
HN) =Ho + MH — Ho)
= Interpolation zwischen #(0) = Ho und H(1) = H.
Wir betrachten die Zustandssumme zu H(\)

Z() = Sp [exp(—BHo — MB(H — Ho))] -
Fiir die zweite Ableitung gilt

d*In Z(\
T 523~ o)) en 2 01 (258)
wobei (...)» das kanonische Mittel bezgl. des Hamiltonians H(\) bezeichnet.
Aus (2.5.8)) folgt, dass In Z(\) als Funktion von A konvex ist. Das
wiederum heif3t
A3
dinZ
InZ(\) > In Z(0) + A T . e
ax |,
=B(H—-Ho)o
Fiir A = 1 ergibt sich L X /
InZ >1nZy+ B{H — Hoo
Wir erhalten die Gibbs-Bogoliubov-Ungleichung
F < Fy+ <H - H0>0 = Fiar (259)
S < Py + <H - H0>0 = Do (2.5.10)
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Um die groBkanonische Ungleichung zu erhalten, miissen wir einen Term —u/N in den Hamiltonian
einbeziehen.

Dies fiihrt auf folgende Strategie fiir Mean-Field Nidherungen nach Variationsverfahren:

1) Wir wihlen einen “einfachen” Hamiltonian Ho = Ho({n4}) mit Parametern {n,} als Appro-
ximation an H; typisch sind hier Produktansétze, die Korrelationen vernachléssigen.

2) Wir berechnen die zu variationelle Freie Energie
Fvar = FO + <H - H0>0 = Fvar({na})

als Funktion der Parameter {n,}
3) Wir erhalten die beste Approximation von Hg an H durch Minimierung von Fi,, = Fuar({na})
nach den Parametern {n,} gemif der Gibbs-Bogoliubov-Ungleichung ([2.5.10)).

Fiir das Van-der-Waals Gas approximieren wir v(7) = vpk (') +vattr () grokanonisch durch ein harte
Kugel Gas mit vy (7) = vpk (7) mit konstanter, unkorrelierter Dichte p als Variationsparameter. Fiir
harte Kugeln mit Dichte p gilt im verdiinnten Limes vs < v nach (2.4.7) oder (2.4.22)

V —4v,N L1
AN

% = —Nk‘BT |:1Il

1
= —pkpT {m ( - 41)5) +1-— lnA3] .
P

Nach Legendretransformation erhalten wir

%—min o _
v -\ v )

Das variationelle grofSkanonische Potential ist dann

(I)var o (DO 1
—_————

O ()}
(Zn¢m”attr(rn—rm)>0 = —ap?

]
<‘“

Nun minimieren wir bezgl. p

1 1
= —kgT {m ( - 4vs> +1-— lnA?’} + kT ———— — 2ap.
p 1 —4vsp

4o,

Hier sind mehrere Losungen p, (1) bei gleichem p méglich, da beim Van-der-Waals Gas unterhalb
der kritischen Temperatur Gas und Fliissigkeit koexistieren kénnen. Einsetzen der Losungen ergibt

. q)var . Pa (M) 2
min [ 22| = min | -kpT —N7 .
;} < V ) o} [ ks 1 —4dvgpa(p) apa(u)

Mit p = —®/V erhalten wir

p = max {kBT% - api(u)} (2.5.11)

genau wie in der Van-der-Waals Zustandsgleichung (2.5.6) (mit p = 1/v).
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2.6 Struktur und Korrelationen

Wir fithren Strukturfaktor, Dichtekorrelationen, Paarkorrelationsfunktion, di-
rekte Paarverteilungsfunktion zur Beschreibung von Struktur und Korrelationen
in Fluiden ein. Diese Funktion hdngen iiber die Ornstein-Zernicke-Relation zu-
sammen.

Die Struktur eines klassischen Vielteilchensystems ist durch die Paarverteilungsfunktion g¢(r)
aus (2.2.9)) charakterisierbar. Fiir harte Kugeln ergibt sich qualitativ das in Abb. gezeigte Bild.

A A 9 qQ L
J/.) 2 P al é'(r) . 7 - ? = L/
{ ( ' e kKirsta
| é | Jv n
| PN,
| Y\___*__*_ \ g | f
| T | & ] \\/ S ; | |
| 4 (
J 5 ! ’; I / [ -
v N T g ‘J - i [
/ ' = \ r ‘ l /
@ngg el e e /’\'C’I”O'"’/“"‘“‘ : =:'I T e
E,,,",.L. ’.‘ﬂﬂé(}/—(/ {*,oh " QSc Leliw
A‘?B}CL’H"\S

Abbildung 2.11: Schematische Darstellung der Paarverteilungsfunktion g(r) fiir harte Kugeln. Im
Bereich r < ¢ gilt immer strikt g(r) = 0 auf Grund des harten Kerns. Die Paarver-
teilung ist so definiert, dass g(r) & 1 fiir r — oo (siehe (2.2.10)); g(r) = 1 entspricht
einem idealen Gas. Links: Bei sehr geringen Dichten (n ~ 0.1) gilt das ideale Gas
Resultat in guter Approximation fiir r > o; es tritt ein kleines Maximum auf Grund
der Depletion-Anziehung aus Abschnitt auf, die auch zwischen gleich grofien
Kugeln wirkt. Mitte: Wird die Dichte erhoht (n ~ 0.4), treten mehrere Maxima
auf, die einer Nahordnung der Fliissigkeit in “Schalen” entsprechen (siehe auch
Abb. (rechts) fiir 7 = 0.49). Rechts: Im kristallinen Bereich (1 > 0.54) treten
unendlich viele Peaks auf, die dann fiir den fcc-Kristall charakteristisch sind.

Bisher haben wir den fluiden Zustand mit Hilfe der Virialentwicklung behandelt, die fiir harte
Kugeln auf die Carnahan-Starling Zustandsgleichung fithrte. Die Virialentwicklung ist jedoch keine
geeignete Methode, um die die Paarverteilungsfunktion eines Fluids zu berechnen. Dies kénnen wir
uns an Hand unserer ersten Herleitung des Beginns der Virialentwicklung klarmachen, wo in
fiihrender Ordnung die einfache Approximation von Boltzmann-verteilten Paarverteilungen

g(?") ~ e—v(r)/kBT

im verdiinnten Limes zugrunde lag.

Fiir harte Kugeln sehen wir sofort, dass die-

. . . . . 6/” 1 —-l‘:l/(v> ] ! v 20
se Approximation sehr unbefriedigend ist, und e -
keinerlei Struktur beschreiben kann, da 4 o ? @ e
(7”') Ny e*’U(T)/kBT B 0 r<o L,_‘; ) .
gnK (1) =~ 11 r>0 < G

Dieses Ergebnis kann zwar systematisch verbessert werden im Rahmen der Virialentwicklung in
Form einer Entwicklung

g(r) = e v/ksT (14 pg1(r) + p*g2(r) + ....)
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wo die g;(r) diagrammatisch berechnet werden konnen [2]. Oft benutzt man jedoch einen anderen
Zugang iiber die sogenannte Integralgleichungsmethode, um ¢(r) und andere Strukturfunktio-
nen fiir Fluide zu berechnen. Diese Methode ist nicht-pertubativ, im Gegensatz zur Virialentwicklung
sind automatisch Terme in allen Ordnungen in der Dichte eingeschlossen (Summation unendlich viele
Diagramme). Dies liefert bessere Ergebnisse fiir die Paarkorrelationen. Dazu definieren wir zunéchst
weitere Funktionen, die Struktur und Korrelationen beschreiben.

Die Paarverteilung g(r) ist in Streuexperimenten messbar. Die Streuung einer Licht- oder Ma-
teriewelle (z.B. Neutronen) an N Teilchen mit einem Streupotential

N
W(F) =Y ¢(F =) (2.6.1)

wird durch den differentiellen Streuquerschnitt
do

4o _ 2 L L
a0 |£(©)] (2.6.2) |k1 — ka| = 2|k1|sin©/2
beschrieben mit der Streuamplitude f(©). Die Streuam- -
plitude beschreibt in einem Streuexperiment den ausfallen- . k2
den Kugelwellenanteil der Wellenfunktion kl 0
" LR EEEEEED >
-, 1R2T
U ~ BT 4 f(0) W
In Bornscher Niherung (iiquivalent zu Fermis Goldener Regel) gilt
£ (O ~ [k [Wka) 2, (2.6.3)

wobei (7|k) = ¢ eine ebene Welle ist. Mit dem Teilchendichteoperator p(r) = EnN:1 (7 — Th)

wird aus (2.6.3))

N
FWike) = [ e for S o)
n=1
_ /dSF/ dBF/ei(Eg—El) Fp(,,:»/)(z)(?;»_ ,,:»/)
Ezg—ﬁl

Das quantenmechanische 7' = 0 Ergebnis (2.6.3) modifiziert sich dann mit thermischen Fluktuatio-
nen der streuenden Teilchen zu

0GR, (26.4)

Wir sehen, dass in Streuexperimenten der Strukturfaktor

S(F) = - (3(R)A(-)) (2.6.5)
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eine entscheidende Rolle spielt, der mit Dichtekorrelationen und damit der nach Definition (2.2.7)
mit der Paarverteilung verkniipft ist:

S =5 [ @7 [ @)t
mit
(p(F)p(r")) = zﬂ: %}5(?— 7S (F = )
PP (7Y + S (07— F)o(F — 7))

= p2gD (7 7) + pd(F — 7). (2.6.6)

oder

S(k) = pg(k) + 1. (2.6.

BN

)

Die Fouriertransformierte der Paarverteilung, j(k), ist also direkt aus dem Strukturfaktor S(k)
(experimentell) bestimmbar. Zwei Bemerkungen dazu:

e Wenn ¢(7) = g(r) isotrop ist, dann sind auch §(k) = (k) und S(k) = S(k) isotrop im
Fourierraum.

e Das Wechselwirkungspotential |¢(k)|2 in (2.6.4) hingt von der Art der Streuung (Licht, Neu-
tronen,...) ab; Neutronen haben z.B. kurzreichweitige Wechselwirkungen (¢(7) ~ 6(7)) mit
allen Kernen in einem Teilchen.

Nun betrachten wir Dichtekorrelationen

| G ) =G 7") = (o) — (p(™) (o) = (p(F))), | (2.6.8)

die tiber

G~ ') = (p(Mpli™")) — () (o))
P (g(F — F') = 1) + pb(F — )

mit der Paarverteilung g(r) zusammenhiingen. Hier ist es zweckméBig zur Beschreibung der Dich-
tekorrelationen fiir 7 # 7’ eine Paarkorrelationsfunktion h(7) einzufiihren:

| ) =g -1 | (2.6.9)

0

G(7) = p*h(7) + ps(7) 2" p*h(7). (2.6.10)

Fir |7 — 7| — oo gilt

pPg(F =) = (Y O(F = )3 (" = Fom))
n#m

~ (Y0 =7)) O 6(F = ),

P p

o1



was auf die Asymptotik

lim g(r)=1, lim A(r)=0 (2.6.11)

r—00 T—00

fiihrt.

Die Beitriige zur Paarkorrelationsfunktion h(7 — ') kommen entweder von
e direkter Korrelation der Teilchen bei 7 und 7’ oder
e indirekter Korrelation iiber dritte Teilchen.

Diese Aufteilung legt die Idee nahe, indirekte Beitrdge aus den Paarkorrelationen abzuseparieren.
Dazu definieren wir die direkte Paarverteilungsfunktion ¢(7) durch

h(7) = @ + p/dSF’c(F/)h(FfF’) . (2.6.12)
direkt

indirekt iiber 3. Teilchen bei #

Dies ist die Ornstein-Zernicke Relation, die ¢(7) definiert. Die Ornstein-Zernicke Relation kann
auch als selbstkonsistente Gleichung fiir h() (bei gegebenem c()) oder fiir ¢(7') (bei gegebenem
h(7)) angesehen werden. Die selbstkonsistente Gleichung kann iterativ aufgelést werden, z.B. nach

h(7):

h(7) = o(7) +g/fwdw4 o7 — 7

~~ ———
direkte Korrelation Korrelation iiber Teilchen bei 7~
+p/d3F"c(F”)[ c(F—7" —7") +..]].

Korrelation iiber 2 Teilchen bei 77,77

Im Fourierraum wird aus der Faltung in der Ornstein-Zernicke Relation (2.6.12)) ein Produkt

h(k) = é(k) + pe(k)h(k). (2.6.13)

Im Fourierraum fiihrt (2.6.13)) durch direktes Auflosen oder durch Iteration (und Aufsummation
einer geometrischen Reihe) auf

h(k) = &(k) + p(K) + p*& (k) + ..

_ k)
1— pe(k)
oder aufgeldst nach ¢(k)
1 1
RG]
also
iR = — 0y = B (26.14)
1 — pé(k) 1+ ph(k)
Bemerkungen:

e Mit (k) und A(k) ist auch &(k) aus dem Strukturfaktor S(k) experimentell bestimmbar:
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Fiir k # 0 gilt dann:

S(k) =1+ ph(k) = !

== 2.6.15
1 — pe(k) ( )

e Bei der Virialentwicklung in kleiner Dichte p gilt in fithrender Ordnung

o) e
o(F) ~ h(F) = g(F) — 1 = e P —1,

e Die Funktionen ¢(7), h(7) und g(7) enthalten dquivalente Information iiber die Fluidstruktur;
um eine der Funktionen aus dem Paarpotential v(7) zu bestimmen, ist eine zusitzliche Bezie-
hung zwischen ¢(7) und ¢(7) (oder k(7)) notwendig. Diese Beziehung heifit auch “Abschluss-
relation” oder closure. Physikalisch plausible Abschlussrelationen sind die Grundlage von
Integralgleichungstheorien fiir Fluide wie der Percus-Yevick-Theorie.

2.7 Integralgleichungstheorie, Percus-Yevick-Theorie

Im Rahmen der Percus-Yevick Integralgleichungstheorie kann die Paarvertei-
lungsfunktion von Fluiden, z.B. auch von harten Kugeln, berechnet werden.

Integralgleichungstheorien arbeiten nach dem folgendem Schema [2]:

1) Die Ornstein-Zernicke Beziehung (2.6.12)) liefert einen exakten Zusammenhang zwischen
¢(7) und h(7) unabhingig vom Paarpotential v (7).

2) Eine “Abschlussrelation” (closure) liefert eine weitere, approximative Beziehung zwischen
¢(7) und g(7) (oder h(7)), in der auch Information iiber das Paarpotential v(7) eingeht.

3) Aus 1) und mit 2) ergibt sich eine Integralgleichung fiir g(7) (oder ¢(7) oder h(7)).

4) Eine Zustandsgleichung kann aus ¢(#) mit Hilfe der Virial-Zustandsgleichung (2.2.11)) er-
halten werden.

Es gibt eine relativ groffe Anzahl sogenannter “closures”. Zwei der gédngigsten sind
e Percus-Yevick (PY) Closure [14]

c(7) = (1 — ") g(7). (2.7.1)

e Hypernetted Chain (HNC) Closure (der Name stammt aus der Diagrammtechnik und
bezeichnet die Art der Diagramme, die hier mitgenommen werden)

| o) = g(7) — 1—Ing(¥) — Bu(7) | (2.7.2)

oder
g9(F) = exp (= Bo(F) + h(i) —c(F)).
g(7)—1

Wir wollen beide Closures motivieren. Zunichst konnen wir in der Ornstein-Zernicke Relation
(2.6.12]) direkte und indirekte Beitréige unterscheiden und teilen daher auf

[ e(?) = h(") — hindtieeta(?) = 9(7) — indivera (7). | (2.7.3)
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Auflerdem wollen wir zeigen, dass die Grofie

| w() = —kpThng(¥) | (2.7.4)

ein effektives Potential (“potential of mean force”) darstellt, das zwischen 2 Teilchen wirkt.
Dazu machen wir uns zuerst klar, was die mittlere Kraft F(7— ") zwischen zwei Teilchen bei 7 und
7’ (in Anwesenheit aller anderen Teilchen) ist:

F(r— 77/) = —<§F1 VN({F’N«})>F1:'F7'F2='F/
[ d37... [ 7NV Vi exp(=Vi /kpT)

= it Vi = V({7 7, Py s 7
T By | By oxp(—Va hpT) 0 V= VBT )

= kpTVy [m ( / 3. / &y eXp(—VN/kBT))]

= kpTVrIn (6(F — 7)8(F — 7))
kpTVrln g(F — 7).

Also ist das effektive Potential w(7) zu F(7), das F = —Vw erfiillt, genau durch (2.7.4)) gegeben.

Das Potential of mean force enthilt Beitrige von direkten Wechselwirkungen v(7) zwischen den
beiden Teilchen und indirekte Beitréige. Die Virialentwicklung, Percus-Yevick und Hypernetted
Chain lassen sich nun wie folgt motivieren:

1) Die Virialentwicklung nimmt in fithrender Ordnung nur direkte Beitriige mit, d.h.
Wi o) = gf) =,

siehe auch (2.2.12)).

2) Die Percus-Yevick Closure macht die Annahme, dass der indirekte Teil w(7) — v(7) im
Potential of mean force auch analog zu (2.7.4) mit dem indirekten Anteil der Paarkorrelation

zusammenhéangt:
1ngindirekt(f‘) ~ _B(w("#) - U(ﬂ)
oder
—B(w(7F)—v(7) 1.4 v(7
Grndivest (F) = e~ B =0() (7). (2.7.5)

Zusammen mit (2.7.3)) ergibt sich dann
&3 - E7H) o(F
c(r) 7="" g(7) = Gindirekt(7) = g(7) (1 — Pt )> )

also genau die Percus-Yevick Closure (2.7.1)).

3) Die Hypernetted Chain Closure macht eine dhnliche Annahme wie (2.7.5)), entwickelt dort
aber die e-Funktion, also

| Gindinea () = 1= Bw(?) — (7). | (2.7.6)

Zusammen mit (2.7.3)) ergibt sich dann

e(r) 9(7) = Gindirekt (7) g(r) =1+ fu(r) +Bu(r),
——

—In g(7)

also die Hypernetted Chain Closure (2.7.2)).
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Wir werden jetzt mit der Percus-Yevick Closure weiterarbeiten. Wird diese in die Ornstein-
Zernicke Relation (2.6.12) eingesetzt, ergibt smh eine Integralglelchung fiir g(7):

o= (1) o [ (1) o) [ o= -1 ].
h () h(7F—7")

c(r) e(7)

Umstellen ergibt die Percus-Yevick Integralgleichung [14]

PP g(F) =1+ p/d3r'" (1= e™) g7 g7~ 7) — 1. (2.7.7)

I. Allg. ist diese Integralgleichung nur numerisch losbar mit folgender Iteration:
1) Starte mit ¢(7)
2) Fouriertrafo ergibt (k).

Die Ornstein-Zernicke Relation (2.6.13) im Fourierraum ergibt h(k).
Riicktransformation ergibt h(7) = g(+) — 1.

3) Einsetzen von ¢(7) und v(7) in die Percus-Yevick Closure 1)) ergibt das neue c(7).

4) Damit geht man wieder in Schritt 1) bis zur Konvergenz.

15 T T T 6

hard-sphere fluid / [ 7
. hard-sphere fluid
4+ 4
n = 0.49
o CH
& To
2 |
0 L L L 0 L L !
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Abbildung 2.12: Links: Zustandsgleichung fiir harte Kugeln mit Percus-Yevick Closure oder Hyper-

netted Chain; PY(v) bezeichnet die viriale Zustandsgleichung nach Percus-Yevick,
Gl. (2.7.10). Punkte sind die fast exakte Carnahan-Starling Zustandsgleichung
d@?(ags [2]). Rechts: Paarverteilung g(r) fiir harte Kugeln (Durchmesser d)
nach der Percus-Yevick-Theorie (Linie) im Vergleich zu Monte-Carlo Simulationen
(Punkte) bei einer Packungsdichte n = 0.49 kurz vor der Kristallisation (aus [2]).

Fiir harte Kugeln ist auch eine analytische Losung bekannt, die auf Thiele und Wertheim (1963)
zuriickgeht [15] [16]. Fiir harte Kugeln gilt v(r) = 0 fiir » > ¢ und damit nach Percus-Yevick Closure
(12.7.1)

‘ e(ry=0 fir r>o. ‘ (2.7.8)

AuBlerdem gilt fiir harte Kugeln

’ g(r)=0 fir r<o. ‘ (2.7.9)
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Wir schreiben die Percus-Yevick Closure (2.7.1)) als
() = e O(7)
() = () — y(7)
C(T) ﬁ { —y(?") r<og

0 r>a0o
(r)* 0 r<o
g o y(r) r>o

Die Funktion y(r) bleibt dabei endlich und stetig fiir alle 7. Aus der Percus-Yevick Integralgleichung
(2.7.7) erhalten wir damit eine Integralgleichung fiir y(r):

o) =1+ p [ @) (o7 -7 - 1)
=g [ @y o) - )

r'<o
D[ wrer-of o Ereir-r)
r'<o r'<o, |T—7'|>0

Diese Gleichung kann durch Laplace-Transformation gelost werden und man erhélt nach ldngerer
Rechnung ein Polynom 3. Grades fiir ¢(r),

a+br+ce? r<o
ofr) = 0 r>0

mit Koeffizienten a, b und ¢, die von der Dichte abhéingen. Aus der Ornstein-Zernicke Relation
(2.6.12) kann dann auch g(r) berechnet werden. Das Ergebnis ist in Abb. (rechts) gezeigt und
stimmt gut mit Simulationsergebnissen iiberein.

Mit dem Kontakt-Theorem ([2.4.13)) ergibt sich dann mit g(c+) = —c(o0—) auch eine viriale Zu-
standsgleichung nach Percus-Yevick

pV _1—|—277+3772
NkgT — (1—n)?

(2.7.10)

Das Ergebnis ist in Abb. (links) gezeigt.
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2.9 Ubungen Kapitel

1. Gemeinsame Tangente

Zeigen Sie, dass die Koexistenzbedingungen p; = ps und p; = po zweier Phasen 1 und 2 dquivalent
sind zu

(i) einer gemeinsamen Tangente an fy = F/N als Funktion von v = V/N oder

(ii) einer gemeinsamen Tangente an fy = F/V als Funktion von p = N/V.

2. Gitter-Gas

Wir betrachten ein Gas von N Teilchen, die iiber ein Paarpotential V (7) wechselwirken mit Hamil-
tonian
N 72 1
H —_— ? —_— ‘/ ", p— “.
Zi_l 2m 2 Zij (73 = 13).

a) Zeigen Sie, dass die grofikanonische Zustandssumme Zg (7T, 1, V') durch

eBr

0o N N
=2 () I e |93 ve)
N=0 i= j

gegeben ist.

b) Wir nehmen nun an, dass die Wechselwirkung einen sterischen Anteil der Reichweite o enthiilt,
der verhindert, dass 2 Teilchen sich néher als o kommen. Wir teilen dann das Volumen V in Ny =
V /o3 kleine (kubische) Subvolumina der GroBe o2 auf. Wir fithren die Besetzungszahl n, = 0,1
der Zelle a (aw =1, ..., Ny) ein. Warum sollte n, > 1 nicht auftreten? Zeigen Sie, dass Sie in dieser
Approximation die Zustandssumme als Gitter-Gas

Ny 3 81\ 2oa o 8 Ny
oe - -
Zgk = < | | E ) (A3> exp | —5 g nangV (Fo — 73)

a=1n,=0,1 a,B=1
schreiben kénnen.

c) Setzen Sie ng = (1 + s4)/2 und V(¥ — 73) = —Jap und zeigen Sie, dass die Zustandssumme
dquivalent zur Zustandssumme des Ising-Modells fiir Spins s, wird.

3. Zellmodell
Zeigen Sie (wie in Abb. links gezeigt), dass das freie Volumen im Zellmodell durch

3 . 1/3 3
vy =8 — ) = o <<n) ) 1)

gegeben ist, wenn es die Form der Wigner-Seitz-Zelle hat.

4. Tonks-Gas in d=1

Betrachten Sie ein System aus N harten Kugeln mit dem Durchmesser o auf einem Intervall [0, L].
Die Kugeln seien an den Positionen x; mit ¢ = 1,..., N lokalisiert und belegen jeweils ein Intervall
[x; — 0/2,z; + 0/2]. Der Hamiltonian des Systems ist

2
p; 1 . oo r=|r; -z <o
+ = Vi; mit V;; =
2m = 2 sz: " " {0 sonst

H

%

o8



Kugeln diirfen sich nicht iiberschneiden, ebenso diirfen am Rand befindliche Kugeln das Intervall
nicht verlassen. Um iiberhaupt einen giiltigen Zustand zu bekommen muss offensichtlich po < 1
gelten mit p = N/L.

a) Bestimmen Sie die kanonische Zustandssumme Zx des Systems und interpretieren Sie diese
anschaulich. Dazu reicht es Zy fiir kleine IV zu bestimmen und dann sinnvoll zu verallgemeinern.

b) Bestimmen Sie die Zustandsgleichung, indem Sie aus der Zustandssumme Zy die Freie Energie
F' ableiten und daraus den Druck p.

¢) Entwickeln Sie Thr Ergebnis aus b) fiir kleine p und vergleichen Sie in linearer Ordnung mit der
Definition des zweiten Virialkoeffizienten

1 o0
By = _5/ dr (e—ﬂV(r) _ 1)

— 00

(hier in d = 1 im Gegensatz zu der Definition (2.2.13) in d = 3).
d) Gibt es einen Phaseniibergang?

5. Boyle-Temperatur

Wir betrachten ein Fluid mit einer Lennard-Jones Paarwechselwirkung

-2 )] 20

siehe auch (2.2.2)).

a) Argumentieren Sie, dass der 2. Virialkoeffizient By(T') eine Nullstelle als Funktion von 7" haben
muss, indem Sie den Grenzfall kleiner und grofler Temperaturen betrachten. Die Temperatur Tz, wo
der 2. Virialkoeffizient verschwindet, heifit Boyle- Temperatur. Was bedeutet das fiir die “Idealitét”
des Fluides bei T'=Tg"?

b) Versuchen Sie die Parameterabhiingigkeit der Boyle-Temperatur zu berechnen (eventuell auftre-
tende parameterfreie Integrale brauchen nicht unbedingt gelost werden).

6. Gesetz der korrespondierenden Zustéinde

a) Zeigen Sie, dass Sie fiir alle Paarpotentiale der Form

u(r) = ep(r/o)

(also insbesondere auch das Lennard-Jones Potential (2.9.1)) Druck, Temperatur und Volumen
geeignet umskalieren kénnen,

so dass die Zustandsgleichung bis zur zweiten Ordnung in der Virialentwicklung eine universelle
Form annimmt: ~
pV N -
P 14 ()
NkpT v
Bestimmen Sie die Funktion bs(z) (eventuell auftretende parameterfreie Integrale brauchen nicht
gelost werden).

b) Was bedeutet das fiir das Phasendiagramm eines solchen Fluids?
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7. Depletion Wechselwirkung

O 10 10

Abbildung 2.13: Zwei Ebenen in einem Bad harter Kugeln.

Betrachten Sie zwei parallele Ebenen im Abstand A in einem Bad aus harten Kugeln mit dem
Durchmesser o. Die Ebenen bewirken ein fiir die Kugeln ausgeschlossenes Volumen V. (dabei soll
V./V < 1 gelten), das in Abb. als graue Fliche dargestellt ist. Wie lautet die freie Energie
dieses Systems in Abhéngigkeit von h? Die freie Energie kann als ideal mit reduziertem Volumen
angenommen werden. Was passiert bei h < o7 Berechnen Sie das Depletion-Potential Vgep(h) und
die zugehorige Kraft Fuep(h). Zeigen Sie, dass dieses Ergebnis auch iiber das Druckgleichgewicht
AP(h) = P; — P, hergeleitet werden kann.

8. Kumulanten

Zeigen Sie die Formeln ([2.3.7)),

—~

8
~

¢}
I

—~

&
N~

) = (@)
%) = 3()* (@) + 2(2)°

w
o
o

I
w

5
.
[

I
5

fiir die Kumulanten, indem Sie In Z(3) = In{e~#*) nach 3 entwickeln bis zur 3. Ordnung.
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3 Flissigkristalle

Literatur zu diesem Teil: Ordnungsparameter aus [1], Landau-Theorie nach [1} 2], Onsager-Theorie

aus (3} 4].

t

Fliissigkristalle bestehen aus stdbchenférmigen Molekiilen oder kolloidalen Teilchen und
konnen deshalb sowohl Positionsordnung als auch Orientierungsordnung ausbilden. Dies er-
moglicht die Existenz zahlreicher neuer Mesophasen “zwischen” kristalliner und fliissiger Phase,
insbesondere nematische und smektische Phasen.

isotrop (I)

keine Positionsordnung, fliissig

keine Orientierungsordnung

nematisch (N)

keine Positionsordnung, fliissig

aber Orientierungsordnung, Rich-
tung n

Positionsordnung nur in einer

Richtung N, d.h. Schichten 1 N

N, n
smektisch A GF Tk DTN innerhalb der Schichten keine Po-
(SmA) y e sitionsordnung, 2D Fliissigkeit
(@ Orientierungsordnung, Richtung
n||N auch in N-Richtung
N _» wie smektisch A
smektisch C o7 L .
(SmC) - o aber Orientierungsrichtung n ge-
/ ﬁi Ny kippt gegeniiber N-Richtung
@
wie nematisch
cholesterisch aber  Orientierungsrichtung n

dreht kontinuierlich
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Daneben gibt es noch weitere smektische Phasen (smektisch B,F. L), wo z.B. bei smektisch
B im Gegensatz zu smektisch A innerhalb der Schichten auch eine hexagonale (oder hexatische)
Bond-Orientierungsordnung erhalten bleibt (in einer entkoppelten 2D-Schicht kann es keine
echte langreichweitige Positionsordnung geben). Smektisch F,I,L sind entsprechende Phasen mit
hexatischer Ordnung aber mit einer Orientierung die gekippt gegeniiber den Schichten ist (F,IL
unterscheiden sich dann durch die Kipprichtung relativ zu den Bondrichtungen). Cholesterische
Phasen ergeben sich aus der nematischen Phase, wenn sich die Orientierungsrichtung kontinuierlich
entlang einer Achse senkrecht zur Orientierung dreht. Dann entsteht eine helikale Uberstruktur.

Wir werden uns hier ausschlieBlich mit dem I-N Ubergang zwischen der isotropen und nematischen
Phase, in dem die Orientierungsordnung etabliert wird, theoretisch auseinandersetzen.

-

Abbildung 3.1: Links: Fliissigkristalle zeigen Schlierenstrukturen unter dem Polarisationsmikro-
skop. Rechts: Stdbchenférmige chemische Struktur von Cholesterylbenzoat, dem
ersten 1888 entdeckten Fliissigkristall.

Fliissigkristalle wurden 1888 von Reinitzer und Lehmann entdeckt, die bei Cholesterylbenzoat (sie-
he Abb. (rechts)) zwei Schmelzpunkte feststellten: Bei 145°C wird Cholesterylbenzoat fliissig;
Doppelbrechung und ein milchig-triibes Aussehen bestehen dann bis 179°C fort; iiber 179°C wird
Cholesterylbenzoat dann klar und zeigt keine Doppelbrechung mehr. Cholesterylbenzoat hat bei
179°C einen Ubergang von der doppelbrechenden nematischen zur isotropen Phase. Doppelbre-
chung (birefringence) heifit, dass der Brechungsindex eines Materials abhingig von der Polari-
sation des Lichts ist (ein Lichtstrahl kann dadurch in zwei Strahlen gebrochen werden) und ist eine
typische Eigenschaft eines optisch anisotropen Materials. In Fliissigkristallen in der nematischen
Phase wird diese Anisotropie durch die polarisierbaren linglichen Molekiile mit einheitlicher Ori-
entierung hervorgerufen. Die anisotropen optischen Eigenschaften zeigen sich bei Fliissigkristallen
auch unter dem Polarisationsmikroskop, siche Abb. (links). 1969 synthetisierte Kelker mit MB-
BA den ersten Fliissigkristall, der bei Raumtemperatur fliissig und nematisch ist. 1973 synthetisiert
Gray mit Cyanobiphenyl einen weiteren solchen Fliissigkristall, der chemisch stabiler ist und in
Fliissigkristall(LCD)-Bildschirmen eingesetzt wurde. Das Prinzip des LCD-Displays ist 1970 von
Schadt und Helfrich (Hoffmann-La Roche) als “nematische Drehzelle” (twisted nematic display)
patentiert worden. 1991 erhélt Pierre Gilles de Gennes den Nobelpreis “for discovering that me-
thods developed for studying order phenomena in simple systems can be generalized to more com-
plex forms of matter, in particular to liquid crystals and polymers”, also fiir seine theoretischen
Arbeiten zu Fliissigkristallen.

Typische lidngliche Molekiile, die Fliissigkristallphasen bilden (MBBA oder Cyanobiphenyl), sind
~ 20A lang. Ein wichtiges Beispiel fiir kolloidale harte Stéibchen, die Fliissigkristallphasen bilden,
ist der Tobacco Mosaic Virus (TMV), der als ~ 300nm langes und nahezu hartes Stébchen angesehen
werden kann. Auch relative steife (semiflexible) Polymere wie DNA kénnen Fliissigkristallphasen
ausbilden.

Fliissigkristalle kénnen weiter als thermotrop oder lyotrop klassifiziert werden:

e Thermotrope Fliissigkristalle durchlaufen fliissigkristalline Phaseniibergénge als Funktion
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der Temperatur, typischerweise in der Sequenz [-N—SmA—SmC mit abnehmender Tem-
peratur. Wenn die Ubergiéinge temperaturabhingig durchlaufen werden, impliziert das, dass
sie nicht nur entropisch, sondern durch durch Wechselwirkungen getrieben werden. Typische
Beispiele thermotrope Fliissigkristalle sind kleine ldngliche Molekiile wie MBBA oder Cyano-
biphenyl

e Lyotrope Fliissigkristalle durchlaufen die Phaseniibergéinge mit zunehmender Dichte in der
typischen Sequenz I-N—SmA—SmC. In diesen Systemen sind die Phaseniiberginge dann
hauptséchlich entropisch getrieben durch sterische Wechselwirkungen. Ein wichtiges Beispiel
ist der TMV.

e Wenn zusétzlich die Wechselwirkung mit dem Lésungsmittel eine Rolle spielt und die stéb-
chenférmigen Teilchen beispielsweise hydrophile und hydrophobe Teile aufweisen (Amphiphile
in Wasser), kénnen sich noch weiter lyotrope Mesophasen bilden wie Mizellen, Vesikel, kolum-
nare und lamellare Strukturen. Dies wird in spiteren Kapiteln bei Lipiden noch thematisiert
werden.

3.1 Ordnungsparameter

Um den isotrop-nematischen Ubergang zu verstehen, definieren wir einen ge-
eigneten tensoriellen und skalaren Ordnungsparameter fiir Orientierungsordnung.

Wir werden uns im Folgenden mit dem I-N Ubergang beschéftigen und benétigen einen Ordnungs-
parameter fiir die nematische Orientierungsordnung. Dieser Ordnungsparameter ist iiber die Ein-
heitsvektoren 7 fiir die Orientierung von Teilchen o = 1,..., N ((7%)? = 1) definiert.

Zunichst stellen wir fest, dass die einfachste Ansatz (7%) fiir Ordnungsparameter ungeeignet sein
wird, da Fliissigkristalle aus stibchenformigen, aber unpolaren Teilchen/Molekiilen bestehen (ein
Cartoon eines solchen Molekiils ist eine Linie, aber kein Pfeil im Unterschied z.B. zu einem magne-
tischen Spin). Daher unterscheiden sich Konfigurationen 7% und —9® nicht und es gilt

(7%) = —(7) = 0.

Damit sind Ordnungsparameteransétze, die linear in 7 sind unbrauchbar, um Ordnung zu detek-
tieren.

Ein Ordnungsparameter sollte also quadratisch in den % sein und daher ein Tensor zweiter Stufe
(also eine Matrix). Naheliegend ist der Ansatz

-1
Qij = 3 D) (3.1.1)

Wegen ((7%)?) = 1 ist SpQ = 1 fest und enthilt keine Information. Daher kénnen wir ) auch

spurfrei machen und erhalten

1 1
Qij = N Z<I/?V?> — géij (312)

als symmetrischen, spurfreien Tensor-Ordnungsparameter Q.

Wir priifen zuerst nach, ob dieser Ordnungsparameter nematische Ordnung detektiert. In der iso-
tropen Phase gilt

eve) = 6y (0)%) = 563
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und daher auch = 0 bei Abwesenheit von Ordnung. Bei perfekter nematischer Ordnung gilt

v* = 41, d.h. alle Stdbchen sind parallel zu einem Einheitsvektor 7. Dann gilt
1
3

d.h. @ # 0 zeigt Ordnung an und und man kann Richtung 7 als Eigenvektor von @ zum gréfiten

Qij = ninj — 30y

Eigenwert 2/3 extrahieren.

Dies motiviert das weitere Vorgehen. Wir diagonalisieren ) und nennen

Grofiter Eigenwert = —S

2
3
i

Einheits-Eigenvektor zum groften Eigenwert = 7 = Direktor

S soll den Grad der nematischen Ordnung angeben und wird = 1 bei perfekter Ordnung und der
Direktor 77 gibt die Orientierung an. Im Hauptachsensystem ist dann wegen Spurfreiheit

s 0 0
Q=10 -1iS+y 0
0 0 —3S -1

mit einem weiteren Parameter 7, der beschreibt wir rotationssymmetrisch das System um die 7i-
Achse ist. Normalerweise sind die Fliissigkristallmolekiile voll axialsymmetrisch um ihre lange Achse
und wir haben 1 = 0. Man spricht dann von einem uniaxialen Fliissigkristall. In diesem Fall gilt

Qij =S (ninj - ;51‘3‘) (3.1.3)

Der gesamte Ordnungsparametertensor ) ist dann also vollstandig durch lediglich 3 Parameter (ein

Parameter S und 2 Parameter fiir den Einheitsvektor 77) gegeben. E|

Der Parameter S ist = 0 in der isotropen Phase und = 1 in einem perfekten nematischen Phase
und daher ein guter skalarer Ordnungsparameter, wenn wir nicht an der Orientierungsrichtung
7 interessiert sind. Dieser Parameter kann auch direkt gemessen werden, wenn 7 bekannt ist. Dazu
bilden wir 7% - 7i = cos ©%,

©% = Winkel von Stidbchen o mit Direktor.

Dann gilt
9 3
gS = Z niQijnj
i,j=1
B2, Ial=1 1 o o 1
BRI LS () (S - )
o [ J
cos O cos O
_ i 2 o _1
= N; ((cos oY) 3)
also

S = %<3 cos? 0% — 1) (3.1.4)

I Ein symmetrischer, spurfreier Tensor-Ordnungsparameter Q hat noch 5 freie Parameter. Die zusétzlich angenom-

mene Rotationssymmetrie um die 7i-Achse reduziert die Anzahl freier Parameter dann auf 3.
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Bei Gleichverteilung der ©* folgt S = 0 in der isotropen PhaseE| wenn O% = 0,7 in der perfekten
nematischen Ordnung, folgt S = 1. S ist also in der Tat ein geeigneter skalarer Ordnungsparameter.

3.2 Erinnerung: Landau-Theorie

Die phianomenologische Landau-Theorie beruht auf einer Entwicklung der freien
Energie nach Potenzen des Ordnungsparameter, die die Symmetrien des Systems
respektiert.

Verschiedene Phasen eines Systems unterscheiden sich in ihrer Symmetrie, was durch einen Ord-
nungsparameter gemessen wrid:

e In der ungeordneten Phase hat das System die volle Symmetrie des Hamiltonians und der
Ordnungsparameter ist = 0.

e In der geordneten Phase ist eine Symmetrie des Hamiltonians gebrochen und der Ordnungs-
parameter ist # 0.

Wichtige Beispiele folgen:

1) Die Kondensation (z.B. eines Van-der-Waals Gases, siche Kapitel. Hier ist die Dichtedif-
ferenz Ap = p — pgas €in geeigneter Ordnungsparameter. Fiir 7' > T¢ ist Ap = 0 und Gas und
Fliissigkeit unterscheiden sich nicht. Fiir T' < T, koexistieren zwei Phasen am Ubergang und
wir haben Ap = 0 in der Gasphase und Ap = paissig — Pgas in der Fliissigkeit, sieche Abb.

2) Der magnetische Ubergang Paramagnet-Ferromagnet. Hier ist der Ornungsparameter die
Magnetisierung m. Fiir T > T, in der paramegnetischen Phase ist m = 0 bei H=0 (kein
Magnetfeld). Fiir T' < T, liegt ein Ferromagnet vor, wo zwei Phasen £mi # 0 mit entgegenge-
setzter spontaner Magnetisierung koexistieren, sieche Abb. In der Tietemperaturphase ist
die diskrete Z,-Symmetrie 17 <+ —m gebrochen. Das einfachste Modell fiir diesen Ubergang

ist das Ising-Modell
1
H = —5 ZJZ]SVSJ — HZSZ
1,] 7

das dquivalent zu einem Gittergas-Modell fiir den Kondansationsiibergang ist.

3) Ein weiteres Beispiel ist der isotrop-nematische Ubergang unseres Fliissigkristalls. Hier
ist der Tensor @ aus (3.1.2) der Ordnungsparameter oder der skalare Parameter S aus (3.1.4)).

In der isotropen Phase ist dann S = 0, in der nematischen S > 0. Hier ist in der nematischen
Phase die volle Rotationssymmetrie bezgl Stidbchendrehung gebrochen.

Die Idee der Landau-Theorie ist folgende: Da der Ordnungsparameter v klein ist am kritischen
Punkt, entwickeln wir das entsprechende thermodynamische Potential im Ordnungsparameter und
zwar so, dass die Entwicklung die Symmetrien des Problems respektiert. I. Allg. ist ¥ (7) ein
Ordnunsparameter-Feld. In der Landau-Theorie betrachten wir nur den homogenen Fall ¢(7) =
¢ = const, in der vollen Ginzburg-Landau-Theorie auch rdumliche Fluktuationen ¢ (7).

Als Beispiel bestrachten wir die ¢*-Theorie als Landau-Theorie fiir das Ising-Modell.
e Hier ist ¢ = m ein homogener, skalarer Ordnungsparameter.

e Die Symmetrie des Ising-Modells ist die diskrete Z,-Symmetrie m <> —m.

2 Bei Mittelung iiber die Kugelschale

1 [7 1
(cos® @) = 5/ dOsin©cos® © = 3

0
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Ising Modell Kondensation

H .. p
kritischer Punkt (kont. PU) krit. Punkt
H=0,T=T, S
m >0 /
T
m<0 \ T.
diskontinuierlicher PU
fir H=0,T < T, T
m P
1
: H = const >0
Ferro-
magnet ‘ ‘ |\ Paramagnet T
‘ ‘ ‘ T |
1 H = const < 0 |
T T

Abbildung 3.2: Links: Phasendiagramme des Ising-Modells. Oben in der H-T-Ebene der intensiven
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Kontrollparameter, unten in der m-T-Ebene des Ordnungsparameters m = M/N
und der Temperatur fir H = 0, H > 0 und H < 0. Rechts: Analoge Phasendia-
gramme der Kondensation, z.B. des van-der-Waals Gases. Oben Phasendiagramm
in der p-T-Ebene der intensiven Kontrollparameter, unten in der p-T-Ebene des
Ordnungsparameters p (Dichte) und der Temperatur. Schraffierte Bereiche zeigen
Koexistenz zweier Phasen an.

Wir entwickeln f = f(T,m), d.h. das thermodynamische Potential, das von m abhingt bis
zur 4. Ordnung

FTm) = fo(T) + a(Tym? + %bm‘l (3.2.1)

Wir nehmen dabei nur gerade Terme mit, die die m <+ —m-Symmetrie respektieren.

Der hochste Koeffizient b muss > 0 sein, sonst wird f(7,m) thermodynamisch instabil, d.h.
die freie Energie wire konkav.

Der quadratische Koeffizient a = a(T') muss dagegen einen Vorzeichenwechsel bei T = T,
haben, sonst gibt es keinen Phaseniibergang, da f(7T,m) sonst immer konvex.

Die Landau-Theorie ist ph&inomenologisch: Es geht keinerlei mikroskopische Information
zu a(T) und b(T') in die Theorie ein.

Der néchste Schritt besteht darin ein magnetisches Feld H einzufiihren und eine Legendre-
Transformation zu einem Potential g = g(7T', H) vorzunehmen. Dazu bilden wir

g(T,H,m) = f(T,m)— Hm

und minimieren bezgl. m

g(T,H) =ming(T,H,m) also H = g—f (3.2.2)
m m




was dann auch H = H(m) bzw. nach Umkehrung m = m(H) bestimmt. Wir erhalten

0= g—i = 2a(T)m + 2bm® — H
e Fiir H = 0 finden wir:
0 a(T) >0
mI =9 L (Cl(bT)'> v a(T) <0
damit ein Phaseniibergang bei T' = T, stattfindet muss a(7,) = 0 und
a(T) =~ d' (T,)(T —T.) , also a(T) x t = %

mit o’ (T,) > 0 fiir T = T, gelten, siche Abb. t wird reduzierte Temperatur genannt.

Abbildung 3.3: Freie Energie §(T',0,m) = f(T, m) der Landau ¥*-Theorie fiir a > 0 und a < 0. Fiir
a < 0 ergibt sich eine thermodynamische Instabilitéit bezgl. Phasentrennung in zwei
Phasen mit Magnetisierungen m # 0 und —m # 0. Daher findet ein Phaseniibergang

bei a = 0 statt.

Damit erhalten wir

. 1
m(T) o £[t|°  mit B = Bur = 3

also den Mean-Field Wert fiir den Exponenten 5.

(3.2.3)

e Ahnlich kénnen wir alle Mean-Field kritischen Exponenten mit Hilfe der Landau-Theorie
reproduzieren. Wir haben einen kritischen Punkt bei T, und einen Phaseniibergang 1. Ordnung

mit Phasenkoexistenz fiir T' < T,, Abb. (links oben).

3.3 Landau-Theorie fiir isotrop-nematischen Ubergang

Wir entwickeln die Landau-Theorie fiir den isotrop-nematischen Ubergang eines
thermotropen Fliissigkristalls. Wir finden einen Term dritter Ordnung in der
Landau freien Energie, der zu einem Phaseniibergang 1. Ordnung fiihrt.

Hier ist ein geeigneter Ordnungsparameter der Tensor @;; aus . Wir miissen dann die Landau
freie Energie f = f(Q;;) formulieren, die die relevanten Symmetrien des Systems respektiert. Die
relevante Symmetrie ist hier die Rotationssymetrie bezgl. Stibchendrehung. Die Spiegelsym-
metrie der unpolaren Teilchen bleibt ungebrochen und ist “eingebaut” in die Definition von @Q;;
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aus (3.1.2)). Solche Rotationen fithren zu Transformationen Q — QtQQ mit einer dreidimensionalen

orthogonalen Matrix Q. Die freie Energie kann also nur aus Invarianten bezgl. solcher Rotationen

bestehen. Diese Invarianten sind3)
Spg’) , p=23,..

(bei p = 1 ergibt sich ja Sp@ = 0).

Wir entwickeln nun f = f(Q;;) bis zur 4. Ordnung in diesen Invarianten,

35002 - 20 (%5002 + P (3507 — as? - Zest 4 Lpst
f-a(QSpQ:> SC(QSpQ ) + 5 <28pg =aS 3CS + 2bS (3.3.1)
WO Wwir
SpQ2:§SZ, SPQ?)—SSB

2
benutzt haben. Die letzte Zeile zeigt auch, dass sich Sp Q4 durch (Sp QQ) ausdriicken l&sst.

Das Ergebnis zeigt, dass wir es hier mit einer ¥3-Theorie zu tun haben, da der Term 3.
Ordnung nicht durch die Symmetrie verboten ist (im Gegensatz zur Landau-Theorie fiir das Ising-
Modell, wo die m <> —m Symmetrie solche Terme verbietet). Dies fithrt dazu, dass wir fiir ¢ # 0
einen Phaseniibergang 1. Ordnung finden werden , auch ohne ein zusétzliches “ordnendes Feld”
(d.h. “H=0", es gibt keinen Term —H S wie der Magnetfeldterm im Ising-Modell).

Der Ubergang wird wieder durch einen Vorzeichenwechsel im Koeffizienten a ausgelost. Wir be-
trachten nun einen thermotropen Fliissigkristall, wo dieser Vorzeichenwechsel als Funktion der
Temperatur bei einer Temperatur T' = T™* stattfindet,

a=a(T)=a(T -T%).

Nun minimieren wir f(S) aus (3.3.1):

_of _ 2 3
0= 55 = 2a(T)S — 2c5” +2bS
lc 1¢2  a(T) 1/2
isotrop

¢>0 = S; >0 nematische Phase
Wir erhalten also bis zu drei Extrema, wie in der Abb. gezeigt. Das isotrope Minimum bei S = 0
existiert fiir T > T*.

Das Minimum S, > 0 der nematischen Phase (ebenso wie das Maximum S_) existiert fiir

12 a(T) c?
ey oV = Is T I

also bereits oberhalb der Temperatur T*. Im Temperaturbereich T* < T < T** koexistieren also
nematisches und isotropes Minimum.

3 Auch die Determinante det Q ist eine bekannte Invariante. Sie ldsst sich tatséchlich auch durch Invarianten Sp QP

ausdriicken. In zwei Dimensionen gilt beispielsweise det Q = %(Sp Q)2 — %Sp QZ.
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Abbildung 3.4: Freie Energie f(S) nach @ . Der diskontinuierliche Ubergang mit einem Sprung
im globalen Minimum findet bei T, statt. Die Temperaturen 7% und T** (T* <
T. < T**) sind die Grenzen der Metastabilitit (Spinodalen) der isotropen bzw.
nematischen Phase.

Der Phaseniibergang findet statt, wenn beide Minima die gleiche Energie haben, also

Insgesamt ergibt sich also folgendes Bild, siche Abb.

e Bei T' = T, springt das stabile Minimum diskontinuierlich von S = 0 (isotrop) zu S = S >
0 (nematisch), es liegt also ein Phaseniibergang 1. Ordnung vor.

o Fir T, <T < T oder %% <a(T) < i% ist die nematische Phase nur metastabil und die
isotrope Phase das globale stabile Energieminimum.

o Fir 7" < T < T, oder 0 < a(T) < %% ist die isotrope Phase nur metastabil und die

nematische Phase das globale stabile Energieminimum.

e Daher ergibt sich insgesamt Hysterese im Bereich T* < T' < T**. Die Temperaturen 7™ und
T** sind die Grenzen der Metastabilitét (Spinodalen) der isotropen bzw. nematischen Phase.

In der Landau-Theorie kénnen T, (fiir thermotrope Fliissigkristalle) oder p. (fiir lyotrope Fliissig-
kristalle) nicht vorhergesagt werden, aber:

e Die Ordnung des Phasentibergangs kann bestimmt werden.
e Das Verhalten nahe T, (z.B. die Temperaturabhéngigkeit von S, ) kann berechnet werden.

T, kann nur aus einer mikroskopischen Theorie wie der Onsager-Theorie im nichsten Abschnitt (fiir
lyotrope Fliissigkristalle) oder der Mayer-Saupe-Theorie aus mikroskopischen Parametern bestimmt
werden.
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3.4 Onsager-Theorie

Die Onsager-Theorie ist eine mikroskopische Dichtefunktionaltheorie fiir den
isotrop-nematischen Ubergang langer harter Stibchen. Wir finden einen Pha-
seniibergang 1. Ordnung und konnen die koexistierenden Dichten der beiden
Phasen vorhersagen.

Die Onsager-Theorie [3] ist eine Theorie fiir den I-N Ubergang fiir lange harte Stibchen mit Linge
L, Durchmesser D und L > D. Wir betrachten den dreidimensionalen Fall. Die Wechselwirkung
zwischen den Stdbchen ist rein sterisch, d.h. Stdbchen diirfen nicht {iberlappen. Damit liegt ein
athermisches lyotropes System vor, der I-N Ubergang ist hier ein rein entropischer Ubergang
und das Phasenverhalten hiangt nur von der Dichte p ab.

Die Theorie basiert auf der Virialentwicklung aus Kapitel 2:3] Nur im Limes grofier L wird p dann
am Phaseniibergang ausreichend klein sein, damit dies gerechtfertigt ist.

Die freie Energie bis zur 2. Ordnung in der Virialentwicklung kénnen wir fiir Punktteilchen
mit Paarwechselwirkung v(7) aus der Virialentwicklung der Zustandsgleichung (2.2.13]) herleiten:

P 1
ksT v S+ BaA(T) 55
__9r _1
) P
f(p) _ fo(T)
kT~ kel +1np+ B2(T)p, (3.4.1)

wobei Ba(T) der 2. Virialkoeffizient aus (2.2.13) und fo(7T') = In(A3) — 1 (neben Inp) ein Beitrag
vom wechselwirkungsfreien idealen Gas ist, siehe (2.1.2)).

Fiir sterische Wechselwirkungen mit ausgeschlossenem Volumen V, gilt

1
By = §Va’ (3.4.2)

d.h. das effektiv ausgeschlossene Volumen ist V,/2. Dies hatten wir in Kapitel fiir harte Kugeln

in (2.4.3) explizit berechnet (By = 4v,, V, = 8vs) und uns in (2.4.21) nochmal auf andere Art
klargemacht. Die Herleitung in (2.4.21)) {ibertrégt sich auf anders geformte Objekte wie Stébe.

Wir wollen nun die freie Energie auf harte Stdbe mit Schwerpunkten 7, (n = 1,...,N)
und Orientierungen 0, = (0, ¢,) des in Kugelkoordinaten parametrisierten Einheitsvektors 0™
verallgemeinern: Nach Onsager (3] fassen wir die verschiedenen Orientierungen € als verschiedene
Teilchensorten s auf mit Teilchenzahlen N, die ) N, = N erfiillen, und verallgemeinern
auf ein System mit verschiedenen Teilchensorten. Wenn wir nur eine Teilchensorte haben, gilt

F(N) . fo

N 1
= Nln = N2By(T
kgT kBT+ "y Tty 2(T)-

Fiir viele Teilchensorten gilt

F{Ns})
kT ZN +ZN1 ZZNNS/BQSS (T)

BQ,s,s’ (T> = —27T/d’l“7“2 (e_ﬁvs,sl(r) _ 1) )
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wo wir angenommen haben, dass fo s = fo fiir alle s gleich ist und der Virialkoeffizient iiber Wechsel-
wirkungen zwischen verschiedenen Teilchensorten definiert ist (die allgemeinere freie Energie kann
auch wieder iiber eine verallgemeinerte Virialgleichung , eine verallgemeinte Paarkorrelation
und Virial-Zustandsgleichung gezeigt werden). Mit

F N
f= N und p = v und N, = Nps mit Teilchenfraktionen p,; mit Zps =1

S

ergibt sich

f(ﬁ]:;(é:e}) _ kJ;OT + Zs:ps ln(pps) + pzs: %:psps/Bgvas/(T)

kﬁioT + lnp + zs:ps lnps +p XS: ?psps“BQ,&S/ (T)

—_———
idealer Anteil

. ~ .
Mischungsentropie  ”gemittelter”2. Virialkoeffizient

Jetzt gehen wir von diskreten Teilchensorten/Orientierungen s zu einer kontinuierlichen Orientie-
rung € iiber und von ps zu dem Anteil p(2)dS2 von Teilchen mit Orientierungen in [, Q + dS2], der
geméif

/de(Q) = /0% dy /OTr dOsin Op(p,0) = 1 (3.4.3)

normiert ist, und erhalten fiir die freie Energie

f(p,p(Q))
kT

= kJ;OT +lnp+ / () Inp(Q) + p / 9 / A p( () Ba(T, 0, V). | (3.4.4)

Fiir harte Stabchen gilt nun analog zu harten Kugeln nach (3.4.2))

1
By(T,Q,Q) = §VQ(Q,Q’) (3.4.5)
V. (€2, Q') = Ausgeschlossenes Volumen, wenn 2 Stébchen Orientierungen €2, € haben.

Dies fiithrt auf

Q
fop@) _ Jo_ oy, / d0p(2) In p(2) + 2 / a0 / AP Qp@)WVa( Q). | (3.4.6)
kgT kgT 2
ideales Gas —svot/kB —Strans/KB
WO

srot = Rotationsentropie pro Stabchen (3.4.7)

= Entropie der Q-Verteilung
Strans = Translationsentropie pro Stdbchen (3.4.8)

Va . : : .
= const — 5 = fiir Schwerpunkte effektiv zugéingliches Volumen bei Parallelverschiebung.
(3.4.9)

Hier gibt es charakteristische Spezialfiille (siehe Abb. :

e Parallele Stibchenkonfigurationen (@ = ©’ = 0) sind typisch fiir die nematische Phase und
wir finden
V. (9,9Q) = 2rD?L.
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Abbildung 3.5: Ausgeschlossenes Volumen V, (£, Q) fiir parallel (© = ©' = 0, links, V, = mD?2L)
und senkrecht (© = 0, © = 7/2, v = /2, rechts, V, ~ 2D(L + D)? ~ 2DL?)
stehende Stidbchen (jeweils in rot). Parallele Stébchen sind typisch fiir die nematische
Phase, senkrechte Stdbchen maximieren das ausgeschlossene Volumen und treten
typischerweise in der isotropen Phase auf.

e Senkrechte Stibchenkonfigurationen (6 = 0, ©' = 7/2) treten typisch in der isotropen Phase
auf und haben
Va.(Q,9) =2DL.

e Ganz allgemein gilt mit dem Winkel v wie in Abb. definiert:

| Va(.Q) =2DI2[sing| fix L>D. | (3.4.10)

Die Stébchen kénnen sich drehen, damit kénnen sich Teilchensorten/Orientierungen © in der freien
Energie ineinander umwandeln. Das System wird daher dem 2. Hauptsatz folgen und die
“beste” Verteilung p(Q2) suchen bei gegebener Dichte p, die die freie Energie minimiert. wir miissen
also im Folgenden noch f(p,p(€2)) bezgl. der Verteilungsfunktion p(£2) (funktional) minimieren bei
festem p, was dann die optimale freie Energie liefert:

flp) = Irgr(lsizr)lf(p,p(ﬁ)) (3.4.11)

Die Onsager-Theorie kann daher auch als Dichtefunktionaltheorie fiir die orientierungsabhingige
Dichte p(2) verstanden werden. Generell macht die Dichtefunktionaltheorie fiir klassische Viel-
teilchensysteme die Aussage, dass die freie Energie als Funktional einer Dichte p(7) geschrieben
werden kann und dass die Gleichgewichtsdichte (unter einer Normierungsnebenbedingung, die auch
gorflkanonisch mit einem chemischen Potential geschrieben werden kann) diese freie Energie mi-
nimiert. Man verfolgt dann die Strategie, gewisse Approximationen fiir die dichteabhéngige freie
Energie aufzustellen (hier eine Virialapproximation) und diese zu minimieren. In unserem Fall ge-
hen wir mit dem Ansatz einer rdumlich homogenen, aber orientierungsabhéingigen Dichte ebenso
vor.

Das Ergebnis dieser Minimierung ist folgendes:

e Wenn p klein ist, ist eine isotrope Phase op-

timal mit einer Gleichverteilung p(Q) =
1

e Wenn p grof} ist, ist eine nematische Pha-
se optimal mit einer Verteilung p(2), die

Peaks bei © = 0,7 besitzt, wie rechts e G| S
gezeigt (die Verteilung muss wegen Unpo- =] z w =4
laritdt in jedem Fall symmetrisch um /2

sein).
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Bevor wir die quantitative Analyse des I-N Phaseniibergangs beginnen, wollen wir den Phaseniiber-
gang qualitativ anschaulich erkldren. Harte Stébchen sich ein athermisches System. Daher muss (wie
bei harten Kugeln) der Phaseniibergang das Resultat eines Wettbewerbs zischen zwei Entropien sein.
In diesem Fall sind das die Rotationsentropie s, und die Translationsentropie Si,..s, siche
(13.4.9). Es gilt:

e Die I-Phase hat hohe Rotationsentropie (Stdbchen kénnen frei drehen), die N-Phase wenig

Rotationsentropie (Stdbchen sind ausgerichtet), also

Srot,N ~ 0 (ausgerichtet) , sy01,1 ~ kp (frei drehbar).

e Die Translationsentropie ist proportional zum freien Volumen, dass einem Stdbchen bei Paral-
lelverschiebung zugiinglich ist. Die I-Phase hat wenig Translationsentropie hat (unorientierte
Stdabchen schrinken das beim Verschieben zugingliche Volumen ein), die N-Phase dagegen
hohe Translationsentropie (fiir ausgerichtete Stdbchen schrinken keine “falsch” orientierten
Stabchen das Verschieben ein). Es gilt

Strans,N Lzp const — kBg27rD2L

Strans,I L>Z‘D const — kBg2DL2<| sin'y|>9 = —kBpDL2£,
Es gllt also |5trans,N| < ‘Strans,ﬂ fiir L > D.
e Der I-N Ubergang sollte stattfinden, wenn

Srot,I T Strans,] = Srot,N Tt Strans,N
™
kg — kBZpDLz ~0,

also bel einer kritischen Dichte

4 1
m DL?
Diese Parameterabhéngigkeit von p. wird sich als richtig herausstellen, auf den numerischen
Vorfaktor ist hier natiirlich noch kein Verlass.

Pe ~ (3.4.12)

Wir wollen nun auch die quantitative Analyse nach Onsager [3| vornehmen und minimieren f(p, p(£2))

aus (3.4.6) bezgl. p(Q), siehe (3.4.11). Dabei miissen wir die Nebenbedingung [ dQ2p(2) = 1 (siehe
(3.4.3)) einer normierten Orientierungsverteilung beachten. Mit einem entsprechenden Lagrange-
Multiplikator i erhalten wir fiir die erste Variation von f(p,p(£2))

3f(p,p(Q) _ -
op(Q2) .

was mit (3.4.6) und (3.4.10) auf die Euler-Lagrange Gleichung

Inp(Q) + 2pDL2/dQ'p(Q’)| siny(Q, Q)| =p-1 (3.4.13)
fiir p(2). Gl. (3.4.13) zeigt sofort, dass der I-N Ubergang nur vom Parameter pL?D abhingen kann
im Einklang mit unserer vorlaufigen Abschétzung (3.4.12]).

Gl. (3.4.13) hat immer eine isotrope Losung p(€2) = 1/47 = const mit
1 _
In—+4+2pBy=p—1
4
R 2 1 o T or2
By =DL —/dQ |siny| = —=DL
dr 4

filp)  fo -
= — +1 —In4 Bs. 3.4.14
T ~ hpr TP Indm b ( )
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Diese Losung bleibt metastabil fiir

16 D
= —— > =4— 3.4.15
P<p= 5z N<ip =47 ( )
(mit der Packungsdichte 1 = pvyoq = %D2Lp). Fiir groBe Dichten p und L > D, so dass pL?>D >
4.44 [5] oder
4.44 D
— 1 =3.48— 3.4.16
DL2 y 1N > m 7 ( )
ist eine weitere Losung moglich, die der nematischen Phase entspricht.

p>p=

Das heifit, im Dichtebereich p7 < p < p5 gibt es zwei metastabile Phasen und damit ist Koexis-
tenz und Hysterese moglich und es liegt ein Phaseniibergang 1. Ordnung vor im Einklang
mit den Ergebnissen der Landau-Theorie (die allerdings fiir einen thermotropen Fliissigkristall her-
geleitet wurden).

Um die weiteren nematischen Losungen zu finden und die Phasenkoexistenz quantitativ zu disku-
tieren, kann man verschiedene Variationsansétze fiir p(Q?) machen, diese in f(p,p()) in
einsetzen und dann bezgl. der Variationsparameter minimieren. In [5] wurde ein sehr genauer An-
satz gemacht, wo p(2) in Legendre-Polynome bis P;4(cos ©) entwickelt wird und dann beziiglich der
Entwicklungskoeffizienten als Variationsparameter numerisch minimiert wird. Dieser Ansatz fithrt
auf das obige numerische Ergebnis fiir p}.

Onsager machte in [3| einen einfacheren Ansatz

a cosh(a cos ©)

p(Q) =pa(0) = (3.4.17)

47 sinh o

mit nur einem Variationsparameter . Die Rechnung mit diesem Onsager-Ansatz soll im Fol-
genden im Detail diskutiert werden. Einsetzen des Ansatzes in (3.4.6)) liefert die variationelle freie
Energie

f(p> a) _ fO

kT~ kol +1Inp —Indnr + s(a) + pBor(a)

t inh
mit s(a) = In(acotha) — 1+ arctan(sinh a)

(a) = 2]2(204)

sinh o

3.4.18
sinh? a ( )
(I (z) ist die modifizierte Bessel-Funktion mit I, (z) oc 2V fiir # < 1 und I, (x) o 2~'/2e® fiir
x > 1, Herleitung von r(a) und s(«) langwierig, siehe Ref. [3]). Der Ordnungsparameter .S ist fiir
ein p = po(0)

1 3 th
S(a) = 3 (3(cos’ @) —1) =1+ e —SCOa <

Im isotropen Limes o — 0 und p, (©) — 1/47, gilt auch S(a) — 0. Wegen s(0) = 0 und r(0) = 1 gilt

dann auch f;(p) = f(p,a = 0) mit fr(p) aus Gl (3.4.14). Im Limes o — oo gilt 27p,(O©)sin©® —
1(0(©) +6(© — 7)) und S(a) — 1, was perfekter nematischer Ordnung entspricht.

Wenn wir f(p,«) — fr(p) als Funktion von « untersuchen, finden wir, dass

e f(p,a) — fr(p) monoton steigend ist fiir pBy < 3.66 oder p < pi = 4.66/DL? (das Onsager-
Ergebnis fiir p7 weicht etwas von dem genaueren Resultat (3.4.16)) ab). Dann gibt es nur ein
isotropes Minimum bei a = 0.

o f(p,a)— f1(p) ist monoton fallend bei p = 0 fiir pBy > 4 oder p > p5 = 16/7DL? = 5.09/DL>.
Dann gibt es kein isotropes Minimum mehr.

e Fiir p1 < p < p3 besitzt f(p, ) — f1(p) sowohl ein isotropes Minimum bei oo = 0 als auch ein
nematisches Minimum bei @ = ain(p) > 3.43 (und ein instabiles nematisches Maximum).
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Abbildung 3.6: Links: f(p,a) — fr(p) nach Onsager als Funktion von « fiir p = 4.55/DL?, p =
pi = 4.66/DL?, p = 4.8/DL?, p = p3 = 16/7DL?. Punkte bezeichnen das lokale
Minimum bei o = aui,. Mitte: amin als Funktion von pDL2 fir p > pi (blauy,
Skala links) und zugehoriger Ordnngsparameter S(amin) (rot, Skala rechts). Rechts:
Gemeinsame Tangente (griin) an pfr(p) = pf(p,0) (rot, fiir p < p5) und pfn(p) =
pf (P amin(p)) (blau, fiir p > p}). Koexistenz liegt im Bereich p; = 4.25/DL? bis
pN = 5.72/DL? vor. Der Schnittpunkt der freien Energien liegt bei p, = 4.69/DL?.

Wir finden damit ein dhnliches Szenario wie fiir die freie Energie f(S) der Landau-Theorie (siche
Abb. . Der Variationsparameter « spielt hier die Rolle von S, die Dichte p spielt in diesem
lyoptropen System die Rolle der Temperatur 7' bei unserer Diskussion der Landau-Theorie fiir
den theromotropen Fall. Dabei ist ein Unterschied, dass der Kontrollparameter p am Ubergang
verschieden ist in den koexistierenden Phasen I und N.

Im Bereich p < p3 ist die freie Energie f7(p) = f(p,0) der isotropen Phase definiert, im Bereich
p > pi die freie Energie fyn(p) = f(p, tmin(p)) der nematischen Phase. Der Phaseniibergang findet
statt, wenn sich die freien Energien f7(p) und fn(p) schneiden, was bei

pe = 4.69/DL? (3.4.19)

passiert, siehe Abb. (rechts). Die Existenz eines Schnittpunkts zeigt wieder, dass der Pha-
seniibergang 1. Ordnung ist: Das freie Energie Minimum hat dann einen “Knick”, und es gibt
Unstetigkeiten in den ersten Ableitungen.

Wenn wir beide freien Energiezweige in ihren jeweiligen Existenzbereichen betrachten, kénnen wir
den thermodynamisch stabilen Zustand als eine gemeinsame Tangente an pfr(p) und pfy(p)
finden (beachte Ubung 1 zu Kapitel . Im Bereich der gemeinsamen Tangente liegt Phasenko-
existenz vor. Die koexistierenden Dichten findet man durch Gleichsetzen von Druck p; = py mit

und chemischem Potential p; = pn mit

of
op’
Das Ergebnisﬂ ist eine Koexistenz von isotroper und nematischer Phase im Bereich p; < p < pn

(sieche Abb. [3.6] (rechts))) mit

p=1rf+p

4.25 D
PL=Tprz » M=3MT
5.72 D

4 Die Rechnung kann analytisch nur im Limes a > 1 fiir die nematische Phase ausgefiihrt werden mit Hilfe von
asymptotischen Néherungsausdriicken fiir s(«) und r(«) in (3.4.18)) 3], was aber eine gute Nidherung darstellt, da
z.B. amin ~ 11 fiir p = 5/DL? im Bereich der Koexistenz (siche Abb. (Mitte)).
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Mit der mikroskopischen Onsager-Theorie kénnen wir also eine konkrete Vorhersage iiber die Pha-
seniibergangsdichte p. und auch den Koexistenzbereich machen. Solche Vorhersagen waren in der
Landau-Theorie nicht méglich. Die Phaseniibergangsdichte p. = 4.69/DL? nach sowie die
Grenzen p; und py des Koexistenzbereichs nach sind alle o< 1/DL? in Ubereinstimmung
mit unserer Abschitzung (3.4.12). Wir finden auch, dass der Phaseniibergang 1. Ordnung ist (in
Ubereinstimmung mit der Landau-Theorie).

In der Onsager-Theorie springt der Ordnungsparameter am Ubergang von S = 0 in der isotropen
Phase auf S ~ 0.85 in der koexistierenden nematischen Phase mit p = py and oy = 18.6. Vergleich
mit Experimenten zeigt, dass der Ordungsparameter nur auf S ~ 0.5 springt; auch die Dichteunter-
schiede der koexistierenden Phasen py — pr sind im Experiment kleiner als in vorhergesagt.
Mogliche Griinde fiir Abweichungen sind:

e Die Onsager-Theorie ist nur richtig fiir sehr lange Stdbe im Limes L > D, so dass n;,ny < 1,
weil dann die verwendete Virialentwicklung korrekt bleibt.

e Die Stédbe sind ideal hart in der Onsager-Theorie und wechselwirken nur sterisch. Im realen
System gibt es beispielsweise immer Van-der-Waals Wechselwirkungen zwischen Molekiilen.
Das fithrt zu zusétzlichen thermotropen Effekten. In Ubung 1 wir die Maier-Saupe Theorie
thematisiert, die solche Wechselwirkungen beschreiben kann.

e Die Stébe sind vollig unverformbar angenommen. Lange Molekiile haben aber eine Flexibilitét,
die in der Theorie fliissigkristalliner Phasen sogenannter semiflexibler Polymere diskutiert
wird.

3.5 Literaturverzeichnis Kapitel 3

[1] P. Chaikin und T. Lubensky. Principles of Condensed Matter Physics. Cambridge University
Press, 2000.

[2] P. G. de Gennes und J. Prost. The Physics of Liquid Crystals. International Series of Mono-
graphs on Physics. Clarendon Press, 1995.

[3] L. Onsager. The Effects of Shape on the Interaction of Colloidal Particles. Ann. N.Y. Acad.
Sci. 51 (Mai 1949), 627-659.

[4] M. Doi und S. Edwards. The Theory of Polymer Dynamics. International series of monographs
on physics. Clarendon Press, 1988.

[5] G. Lasher. Nematic Ordering of Hard Rods Derived from a Scaled Particle Treatment. J.
Chem. Phys. 53 (1970), 4141.

76



3.6 Ubungen Kapitel

1. Landau-Theorie des I-N Ubergangs

Der tensorielle Ordnungsparameter fiir den isotrop-nematischen Ubergang fiir N stiébchen-formige
Teilchen in drei Dimensionen ist durch die spurlose Matrix

1 & 5ij
_ o, o J

gegeben, wobei v{* die i-te Komponente der Orientierung des a-ten Stdbchen bezeichnet.

a) Der Direktor 7i (Eigenvektor zum gréfiten Eigenwert %S von ;) sei €,. Die Stébchen bilden
mit dem Direktor den Winkel % = arccos(¢* - 7). Wir betrachten eine Wahrscheinlichkeitsdichte

cg 0<#0<a,
p(0)=<co m—a<O<m, .
0 sonst

mit einem Winkel a < 7/2. Welche Symmetriebedingung miissen ¢; und ¢y erfiillen? Wie miissen
c1 und ¢y dann gew#hlt werden, damit die Wahrscheinlichkeitsdichte normiert ist? Bestimmen Sie
mit der normierten Dichte dann S(a).

b) In welchen Grenzfillen erhalten wir mit der Wahrscheinlichkeitsdichte aus a) eine isotrope bzw.
nematische Phase? Zeigen Sie, dass S ein skalarer Ordnungsparameter des I-N-Ubergangs ist, der
S =0 in der isotropen und S =1 in der nematischen Phase erfiillt.

c) Entwickeln Sie die freie Energie f(S) im Ordnungsparameter S bis zur vierten Ordnung. Be-
stimmen Sie alle Extrema von f(5). Was bedeuten die Temperatur-Abhéngigkeiten der Extrema
physikalisch? Was heifit dies fiir die Stabilitét der beiden Phasen?

d) Der I-N-Ubergang ist diskontinuierlich. Bestimmen Sie die latente Wirme des Ubergangs, indem
Sie die Entropie-Differenz zwischen nematischer und isotroper Phase am Ubergang bestimmen.

2. Maier-Saupe Mean-Field Theorie fiir Fliissigkristalle

Wir betrachten N stdbchenférmige Molekiile (Index a = 1,..., N) mit Orientierung v® (mit den
drei Komponenten ¢ = 1,2,3 und |7*| = 1). Die Stdbchen wechselwirken {iber die sogenannte
Maier-Saupe Wechselwirkung

1 / /
M= 2 > ey Vir =),
a,a’ 1J
wobel 1
Gj = 4 (7%) = V' — 30y

der spurlose symmetrische Tensor ist, dessen Mittelwert der Ordnungsparameter Q;; = N~1 > o (qf})
ist.

Ein Mikrozustand ist durch Angabe aller Positionen {7, } und aller Orientierungseinheitsvektoren
{7~} bestimmt. Als Variationsansatz fiir eine Mean-Field Theorie machen wir einen Produktansatz

p({F, 7}) = [ o7, 7%), (3.6.2)

fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung, der alle Korrelationen zwischen Teilchenpositionen und Teil-

chenorientierungen venachléssigt. p(7, ) ist geméiB [ d37 7=1 d*Up(7,7) = 1 normiert.
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a) Zeigen Sie, dass mit dem Produktansatz (3.6.2)) fiir die lokale mittlere Teilchendichte (n(7, 7))
von Teilchen am Ort 7 mit Orientierung

(7, 7))p = (Y 6(F = )57 = 7)), = Np(7, 7)

gilt.

b) Wenn statt einem “einfachen” Hamiltonian Hg eine einfachere beliebige Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p der Mikrozusténde angesetzt wird, lautet die Gibbs-Bogoliubov-Ungleichung allgemeiner

F S <H>p + kBT<1np>p = Fvar (363)
Zeigen Sie, dass sie daraus wieder die Gibbs-Bogoliubov-Ungleichung in der Form ([2.5.10]) erhalten,

wenn Sie

1
_ —BHo
—e
p= 2
als Boltzmann-Verteilung zu einem Hamkiltonian H, ansetzen.

c) Zeigen Sie, dass sich mit obigem Ansatz (3.6.2))

Fo = /di’”/dwzw (Qus (M) Qi NV (7 — )

+NkBT/d3*/|I d*ip(7, 7) In p(F, ), (3.6.4)
1

ergibt, wobei

Q) = 3 L0 = =V [ Bl (v)

« "7|=1
der lokale Ordnungsparameter bei 7 ist.

d) Wir benutzen die 1-Teilchen-Dichte p(7, 7) als Variationsparameter. Zeigen Sie, dass eine ver-
schwindende Variation des Funktionals (3.6.4) bezgl. p(7, ) auf die Mean-Field Gleichung

(7, 7) = - exp(~Usir (7, 7) k5 T) (3.6.5)

mit
" ) _N " _,
() = 7 [ 7 3V = 7@
fiihrt. Z = [ d37 7=1 d*7 exp(—Unr (7, 7) /kpT) ist die Normierung.

e) Wir betrachten den homogenen Fall (Q;;(7)) = const = @Q;; und leiten aus (3.6.5) eine Mean-
Field Gleichung fiir den Ordnungsparameter (Q;; = V' flﬁ\zl d3p(F, U)q;j(7) her:

V L 7)
Qij = E / | dquij(l’) exXp | — V § Qz]%] V ,
_

wobei V =V~ [ 37V (F—7") das mittlere Wechselwirkungspotential ist. Leiten Sie daraus fiir den
skalaren Ordnungsparameter S mit Q;; = S(n;n; — d;;/3) die Mean-Field Gleichung

_ 1 ‘ 29 1 EEAPY R
S = Z//dcosﬁ(cos 9 3) exp{ kBTS <cos 9 3)} (3.6.6)

her, wobei cos ¥ = /- 77 der Winkel der Orientierung ¢/ mit dem Direktor 7 ist.

f) Entwickeln Sie die rechte Seite von (3.6.6) in Potenzen von S (bis zur 3. Ordnung) und zeigen
Sie, dass die Mean-Field Gleichung auf einen Phaseniibergang 1. Ordnung fiihrt.
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4 Intermolekulare Wechselwirkungen

Literatur zu diesem Teil: Allgemein zu intermolekularen Wechselwirkungen ist [1] sehr ausfiihrlich.
Das Kapitel zu Van-der-Waals-Kréften basiert auch auf [2]. Abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkun-
gen sind in [3] und [4] gut dargestellt, auch das Kapitel zu Wasser ist aus [3].

Die Atom- und Festkorperphysik beschéftigen sich mit den verschiedenen starken chemischen Bin-
dungen zwischen Atomen, die zur Bildung von Molekiilen oder Metallen fiithren (intramolekulare
Bindungen). In der Soft Matter Physik (und auch in der Biologie) ist man oft an den schwicheren
Wechselwirkungen zwischen relativ groflien Molekiilen wie Proteinen oder Polymeren oder sogar an
Wechselwirkungen zwischen bis zu Mikrometer grofien Teilchen, die aus makroskopisch vielen Mo-
lekiilen bestehen, wie z.B. kolloidalen Teilchen interessiert (intermolekulare Bindungen). Typische
schwache Wechselwirkungen sind van-der-Waals Wechselwirkungen, abgeschirmte elektrostatische
Wechselwirkungen, Wasserstoffbriickenbindungen und sterisch entropische Wechselwirkungen.

4.1 Ubersicht

Wir geben eine Ubersicht iiber starke intramolekulare chemische Bindungen
in Molekiilen und Festkorpern und die relevanten schwachen intermolekularen
Wechselwirkungen in der weichen Materie (van-der-Waals Wechselwirkungen,
abgeschirmte elektrostatische Wechselwirkungen, Wasserstoftbriickenbindungen
und entropische Wechselwirkungen).

Im Folgenden wird eine Ubersicht iiber die wichtigsten chemischen (interatomaren) und vor allem
intermolekularen Bindungsarten gegeben. Alle diese Wechselwirkungen beruhen letztlich auf der
Coulomb-Wechselwirkung der negativ geladenen Elektronen und positiv geladenen Kerne.

4.1.1 Kovalente (elektronische) Bindung

Wir betrachten zun#chst die starke kovalente Bindung, zwischen zwei Atomen, die auf dem Zu-
sammenspiel von quantenmechanischem Symmetrisierungspostulat (Pauli-Prinzip) und Coulomb-
wechselwirkung beruht. Bei einer kovalenten elektronischen Bindung zwischen zwei Atomen bildet
sich ein bindendes und antibindendes Molekiilorbital aus zwei Atomorbitalen. Zur (ndherungsweisen)
quantenmechanischen Beschreibung dieses Problems gibt es die Valenzbindungstheorie (nach Heit-
ler, London, Pauling) und die Molekiilorbitaltheorie (nach Hund, Mulliken). Der einfachste Fall
ist die o-Bindung zwischen zwei kugelsymmetrischen s-Atomorbitalen A und B (Bindung im Hs-
Molekiil).

In der Molekiilorbitaltheorie betrachtet man zun#chst das Problem Molekiilorbitale fiir ein
Elektron zu finden, dass mit beiden Kernen A und B wechselwirkt (das Hy™*-Molekiil). Wir ver-
nachléssigen also die Coulombwechselwirkung zwischen den beiden Elektronen. Anséitze fiir Mo-
lekillorbitale sind meist Linearkombinationen von Atomorbitalen 14 und ¢p (LCAO-Methode:
linear combination of atomic orbitals). In dem einfachsten Fall des Hy"-Molekiils stellen sich im
Variationsansatz die Linearkombinationen 14 + ¥p und 14 — ¥ als stationdre Zustéinde heraus.
Von diesen stellt der symmetrische Zustand ¥ 4 + ¥p einen bindendes Molekiilorbital und ¥4 — Y p
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ein antibindendes Molekiilorbital dar, siche Abb. Das bindende Orbital wird dann von 2 Elek-
tronen mit entgegengesetztem Spin nach Pauli-Prinzip besetzt. Die Wellenfunktion des Molekiils
mit zwei Elektronen (1 und 2) ist dann (¢ 4(1) + ¥5(1))(¥4(2) + ¥5(2)) mit einem antisymmetri-
schen Singlett als Spinanteil. Insbesondere enthélt diese Wellenfunktion noch “ionische” Anteile wie
(1)1 4(2), wo beide Elektronen an einem Kern lokalisiert sind (gute Approximation, wenn Kerne
A und B nah zusammen).

In der Valenzbindungstheorie (Heitler-London-Theorie) geht man fiir den quantenmecha-
nischen Zustand des Molekiils mit zwei Elektronen (1 und 2) von einen Produktansatz mit den
Wellenfunktionen der s-Atomorbitale, ¥4 (1)¥5(2), aus, d.h. “lonische” Anteile wie 14(1)14(2)
werden vollstédndig vernachléssigt; hier wird also implizit angenommen, dass die Coulombwechsel-
wirkung zwischen Elektronen grof ist, so dass ionische Anteile nicht auftreten (gute Approximation,
wenn Kerne A und B weit entfernt). Beim bindenden Zustand liegen die Spinanteile als antisym-
metrisches Singlett und die Ortsanteile der Wellenfunktionen dementsprechend in einem symme-
trisierten Produktzustand 1 a(1)¥p(2) + ¥a(2)Yp(1) vor. Beim antibindenden Zustand liegen die
Spinanteile dagegen als symmetrisches Triplett und die Ortsanteile dementsprechend in einem anti-
symmetrisierten Produktzustand ¥ 4(1)Yp(2) —1¥a(2)¥ (1) vor. Fiir kleine Molekiile wie Hy ist die
Coulombwechselwirkung zwischen Elektronen besonders wichtig und die Heitler-London Valenzbin-
dungstheorie gibt etwas bessere Ergebnisse. Bei grofieren Molekiilen ist die Molekiilorbitaltheorie
besser.

Der bindende Zustand der Heitler-London-Theorie entspricht dem doppelt (mit entgegengesetztem
Spin) besetzten bindendem Molekiilorbital in der Molekiilorbitaltheorie, der antibindende Zustand
der Heitler-London-Theorie entspricht einer jeweils einfachen Besetzung des bindenden und anti-
bindenen Molekiilorbitals (mit jeweils gleichem Spin).

l_lJJ\

Abbildung 4.1: Bindendes (links) und antibindendes (rechts) Molekiilorbital. Links kommt es
zu einer erhohten negativen Elektronenladungsdichte zwischen den positiv gela-
denen Kernen, was die Coulombenergie absenkt und zur Bindung fiithrt. (Quelle:
Wikipedia).

Dass in beiden Zugéngen ein symmetrisches Produkt der Ortsanteile den Grundzustand darstellen
muss, folgt entweder aus der Beobachtung, dass der Ortsanteil nur dann keine Knoten hat (wie
das bei Grundzustédnden des Fall sein sollte) oder aus der Tatsache, dass sich dann die negativ
geladenen Elektronen bevorzugt zwischen den positiv geladenen Kernen aufhalten, was die Cou-
lombwechselwirkung minimiert. Dies entspricht dann auch der Vorstellung, dass sich die beiden in
der kovalenten Bindung beteiligten Atome ein Elektronenpaar “teilen”, das zwischen den Kernen
eine bindende “Elektronenwolke” bildet. Die Bindungsenergie AFE ist gleich der Energiedifferenz
zwischen zwei getrennten H-Atomen und der zweifachen (doppelt besetzten) Energie des energe-
tisch niedriger liegenden bindenden Molekiilorbitals, siche Abb. (links). Der Abstand der Kerne,
also die Bindungsléinge stellt sich so ein, dass die Bindungsenergie maximiert wird.
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Besonders wichtig sind fiir viele Polymere und Biomolekiile chemische Bindungen mit Kohlenstoff.
Hier ist von Bedeutung, dass der 4-wertige Kohlenstoff bis zu 4 einfache kovalente Bindungen
ausbildet, wobei dann die jeweils zweifach besetzten s- und p-Orbitale hybridisieren.

Typische Werte fiir Bindungsenergien sind
C-C: AF ~140kpT ~ 3.5V ~ 80kcal/mol (bei Raumtemperatur 7' = 300K)

fiir eine einfache kovalente C-C Kohlenstoftbindung (das bindende Orbital ist dann eines von 4
sp3-hybridisierten, die eine o-Bindung eingehen),

C=C: AF ~240kgT ~ 6eV ~ 145kcal/mol

fiir eine doppelte kovalente C=C Kohlenstoffbindung (die bindenden Orbitale sind dann eines von
3 sp2-hybridisierten und das verbleibende p-Orbital, die eine o- und eine 7-Bindung eingehen),

C=C: AF ~325kpT ~ 8.1eV ~ 198kcal/mol

fiir eine dreifache kovalente C=C Kohlenstoftbindung. (die bindenden Orbitale sind dann eines von
2 sp-hybridisierten und 2 verbleibende p-Orbitale, die eine o- und zwei m-Bindungen eingehen).

Allgemein gelten fiir (Bindungs-)Energien die Umrechnungsformeln

1
1kgT ~ 4pNnm ~ EeV

~4-1072'J ~2.4kJ/mol ~ 1 -10~?* kcal ~ 0.6 keal /mol, (4.1.1)

wobel

Imol = N4 = 6.022 - 10%. (4.1.2)

Partialladungen

Bei ungleichen Bindungspartnern hélt sich ein gemeinsames Elektron mit gréflerer Wahrschein-
lichkeit beim elektronegativen Bindungspartner auf und die Wellenfunktion ist nicht mehr ganz
symmetrisch. Dadurch kommt es zu sogenannten Partialladungen in Molekiilen.

Ein Beispiel ist die O-H Bindung, wo eine Partialladung beim elektronegativen Sauerstoff O ver-
bleibt.

Der Ubergang von der rein kovalenten Bindung zur Ionenbindung ist letztlich flieBend: Liegt gar
keine Partialladung vor, ist die Bindung rein kovalent. Ist die Partialladung eine ganze Elektronen-
ladung ist das Elektron nicht mehr geteilt und die Bindung ist ionisch.

4.1.2 lonenbindung

Bei der Ionenbindung haben wir eine reine Coulomb-Wechselwirkung zwischen Ionen, also

2 2

U= 4 Gauf3-Einheiten , U = 4
er 4dmegper

SI-Einheiten (4.1.3)

mit der Dielektrizititskonstanten ¢, die im Wesentlichen durch die Abschirmung der Coulomb-
wechselwirkung durch Dipole zustande kommt. Fiir einen typischen atomaren Abstand von r = 5 A
und eine Elementarladung ¢ = e finden wir

e=1 Vakuum = U =115kgT
e=3 Ol = U=40kpT
e =80 Wasser = U =1.5kpT.
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Wasser mit seinem dipolaren Charakter und seiner grofien Dielektrizitdtskonstante schwécht also
ionische Bindungen betrachtlich.

In einem typischen rein ionisch gebundenen Kristall wie NaCl betrigt die Bindungsenergie (pro
Tonenpaar)

AFE ~270kpT ~ 6.65eV ~ 160 kcal /mol.

Diese Bindungsenergie setzt sich aus drei Energien zusammen:

e Die Ionisierungsenergie von Na, also die Energiekosten, um Na zu ionisieren, d.h. um ein
Elektron abzultsen (ca. —5.14eV),

e die Elektronegativitit von Cl, d.h. der Energiegewinn, wenn Cl ein Elektron hinzugefiigt
wird (ca. 3.61eV) und

o die Madelung-Energie, d.h. die Summe der eigentlichen elektrostatischen Wechselwirkungen
im Tonengitter (fiir NaCl ca. 8.18 eV ~ 328kpT). Die Madelung-Energie ist U = ae?/4mweod?
mit der Madelungkonstanten « (sie hingt nur vom Gittertyp ab, d ist der Néchste-Nachbar
Abstand im Gitter, typische Werte liegen zwischen im Bereich o = 1.6 — 1.8).

Der Vergleichszustand bei Angabe der obigen Bindungsenergie ist also der atomare Zustand von
Na und CI; sind die Na- und Cl-Ionen schon gebildet, gibt die Madelung-Energie den zusitzlichen
Energiegewinn an. Der Abstand der Ionen im Gitter, also die Gitterkonstante (bzw. der obige
Néchste-Nachbar Abstand d) und die Gittergeometrie stellen sich so ein, dass die Madelung-
Energie maximiert wird.

Ohne die Madelung-Energie ist der Ionenkristall nicht stabil. Wird NaCl in Wasser gegeben, senkt
sich diese Energie um den Faktor ¢ = 80 nach unserer obigen Betrachtung und die thermische
Energie (der Entropiegewinn in der Losung) reicht aus, um den Ionenkristall zerfallen zu lassen.

antibindend T T

=1
&
¢ |EB
atomar S
AE/2 g IAE
a
]

bindend T l

Abbildung 4.2: Links: Energieaufspaltung in 2 Zustéinde (bindend, antibindend) bei der kovalenten
o-Bindung. Der bindende Zustand wird von dem Elekronenpaar zweifach besetzt
und die Gesamt-Bindungsenergie AF ist die zweifache Energiedifferenz zwischen
bindendem Zustand und urspriinglichem atomaren Zustand. Fiir einen C-C Bond
ist AE ~ 140 kpT. Rechts: Energieaufspaltung in ein Energieband bei der metalli-
schen Bindung. Typisch sind Bandbreiten Ep ~ 1 — 3eV. Die Bindungsenergie AF
pro Elektron ist die iiber die besetzten Zustdnde gemittelte Energiedifferenz zum
atomaren Zustand.

4.1.3 Metallische Bindung

Bei der metallischen Bindung werden viele Elektronen (Elektronengas) im periodischen Potential
vieler Kerne delokalisiert. Die entsprechenden Quantenzustéinde spalten dann in ein ganzes Fner-
gieband auf, das typischerweise eine Breite von Eg ~ 1 —3eV ~ 40 — 120 kgT hat. In einem Metall
ist das Leitungsband nicht vollstdndig besetzt und die Bindungsenergie pro Elektron ergibt sich
als tiber die besetzten Zustdnde gemittelte Energiedifferenz zum atomaren Zustand, siehe Abb.
(rechts).
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Diese Bindungsenergie setzt ergibt sich aus a) der kinetischen Energie der Valenzelektronen, b) der
anziehenden Coulombwechselwirkung zwischen Elektronengas und Ionenriimpfen und c) der absto-
Benden Coulombwechselwirkung zwischen Elektronen und evtl. ihrer Austauschwechselwirkung (die
die abstoflende Wechselwirkung reduziert). Im Vergleich zum atomaren Zustand ist die kinetische
Energie durch Delokalisation reduziert (delokalisierte Elektronen haben grofiere Wellenléingen, also
kleinere kinetische Energie ~ h%2k?/2m,), die anziehende Coulombwechselwirkung mit den Kernen
ist ebenfalls reduziert, die Coulombabstolung zwischen Elektronen ist im Elektronengas grofier als
fiir an den Kernen lokalisierte Elektronen.

Es ergeben sich typische Bindungsenergien pro Elektron im Bereich weniger eV, z.B. AE ~
1.1eV ~ 45 kT fiir Na.

Die bisher besprochenen Bindungen (kovalent, ionisch, metallisch) sind im Bereich mehrerer eV und
damit > 1kpgT. Solche Bindungen wollen wir als stark ansehen. Sie kénnen i. Allg. nicht durch
die thermische Energie gebrochen werden und sind relevant in der Festkorper- und Molekiilphysik.
Daneben gibt es aber noch eine Reihe von schwachen Wechselwirkungen zwischen Atomen oder
Molekiilen, die eher im Bereich von mehreren kg7 liegen. Dies sind Multipolwechselwirkungen, van-
der-Waals Wechselwirkungen, Wasserstoffbriicken oder rein entropische Wechselwirkungen (wie die
Depletion-Wechselwirkung aus Kapitel 7 die auf sterischen Effekten beruhen. Diese Bindungs-
arten sind relevant fiir weiche und biologische Systeme. Hier ist die thermische Energie ausreichend,
um mit nicht zu vernachlédssigender Wahrscheinlichkeit eine solche Bindung aufzubrechen, was zu
den charakteristischen “weichen” Eigenschaften fiihrt.

4.1.4 Dipol- (und Multipol-) Wechselwirkung

Auf Grund der oben besprochenen Partialladungen, kann ein insgesamt neutrales Molekiil Dipol-
und Multipolmomente besitzen. Die resultierenden Multipolwechselwirkungen fallen schneller ab als
die Coulombwechselwirkung ~ ¢?/er und fithren daher zu schwicheren Bindungen. Jede Erh6hung
der Multipolordnung fiir einen der Wechselwirkungspartner um eins fithrt in der Entwicklung der
Coulombwechselwirkung zu Termen, die um einen Faktor a/r kleiner sind, wobei a die Ausdehnung
der jeweiligen Ladungsverteilung ist und r der Abstand der Wechselwirkungspartner. So gilt:

e Die Dipol-Ton Wechselwirkung zwischen einem Ion der Ladung ¢ und einem Dipol p ~ agq ist

ap
U~ 15

e Die Dipol-Dipol Wechselwirkung zwischen zwei Dipolen p; ~ aq ist U ~ g—i (%)2 ~ p;%.

e Die Wechselwirkung zwischen permanentem Dipol p und einem induziertem Dipol geht dann
2
wie U ~ “&-, da das elektrische Feld des permanenten Dipols £ o % ein Dipolmoment
p = aF o« 2F induziert (mit der Polarisierbarkeit ).
e Die Quadrupol-Quadrupol Wechselwirkung geht wie U ~ r%

Dabei ist ein reiner Dipol p = ga beispielsweise eine Ladungsverteilung mit +¢g und —g im Abstand
a, ein reiner Quadrupol besteht aus vier Ladungen in einer Anordnung, wie in Abb. [4.3] gezeigt.

Dipol *+q Quadrupol Wasser
a — . —
1—q +

.+

O
o+ N\ o+ ‘LI'SSD
H H

Abbildung 4.3:  Dipol, Quadrupol und Wassermolekiill mit seinen Partialladungen und
Dipolmoment.
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Ganz allgemein ist das Dipolmoment einer Ladungsverteilung p(7) durch den Vektor
p= [ @)

gegeben und wird in der Einheit Debye (D) gemessen mit |e|A = 4.8 D. Ein wichtiges Molekiil mit
ausgepriigtem Dipolmoment ist Wasser Ho0 mit |[p] = 1.85D, da die Elektronen vom Wasserstoff
zum weitaus elektronegativeren Sauerstoff gezogen werden und Partialladungen an Sauerstoff und
Wasserstoff entstehen (siehe oben). Dagegen hat beispielsweise CO mit kleinerem Kontrast in der
Elektronegativitéit nur ein sehr viel kleineres Dipolmoment von |p] = 0.1 D.

Eine wichtige Eigenschaft der Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist ihre Orientierungsabhiingigkeit:
P - S s -
U~ L5 [ b= 3G P ) - (4.1.4)

Daher bevorzugen Dipole eine Anordnung in Ketten, siche Tab.

T
T

Konfiguration

- 11 I
=1 []=1][]=2

Energie [..]

Tabelle 4.1: Relative Stérke der Dipol-Dipol-Wechselwirkung bei verschiedenen Dipol-Anordnungen.
Dipol-Ketten geben die niedrigste Energie

4.1.5 Abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung

Bei der Coulomb-Wechselwirkung kénnen 2 Arten von Abschirmungseffekten in Materie auftre-
ten. Der eine Abschirmungseffekt beruht auf permanenten Dipolen, die sich im elektrischen Feld so
anordnen, dass sie die Coulomb-Wechselwirkung schwichen. Dieser Effekt fiihrt zu einer Dielektri-
zitatskonstanten ¢ > 1 und wird in der Elektrostatik ausfiihrlich behandelt. Die Coulombwech-
selwirkung zwischen zwei Ladungen ¢ ist dann U ~ Z. Sie éndert durch diesen Effekt also nicht
ihre funktionale Form, sie wird lediglich schwécher.

Eine qualitativ andere funktionale Form der Coulombwechselwirkung ergibt sich allerdings in L&-
sungen von Salzen, die freie Gegenionen und Ko-Ionen enthalten, so dass die Losung insgesamt
elektrisch neutral ist. Dann ergibt sich eine exponentielle Abschirmung

U~ fefm

er
mit der charakteristischen Debye-Abschirmlinge 1/k, die von der Salzkonzentration und der
Ionenstirke abhingt, wie wir uns in Kapitel noch ausfiihrlich klarmachen werden, siehe Gln.

und (£39)

Unter physiologischen Bedingungen (0.1 mol/l Salz) gilt £~ ~ 1nm, d.h. Abschirmeffekte sind sehr
ausgeprigt und die urspriinglich starke, weil langreichweitige Coulombwechselwirkung wird zu einer
kurzreichweitigen schwachen Wechselwirkung mit Nanometer-Reichweite.

4.1.6 Van-der-Waals oder London-Wechselwirkung (Dispersionskrafte)

Die Van-der-Waals oder London-Wechselwirkung ist die Coulombwechselwirkung elektrisch vollig
neutraler, aber polarisierbarer Teilchen durch induzierte Dipole. Wird ein Dipolmoment durch
eine zufillige thermische (oder quantenmechanische) Fluktuation erzeugt, ergibt sich momentan ein
E-Feld E & r~3. In diesem E-Feld kann ein weiteres Dipolmoment p induziert werden in einem
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anderen Molekiil. Bei einer Polarisierbarkeit « gilt 7 = aE o ar~3. Damit ergibt sich fiir die
Wechselwirkungsenergie zwischen spontan erzeugtem und induzierten Dipolmoment
- al o

U=—p Fox ——— o ——.
7137.3 7-6

Fiir einen Abstand r ~ 3 A ist eine schwache Wechselwirkungsenergie von U ~ 1kgT typisch.

Wichtig ist, dass die Van-der-Waals Wechselwirkung zwischen allen Molekiilen wirkt, und immer
anziehend ist (da induziertes Dipolmoment in die gleiche Richtung wie induzierendes E-Feld zeigt).
Die Wechselwirkung ist zwar schwach, aber mit ihrem Potenzgesetz-Abfall 6 relativ langreichwei-
tig. Dadurch addiert sich die Van-der-Waals Wechselwirkung iiber eine grofie Anzahl von Atomen in
einem Molekiil, Teilchen, Polymer, Schicht, Halbraum, ... Dies fithrt dazu, dass die Van-der-Waals-
Wechselwirkung tatséchlich im Normalfall die dominante attraktive Wechselwirkung in weicher
Materie ist. Die Van-der-Waals Wechselwirkung wird unten in Kapitel [£.2] nochmal ausfiihrlicher
diskutiert.

Lennard-Jones Wechselwirkung

Die 7% Van-der-Waals Anziehung tritt zusammen mit einer starken kurzreichweitigen Absto-
Bung bei starker Annitherung zweier Atome oder Molekiile durch die Uberlagerung ihrer Elek-
tronenhiillen auf, die nach dem Pauli-Prinzip verboten ist. Diese harte-Kern-artige Abstoflung
wird oft als r~12-Abstoflung modelliert. Beide Wechselwirkungen werden oft in dem sogenann-
ten Lennard-Jones Potential, siche Gln. und , zusammengefasst.

4.1.7 Wasserstoffbriicken

OH, NH, .. -Gruppen bilden Dipolmomente aus auf Grund der kleinen Elektronegativitit des betei-
ligten Wasserstoffatoms. Nihert sich ein weiteres elektronegatives Atom (wie ein weiteres O-Atom),
das ein Dipolmoment ausgebildet hat, kann sich eine sogenannte Wasserstoffbriicke (H-Briicke)
ausbilden, z.B. N — H . - - O = C. Diese Bindung hat daher zunéchst einen starken Dipol-Dipol Cha-
rakter. Allerdings hat diese Bindung auch quantenmechanische kovalente Bindungsanteile, weil sich
zwei elektronegative Atome ein H T-Proton gewissermafen “teilen”. Dieses “Teilen” kann man sich
analog zu einem geteilten bindenden Elektron in einer kovalenten Bindung vorstellen, nur das statt
einem e~ hier das sehr viel schwerere Proton p* geteilt wird (m,/m. = 1836). Daher ist die Bin-
dungsstéirke insgesamt sehr viel schwiicher als bei einer kovalenten Bindung Typische Bindungs-
energien sind

AE ~ 1 — 6kcal/mol ~ 2 — 12kpT (4.1.5)

abhéngig von der Geometrie und Umgebung der H-Briicke. Sowohl der Dipol-Dipol-Anteil (Orientie-
rungsabhiingigkeit, siche oben) als auch der quantenmechanische Anteil fithren zu einem gerichteten
Charakter der H-Briicke.

In der Biologie gibt es zahlreiche wichtige Beispiele fiir H-Briicken:

e In Proteinen stabilisieren H-Briicken die zwei wichtigsten Sekundérstrukturen, die a-Helix
und das S-Faltblatt.

e In der DNA wird die Bindung zwischen den komplementéren Watson/Crick-Basenpaaren
durch Wasserstoffbriicken vermittelt:

— Cytosin-Guanin (C-G): 3 H-Briicken
— Adenin-Thymin (A-T): 2 H-Briicken.

Auf Grund der unterschiedlichen Anzahl von H-Briicken sind CG-reiche Regionen eines DNA-
Doppelstranges stérker gebunden als AT-reiche Regionen. Daher liegt die Schmelztemperatur,
bei der sich der DNA-Doppelstrang durch thermische Fluktuationen in zwei Einzelstringe
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auflost (denaturiert), fiir CG-reiche Regionen (Ty, o ~ 100 — 105°C fiir lange DNA-Strénge)
hoher als AT-reiche (Tyy a1 ~ 60 — 65°C)

e H-Briicken sich wichtig fiir die Spezifizitdt vieler biologischer Bindungen von Proteinen
(“Schliissel-Schloss”-Prinzip), d.h. nur ganz bestimmte Proteine, die wie Schliissel und Schloss
zusammenpassen, bilden starke Bindungen aus. Dies ergibt sich dann oft aus dem Zusammen-
spiel mehrerer H-Briicken die sich an verschiedenen Stellen der Proteinen ausbilden kénnen.
Oft haben solche spezifischen Protein-Protein-Bindungen daher auch recht grofie Bindungs-
energien, die sich aus der Summe mehrerer H-Briicken Bindungsenergien ergeben. Eine der
starksten Bindungen zwischen Proteinen ist die Streptavidin-Biotin-Bindung mit einer Bin-
dungsenergie AE ~ 18kcal/mol ~ 30kgT.

Abbildung 4.4: Wasserstoffbriicken (jeweils gestrichelt) in AT- und CG-Basenpaaren in DNA
(oben), in einem B-Faltblatt in einem Protein (unten links) und in Wasser (unten
Mitte). In Wasser bildet sich ein tatraedisches Netzwerk aus H-Briicken aus (un-
ten rechts), in dem jedes Wasser-Molekiil iiber 4 H-Briicken verbunden ist (Quelle:
Wikipedia).

Hydrophober Effekt
Insbesondere sind H-Briicken aber verantwortlich fiir den sogenannten hydrophoben Effekt in Was-
ser, der darauf beruht, dass Wasser ein fluktuierendes Netzwerk von H-Briicken ausbildet. Ein

unpolares Molekiil wird von Wasser abgestoflen, da es die Entropie dieses H-Briicken-Netzwerkes
einschrinkt. Dieser Effekt wird weiter unten noch ausfiihrlicher erldutert.

4.1.8 Entropische Wechselwirkungen

In weicher Materie treten oft effektive entropische Wechselwirkungen auf als Ergebnis von
sterischen (rdumlich einschriinkenden) Wechselwirkungen zwischen “harten” Teilchen.
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Depletion-Wechselwirkung

Ein Beispiel fiir eine entropische Wechselwirkung haben wir bereits ausfiihrlich kennengelernt,
ndmlich die Depletion-Wechselwirkung aus Kapitel zwischen groflen harten Kugeln, die durch
kleine harte Kugeln vermittelt wird: Kommen sich die groflen Kugeln niher als der Durchmesser
einer kleinen Kugel, erhoht sich das zugéngliche Volumen und damit die Translationsentropie der
kleinen Kugeln. Dies fithrt zu einer effektiven Anziehung der grofien Kugeln.

Sterische Wechselwirkung

Die sterische Wechselwirkung beruht darauf, dass ausgedehntere, flexible Objekte wie Polymere
oder Membranen Regionen vermeiden wollen, wo ihre Fluktuationen und damit ihr Entropiege-
winn eingeschrinkt werden. Dies fiihrt dann zu einer entropischen Abstoflung zwischen diesen
Objekten.

Ein wichtiges Beispiel war die sterische Stabilisierung von kolloidalen Teilchen mittels auf der Ober-
fliche verankerter flexibler Polymere, siche Abb. (rechts). Uberlappen sich die Polymere zweier
Teilchen, fiihrt dies zu einer entropischen Abstoflung, da sich die Polymere dann gegenseitig in ihren
moglichen Konfigurationen einschrinken. Dies fithrt zu einem Entropieverlust, also einer Erh6hung
der freien Energie.

Entropische Wechselwirkungen beruhen immer auf dem Verlust zugénglicher Konfiguration und
einem damit einhergehenden Entropieverlust. Typisch ist eine Verkleinerung der Zustandssumme
um einen konstanten Faktor z pro eingeschrinktem Freiheitsgrad (also z.B. pro Kollision der Poly-
mere). Dies bedeutet einen Entropieverlust der Ordnung O(kp) ~ kpIn z, was zu einer Erhchung
der freien Energie und damit einer entropischen Wechselwirkung U ~ O(kgT) ~ kgTInz pro
eingeschranktem Freiheitsgrad fiihrt.

Zusammenfassend kénnen wir feststellen, dass die abgeschirmten Coulombwechselwirkungen, die
Van-der-Waals Wechselwirkungen, Wasserstoffbriicken und entropische Wechselwirkungen allesamt
i. Allg. schwache Wechselwirkungen von der Gréflenordnung einiger kg7 darstellen.

Van-der-Waals Wechselwirkungen koénnen sich fiir grofie Teilchen und auf Grund ihrer relativen
Langreichweitigkeit (r~%-Abfall) summieren. Daher kénnen diese Wechselwirkungen trotzdem in
der Summe eine wichtige Rolle spielen. Auch entropische Wechselwirkungen, wie beispielsweise
zwischen den mit Polymeren beschichteten kolloidalen Kugeln, kénnen sich iiber die gesamte Po-
lymerlénge und iiber die Oberfliche der Kugeln addieren und damit insgesamt zu einer nicht zu
vernachlissigenden AbstoBung fithren.

Die Van-der-Waals Wechselwirkung, die abgeschirmte Coulombwechselwirkung sowie der hydropho-
be Effekt sind aulerdem alles Wechselwirkungen, die stark vom Lésungsmittel abhingen.

4.2 Van-der-Waals Krafte

Wir leiten Van-der-Waals Kréfte zwischen zwei neutralen Atomen quantenme-
chanisch in zweiter Ordnung Stérungstheorie bei T = 0 her und finden eine R~°-
Abhiéngigkeit. Wir verallgemeinern dann auf beliebig geformte Korper mit belie-
bigen Dielektrizitédtskonstanten in einem dielektrischen Medium bei T' > 0. Die
Van-der-Waals Wechselwirkung ist dann proportional zur Hamaker-Konstanten
und wird durch Integration iiber das Volumen der Kérper berechnet.
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4.2.1 Londonsche Dispersionskraft, 7' = 0

Wir beginnen mit einer quantenmechanischen (T' = 0) Herleitung der Van-der-Waals Wechselwir-
kung. Dazu betrachten wir zwei neutrale einwertige Atome (wasserstoffartig) mit einem Abstands-
vektor R zwischen den Atomkernen. Beide Atome reprasentieren ein jeweils neutrales Ladungs-
system, das mittlere Dipolmoment der kugelsymmetrischen Grundzustands-Ladungsverteilung ver-
schwindet jeweils ebenfalls, es gibt aber angeregte Zustéinde, die jeweils Dipolmomente besitzen und
die zu einer kleinen Wechselwirkung zwischen solchen angeregten Dipolen fithren. Wir wollen diesen
Effekt in zweiter Ordnung Stérungstheorie berechnen.

Abbildung 4.5: Zwei neutrale einwertige Atome.

Der Hamiltonian des Systems mit Koordinaten wie in Abb. ist

H=Hi1+Hs+V

e? |1 1 1 1
= ——1— . - - — = = — = .
471—50 R |T’177’27R‘ |R+7"2| |R+T’1|
I,,—,»Ifl\<‘<R 62 ~

3(@1%)(@.1%)—?1.@],
N N~

21 Z2

_47T€0R3

2z122—T1T2—Y1Y2

wobei V' die Stérung durch alle Coulombwechselwirkungen zwischen Atom 1 und Atom 2 darstellt,
bei der wir eine Fernfeld-Dipolndherung durchgefiihrt haben.

Wir wenden nun die quantenmechanische Stérungstheorie an mit den ungestorten Produkt-
Wasserstoff-Eigenzustéinden von Atom 1 und Atom 2:

(H1 + Ha)|ning) = Epyn,y|ning)
[ning) = |nilimy)|nelams)
En1n2 = El,n1 + EQ,’I’LQ'

Es gilt dann fiir die Korrektur der Grundzustandsenergie Eyo bis 2. Ordnung

| 2

[{00|V'|ninz)
AFEqyw(R) = (00[V]00) — - 4.2.1
wlF) = (00[V]oo) — ST (42.1)
nilima
nzlgmz
62
<OO|V|TL17LQ> = - [2<OOO|21|n1l1m1><000|22|n212m2> — <000|.§C1|n111m1><000|I2|n212m2>

47T€0R3
—<000|y1 ‘n1l1m1> <000|y2 |n2l2m2>] .
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Bei der Berechnung von Mittelwerten (nim|z,y, z|n'l'm’) gelten die Auswahliregeln

Al =+1
Am =0 (fiir z)
Am = +1 (fir z,y).

Es folgt

1) (00]V'|00) = 0 (wegen Al = £1), damit verschwindet der 1. Ordnung Beitrag und in 2. Ord-
nung gilt immer AFyo(R) < 0, d.h. die entstehende Wechselwirkung wird immer attraktiv
sein.

2) Wegen Al = £1 gilt auch (00|V]01) = (00]V|10) = 0. Daher sind ny = ng = 1 die ersten
relevanten Zustinde in ), - in 2. Ordnung Beitrag in (4.2.1)). Dann gilt aber l; = l» =1,
wiederum wegen Al = +1. Daher tragen m; = —1,0,+1, also insgesamt 9 Paare mims
potentiell bei. Hier schrinken die m-Auswahlregeln aber weiter ein und es gilt:

(0 0 |z2/lm)nur #0 firm=0
l m

00|z, y|1m) nur # 0 fiir m £+ 1

L 00]2(10)
Nl
—i(00[y[11) = (00]y|1 — 1),

(00[z[11) = (00|z|1 — 1) = —

so dass schliellich folgt:

4

(&
61(0]z1]1){0]22[1)[*

[{00]V[11)[* = (dmzg 2RO {

3) Wir approximieren die gesamte Summe Z/nlllml,nzlzmz in 1' durch diesen ny =ny =1
Beitrag und erhalten schliefflich fiir die Van-der-Waals Wechselwirkung

Get  [(0]z1[1)(0]z2|1)|?

AFE ~ —
oo(R) (4m€0)2RS  hwy + hws

(4.2.2)

wo wir hw; = E; 1 — E; o definiert haben.

4) Wir vergleichen das Ergebnis mit dem Stark-Effekt fiir ein einzelnes Atom im dufleren E-
Feld mit V = —eEz (e < 0, elektrostatisches Potential ¢ = —FEz). Aus der Quantenmechanik
wissen wir, dass der kugelsymmetrische Grundzustand eines wasserstoffartigen Atoms kein
Dipolmoment hat und daher einen quadratischen Stark-Effekt zeigt mit

[{0[VInm)]* |2
0|V|O Z o

Wenn wir auch hier Y/ wieder durch den n = 1 Beitrag approximieren, erhalten wir

CUERNE

AEy = —E%¢?
0 e i

Diese Energieabsenkung kommt zustande, indem ein Dipolmoment 7 = oF im Atom induziert
wird, wobei a die Polarisierbarkeit des Atoms ist. Fiir ein solches im Feld E induziertes
Dipolmoment erwarten wir im selben Feld F dann eine Dipolenergie

—

AEy = —p-E = —aFE?
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und ein Vergleich liefert dann fiir die Polarisierbarkeit des Atoms

a= e2%. (4.2.3)

Damit lasst sich dann aber auch unser Ergebnis (4.2.2) fiir die Van-der-Waals Wechsel-
wirkung durch Polarisierbarkeiten ausdriicken

Q1009 hwlwg
AEg(R) =U(R) ~ — (4W50)2R66 o (4.2.4)
———r
= b2

Diese Formel wurde von Fritz London 1930 hergeleitet (mit genauerem Vorfaktor). Die Van-
der-Waals Kriifte heilen daher auch oft Londonsche Dispersionskréfteﬂ

4.2.2 Dielektrische Medien, 7" > 0, Hamaker-Theorie

Das Ergebnis unterliegt jetzt noch mehreren Einschrinkungen:
(i) Es ist ein quantenmechanische T'= 0 Resultat.

(ii) Es gilt fiir nur 2 Atome (und je 2 Energielevels n = 0, 1).

(iii) Es gilt nur im Vakuum (e = 1).

(iv) Es enthilt keine Retardierungseffekte, die auftreten miissen, wenn R > ¢/w;, also der Abstand

R grofler als die EM-Wellenlénge ist, die zur entsprechenden Anregungsenergie gehort

Wir werden die Punkte (i)—(iii) qualitativ angehen.
zu (iii): B B
Aus der E-Dynamik in Materie kennen wir den Zusammenhang zwischen D- und E-Feld und der
Polarisierung P auf Grund der atomaren Dipolmomente § (mit Dichte p):

D =¢gyF + _'P = gpel
P=pp
Daher gilt
1=
pP=—-P=—¢co(c —1)E,
p
was auf
1
a=—-gle—1) (4.2.5)
p
fiithrt.

Die Verallgemeinerung des Vorfaktors ajas in (4.2.4) fur 2 Teilchen mit Dielektrizitdtskonstanten
€1 und €9, die in ein Medium mit Dielektrizitdtskonstante &, eingebettet sind, ist dann

-1 -1 —<m —<m
P G | G R e R

pLP2 p1p2EL,

b

IDer Name Dispersionskraft hat nichts mit dem Verteilen von Atomen zu tun, sondern stammt von einer formalen
Analogie zwischen der quantenmechanischen Theorie und einer entsprechenden Theorie fiir die Dispersion von
Lichtwellen und geht auf London selbst zuriick. Der Name Van-der-Waals Kraft wird meistens allgemeiner nicht nur
fiir die Krifte zwischen zwei induzierten Dipolen, sondern auch zwischen thermisch unorientierten permanenten
Dipolen (Keesom-Wechselwirkung) und zwischen einem permanenten und einem durch den permanenten Dipol
induzierten Dipol verwendet (Debye-Wechselwirkung). Auch Keesom- und Debye-Wechselwirkung fallen wie RS
ab.
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wo die Faktoren (g; — &,,,) im Zihler als “Uberschuss”-Polarisierung gegeniiber dem umgebenden
Medium verstanden werden kénnen und der zusétzliche Faktor €2, im Nenner als Schwiichung des
polarisierenden Feldes im Medium. Damit ergibt sich statt (4.2.4)

_ (e1—em)(e2 —em) 1 6512
p1p2ed, RS (4m)?

U(R) ~ (4.2.6)

Diese Verallgemeinerung hat wichtige Konsequenzen fiir das Vorzeichen der Wechselwirkung: Wenn
(e1—em)(e2—em) > 0, also 1 und &5 beide grofier oder beide kleiner e, sind, ist die Wechselwirkung
attraktiv. Dies ist der Normalfall im Vakuum oder Luft, wo die Van-der-Waals Wechselwirkung
attraktiv ist. Dies ist auch immer der Fall, wenn gleiche Teilchen wechselwirken (g, = £2). Wenn
dagegen (61 — &m)(€2 — €m) < 0, also &, zwischen 1 und &9 liegt, dann wird die Van-der-Waals
Wechselwirkung repulsiv.

zu (i):
Wenn T > 0 so, dass thermische Fluktuationen wichtiger werden als Quantenfluktuationen, wird
B12 ~ h durch die Hamaker-Konstante A5 ~ T ersetzt, also

A12 1

U(R) ~ — = p1p2R6

(4.2.7)

Hier ist
o Ay ~ (g1 —em)(e2 — em) wegen (4.2.6), also A1z > 0 (attraktiv) und A2 < 0 (repulsiv)
moglich, je nach Dielektrizitdtskonstanten.
e Auflerdem ist Ay5 ~ kT, die Einheit der Hamaker-Konstante ist Energie und typische Werte
sind A12 ~ 25/{JBT
zu (ii):
Fiir viele Teilchen bzw. makroskopische Kérper nimmt man in der Hamaker-Theorie eine paar-
weise Additivitit an:

A
Un-22 | &R / A7 - (4.2.8)
™ Jv, Vs |7”1 - 7“2|

Daher gilt die R~® Abstandsabhingigkeit nur fiir zwei punktartige Objekte. Ist eines der wechsel-
wirkenden Objekte ausgedehnt, &ndert sich diese Abstandsabhéngigkeit durch die Integrationen.
Paarweise Additivitét ist hier wirklich nur eine Approximation. Die Van-der-Waals Wechselwirkung
ist streng genommen keine Paar-Wechselwirkung: Erzeugt ein Molekiil ein elektrisches Feld, wirkt
dieses direkt polarisierend auf ein zweites Molekiil, aber auch indirekt durch “Reflexion” an dritten
Molekiilen, die auch polarisiert werden.

—Em
? Va, &2

Wir betrachten 2 Beispiele zur Additivitét:

a) Die Wechselwirkung zwischen einem punktférmigen Teilchen mit Volumen v; und einem di-
elektrischen Halbraum 2 im Abstand D. Wir fiihren die Rechnung in Zylinderkoordinaten aus
mit |’I?1 — ’I?2|2 = 22 +,02.
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Nach erhalten wir

Aio o o 1 u
— _72 d
U= 71'/ dz/O dﬂpi(ZQ ) %b P
RD)
~e N T - -
~ D73 P //a s S
U(D) ~ A12’U1D_3, (429) 2

also eine D~3-Abstandsabhingigkeit.

b) Die Wechselwirkung zwischen zwei Halbrdumen im Abstand D. Hier berechnen wir die Wech-
selwirkungsenergie pro Fliche A und fiithren die Rechnung wieder in Zylinderkoordinaten aus.

Nach (4.2.8) erhalten wir hier
/ FUF T

s [ae [ o2 [ T
= ——277 dz dz' d s
PGt 2 +p DR

2o | s
7U(D) = —A127D 2 (4 2. 10) — 3

A 1’7 S S S j,?

also eine D~2-Abstandsabhiingigkeit.

Wir konnten hier nur eine unvollstdndige Theorie der Van-der-Waals Wechselwirkung entwickeln.
Eine vollstindige Theorie der Van-der-Waals Wechselwirkung nach Lifshitz basiert auf der Quan-
tenfeldtheorie und einer Zustandssumme iiber alle Moden (Photonen) des EM-Feldes bei gegebener
Geometrie der Dielektrika. Dabei wird oft eine Platten- oder Schichtgeometrie dhnlich wie in Beispiel
b) diskutiert. Die sogenannte Lifshitz-Theorie finden Sie z.B. im Landau/Lifshitz [5].

In der Quantenfeldtheorie gibt es eine verwandte Wechselwirkung zwischen zwei Leiterplatten, die
von Vakuumfluktuationen des elektromagnetischen Feldes stammt, der sogenannte Casimir-Effekt.
Dieser zeigt einer Abstandsabhéngigkeit U (D) oc D=3 fiir die Wechselwirkung zweier ebener Platten;
eine D~3-Abhingigkeit ergibt sich auch fiir die van-der-Waals Wechselwirkung zwischen zwei dicken
Platten, wenn Retadierungseffekte mitgenommen werden (die zu einer zusiitzlichen Potenz D! im
Vergleich zu fithren). Ein kritischer Casimir-Effekt wird durch kritische, d.h. langwellige
Fluktuationen (mit Wellenlinge A ~ ¢ Korrelationslinge) einer Substanz nahe ihrem kritischen
Punkt (Korrelationsldnge £ > D) zwischen zwei Platten hervorgerufen.

4.3 Abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung

In einer Fliissigkeit mit geléstem Salz sind Coulomb-Wechselwirkungen ab-
geschirmt durch Salzionen. Dieser wichtige Effekt kann durch die Poisson-
Boltzmann-Theorie bzw. in linearisierter Form die Debye-Hiickel-Theorie be-
schrieben werden. Wir untersuchen das Problem einer geladenen Wand vor einer
Elektrolytlosung genauer.

Wir betrachten ein geladenes Objekt P in einer Losung mit o e + —
Salz (Elektrolyt), d.h. in der neutralen Losung liegen Gege- “ﬁ\' o
nionen und Koionen aus dem Salz vor. Ist P positiv (nega- | pri\ = ;E
tiv) geladen, lagern sich bevorzugt negative (positive) Gege- 1 BT - =
nionen um das Objekt P an, und es entsteht eine sogenannte \ o t_ 4
Doppelschicht (double layer). v T4 —

Diese besteht aus
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1) Der Ladung auf P, die sich normalerweise als Oberflichenladungsdichte o anordnet.

2) Der diffusen Schicht von Gegenionen, die aus dem Wettbewerb von elektrostatischer Anzie-
hung (zieht die Gegenionen zu P) und thermischer Bewegung (Entropie, Diffusion, bevorzugt
Delokalisierung von P) resultiert.

Die Doppelschicht schirmt die urspriingliche Oberflichenladung ab, und das elektrische Feld ist mit
gelostem Salz stark reduziert.

Oberflichenladungen auf Teilchen bilden sich in weicher oder biologischer Materie hiufig. Auf der
einen Seite kénnen wir natiirlich vorab eine Ladung auf einen Gegenstand P aufbringen und das
Objekt dann in Elektrolytlosung bringen. Oft bilden sich die Oberflichenladungen aber erst in der
Losung, indem geladene Ionen von der Oberfliche dissoziieren, weil diese bestimmte chemische Ei-
genschaften hat. Bringt man ein Objekt mit einer sauren Oberfliche in wissrige Losung dissoziieren
z.B. HT-Protonen und lassen eine negative Ladung zuriick, bei einer basischen Oberfliiche dissozi-
ieren z.B. OH™-Gruppen und es bleibt eine positiv geladene Oberfliche zuriick. Umgekehrt kénnen
auch geladene Tonen an einer neutralen Oberfliche anhaften und sie aufladen. Der Standardfall ist
also ein insgesamt neutrales System, in dem sich die Ladungen auf P erst in der Losung durch
Dissoziation oder Adsorption bilden.

Abschirmeffekte durch Salzionen spielen in der weichen Materie und der Biologie eine grofie Rolle. So
ist DNA eine Séure und ist in wissriger Losung entsprechend negativ geladen (nach Dissoziation der
Protonen). Daher hat der DNA-Strang eine grofe elektrostatische Selbstabstoung, die ausgestreckte
Konformationen bevorzugt. Wird Salz (z.B. NaCl) der wissrigen Losung hinzugefiigt, wird diese
Selbstabstoung kleiner und die Konformationen &hneln eher einem kompakteren Wollknduel. Um
DNA noch weiter auf sehr kleinem Raum zu kompaktifizieren, wie das in jedem Zellkern der Fall
ist, werden sogar mehrwertige positive Ionen benétigt (z.B. Spermidin).

4.3.1 Poisson-Boltzmann- und Debye-Hiickel-Theorie

Das elektrostatische Potential ¢(7) in der Elektrolytlosung geniigt der Poisson-Gleichung

¢=— (4.3.1)

wobei
p(7) = 1 (F) + p(7) = ({(n4. (7)) — {0 (P))2lel

sich aus Beitrdgen von Gegenionen und Koionen zusammensetzt, die jeweils eine Valenz z haben
sollen, d.h. eine Ladung +z|e| tragen; ohne Salz gibt es nur Gegenionen und keine Koionen. Die Ionen
erzeugen auf der einen Seite ¢(7) geméif und bewegen sich auf der anderen Seite thermisch
in diesem Potential. Die resultierende Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf Grund der thermischen
Bewegung wird durch die Boltzmann-Verteilung im Potential ¢(7) selbst beschrieben:

<n+(f)> = ’n,OO’_,’_e*zIe‘d’(F)/k)BT

(n_ (7)) = noo’,e"'zle‘d)(m/kBT. (4.3.2)

Das Gesamtsystem muss ladungsneutral sein. Daher ist in Gegenwart eines Bulk-Volumens, in dem
der Limes |f] — oo genommen werden kann, (ny (7)) = (n_(¥)) bei |¥f] — oo auf Grund der
Neutralitéit erforderlich. Wenn wir das Potential so eichen, dass ¢(co) = 0 gilt, fiithrt dies auf
Moo+ = Noo,— = Noo. AuBlerdem sollte das E-Feld E = fﬁqb — 0 erfiillen. Die Konstante n.. ist
dann identisch mit der Salzkonzentration cg,, im Volumen bei |7] — oo (dem sogenannten Puffer).

Die Gleichungen (4.3.1) und (4.3.2)) sind eine Mean-Field Approximation, da ¢(7) das mittlere
Potential darstellt, das von den gemittelten Ladungsdichten (ny (7)) erzeugt wird. Fluktuationen um
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diesen Mittelwert sind hierbei vernachlissigt. Aufierdem ist die Coulomb-Wechselwirkung zwischen
den Ionen in den mittleren Ladungsdichten (4.3.2)) vernachlissigt worden. Diese kann zu rdumlichen
Korrelationen zwischen den Ionen fithren, wie wir in Abschnitt (4.3.4]) noch diskutieren werden.

Beide Gleichungen konnen dann zur sogenannten Poisson-Boltzmann-Gleichung kombiniert
werden:

$26= L0 _ L [—estelooT | lete o]
Eo€ Eo€
oder
B 2
Vi = &:(ng|e|noo sinh (W) . (4.3.3)

Diese Gleichung wird durch Randbedingungen komplettiert:

e Auf der Oberfliche von P ist eine Oberflichenladungsdichte o. Damit muss (nach dem Gau8-

schen Satz) gelten
=-Z (4.3.4)

Vo il = .
Feop €0E

e Im Unendlichen verschwindet das elektrische Feld, also 6¢(oo) =0.
e Auflerdem haben wir die Eichung ¢(o0) = 0 gewihlt.

e Nach dem Satz von Gaufl (angewandt auf das Elektrolyt-Losungsvolumen) sichert die Rand-
bedingung (4.3.4) auch automatisch die Gesamt-Ladungsneutralitét

/ dfo + / (4 (7)) — (n.(F)2le] = 0
oP A%

e Entweder ist die Ladungsdichte o auf P fest vorgegeben, weil z.B. keine weiteren Ladungen
dissoziieren kénnen (“starker Elektrolyt”, komplette Dissoziation). Oder ¢ kann sich noch
einstellen (Regulation) iiber Ladungs-Dissoziation (“schwacher Elektrolyt”). Dann ist noch
zusitzlich das Gleichgewicht der Ladungs-Dissoziationsreaktion zu beriicksichtigen. Wir be-
trachten im Folgenden den Fall eines vorgegebenen o und den Fall o > 0 eines positiv gelade-
nen P.

Die Poisson-Boltzmann-Gleichung ist nicht-linear in ¢(7), daher ist i. Allg. nur eine nu-
merische Losung moglich. Lediglich in quasi-eindimensionalen Geometrien (geladene Winde oder
Kugeln) sind auch analytische Losungen méglich, wie die folgenden Beispiele illustrieren werden.
Fiir zle|¢(7) < kT kann die Gleichung jedoch linearisiert werden

S0, 2 22o(7) _ o
Vi = soisnoosziT = k79(7), (4.3.5)

und wir erhalten die Debye-Hiickel-Gleichung [6]. Hier tritt die Debye-Abschirmlinge x~*

auf:

22%e2n
2 ) 2
=—— =8n/ 4.3.6
cocknT TEBZ Moo, ( )
wobei wir eine weitere charakteristische Lange
tg=—° (4.3.7)
B AreockpT’ e

die Bjerrum-Lé&nge, eingefiihrt haben, die folgende physikalische Bedeutung hat: 2 Einheitsladun-
gen im Abstand ¢g haben die Coulomb-Wechselwirkung 1kgT.
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Typische Werte sind fiir die Bjerrum-Lénge £ ~ 0.8 nm in Wasser mit € ~ 80 und bei Raumtem-
peratur (7' = 300K). Fiir die Debye-Abschirmlinge ! gilt

1 ﬁ .
Z4/CSalz

Fiir einwertige Ionen z = 1 mit einer Konzentration ¢y, = noo/Na = 0.1mol/l und ¢ ~ 80, was
ungefshr den physiologischen Bedingungen entspricht, ergibt sich k! ~ 1nm, d.h. Abschirmeffekte
sind sehr ausgeprigt und die urspriinglich langreichweitige Coulombwechselwirkung wird zu einer
kurzreichweitigen.

K

In Anwesenheit einer zusétzlichen externen Ladung wird aus der homogenen Debye-Hiickel-Glei-

chung (L3.5)

= N Pext (T)
V2 — k*¢(F) = e (4.3.8)

und fiir eine Punktladung pe(7) = ¢0(7) findet man durch Fourier-Trafo

k2 + k2)p(k) = L
(k2 + w3k = L
und nach Riick-Trafo
q _
= " 4.3.
() 47raoare (4:3.9)

Die dielektrische Konstante ¢ beschreibt dann die Abschirmung durch Dipole im Lésungsmittel,
wihrend der Exponentialfaktor die qualitativ stirkere Abschirmung durch die freien Salzionen be-
schreibt, die die funktionale Form des Coulombpotentials modifiziert.

4.3.2 Geladene Wand

L,_f [GCJ(HFG‘-H-\ }

-

o
Pl - -
: e —— o ——— - - - b

P b mt ek ] v

Abbildung 4.6: Ebene negativ geladene Wand (hier o < 0, im Text o > 0) vor einer Elektrolytlosung
und zugehorige Tonenprofile.

Ein wichtiges Beispiel ist eine geladene ebene Wand (bei z = 0) vor einer Salzlésung, siche Abb.
[4:6] Dieses Problem stellt eine erste Niherung fiir das Ionenprofil vor beliebigen gréfieren Objekten
P dar, die lokal als eben betrachtet werden konnen. Wir betrachten hier die Situation, dass das
Gesamtsystem Wand plus Salzlosung insgesamt neutral sein soll und o > 0 fest vorgegeben ist.

In Abwesenheit der Salzlosung konnen wir das Wandpotential ¢g(z) einer solchen geladenen Platte
mit Hilfe des Gauflschen Satzes der Elektrostatik natiirlich sofort angeben. Die Platte erzeugt aus
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Symmetriegriinden nur ein E-Feld in Normalenrichtung (hier die z-Richtung), E= E.€,, mit

2E,TA:/ df'E':/d?’FM:%
v v

€of 1S3
o
E,=—
T 2e0e
o
r)=——=x.
%o(z) 2e0e

In Anwesenheit der Salzionen wird dieses Ergebnis stark modifiziert werden, da sich die Doppel-
schicht ausbildet und das elektrische Feld abschirmt (auch die Eichung ¢(co) = 0 wiire nicht moglich
ohne Elektrolyt, da im Kondensator ¢g(c0) — —o0).

Geladene Wand mit Salz, Poisson-Boltzmann

Fiir die einfache Plattengeometrie konnen wir die nichtlineare Poisson-Boltzmann-Gleichung (4.3.3)
sogar exakt losen (nach Gouy (1910) und Chapman (1913)):

o2 = 2l oy ( el qi)(x)) .

kgT

Eine Losung gelingt, weil die Gleichung eindimensional ist wegen der planaren Wandgeometrie.
Die Gleichung ist vollig analog zu einer Newtonschen Bewegungsgleichung eines Massepunktes in
einem sinh-Kraftfeld in einer Dimension und kann mit den bekannten Methoden (Energieerhaltung)
gelost werden. Vorher skalieren wir die Gleichung noch um und definieren einheitenloses Potential
¢ = 2o mit dem

= kT "
2 oo
02 = % sinh () = K2 sinh (z). (4.3.10)
Die Randbedingungen lauten nun
2

0= -7 Hoo)=0 = 0= AT g 2 4.3.11
#(0) ===, ¢/(c0) W) =~ = mat = (43.11)

mit der sogenannten Gouy-Chapman-Linge

le]

= . 4.3.12
H 2mzlpo ( )

Die physikalische Bedeutung dieser Lénge ist, dass in Entfernung p von der Wand die elektrostatische
Energie eines Ions (ohne Abschirmeffekte) die thermische Energie ist, z|e|¢o(p) ~ 1kpT. Auch diese
Lénge ist bei Raumtemperatur, fiir einwertige Ionen z = 1 und fiir eine Oberflichenladungsdichte
o = le|/nm? von derselben Gréflenordnung g ~ 0.2nm wie Bjerrum- und Debye-Abschirmlinge.
Auflerdem haben wir fiir + — oo die Randbedingung ¢’(c0) = 0 und die Eichbedingung ¢ (o) = 0.

Die Losung von erhalten wir dann wie in der Newtonschen Mechanik eindimensionaler Be-
wegungen durch “Energieerhaltung”, indem wir auf beiden Seiten mit 0,1 multiplizieren iiber x
integrieren. Dabei benutzen wir zunéchst die zwei Randbedingungen 1’ (c0) = 0 und die Eichbedin-
gung ¥ (o0) = 0 bei z = oo. Integration von x bis oo liefert dann:

- /OO dz0*4p0,) = %(@1#)2(1‘) =— /00 dir?sinh 1 (x)0,1) = Kk*(coshp(z) — 1)

x x

x Y(x) dp
—V2k /0 dr = —/2kz = /w 0 Veoho=T1 V2In(tanh((z)/4)) — V2 In(tanh((0)/4))
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Hier haben wir verwendet, dass fiir ¢ > 0 das Potential ¢ (z) monoton fallend sein wird, also gilt
Y’'(z) < 0 und wir miissen den negativen Zweig der Wurzel withlen. Die Losung lautet dann

1 +gefi<;a:
1—ge—"r=

¢ (x) = darctanh (ge"*) = 21In ( ) mit g = tanh((0)/4) (4.3.13)

mit dem Oberflichenpotential 1 (0). Ist ¢ (z) bekannt, ergeben sich die Ionenprofile aus der
Boltzmann-Verteilung (4.3.2))

2
1F gefna:
— Foo(z) —
(ng (7)) = neoe Noo (1 = ge‘”’)

(wir sehen, dass (n4 (7)) < (n_(7)), wie zu erwarten fiir o > 0).
Die Beziehung zwischen dem Oberflichenpotential 1(0) und der Ladungsdichte o auf der Oberfléiche
folgt dann aus der Randbedingung (4.3.11)), die auch die Gesamt-Neutralitidt des Systems sichert,

2 1 1 1
— 47r263% i P'(0) = —4&# = —2kK sinh(§¢(0)) oder sinh(§¢(0)) = (4.3.14)

Dies ergibt die sogenannte Grahame-Gleichung

= — " Sinh(=(0)). (4.3.15)

Geladene Wand ohne Salz, Poisson-Boltzmann

In Abwesenheit von Salz gibt es nur Gegenionen, die die mit o geladene Wand abschirmen, d.h.
(n4(7)) = 0 bei 0 > 0, Ohne Salz miissen wir in obiger Losung den Grenzfall no, ~ 0 betrachten;
dann gilt auch Kk x /1o = 0 und in der Graheme-Gleichung

. 1
2¢O/ & sinh(0(0)/2) = o oo

Dann gilt auch
1 — o—t(0)/2

Damit kénnen wir auch im Potential und Ionenprofil den Grenzprozess durchfithren:

Y(x) =2In <1+ge> ~ 2In <1/<;(x+p)> ~ const — 21In <1 + x) .
1—gere k(x4 p) %

Es gilt also ¢ — —oo fiir £ — oo (wie beim Kondensator), allerdings divergiert das Potential durch
die Abschirmeffekte durch die Gegenionen nur logarithmisch. Diese Divergenz stellt auch sicher,
dass die Gesamt-Gegenonendichte [;° dz(n_(F)) = ne [, dze?®) endlich bleiben wird, so dass

Gesamtneutralitit gegen die endliche Wandladung o > 0 gewihrleistet sein wird (siehe (4.3.16))
unten). Das Tonenprofil wird

() = (12N 2\ 1 L
n_(7)) = N 1—gere 7~ Moo k(p+z))  2mlpz?2 \p+ux

1—ge™"® ? o ([ B+x 2
(N (M) =noo | 77— | ® Mook D) -0,
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d.h. positive Koionen (o > 0) sind tatséichlich abwesend und negative Gegenionen haben ein lang-
reichweitigeres algebraisches x~2-Ionenprofil im Gegensatz zum exponentiell abfallenden Ionenprofil
mit Salz. Die Gegenionen-Ladungsdichte erfiillt Gesamt-Ladungsneutralitit

le]

_ el /OOO dan-(7) =~ — = 0" (4.3.16)

Diese Resultate kénnen auch durch explizite Losung der Poisson-Boltzmann-Gleichung (anstatt
durch einen Grenzprozess) erhalten werden. Wir starten dann mit

82(;5 = iZ|e|nm,_eZ|e\¢(z)/kBT7
[

da positive Koionen abwesend sind. Die Rechnung fiithrt auf die gleichen Resultate (Ubung), es
muss aber die neue Randbedingung ¢(c0) = —oo beachtet werden beim Integrieren der Poisson-
Boltzmann-Gleichung.

Geladene Wand mit Salz, Debye-Hiickel

Wir kommen zuiick zum Fall mit Salz und diskutieren die Losung in Debye-Hiickel-Néherung durch
Linearisierung in (4.3.10). Wir sehen, dass diese Naherung nur gerechtfertigt ist, wenn ¢ = kzlj}gi) <
¥(0) < 1, also bei kleinen Potentialen ¢ < 25mV (z = 1, 1kgT ~ 45 eV = 25meV) oder nach
(4.3.14)), wenn (0) ~ 2/kpu < 1, also wenn £~ <y, d.h. wenn die Debye-Abschirmliinge sehr viel
kleiner als die Gouy-Chapman-Lénge ist.

Wir kénnen dann direkt mit der linearisierten Version der Poisson-Boltzmann-Gleichung, also der
Debye-Hiickel-Gleichung (4.3.5]) starten

93¢ = r*¢(x),
woraus sich statt die Losung
| o) = s(0)e | (4.3.17)

fiir die Randbedingung ¢'(c0) = 0 ergibt. Die Losung (4.3.17)) ist tatséichlich die Losung (4.3.13]))
im Grenzfall g < 1 oder ¢(0) < 1. Aus der Randbedingung

") = -2
#(0) =~
ergibt sich nun
o
0) = — 4.3.18
#(0) = (43.18)

fiir die Beziehung zwischen Oberflichenpotential ¢(0) und Ladungsdichte o (das Gegenstiick zur
Grahame-Gleichung ) Dies ist eine einfache Kondensatorbeziehung; die diffuse Doppel-
schicht verh&lt sich also wie ein Kondensator von der Dicke der Debye-Linge «~! in der Debye-
Hiickel-Naherung. Die Ionenprofile sind

Aelo e RO
- too

) = Fzlelop(x)/kpT e o -
(n£(7) = nooe oo neoekBTnooe 2z|e]

4.3.3 Wechselwirkung zwischen zwei geladenen Wanden

Wir betrachten nun zwei identisch geladene Winde oder Platten im Abstand D und wollen ihre
Wechselwirkungsenergie oder -kraft als Funktion von D berechnen. Diese Wechselwirkungskraft
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nicht nur elektrostatischer Natur, sondern auch entropischer Natur: die Gegenionen fluktuieren ja
thermisch und werden in der Poisson-Boltzmann-Theorie effektiv als ideales Gas in einem externen
Potential behandelt; daher iiben sie auch einen osmotischen Druck aus.

Wir plazieren die geladenen Platten in der yz-Ebene bei x = +£D/2; der Zwischenraum sei mit einer
Salzlosung gefiillt und beide Platten tragen die gleiche Oberflichenladung o > 0.

In der Plattengeometrie gibt es kein Bulk-Volumen, das fiir |F] — co neutral sein muss, so dass wir
in (4.3.2)) nicht neo,+ = Moo, folgern kénnen. Die Poisson-Boltzmann-Gleichung (4.3.3)) lautet dann

Vi = iz\e\ [fnoo#e*z‘e"b(rq)/kBT + noo,_ezle‘¢(F)/kBT} . (4.3.19)
0

Es gibt nun zwei Wand-Randbedingungen,

do
*

-7 (4.3.20)

e=xD/2 €0

und dafiir natiirlich keine Randbedingungen im Unendlichen. Insbesondere gibt es auch keine of-
fensichtliche Wahl der Potentialeichung. Aus Symmetriegriinden kénnen wir alternativ eine der
Randbedingungen durch eine Randbedingung

d¢

- =Be=0)=0 (4.3.21)

=0

in der Mitte des Systems ersetzen, wo das E-Feld verschwinden muss. Die Poisson-Boltzmann-
Gleichung ist schwieriger zu l6sen wegen Neo  # Moo,—; technisch wird no,— letztlich durch
die Wahl der Potentialeichung fixiert, wéhrend no 4 durch eine zusétzliche Bedingung auf Grund
der bekannten gelosten Koionenmenge fixiert wird,

D/2
CsalD = dx(ny(x)), (4.3.22)
-D/2

die durch die bekannte zugegebene Salzmenge im Volumen bestimmt ist (hier ist cga), nicht als
Pufferkonzentration, sondern cs,, mal Volumen lediglich als Maf fiir die zugegebene Salzmenge
zu verstehen). Eine geschlossene analytische Losung existiert fiir dieses Problem nicht, wir werden
uns daher spiter mit der Debye-Hiickel-Ndherung behelfen. Das Problem der zwei Platten ist noch
analytisch 16sbar ohne Salz (also ohne Koionen), da dann einfach n., + = 0 (Ubung).

Mit der Poisson-Boltzmann-Gleichung (4.3.19) gilt fiir das Profil der Gesamt-Ionendichte pr(z) =
({(ny(z)) + (n—(z))) (Anzahldichte, nicht Ladungsdichte)

dpr _ [nm7+e—z\e|¢<w>/kBT . nm776z|e\¢<w>/kBT]

der ~ dz
_ do zle] { —2le|¢(7)/kpT z|e\¢<r*>/kBT} _ d¢ p(x)
T Uz kgT Lot + oo, € = dr kpT

dzx

coe dpd’ e d (do)’
kT dx dx?  2kgT dx

Nach Integration und mit dem elektrischen Feld E(x) = —d¢/dx ergibt sich also

P = const = kgTp;(z) — %Ez(x). (4.3.23)
Die Integrationskonstante hat die Bedeutung eines Drucks. Auf der rechten Seite steht genau der
osmotische Druck der Gegenionen kg7 p;, der die Platten auseinandertreibt, und der elektrosta-

tische Druck %EQ durch die Energiedichte des Feldes, der die Platten anzieht, um die zwischen
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den Platten gespeicherte elektrostatische Energie zu senken. Die Summe beider Driicke ist der Ge-
samtdruck P, der ortlich konstant ist, da dies eine intensive Grofe ist.

Der Druck P treibt die Platten auseinander; er ist rdumlich konstant, hdngt aber noch vom Plat-
tenabstand ab, P = P(D). Man definiert nun den sogennanten disjoining pressure II; als
II4(D) = P(D) — P(c0), also relativ zu einem Auflendruck von Ionen, die nicht zwischen den
Platten eingeschlossen sind, mit der Gesamtionendichte p; = 2n, = const. Wir kénnen den disjoi-
ning pressure am besten in der Mitte der Platten bei x = 0 auswerten, wo aus Symmetriegriinden
(4.3.21) gelten muss und daher

2
0 0

Iy = kT (pr(0)—2ns) = kpTneo?2 (cosh (Z|Z|in(“)) — 1) ~ kpTnes (%) = %&2&(0).

Um II; zu bestimmen, muss also das Potential ¢(x) und damit ¢(0) zwischen den Platten bekannt

sein. Dazu miisste wiederum die Poisson-Boltzmann-Gleichung (4.3.19)) gelost werden, was fiir zwei

Platten schierig ist, wie oben geschildert.

Wir kénnen aber nach wie vor in linearisierter Debye-Hiickel-Theorie eine Losung finden. Dann ist
die Debye-Hiickel-Gleichung

026 = K6(x)
zu 16sen mit obigen Randbedingungen, was auf

Sigj(:fD/%) cosh(kz) mit ¢(+D/2) = Eofm

¢(z) =

fihrt und damit auf

2
6(0) & ——e P/
E0ER

)

im Limes D > !, wenn der Plattenabstand grof gegeniiber der Debye-Abschirmlinge ist. Damit
erhalten wir fiir den disjoining pressure folgende exponentiell abfallender Abstandsabhingigkeit

202 —rD
Hd(D) = kBT(p[(O) - QTLOO) ~ —e .

4.3.24
e ( )

Der exponentiell kleine disjoining pressure ist eine direkte Folge der elektrostatischen Abschir-
mung und nur fiir D > s~ ! giiltig. Aufintegration gibt die entsprechende Wechselwirkungsenergie
Upn (D) pro Flidche der beiden Platten. Wegen I1;(D) = —%UDH(D) und mit Upg(oo) = 0 gilt
dann

e 20%
UDH(D):/ y(D) ~ e 1P,

A o (4.3.25)

4.3.4 Korrelationseffekte

Abschlielend wollen wir noch die Frage untersuchen, wann die Mean-Field Approximationen in den
Poisson-Boltzmann Gleichungen (4.3.1) und (4.3.2)) iiberhaupt giiltig sind. Wir behandeln nochmal
den Fall einer geladenen Platte. Eine detaillierte Theorie startet von dem Hamiltonian

H 22e? 1 zle|lo
K D SR U D -
]CBT 47T€0€,Z€BT Tij 2€0€kBT

i<j i
2
2°lp T
=) +y =
o
i<j Y ;B

Der erste Term beschreibt die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Ionen, die in der Poisson-
Boltzmann-Theorie ja vernachlissigt wurden, der zweite die Energie im externen Wandpotential
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¢o(x) = —5Z2_x. Hier betrachten wir nur kompensierende Gegenionen (an Positionen 77), ohne
zusitzliche Koionen aus gelostem Salz (der erste Term enthélt nur abstoBende Wechselwirkun-
gen). Wir miissten nun Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Ionen iiber die Boltzmann-Gewichte
fiir diesen Hamiltonian berechnen, was ein kompliziertes Vielteilchenproblem mit langreichweitigen
Wechselwirkungen darstellt. Der Konfigurationsanteil der kanonischen Zustandssumme ergibt sich

beispielsweise aus []; [ d*7; exp(—H[{7;}]/ksT).

Der erste Wechselwirkungsterm, der in der Poisson-Boltzmann-Theorie vernachléssigt wurde, ist
verantwortlich fiir Korrelationen zwischen den Gegenionen in der Losung: wo ein Gegenion ist
mochte sich auf Grund der Abstoung kein zweites in der Niahe aufhalten usw., so dass Ladungen
nicht unabhéngig voneinander sind und

(p(Mp()) # {p(7)) (p(I"))-

Dann brechen die Mean-Field Approximationen in den Poisson-Boltzmann Gleichungen (4.3.1]) und
(4.3.2) zusammen.

Ohne eine komplizierte Rechnung durchzufithren, kénnen wir uns klarmachen, wann dieser Wech-
selwirkungsterm relevant ist und wann nicht. Dazu messen wir Liéngen in Einheiten der Gouy-
Chapman-Lénge u, indem wir reskalieren 7= 7/u und erhalten

H g 1 .
BT T gy T

— Tij
1<J K

[1]

Dann wird offensichtlich, dass das Problem nur einen Kontrollparameter hat, den Kopplungspa-
rameter (7]

ZQKB
M

(1]

(4.3.26)

Dieser ist der Vorfaktor des Wechselwirkungsterms und bestimmt, wie relevant dieser ist:

e Fiir Z <« 1 sind Korrelationseffekte nicht so relevant (“schwache Kopplung”) und die Poisson-
Boltzmann- und Debye-Hiickel-Theorien sind gut.

e Fiir Z > 1 allerdings sind Korrelationseffekte sehr wichtig (“starke Kopplung”) und beherr-
schen das Verhalten der Gegenionen. [7] Dann ordnen sich Gegenionen beispielsweise sehr
speziell an, um ihre abstolende Wechselwirkung zu minimieren, im Extremfall z.B. in einem
sogenannten Wigner-Kristall. Abschirmeffekte miissen dann anders berechnet werden. Dies
kann dazu fithren, dass die Wechselwirkung zwischen zwei gleich geladenen Platten anziehend
wird bei kurzen Absténden.

Es ist zu beachten, dass der Kopplungsparameter = o< 22, also Korrelationseffekte werden besonders
fiir mehrwertige Ionen wichtig. Fiir 2 = 3 und o = |e|/nm? (eine Elementarladung pro Qudratna-
nometer) ergibt sich z.B. bereits = ~ 100.

4.4 Kolloidale Stabilitat, DLVO-Theorie

Wir diskutieren die Stabilitéit einer elektrostatisch stabilisierten kolloidalen Sus-
pension kolloidaler Kugeln im Rahmen der DLVO (Derjaguin, Landau, Verwey,
Overbeek) Theorie.

Eine wichtige Frage bei kolloidalen System ist deren Stabilitdt gegeniiber Aggregation. In Kapitel
haben wir bereits eine kurze Einfiihrung in kolloidale Systeme gegeben. Ein Kolloid besteht aus
festen supramolekularen Teilchen mit Gréfien von 1nm bis 1um, die in einer molekularen Fliissigkeit

101



oder einem Losungsmittel dispergiert sind. Dieser dispergierte Zustand soll in der Praxis moglichst
lange aufrechterhalten werden, z.B. in Farbe, Tinte, Milch als typischen kolloidalen Systemen.

Die Van-der-Waals Wechselwirkung stellt jedoch eine anziehende Wechselwirkung dar, der alle
kolloidalen Teilchen in der Fliissigkeit unterliegen (identische Teilchen ziehen sich immer an, siehe
GL ) Dies fiihrt zu einer Tendenz zu unerwiinschter Koagulation oder Flokkulation des
Kolloids. Wenn man z.B. an das Beispiel der Dispersionsfarbe denkt, wo die Farbpartikel die disper-
gierten kolloidalen Teilchen sind, macht eine Koagulation gefolgt vom Ausfallen der Farbpartikel
die Farbe unbrauchbar.

Abbildung 4.7: Links nach rechts: Boris Wladimirowitsch Derjaguin, russischer Chemiker und
Physiker (1902-1994); Lew Dawidowitsch Landau (1908-1968) sowjetischer Physiker
(Nobelpreis 1962); Evert Verwey (1905-1981), niederléndischer Chemiker; Theodoor
Overbeek (1911-2007), niederléndischer Chemiker.

Daher miissen Kolloide weiter stabilisiert werden durch zusétzliche abstoflende Wechselwirkungen,
die gegen die anziehenden Van-der-Waals Krifte arbeiten. Eine Moglichkeit ist die Aufladung von
Teilchen und die damit verbundene abstof3ende elektrostatische Wechselwirkung, die in einer
Losung mit Salz aber auch wieder abgeschirmt ist. Das Wechselspiel von repulsiver abgeschirmter
elektrostatischer Wechselwirkung und attraktiver Van-der-Waals-Wechselwirkung wird in hier im
Rahmen der sogenannten DLVO-Theorie (nach Derjaguin und Landau (1941) , Verwey und
Overbeek (1948) [9]) quantitativ betrachtet werden. Fiir Teilchengréfen im Bereich 1nm bis 1pm,
die deutlich grofler als atomare Dimensionen sind, sind die Van-der-Waals Anziehung und die ab-
geschirmte elektrostatische Wechselwirkung die wichtigsten Effekte.

4.4.1 Van-der-Waals Anziehung, Derjaguin-Approximation

Wir berechnen zunéchst die Van-der-Waals An-
ziehung zwischen zwei ausgedehnten Kugeln (Ra- prd
dius R) nach der Hamaker-Theorie (Hamaker- f
Konstante) durch Aufintegration nach G1. ({.2.8).
Es gibt zwei Limites:

e R > D: Hier werden wir die Derjaguin- K
Approximation verwenden.

e R <« D: Dann ist die Situation dhnlich Wée
bei Punktteilchen und Uyqw (R) ~ —Alg%.

Im Limes R > D verwenden wir die Derjaguin-

=2 . = Approximation, bei der die Kugel in Halbraume zerlegt
T == -~ wird. Fiir zwei Halbrdume p im Abstand D gilt nach GL
= B (4.2.10) (mit D statt 2D)
r s’ Up(D) A
e (D) Ai2 (4.4.1)

Fliache 127
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r ¥~ s Nun betrachten wir die Wechselwirkung zwischen Kugel und
. e i Halbraum. Die Derjaguin-Approximation besteht darin die
-y —l? T Kugeloberfliche wie in der Abb. in Ringe mit Fliche 2mrdr
Pe 574/ i L zu zerlegen und die Kugel in entsprechende ring- oder zy-

| o

linderfoérmige Halbrdume zu zerlegen. Fiir jeden Halbraum

i benutzen wir (4.4.1)).

Wir erhalten dann fiir die Wechselwirkung zwischen Kugel s und Halbraum p

R’ 1 (2(r) + D)
(D) ~ PPN T T onrd
Ups(D) /r:0 Fliche e

mit R? =7+ (R-2)?> = r?~2Rz, 2rdr ~2Rdz

o0 Aio 1
/zzo (‘m) (= + D22

A R
_ Ak 4.4.2
) (44.2)

Q

Schliefllich gehen wir zur Wechselwirkung
zwischen Kugel und Kugel iiber, indem wir
die zweite Kugel durch einen Halbraum
ndhern im Abstand D + z1 + 2. Es gilt

12 ~ 2R12z, =~ 2R225

und damit

2 D+z+z~a(l+Ri/R)+D.

Wir erhalten dann fiir die Wechselwirkung zwischen 2 Kugeln s

o0 A12 1
Us(D) ~ b} 2 Rd
o~ [ (-52) marmm o
A12 R1 1

6 1+Ri/Rs D
Ri1=R> A12 R

Fiir 2 Kugeln mit Mittelpunktsentfernung r = D + 2R erhalten wir dann

A R

Us(r) =15 73R

fiir r > 2R. (4.4.4)

Fir D — 0 und r — 2R, also bei Kontakt, divergiert dieses Ergebnis nach —oo, die Anziehung wird
also unendlich stark.

4.4.2 Coulomb-AbstoBung

Nun betrachten wir den stabilisierenden Gegenspieler der Van-der-Waals Anziehung, die abgeschirm-
te abstoflende Coulomb-Wechselwirkung zwischen 2 Kugeln (Radius R) mit gleicher Ladung.

Dazu l6sen wir zuniichst das Problem einer Kugel mit Ladung Z|e| in einer Lésung mit Salz in der
linearisierten Debye-Hiickel-Theorie. Fiir r > R gilt dann die Debye-Hiickel-Gleichung (4.3.5))

ﬁqu = K20,
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Das Problem ist kugelsymmetrisch ¢ = ¢(r) und in Kugelkoordinaten erhalten wir
19%(r¢)
r Or?

Die Losung, die im Unendlichen 0,¢(oc0) = 0 erfiillt lautet

ofr) = Ser

r

= Kk2¢.

mit einer Integrationskonstanten C, die aus der Randbedingung auf der Kugeloberfliche mit Ober-

flachenladung o = Z|e| /47 R? bestimmt werden muss. Das Oberflichenpotential ist ¢(R) = Se~"F
und es gilt
R —kK(r—
o(r) = p(R) e
Der Satz von Gaul angewandt auf die Kugeloberfliche mit Radius R liefert nun
Zle|  GauB P(R)(1 + K R)
—— =" ER)=-0, = .
4Amege R2 (%) Ol R
Daraus erhalten wir den Zusammenhang zwischen Oberflichenpotential und Ladung als
Zle|
R)=——F7———
¢(R) 4drepe(1 + KR)R
und das Potential
1 enR e KT
= VA 4.4.5
$(r) 4mege el 1+xkR r ( )

das die gleiche Form wie das Potential einer Punktladung (4.3.9), aber mit einer “renormierten
Valenz” Z(kR) = Ze" /(1 + kR).

Fiir die Debye-Hiickel Wechselwirkung mit einer zweiten Kugel ist bei der zweiten Kugel auch nicht
ihre “nackte” Ladung Z mafgeblich sondern die Ladungsverteilung der Doppelschicht inklusive
der Tonenprofile. Dadurch ergibt sich schlielich, dass auch fiir die zweite Kugel im Abstand r die
“renormierte Valenz” Z zu verwenden ist, und wir erhalten

Z2%(kR)e% e 5"
Upn(r) = JTOQT. (4.4.6)

Diese abstolende Wechselwirkung divergiert nicht bei r — 2R, also bei Kontakt und ist damit bei
Kontakt schwicher als die Van-der-Waals Wechselwirkung.

4.4.3 Kolloidale Stabilitat

Fiir elektrostatisch stabilisierte Kolloide betrachten wir nun das Gesamtpotential U = Uyqw + Upn
aus Van-der-Waals Anziehung und Debye-Hiickel AbstoBung, wie in Abb. [£.8| skizziert.

Die Superposition beider Potentiale liefert zwei Minima:

e Priméires Minimum: Das primére Minimum bei r — 2R entspricht der Aggregation (Flok-
kulation) des Kolloids, dieses Minimum ist unendlich tief, was der irreversiblen Natur dieses
Prozesses entspricht.

e Sekundires Minimum: Das sekundire Minimum fiir gréflere » entspricht einer schwachen
Aggregation und liegt energetisch nur wenig unter der Null. Eine solche Aggregation ist daher
reversibel und kann z.B. durch kleine Stérungen wie mechanische Scherung (Riithren einer
Dispersionfarbe) leicht riickgéingig gemacht werden.
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Abbildung 4.8: Anziehende Van-der-Waals und abstoflende Debye-Hiickel Wechselwirkung in der
DLVO-Theorie. Die Summe der Wechselwirkungen besitzt ein metastabiles se-
kundéres Minimum, das durch eine Energiebarriere AE vom priméren Minimum,
das einer Aggregation entspricht, getrennt ist.

e Das sekundire Minimum ist nur metastabil und vom priméren Minimum durch eine endliche
Energiebarriere getrennt. Diese Energiebarriere sollte > kpT sein, um eine Flokkulation auf
experimentellen Zeitskalen zu verhindern: Wir werden spéter sehen, dass thermische Aktivie-
rung iiber diese Barriere moglich ist und zu einem Teilchenstrom (d.h. einer Flokkulationsrate)
j o e AE/kBT jiher die Barriere fithrt (Arrheniusgesetz).

4.5 Wasser

Wir diskutieren die Anomalien von Wasser, die auf das fluktuierende Netz-
werk von Wasserstoffbriicken zuriickgehen. Der hydrophobe Effekt fiihrt zu ei-
ner hydrophoben Anziehung zwischen unpolaren Molekiilen in Wasser, die eine
wichtige Rolle bei der Strukturbildung von Lipiden, DNA und Proteinen spielt.

Wasser ist eine Fliissigkeit mit sehr speziellen Eigenschaften. Die meisten dieser Eigenschaften be-
ruhen auf einem Netzwerk von Wasserstoffbriicken (H-Briicken) , das sich in Wasser ausbildet.

4.5.1 Wasserstoffbriicken und Anomalien von Wasser

Wasser besitzt eine ganz Reihe von sogenannten Anomalien, d.h. thermodynamische und Material-
Eigenschaften, die sich von einer “normalen” Fliissigkeit stark unterscheiden.

Ein wichtiges Beispiel ist das komplexe Phasendiagramm mit einer ganzen Reihe zusétzlicher
Eisphasen (bei hohen Driicken), deren Existenz mit dem Netzwerk von H-Briicken zu tun hat, das
iiber 15 feste Phasen ausbilden kann, siehe Abb. (links). Die hexagonale Th-Struktur (Abb.
(Mitte)) ist die Standard-Eisstruktur bei Atmosphérendruck direkt unterhalb von 0°C. Bemer-
kenswert ist hier natiirlich auch die negative Steigung der Eis-Wasser Phasengrenzlinie (zwischen
blau und griin in Abb. (links)), fiir die die Dichteanomalie von Wasser verantwortlich ist (siehe
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Abbildung 4.9: Links: Phasendiagramm von Wasser als Funktion von Temperatur und Druck (lo-
garithmisch). Bei hohen Driicken existieren zahlreiche Eisphasen. Rechts: Hexago-
nale Struktur von Ih-FEis; H-Briicken sind gestrichelt gezeichnet. Rechts: Tetraeder-
Anordnung von H-Briicken zwischen Wassermolekiilen. (Quelle: Wikimedia).

unten).

H-Briicken sind wesentlich fiir das Phasendiagramm und die Eigenschaften von Wasser. H-Briicken
stabilisieren die fliissige Wasserphase und fithren dazu, dass bei Temperaturen von 300K und
Driicken von latm, wie sie auf der Erde herrschen, die fliisssige Phase stabil ist und nicht etwa
die Dampfphase (so dass Leben méglich wird). Ein isoliertes Wassermolekiil hat auf Grund der
groflen Elektronegativitit des O-Atoms eine negative Partialladung am O-Atom und zwei halb so
grofe positive Partialladungen an den H-Atomen; dies fithrt zu einem ausgeprigten Dipolmoment
von 1.855D = 0.4]e|A bzw. von 2.5D in Wasser. Das Wassermolekiil ist abgewinkelt und die H-
Atome bilden mit dem mittleren O-Atom einen Winkel von 104.45° sehr nahe dem Tetraederwinkel
von 109.5°. Ein Wassermolekiil kann bis zu 4 H-Briicken ausbilden, wobei entlang der H-Atome
jeweils eine H-Briicke ausgebildet wird und das O-Atom zwei weitere H-Briicken mit H-Atomen
anderer Wassermolekiile ausbildet. Diese H-Briicken ordnen sich entsprechend der Winkelstruktur
des Wassermolekiils bevorzugt tetraedisch an, siehe Abb. (rechts).

Die Stérke der H-Briicken ist orientierungsabhéngig, und eine H-Briicke kann bei optimaler Orientie-
rung eine Bindungsenergie von ~ 9kgT erreichen (in der Tetraederstruktur ist die Bindungeenergie
etwas kleiner). H-Briicken sind auflerdem kooperativ: Jede weitere H-Briicke an einem Wasser-
molekiil vergrofert das Dipolmoment und die Tendenz weitere H-Briicken zu bilden. Dies sieht
man z.B. an der VergroBerung des Dipolmoments von 1.855D fiir ein isoliertes auf 2.5D fiir ein
Wassermolekiil in Wasser.

Die tetraedische Koordination der H-Briicken findet sich sowohl in Eis (z.B. in der Ih-Struktur in
Abb. (Mitte) als auch in fliissigem Wasser. Fiir fliissiges Wasser hat dies zur Folge, dass die
Zahl néchster Nachbarn typischerweise 4 betriagt und damit kleiner ist als bei den meisten anderen
Fliissigkeiten (ein typischer Wert fiir fliissiges Argon ist 10). Die Tetraeder-Anordnung der Molekiile
ist damit weniger dicht als in vielen anderen Substanzen, was zu einer relativ geringen Dichte
fiithrt, siche Abb. Die Koordinationszahl von 4 in Wasser ist auch relativ stabil, d.h. &ndert sich
bei steigender Temperatur nur wenig. Die Zahl der H-Briicken fluktuiert allerdings und nimmt mit
steigender Temperatur ab. Die vorherrschende Vorstellung ist hier, dass Wasser ein fluktuierendes
Netzwerk von H-Briicken ausbildet, deren Anzahl mit der Temperatur abnimmt.

Das fluktuierende Netzwerk von H-Briicken in fliissigem Wasser kann sich dichter anordnen als das
starre Netzwerk im Ih-Eiskristall (sieche Abb. (Mitte)), was es auf der anderen Seite erlaubt,
die zusétzlich vorhandene anziehende van-der-Waals Anziehung zwischen den Wassermolekiilen zu
vergroflern. Dies ist die molekulare Ursache der wichtigen Dichteanomalie, das Wasser in der
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Table 29.1  Physical properties of some typical liquids. Source: F Franks, Water, The
Royal Society of Chemistry, London (1983).

[DjII,Bromberg]

Argon Benzene Water

Solid Liquid Solid Liquid Solid Liquid
Density (kg m %) 1636 1407 1000 899 920 997
Heat capacity (J (mol K)=") 309 41.9 11.3 132 37.6 75.2
Isothermal compressibility (N m?) ') | 20 3 8.7 2 4.9
Self-diffusion coefficient (m” s ') 143 L6 x 107" 10 ¥ 1.7x 107" 1074 225109
Thermal conductivity (] (s m K)™') 0.3 0.12 0.27 0.15 2.1 0.58
Liquid range (K) 3.5 75 100
Surface tension (m] m—-) 13 289 72
Viscosity (Poise) 0.003 0.009 0.01
Latent heat of fusion (k] mol ') 1.18 10 5.98
Latent heat of evaporation (k] mol~") 6.69 35 40.5
Melrting point (K) 84.1 278.8 _ 2 7,5_...’

Abbildung 4.10: Einige Eigenschaften von Wasser im Vergleich zu Argon und Benzol (engl. Benze-
ne) mit Strukturformel CgHg und charakteristischer Ring-Struktur. (Quelle: )

fliissigen Phase eine héhere Dichte als in der festen Phase hat, sieche Abbn. und (links,
Mitte). Diese Dichteanomalie vg — vgest < 0 fiihrt mit der Clausius-Clapeyron Gleichung

dPschmelz Sl — Sfest

dT VA — Vfest

bei $q — Sfest > 0 20 dPschmelz/dT < 0, also einer negativen Steigung der Eis-Wasser Phasen-
grenzlinie (zwischen blau und griin in Abb. (links)).

Dies impliziert, dass eine Verfliissigung durch Druck moglich ist. Obwohl dies oft behauptet wird,
beruht Schlittschuhlaufen nicht auf druckinduziertem Schmelzen von Eis . Dem widerspricht
auch, dass man auch bei sehr tiefen Temperaturen (—30°C) noch problemlos Schlittschuhlaufen
kann. Auch Reibungswirme erklart diesen Effekt nicht. Schlittschuhlaufen beruht vielmehr darauf,
dass Schmelzen tatséchlich an der Oberfliche beginnt und auf einer Oberfliche immer ein “vor-

geschmolzener” fliissiger Film vorliegt, weil Bindungskrifte dort schwicher sind, siche Abb. [£1]]
(rechts).

v (cm? mol ) (b)

Free surface
v (em? mol-1) N # . N ,;
- 18.026 z pde?, P %
a5 | N " 2 & h
— leel 18.022 (a) Phasc Diagram for Water (b) Phase Diagram for CO, e ,i‘ 9 ¥ ﬁ*g‘
) (atm) (atmm) g 3 ?‘?f“‘" &
18018 \ / ¥ ghaicc *‘f’-{ﬁ’ & #‘, &
19.0 S \4 . Ve e PRS-
: Solid Liquid 4t .?&%3& y
I 0 4 8 12 < f“tf" rd' 'a
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Abbildung 4.11: Links: Dichteanomalie von Wasser: v = 1/p als Funktion der Temperatur. Mitte:
Da Wasser eine héhere Dichte (kleineres v) als Eis hat, hat die Phasengrenzlinie
im Gegensatz zu vielen anderen Substanzen (wie z.B. COsz) eine negative Steigung
nach Clausius-Clapeyron. (Quelle: [3]). Rechts: “Vorgeschmolzene” Oberfliche bei

Eis, aus .

Daneben zeigt die Tabelle in Abb. [£.10]neben der Dichteanomalie noch eine Reihe weiterer wichtiger
Anomalien von Wasser:
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e Eine hohe dielektrische Konstante (¢ ~ 80) auf Grund der grofien Dipolstérke.

e Eine grofle Kohision, d.h. ein hoher Siedepunkt (was Leben in der Wasserphase auf der
Erde ermoglicht), eine grofie latente Wirme, eine hohe Oberflichenspannung und eine hohe
Viskositét. Alle diese Eigenschaften hangen mit der relativ starken Bindung der Molekiile iiber
die H-Briicken zusammen.

e Eine hohe Wirmekapazitit.

e Eine schnelle Antwort auf pH-Anderungen: H-Tonen kénnen sehr schnell “weitergereicht”
werden.

4.5.2 Hydrophober Effekt

Wasser als Losungsmittel zeigt auch spezielle Eigenschaften. Insbesondere den sogenannten hydro-
phoben Effekt, nach dem unpolare Molekiile wie Kohlenwasserstoffe oder Edelgase nur sehr schlecht
16sbar sind. Das fiihrt auch dazu, dass sich unpolare Molekiile in Wasser anziehen. Dieser Effekt ist
in der weichen Materie und der Biologie wichtig fiir eine Reihe von strukturbildenden Prozessen. So
bilden amphiphile Molekiile wie Lipide Strukturen wie Mizellen, Doppelschichten oder Vesikel nur
auf Grund des hydrophoben Effekts. Er spielt auch eine wichtige Rolle in der Proteinfaltung und in
der Stabilisierung der DNA-Helix.

Zunichst betrachten wir die Thermodynamik des Losungsvorgangs. Das chemische Potential beim
Losungsvorgang ist das chemische Potential AG(T,p) = NAu(T,p) wenn ein Teilchen aus seiner
fliissigen Phase in das Losungsmittel (hier Wasser) transferiert wird. AG hat enthalpische und
entropische Beitriige,

AG =NAu=AH(T)—-TAS(T)

(wenn wir den Druck p konstant halten). Beide Anteil sind experimentell bestimmbar aus der
spezifischen Wérme C)p,

OH oS
C,="2| =722
P oT » oT »
T
AH(T) = AH(Ty) + /T dT' AC,(T") (4.5.1)
T /
AS(T) :AS(T1)+/ dT’%. (4.5.2)
T

Bei einer “einfachen Losung” sind AH und AS unabhingig von der Temperatur. Das Bilden eines
Hohlraums (durch Brechen von intermolekularen Bindungen im Losungsmittel) und das einsetzen
des gelosten Molekiils (bei dem neue Bindungen entstehen) ergibt einen konstanten enthalpischen
Beitrag AH und nur einen kleinen (konstanten) entropischen Beitrag AS. Insgesamt ist Ay dann
temperaturunabhéngig und AC), sehr klein, siche Abb. (links).

Fiir Wasser sieht der experimentelle Befund jedoch anders aus (siche Abb. (links)): Sowohl
AH als auch AS sind temperaturabhiingig. Die Temperaturabhingigkeit ergibt sich aus der
Beobachtung, dass AC, groB ist (aber temperaturunabhéngig). Daraus ergibt sich mit Gln. (4.5.1))

und
AH(T) = AH(Th) + (T — Th)AC,
AS(T) ~ AS(Ty) +In(T/Ty) AC,
AG(T) = AG(Th) + [(T — Th) + In(T/T})] AC,,.

Q

%

Wenn beispielsweise Kohlenwasserstoffe in Wasser gelost werden ist Ak =~ 0 und As < 0. Damit
wird Ay ~ 20 — 30kJ/mol ~ 8 — 12kgT > 1kpT, also Kohlenwasserstoffe sind in der Tat schlecht
16slich.
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Abbildung 4.12: Links: Ah, As und Ay = Ah — TAs fiir eine einfache Losung (rechts) und fiir
Wasser (links). Mitte: Wassermolekiile um ein unpolares (hydrophobes) Teilchen
werden geordnet. Rechts: Eisbergeffekt bei der Solvatation eines unpolaren Mo-
lekiils. Das H-Briicken Netzwerk (a) wird beim Losen in kaltem Wasser geordnet
(b). Bei Erwérmen wird es durch thermische Fluktuationen wieder aufgebrochen

(¢), was dann die Zufuhr von entsprechend mehr spezifischer Wirme erfordert.
(Quelle: [3]).

Wir wollen diese experimentellen Befunde qualitativ mikroskopisch erkldren mit der Wirkung eines
unpolaren Molekiils auf das Netzwerk von H-Briicken im Wasser. Die Beobachtungen kénnen da-
durch erklért werden, dass man annimmt, dass ein unpolares Solvat-Molekiil die Wassermolekiile
in der ersten Solvatationsschale ordnet. Ein extremes und gut erforschtes Beispiel sind z.B.
auch Clathrathe wie Methanhydrat, wo bekannt ist, dass sich um ein Methan-(CHy4-)Molekiil ein
Wasserkifig bildet. In der Umgebung eines unpolaren Solvatmolekiils ordnen sich die Wassermo-
lekiile so, dass die H-Atome vom unpolaren Solvatmolekiil wegzeigen, da mit diesem keine H-Briicken
eingegangen werden konnen, d.h. die Anwesenheit des unpolaren Solvatmolekiil orientiert das H-
Briicken-Netzwerk in der ersten Solvatationsschale wie in Abb. (Mitte) schematisch dargestellt.

Wir koénnen den resultierenden Entropieverlust im H-Briicken-Netzwerk auch abschétzen: Die erste
Solvatationsschale umfasst ca. 15 Wassermolekiile, die in ihrer Orientierung geordnet werden und
dabei ca. die Hélfte ihrer Konfigurationen einbiiflen. Das fiihrt zu einem hydrophoben Entropiever-
lust

As ~ kpIn[(1/2)"] = =86 JK~'mol .

Damit ist g ~ —TAs ~ 26 kJ/mol ungefihr in der gemessenen GréBenordnung.

Das sogenannte Eisberg-Modell erlaubt dann auch die grofle spezifische Warme AC), zu verste-
hen beim hydrophoben Effekt (Abb. (rechts)). Das H-Briicken Netzwerk wird beim Lésen in
kaltem Wasser geordnet. Die spezifische Warme misst die freie Enthalpie, die zum Erwidrmen um
eine bestimmte Temperaturdifferenz zugefithrt werden muss. Bei Erwérmen muss das geordnete
Netzwerk nun durch thermische Fluktuationen wieder aufgebrochen werden, was dann die Zufuhr
von entsprechend mehr spezifischer Warme erfordert.

Test Molecules
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Abbildung 4.13: Typische Paarkorrelation g(r) und resultierendes effektives Potential (“potential
of mean force”) w(r) = —kgT In g(7) fiir unpolare Molekiile in Wasser (Quelle: [3]).
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SchlieBlich fiithrt der hydrophobe Effekt zu einer anziehenden hydrophoben Wechselwirkung
zwischen unpolaren gelosten Molekiilen. Die effektive Wechselwirkung héangt mit der Paarkorrelation
g(r) von unpolaren Molekiilen in Wasser iiber das effektive Potential (“potential of mean force”)

aus Gl. (2.7.4]) zusammen,
(i) = —kpT I g(P).

Man findet typischerweise das in Abb. gezeigte Verhalten mit einer Wechselwirkung, die ein
Energieminimum bei Kontakt der gelosten Molekiile aufweist. Daneben gibt es oft noch ein wei-
teres sekundédres Minimum, wenn die unpolaren Molekiile durch eine Schicht von Wassermolekiilen
getrennt sind.

Auch hier beruht eine mikroskopische Erklarung dieses Effekts auf den H-Briicken, die sich an
der Oberflache der gelosten unpolaren Molekiile orientieren miissen. Kommen beide Molekiile in
Kontakt wird so diese Oberfliche effektiv verringert, was die Kontaktanziehung hervorruft.

10bp=3.4nm

Hydrophilic head

Hydrophobic tails

IR TTR N
LT
R

schwarz=Hydophob
weiss=Polar

Abbildung 4.14: Links oben: Phospholipide formen in Wasser Vesikel (Liposome), Mizellen oder
Doppelschichten (Quelle: Wikipedia). Rechts: DNA-Struktur (Quelle: Alberts) mit
planaren hydrophoben Basenpaaren. Durch die Helixstruktur wird der Abstand
zwischen den hydrophoben Basen soweit verkleinert, das kein Wasser eindringen
kann. Links unten: Der hydrophobe Effekt triagt wesentlich zur Proteinfaltung bei,
das HP-Modell beruht auf der hydrophoben Anziehung unpolarer Aminosiduren
(Quelle: Wikipedia).

Die hydrophobe Anziehung hat wichtige Konsequenzen in weicher Materie und Biologie, wie wir
uns an einigen Beispielen klarmachen wollen.

e Amphiphile Molekiile wie zum Beispiel Lipide mit einem hydrophoben “Schwanz” aus zwei
Fettséuren und einer hydrophilen Kopfgruppe (z.B. aus Glycerin, Phosphorsiure und Cholin
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im Fall der Phosphatidylcholine oder Lecithine wie DPPC, POPC, usw.) bilden Vesikel, Mi-
zellen oder Doppelschichten, auf Grund der hydrophoben Anziehung zwischen den Fettsduren,

siehe Abb. (links oben).

DNA besteht aus den zwei hydrophilen Zucker-Phosphat zwischen denen sich die hydrophoben
planare C-G und A-T Basenpaare befinden. Zwischen den hydrophoben Basenpaaren gibt es
eine hydrophobe Anziehung, die auch Stacking-Wechselwirkung genannt wird. Diese fiihrt
dazu, dass sich eine DN A-Helix bildet um den Abstand zwischen den hydrophoben Basen-
paaren durch “Verdrillen” soweit zu verringern, dass keine Wassermolekiile mehr zwischen die
hydrophoben Basenpaare gelangen kénnen, siehe Abb. (rechts).

Protein-Faltung ist der Vorgang bei dem ein Protein, eine Polypeptidkette, die durch ih-
re primére Struktur, die Aminosduresequenz, chemisch bestimmt ist, seine native Struktur
ausbildet, indem sich Sekundérstrukturen wie a-Helizes und [-Faltblitter und daraus die
Tertidrstruktur bildet (Abb. (links unten)). Sekundér- und Tertifrstruktur werden durch
H-Briicken und Disulfidbriicken, aber besonders auch durch die hydrophobe Anziehung zwi-
schen hydrophoben Aminosiduren stabilisiert und bestimmt. Eines der einfachsten theoreti-
schen Modelle, das sogenannte HP-Modell (H=hydrophob, P=polar=hydrophil) nimmt an,
dass der hydrophobe Effekt die dominante Wechselwirkung ist und die Proteinfaltung dadurch
dominiert ist. Es bilden sich Strukturen, wo die hydrophoben Aminoséuren im Innern des Pro-
teins aggregieren und von einer Schale von hydrophilen Aminosiduren umgeben sind, die mit
dem Wasser in Kontakt sind, siche Abb. (links unten).
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4.7 Ubungen Kapitel @

1. Keesom-Wechselwirkung
Gegeben sei das Dipol-Dipol-Wechselwirkungspotential

V = Uf(ph,ps)

p2

o3
und [, 52) = (P — 317 (7))

Betrachten Sie zwei thermisch fluktuierende Dipole im festen Abstand r.

mit U=

Berechnen Sie den Erwartungswert der Energie

LB [ feo
[ dpy [ dpye=BUT

V)

a) fiir den Grenzfall T — oo.
b) in fithrender Ordnung in einer Entwicklung in BV < 1. Entwickeln Sie dazu e Y ~ 1 — gV +
(BV)2/2, und berechnen Sie (V).

2. Entropische Wechselwirkung

=

Ein Polymer ist wie in der Abb. auf einen konischen Behilter beschrinkt. In welche Richtung wird
das Polymer gezogen und warum? (ohne Rechnung)

3. Van-der-Waals Wechselwirkung von Schichten
a) Berechnen Sie die Van-der-Waals Wechselwirkung

—A 1

™ Jvi vz  Ti2
zwischen zwei parallelen, unendlich ausgedehnten Schichten der Dicke h, die einen Abstand D haben.
Diskutieren Sie die Limites h/D — 0 (diinne Filme) und D/h — 0 (Halbrdume).

Hinweis: Benutzen Sie Zylinderkoordinaten und berechnen Sie die Wechselwirkung pro Flidche U/A
(eine der p-Integrationen ist trivial und ergibt die Fliiche).

b) Korper mit der gleichen dielektrischen Konstante wie das umgebende Medium wechselwirken
nicht. Es gibt allerdings fiir jeden ausgedehnten Korper mit Dielektrizitdtskonstante ¢ eine Wech-
selwirkung mit sich selbst mit einer Hamaker-Konstante A ~ 2. Berechnen Sie die Selbstwechsel-
wirkungsenergie einer Schicht der Dicke D. Um eine divergente Selbstenergie zu vermeiden, fiithren
wir einen molekularen Cutoff a ein:

—A / 1
E=—2 df'l/ . — 47.2
72 Jy1 Vi (rfy + a?)? ( )
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Entwickeln Sie das Ergebnis fiir D/a > 1. Der erste Term der Entwicklung ist ein Volumen-Term,
der linear in D ist, der zweite Term ist ein Oberflichenterm unabhéngig von D, der dritte eine D-
abhéngige Wechselwirkung der Oberflachen. Diskutieren Sie, warum dieser Term zu einer Instabilitit
diinner Van-der-Waals Filme fiihrt.

4. Die Ionendichte vor der Wand

Wir berechnen die Gesamt-Ionendichte (Anzahldichte) vor der Wand pr(z) = |p4(x)| + |p—(2)].
Zeigen Sie, dass in der Poisson-Boltzmann-Theorie p;r(z) die Gleichung

SN

_ 2
erfiillt ist, und leiten Sie daraus
€0E
kT (pr(z) — 2z|elnos) = %E%) (4.7.4)

fiir das elektrische Feld E(x) her. Zeigen Sie, dass mit den Randbedingungen (4.3.11])

02

=2 0o D ———
pr(w) = 22lelnoo + 5

folgt. Schitzen sie die Oberflichenladungsdichte ab, oberhalb derer Ionen mit dem Radius R; ~
0.1nm in der Poisson-Boltzmann-Theorie die dichteste Packung 7., ~ 0.740 iiberschreiten.

Dann werden Korrelationen zwischen Ionen definitiv wichtig und die Poisson-Boltzmann-Theorie
bricht zusammen. Man kann dann neben der diffusen Doppelschicht eine weitere fest adsorbierte
Schicht von Ionen einfiihren, die “Stern-Schicht”, die zu einer effektiv reduzierten Oberflichenladung
|oest| < |o| fiihrt.

5. Manning-Kondensation

a) Ein Polyelektrolyt (geladenes Polymer) kann in erster Ndherung als homogen negativ geladener
Zylinder mit Radius ¢ und Linienladungsdichte £ betrachtet werden. Berechnen Sie das elektrische
Potential ¢ eines Polyelektrolyten in einer Salzlosung in der Debye-Hiickel-Nidherung

Ap = k¢
mit der Debye-Linge x~'. Was sind geeignete Randbedingungen? Wie sieht das Potential fiir rx < 1

bzw. rx > 1 aus? Was bedeuten die Grenzfille physikalisch?
Tipp: Die Losung der Differentialgleichung

d?y dy
2 2 2
m—d2+m—d —(@*4+a”)y=0

ist eine Bessel-Funktion y(z) = K, (x)

b) Geben Sie die Verteilung p (r) der positiv geladenen Ionen fiir kr < 1 an. Berechnen Sie damit
die Zustandssumme der Ionen in einem geeigneten endlichen Volumen um den Zylinder. Fiir welche
Linienladungsdichte £ dndert sich das Verhalten qualitativ, bzw. wann divergiert die Zustandssumme
fiir a — 07 Was konnte das physikalisch bedeuten?
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5 Polymere

Literatur zu diesem Teil: Polymerphysik aus , Elastizitatstheorie aus . Einzelpolymerex-
perimente werden auch in [Nelson2003] diskutiert.

Ein Polymer ist ein Kettenmolekiil, das aus einer grofien Anzahl N gleichartiger Monome-
re besteht. Bei synthetischen Polymeren sind Polymerisationsgrade N ~ 10* — 10° nicht un-
gewOhnlich. Die Polymerphysik beruht darauf, dass chemische Details der Monomere unwichtig
sind, die Kettenstruktur aber fundamental, d.h. die Polymerphysik beschiftigt sich mit den Eigen-
schaften, die im Wesentlichen aus der Kettenstruktur folgen und vernachléssigt chemische Details
auf Monomerebene.

Eine typisches Modell fiir Polymere ist rechts gezeigt

und stellt das Polymer als Kette von “beads” (Atome,

Molekiile) und “bonds” (chemische oder intermoleku-

lare Bindung) dar. Ein Monomer ist strenggenommen 2

eine Wiederholeinheit bestehend aus bead und bond.

Manchmal werden jedoch auch nur die beads oder nur

die bonds als Monomere bezeichnet.

S S
S S
Cy H o Cy/ H  CH, H o CHy|H o Chy H
~CH, CH,—CH,| CH,—CH, CH,—CH, CH,—CH, CH,~
S S
$ S
Ciy M CH| M Ciy Moo/ H ooy M
N
~CH, CH,—CH, CH,—CH, CH,—CH,/ CH,—CH, CH;
s S

S S

vulcanized rubber, showing
disulfide cross-links ¢

Abbildung 5.1: Links: Charles Goodyear (1800-1860). Mitte: Kautschukbaum. Rechts: Chemische
Struktur von vulkanisiertem Gummi mit Disulfidbriicken.

Die Geschichte der Polymerphysik beginnt mit der Vulkanisierung von Gummi, die Charles Goo-
dyear (1800-1860) 1839 entdeckte. 1843 wurde der Vulkanisierungsprozess unabhéingig von Thomas
Hancock (1786-1865) in England und Goodyear in den USA zum Patent angemeldet. Natiirlicher
Gummi (also Kautschuk), ist klebrig und briichig bei Kiilte, erwirmt ist er leicht verformbar. Kau-
tschuk besteht aus Polymeren (Polyisopren), die durch die Vulkanisierung chemisch vernetzt werden
iiber Disulfidbriicken. Vulkanisierter Gummi ist nicht mehr klebrig und dauerhaft elastisch.

Um 1860 beschiftigte sich Lord Kelvin und Joule experimentell mit den thermodynamischen Ei-
genschaften von Gummi und entdeckten bereits, dass Gummielastizitit iberwiegend entropisch
ist. Es war aber noch nicht klar, dass Gummi aus makromolekularen Polymeren besteht. 1920
stellte Hermann Staudinger (1881-1965) die “makromolekulare Hypothese” auf, nach der Polyme-
re sehr grofie Molekiile sind und nicht etwa Aggregate aus Kolloiden. 1953 erhielt Staudinger den
Chemie-Nobelpreis “fiir seine Entdeckungen auf dem Gebiet der makromolekularen Chemie”. 1930-
1940 wurde die “klassische” Polymertheorie entwickelt. Werner Kuhn (1899-1963) entwickelte das
Konzept der entropischen Feder und Paul Flory (1910-1985) Theorien zu Polymerlgsungen, Selbst-
vermeidungseffekten und zahlreichen weiteren Aspekten der Polymerphysik. Flory erhielt 1974 den
Nobelpreis fiir Chemie “for his fundamental achievements, both theoretical and experimental, in
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the physical chemistry of the macromolecules”.

In der Biologie wurden Polymere spétestens 1953 relevant, also die polymere Struktur von DNA
durch James Watson (1928-), Francis Crick (1916-2004) und Maurice Wilkins (1916-2004) und
Rosalind Franklin (1920-1958) aus Rontgenstreuexperimenten aufgekléirt wurde. Watson, Crick und
Wilkins erhielten 1962 den Nobelpreis fiir Medizin “for their discoveries concerning the molecular
structure of nucleic acids and its significance for information transfer in living material”.

In den 1970er Jahren begann die moderne Polymertheorie, die moderne Methoden der statistischen
Physik wie die Renormierungsgruppe aus der Theorie der kritischen Phénomene oder Pfadintegrale
auf Polymere anwendet. Wichtige Theoretiker sind Sam Edwards (1928-) der Pfadintegralzugéinge
und das “tube Modell” entwickelte und insbesondere Pierre Gilles de Gennes (1932-2007), der Ska-
lenkonzepte, Spinmodelle und andere Konzepte aus der Theorie kritischer Phéinomene auf Polymere
angewandt hat. Er wurde 1991 mit dem Nobelpreis fiir Physik ausgezeichnet “for discovering that
methods developed for studying order phenomena in simple systems can be generalized to more
complex forms of matter, in particular to liquid crystals and polymers”.

Wir werden im Rahmen dieses einen Kapitels das weite Feld der theoretischen Polymerphysik nur
recht oberflichlich abdecken kénnen. Wir werden uns ausschliefflich auf einzelne Polymere konzen-
trieren und das weite und wichtige Feld von Polymerschnelzen, Polymerlésungen, vernetzten elas-
tischen Polymernetwerken (Gummi) hier ausschlieBen. Aulerdem bleiben wir bei Gleichgewichtsei-
genschaften und gehen nicht auf dynamische Effekte ein, weder auf Einzelpolymer-Ebene (Rouse-
Dynamik, hydrodynamische Wechselwirkungen, Zimm-Dynamik) noch in Losungen oder Schmelzen,
wo zusétzliche Verschlaufungs-(Entanglement-)effekte wichtig werden (Reptation).

5.1 Klassifikationen

Polymere kénnen auf verschiedene Arten klassifiziert werden (Architektur, Zu-
sammensetzung, usw.). Wichtige synthetische und Biopolymere werden vorge-
stellt.

Es gibt viele verschiedene Aspekte, nach denen man Polymere klassifizieren kann:
e Man kann synthetische und Biopolymere unterscheiden.

e Man kann Kettenarchitekturen unterscheiden, also unverzweigte Ketten oder verzweigte
Ketten. Innerhalb der verzweigten Ketten gibt es weitere charakteristische Architekturen wie
Sterne, Dendrimere (hierarchisch verzweigt) oder Kémme, sieche Abb.

A\ ~ \ |
w5 Ky T

(@) (by

Abbildung 5.2: Links: a) unverzweigte, b) verzweigte und c¢) chemisch vernetzte Ketten. Rechts:
Sterne und Kémme.

e Man kann nach Zusammensetzung in Homopolymere, Heteropolymere oder Block-Copolymere

einteilen.

e Man kann auch nach Ladung in ungeladene Polymere und geladene Polyelektrolyte klassi-
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homopolymer A—A-----A-A
diblock copolymer A-----A-B-----B
triblock copolymer A----A—B----B—C----C

[ B SR ORI

b bps—

Abbildung 5.3: Links: 1) Homopolymer nur aus Monomeren A, 2-3) Heteropolymere, 2 mit periodi-
scher und 3 mit zufélliger Sequenz, 4) Diblock-Copolymer, 5) verzweigtes Triblock-
Polymer Rechts: Homopolymer, Diblock- und Triblock-Copolymer.

fizieren, wobei man dann weiter in starke (vollstdndig dissoziierende) und schwache Polyelek-
trolyte einteilen kann.

Die wichtigsten synthetischen Polymere basieren
auf Kohlenwasserstoffketten, wie rechts gezeigt. "
Sie werden von einem Riickgrat aus flexiblen kova- (=D
lenten C-C Bindungen zusammengehalten und kénnen .

in der Polymerchemie mit verschiedensten funktio-

nalen Seitengruppen ausgestattet werden. Sie ha- /,f """ \\_

ben einen hohen Polymerisationsgrad und werden ty- ...7CHZ—CHZ-|I-ICI—I:—(‘,H:| CHCH.  polydiglens
pischerweise als Homopolymere hergestellt. Die Sei- repeat unit PE
tengruppen veréndern die physikalischen Eigenschaften o -CH-CH]-.. polyvinyl chloride
wie Schmelzpunkt und mechanische Eigenschaften. So & PVC
entstehen vielseitige und maflgeschneiderte Materiali- .-[-CH, CH-... polystyrene
en. @ PS

Neben den synthetischen Polymeren sind die wichtigsten Biomolekiile in der Zelle ebenfalls Poly-
mere. Daher spielen Polymere auch in der Biologie eine grofie Rolle. Nach dem zentralen Dogma
der Molekularbiologie wird DNA in RNA transkribiert, RNA zu Proteinen translatiert, die dann
biologische Funktionen erfiillen. RNA, DNA und Proteine sind alles Biopolymere, deren Polyme-
reigenschaft auch wesentlich fiir ihre Funktion ist.

Q Primary Protein Structure
: is sequence of a chain of amino acids
O

JOP 10U mino Acid

Abbildung 5.4: Links: DNA und RNA sind Nukleinsduren und Polynukleotide; DNA ist ein Dop-
pelstrang, der eine Helix bildet, RNA ein Einzelstrang, der aber durch Paarung
komplementérer Basen Hairpins formen kann. Rechts: Proteine sind Polypeptide;
Proteine bilden «a-Helizes oder S-Faltblitter als Sekundérstrukturen und in ihrer
gefalteten Form weiter Tertiéir- und Quartdrstrukturen aus. (Quelle: Wikipedia).

DNA und RNA sind Polynukleotide, Proteine Polypeptide. DNA, RNA und Proteine sind alle
Heteropolymere, um entweder Information kodieren zu kénnen (RNA, DNA) oder um fiir eine funk-
tionale gefaltete Struktur kodieren zu kénnen (Proteine). Jedes RNA- und DNA-Monomer besteht
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aus einem Zucker (Ribose bei RNA Deoxyribose bei DNA) einem Phosphatrest und einer der 4
Nukleinbasen Adenin, Cytosin, Guanin und Thymin (DNA) bzw. Uracil (RNA). Die Abfolge der
Basen in der DNA stellt den genetischen Code (fiir entsprechende Proteinsequenzen) dar und ko-
diert fiir Proteine. DNA und RNA haben ein Riickgrat aus kovalenten Zucker-Phosphat Bindungen.
Proteine bestehen aus 20 Aminoséuren, deren Sequenz die Form (Faltung) und damit die Funktion
des Proteins bestimmen. Proteine werden durch die kovalente Peptidbindung zusammengehalten.

Abbildung 5.5: Mikrotubuli (links) und F-Aktin (rechts) sind Proteinfilamente des Zytoskeletts,
in denen sich Protein-Monomere zu langen Filamenten zusammenlagern (Quelle:
Alberts, Molecular Biology of the Cell).

Einige Proteine konnen sich weiter zu Proteinfilamenten zusammenlagern, in denen jedes Mono-
mer ein Protein ist. Wichtige Beispiele sind Mikrotubuli, die aus Tubulin-Dimeren bestehen, und
F-Aktin, das aus G-Aktin Proteinen besteht. Beide Filamente sind wichtige Strukturelemente des
Zytoskeletts von Zellen. Solche Proteinfilamente sind weitaus grofier (F-Aktin Durchmesser 5nm,
Mikrotubuli 25nm) als typische synthetische Polymere, die atomare Durchmesser auf der A-Skala
haben. Dadurch sind sie weitaus steifer als ein typisches synthetisches Polymer.

5.2 lIdeale Kette, Freely Jointed Chain, GauBBsche Kette

Die Freely Jointed Chain ist das einfachste Polymermodell. Wir zeigen, dass
der mittleren quadratischen End-zu-End Abstand proportional zum Polymeri-
sationsgrad N ist und dass dieser GaufBverteilt ist. Diese Resultate gelten fiir
alle idealen Ketten mit endlicher Reichweite der Monomerwechselwirkung. Die
Freely Jointed Chain verhélt sich unter Kraft wie eine entropische Feder. Bei
der GaufBischen Kette formulieren wir einen effektive Hamiltonian, der sich aus
entropischen Federn zusammensetzt.

/[-
Wir betrachten ein Kettenmolekiil aus N Monome- - = \
ren (d.h. mit Polymerisationsgrad N). Jedes Mo- LS P -

XY
[4
nomer wird als ein Bond b,, dargestellt, der bei einem / /
A

synthetischen Polymer z.B. einer C-C Bindung entspre- \
chen kann. e
<5,
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5.2.1 Ideale Kette, Freely Jointed Chain

Kette weit entfernten Monomeren.

Definition ideale Kette: Es gibt keine Wechselwirkung zwischen entlang einer (5.2.1)

Es gibt verschiedene ideale Kettenmodelle, die alle Definition ((5.2.1)) erfiillen: freely jointed chain
(frei bewegliche Kette), freely rotating chain (frei rotierende Kette), worm-like chain (“wurmartige

Kette”, Kratky-Porod-Kette, semiflexibles Polymer) usw.
Ein wichtige Observable fiir Polymere ist der End-zu-End Vektor

R

N
>0
n=1

(5.2.2)

Er liefert im weitesten Sinne Information iiber die “Grofie” eines Polymers. Als Maf fiir die Grofle

wir oft der mittlere quadratische End-zu-End Abstand <ﬁ2> verwendet.

Der Extremfall einer idealen Kette besteht in der volligen Abwesenheit von Wechselwirkungen

zwischen den Bonds l;n Dann erhalten wir die

Freely Jointed Chain (FJC) = N unabhiingig fluktuierende Bonds der gleichen Lénge b

= Random Walk mit Schrittweite b.

Die FJC ist das einfachste Modell fiir ein flexibles Homopolymer. Die Eigenschaften der Bonds l;n

sind nur im Mittel bekannt:

(i) Jede Bond l_;n wird aus einer Gleichverteilung gezogen:

<gn> =0
2

(bp,ibn ;) = E(Sij (in d Raumdimensionen)
(bn) = *

(ii) Verschiedene Bonds sind unabhdngig:

(by, - b)) = Gpmb®
b2

<bn,ibm,j> = 67’7/!7151] E

Hier ist

1
(...) = kanonisches Mittel aus der statistischen Mechanik = A Z

Konfigurationen

7 — Z e—,@E(Konf.)
Konf.

mit der Zustandssumme (oder Normierung) Z. Bei der FJC ist

’ E(Konf.) =0 VKonfigurationen ‘

da es iiberhaupt keine Wechselwirkungen gibt. Damit wird

1
(...) = 7 Z . und Z= Z = Anzahl Konf.

Konfigurationen Konf.
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Die Zustandssumme misst also nur die Anzahl der Konfigurationen und ist nicht mehr von der
Temperatur abhéingig (wie bei den anderen athermischen Systemen harte Kugeln aus Kapitel
und harte Stdbchen aus Kapitel . Daher ist das Polymer ein rein entropisches System, die
Zustandssumme ist unabhéngig von T und die freie Energie F = —kgTInZ ~ T entsprechend
proportional zur Temperatur also F = —T'S.

Aus den obigen Eigenschaften (i) und (ii) kénnen wir sofort Momente des End-zu-End Vektors
der FJC berechnen

AR

N N
(by - by) = NV?
Zév

3
—

3
—

also

(R*) = NV’ x N (5.2.4)

Dieses charakteristische Skalenverhalten des mittleren quadratischen End-zu-End Abstands mit N
ist eine der wichtigsten Eigenschaften aller idealen Ketten (siehe unten). Es ist vollig analog zur
Diffusion (R?) = Dt eines Random-Walks mit N = t/At Schritten der Linge b; es folgt D = b?/At.

Neben den ersten beiden Momenten kann man noch eine weiter reichende Aussage iiber die gesamte
Verteilung P(R) des End-zu-End Vektors treffen. Wir wollen zeigen:

P(R) ist GauBverteilt. (5.2.5)

Diese wichtige Aussage folgt sofort aus dem zentralen Grenzwertsatz:

Die Summe R = 25:1 l_;n vieler, unabhdngiger, identisch verteilter Zufallsva- (5.2.6)
riablen ist Gauf3verteilt

Wenn P(R ) GauBverteilt ist, ist die Verteilung aber bereits durch die ersten und zweiten Momente,

(Ri)y =0, (RiR;) = 5UdNb2

also den mittleren quadratischen End-zu-End Abstand (R2) = Nb? vollstéindig bestimmt und

d R? 2
= H <COHStN1/26_ng2> = constN~%/2e~ 2wz (5.2.7)

i=1

Den Beweis dieser Sétze fithren wir iiber die sogenannte charakteristische oder erzeugende Funktion,
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also die Fourier-Transformierte von P(R),
P() = [ aRP(R)F T = (7T

_ <€i1-€‘-227:1 E”> (g) ﬁ <eiE-g,L> _ (ﬁ(E))N
N——

n=1 Yo
= p(k)
N
R R
=|1+ik- (b) —= ((k-b)°) +
-~ 2~
=0 :k2b2/d
152 N
_ 1_77k2
(1-374+-)
Fir N — oo und kb < 1 erhalten wir
- 1 v,

also eine Gauf3verteilung. Die Fourier-Riicktrafo ist dann wieder eine Gauflverteilung, ndmlich genau
die obige Verteilung (5.2.7).

Das Argument mit dem zentralen Grenzwertsatz ldsst sogar noch einige physikalisch wichtige Ver-
allgemeinerungen zu:

a) Das Argument hdngt nicht von der genauen Form von ﬁ(E) ab und gilt daher nicht nur fiir
Gleichverteilungen (i) individueller Bonds.

b) Das Argument gilt auch, wenn es Wechselwirkungen zwischen Bonds 5n+1, e 5n+m iiber eine
endliche Zahl m von Kettengliedern gibt.

Daher kénnen wir unsere Resultate fir die FJC auf
beliebige ideale Ketten verallgemeinern Dazu - -

m=3
fithren wir durch ein “coarse- gralnmg wieder N/m ef- B S
fektive unabhingige Bonds b = blm+1, blm+m mit - \\ ——
R = vaz/lm b; ein. Fiir den mittleren quadratischen "\"J /' /
¥

End-zu-End Abstand gilt dann (R?) ~ (N/m)b"? oc N,

vgl. (5.2.4).

Beziiglich der Verteilung des End-zu-End Vektors erhalten wir die allgemeinere Aussage:

Alle idealen Ketten haben eine Gauf3verteilung

P(ﬁ) ~ exp <—;l£2>> fiir N — oo (5.2.9)

die durch den mittleren quadratischen End-zu-End Abstand

(R?) o N (5.2.10)

bestimmt ist.

Hier gilt jedoch in einem Punkt Vorsicht: Die Aussage (5.2.9)) gilt nicht mehr bei starker Streckung
R =~ Nb. Dann tritt beispielsweise das Artefakt auf, dass P(R) > 0 fiir eine GauBverteilung, obwohl
Konfiguration mit R > Nb zumindest fiir eine FJC physikalisch nicht méglich sind. Der Grund fiir

dieses Problem liegt darin, dass die Néherung (1 — %%kQ) A exp (ff—kz) die zu (|5.2.8)) fiihrte,
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nur fir kb < 1 gut ist. Bei der Fourier-Riicktrafo kommen die Hauptbeitrige (Sattelpunkt im
exp-Argument) aber von k ~ R/Nb%. Also ist die GauBiniherung nur gut, wenn kb ~ R/Nb < 1.
Die physikalische Situation starker Streckung tritt z.B. in Experimenten auf, wo gezielt Polymere
unter Kraft betrachtet werden. Zugkrifte auf konnen heutzutage beispielsweise mittels AFM oder
optischen Pinzetten auch auf einzelne Polymere angewendet werden, siehe auch Abb. (rechts).

5.2.2 FJC als entropische Feder

—

Wir betrachten jetzt die eingeschrinkte Zustandssumme Z(R) einer FJC iiber alle konfigura-
tionen mit festem End-zu-End Vektor R. Wegen E(Konf.) = 0 fiir alle Konfigurationen gilt

Z(R) = # Random Walks der Linge N von 0 nach R

—

= P(R) x (# alle Random Walks der Linge N) (5.2.11)
= Zo(N)
Daher gilt
2
F(R) = —kpTh 2(R) B0 Ry(T, N) + kﬂ%%
— BAR) - TS(R),
also
~ d R? 1 =
S(F) = So(N) = k51 = —7 F(R) (5.2.12)

AF(R) = —TAS(R) = 1kR? ist die freie Energie einer Feder. Also ist die FJC eine entropische
Feder mit Ruhelidnge = 0 und Federkonstante

d
k=kpTsms T (5.2.13)

Die Federkonstante ist also proportional zur Temperatur, d.h. das Material zieht sich zusammen
bei Erwidrmung. Dieses Verhalten einer einzelnen Kette ist bereits die Grundlage der Gummi-
elastizitét fiir vernetzte Polymere, wo bereits Lord Kelvin und Joule das gleiche charakteristische
thermodynamische Verhalten beobachtet haben.

//é;i?/ i
T "

2l /__\‘7*

Fasienn B L
|

| —

e
/
=] Wa e e

Abbildung 5.6: Links: Gummielastizitidt: Bei Erwirmung zieht sich Gummi zusammen, um seine
Entropie (zugingliche Konfigurationen) zu vergréfiern. Rechts: Eine einzelne FJC
unter Kraft.

Die Dehnung eines einzelnen Polymers ldsst sich in Einzelpolymerexperimenten, wo Zugkréfte durch
AFM, optische Pinzetten oder magnetische Kugeln erzeugt werden kénnen, untersuchen. Wird so
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eine Kraft f auf die FJC angewendet, lautet das Kraftgleichgewicht der entropischen Feder

L . d B
f=-frc=VgF= keT5s R (5.2.14)
—_———
= k Federkonst.
Es folgt also
OR 1 Nbv?
ar = 1 a1 <%

d.h. das Polymer zeigt einen negative Ausdehnungskoefﬁz1enten.

Wir erinnern noch einmal, dass diese einfachen Uberlegungen zur entropischen Feder zusammen-
brechen, wenn wir uns der vollen Streckung R =~ Nb ndhern, weil dort auch die Gaufiverteilung eine
schlechte Approximation wird, wie oben dargestellt (siche auch Ubung 1).

5.2.3 GauBsche Kette

Die Gauf3sche Kette ist ein effektives Modell fiir eine

Y.
L}
ideale Kette, in dem wir die ideale Kette durch eine M K
. ) ) WN
V.

Kette aus N entropischen Federn ersetzen (fir N —
00).

Jede Feder hat Ruheliinge = 0 und eine Federkonstante k = kpTd/b* wie in (5.2.13)) fiir N = 1.
Wir erhalten dann einen “entropischen Hamiltonian” (der o< T ist)

N
d Ty — Fne1)?
He = Z ikBT(Tl)

n=1

(5.2.15)

wobei 7, die Positionen der beads sind, die durch die entropischen Federn verbunden sind, b, =
Tn — Tn_1. He kann noch in einer kontinuierliche Version umgeschrieben werden

AksT ) oy [* g dhoT
HG—/ Ay 2L (0n) _/Ode(asr)

Die Gaufische Kette hat folgende Eigenschaften:
e Es gilt fiir jede Feder ~
(b7) = {(Fn — F1)?) = b7
und damit (wegen der Unabhiingigkeit der Bonds) <ﬁ2> = Nb? wie fiir die FJC.

e Hg ist quadratisch in den 7,. Damit ist die Boltzmann-Verteilung %6*57{@[{&}] Gaufisch.
Dies erleichtert weitere Rechnungen.

e In der diskreten Version ist die Zustandssumme

N

z=(]1 /ddrn)e"’”c[{F’L}]. (5.2.16)

n=1

In der kontinuierlichen Version ist ¥ = #(s) und wir konnen die Zustandssumme und Mittel-
werte (...) dann als Gauflische Pfadintegrale

/Dr —Aral{r()}] (5.2.17)

schreiben.
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5.3 Molekulare Kettenmodelle

Neben der Freely Jointed Chain gibt es noch andere, detaillierte molekulare
Kettenmodelle wie die Freely Rotating Chain oder die Worm-Like Chain, die
hier diskutiert werden. Wir fithren die Persistenzlédnge ein und das Konzept der
Kuhn-Kette.

Bis jetzt haben wir die Freely Jointed Chain (FJC) (dquivalent zum Random Walk) betrachtet und
den zentralen Grenzwertsatz benutzt, um zur Gaufischen Kette iiberzugehen. Die FJC berticksichtigt
keinerlei molekulare Eigenheiten des Polymers. Insbesondere fiir synthetische Polymere, die auf C-C
Bindungen beruhen, gibt es detailliertere Modelle, die mehr chemische Details beriicksichtigen.

5.3.1 Molekulare Kettenmodelle

Tetraed

Ein typisches Beispiel ist Polyethylen (PE),
—(CHQ — CHQ)N—

Die Kohlenstoff-Atome sind hier sp3-hybridisiert und bil-
den 4 tetraedisch angeordnete Bindungen aus. Die Konfi-
gurationen der C-C Bonds kénnen durch 2 Winkel 6§ und
¢ beschrieben werden. Verschiedene molekulare Kettenmo-
delle unterscheiden sich durch die Einschrankungen dieser
Bindungswinkel. Die Bondlénge b bleibt dabei fest.

! 7

G$ = Beddeeiny A

Abbildung 5.7: Links: Bondwinkel # und ¢. Rechts: FRC mit Bondwinkel § = 6.

1) FJC: Hier sind 6 und ¢ frei drehbar.

2) Freely Rotating Chain (FRC): Hier wird ein festes § = 6y angenommen, z.B. 6y =
arccos(1/3) = 70° der entsprechende Tetraeder-Winkel (= 7—109.5°), wihrend ¢ frei drehbar
ist, sieche Abb. (rechts).

3) Fiir PE ist eine noch genauere Beschreibung, eine Bondrotationsenergie vorzugeben. Wenn
0 = 0y durch die Tetraederkonfiguration der Bonds festliegt, gibt die Bondrotationsenergie
dann Energien E(¢) fiir ¢ an.

PE ist eine trans-gauche Kette mit drei bevorzugten Winkeln ¢ = 0 (trans) und ¢ = 27/3, 47 /3
(gauche+, gauche-). Diese Energieminima reprisentieren vorteilhafte relative Anordnungen
der jeweils zwei H-Atome an benachbarten C-Atomen, was zu einer Bondrotationsenergie

E(¢) wie in Abb. fithrt.
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Abbildung 5.8: Links: Bondrotationsenergie fiir PE, die Energiedifferenzen sind klein, E(gauche) —
E(trans) < 1kpT. Rechts: Trans und gauche Konfigurationen. ¢ entspricht dem
Winkel zwischen den beiden Ebenen durch die drei C-Atome C;C3C3 bzw. C2C3Cy;
¢ = 0 ist die trans-Konfiguration, ¢ = 27/3,47/3 die gauche-Konfigurationen.

4) Nicht fir PE, aber fiir andere steife Polymere oder semiflexible Polymere, lisst man ¢
frei drehbar, aber schrinkt 6 nicht auf einen bestimmten Winkel ein, sondern durch eine

Biegeenergie

1k
Eb(e) - 5502

(5.3.1)

wobei k die Biegesteifigkeit des Polymers ist. Dieses Modell heifit auch Worm-like Chain

(WLC) (oder Kratky-Porod-Kette oder semiflexibles Polymer).

Die Modelle 2) FRC, 3) und 4) WLC haben Monomerkorrelationen iiber eine endliche, charak-

teristische Lénge L,, es gilt also

(b - bn) = b% exp (—bln — m|/L,)

R, b? b< Ly
Z<bn‘bm>:m R bLy.

Diese Beziehungen definieren die Persistenzlénge L,,, und wir finden

FJC: <b
b
FRC: ——
L,= RC 1 — cosby
K . -

(5.3.2)

(5.3.3)

(5.3.4)

Fiir die FRC zerlegen wir b = EWH + Em | in eine Komponente parallel EWH | |5m_1 und senkrecht

I;m’ 1L Em,l zum vorherigen Bond 5m,1. Bei Mittelung iiber alle Konfigurationen des m-ten
Bond ist (l_;m 1)m = 0 wegen der freien Drehbarkeit des Winkels ¢,,. Weil der Winkel 6,,, = 6y
fest ist bei der FRC, gilt dann <5m>m = Z_)’m,” = gm_l cos fy. Also folgt durch Mittelung iiber alle

Konfigurationen des m-ten Bonds

- - - —

<bn : b7n> - <bn . bm—1> COS 90

und damit induktiv

- —

(by - b)) = b2 cos™™ ™ 0y = b2 exp(|n — m| In(cos b))
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Korrelationen koénnen in der FRC immer nur entlang der Richtung des vorangehenden Segments
“weitergegeben” werden. Wegen | cos | < 1 sind Korrelationen (by, - b,,) also exponentiell fallend wie

in (5.3.2)) mit

L, = —b/1n(cosby) ~ b/(1 — cos )

fiir g < 1.
Fiir den mittleren quadratischen End-zu-End Abstand gilt dann
N N
(R?) = (B b) "R NV +2NZ Dsk)
n=1m=1 k=1
_ N N2 28t gl costy gty (5.3.5)

l—cosﬁo_ 1 — cosfby

also wieder (R2) o« N wie fiir die FJC, siehe Gl (5.2.41 Sowohl die FJC wie die FRC sind ideale
Ketten.

Auch bei der WLC sind die Winkel ¢ frei drehbar. Wir zerlegen auch hier bm = bm |+ bm n
in eine Komponente parallel bm H||bm 1 und senkrecht bm 1L bm 1 zum vorherigen Bond bm 1.

Bei Mittelung iiber alle Konfigurationen des m-ten Bond ist dann wieder (bm 1)m = 0 wegen der
freien Drehbarkeit des Winkels ¢,,. Bei der WLC hegt der Wlnkel 0, micht mehr fest wie bei
der FRC, sondern unterliegt der Biegeenergie FEj(0) aus . Es gilt dann (b,,)m, = b, m,| =
bym—1(cos B),,, wobei die Mittelung (cos6),, iiber den m-ten Bond mit dem Boltzmann-Gewicht
e~ Ee(0)/ksT gusgefiihrt wird,

1 (7 _1_x =362 1 [ s kgT
(cosb),, = —/ dosinfe " cosh A —/ dve F5T0"(1 —x) = (1— 2By
7 0 N~ ~—~— 7 0 K

und damit induktiv

Auch hier sind die Korrelationen (l_;n - Em> also exponentiell fallend wie in |D mit

kBT KR
L,=—b/In <1 - b> ~ T

Fiir den mittleren quadratischen End-zu-End Abstand gilt dann

N N
=5 (G b MR NB? 42N > (bn - k)

n=1m=1 k=1°°

T ) B b L

2 ,
_ e o vl gy = NoLy(2 = b/Ly) <" LN, (5.3.6)

also wieder (R2) o« N wie fiir die FJC und FRC. Auch die WLC ist eine ideale Kette.

Generell gilt (siehe (5.2.9)))

Fiir L, < oo sind alle Ketten ideal mit einer Gauf3verteilung P(R) (fiir N > L,/b)
(5.3.7)
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Wie oben (5.2.9)) zeigen wir die Aussage durch “coarse-graining”, indem wir L, /b Monomere zu-
sammenfassen: Per definitionem von L, (siehe (5.3.2)) und (5.3.3))) sind die effektiven Monomere
dann unkorreliert und (5.3.7) folgt wieder aus dem zentralen Grenzwertsatz.

Fiir den mittleren quadratischen End-zu-End Abstand gilt

N N
. L. oo o L b<L,
(B2 =33 (b = RN 42N S (B Bog) = 2BL,N,

n=1m=1 k=1°°

2N(bL, — b)

also

(R?) ~ 2bL,N « N (5.3.8)

5.3.2 Kuhn-Kette

Alle idealen Ketten mit (R2) oc N konnen als effektive FJC aufgefasst werden mit

Kuhn-Kette = effektive FJC mit
N’ = effektive Monomerzahl (5.3.9)
b’ = effektive Bondlinge (Kuhn-Lénge) (5.3.10)

Die beiden effektiven Parameter N’ und b’ der Kuhn-Kette werden aus zwei Bedingungen bestimmt:

1) Maximale Linge (bei voller Streckung)

| Ruax =NV | (5.3.11)

2) Mittlerer quadratischer End-zu-End Abstand

(R =N (5.3.12)
Auflosen nach N’ und b’ ergibt explizit
g A R B
Ruax b/ (R2)"
Als Beispiel betrachten wir die FRC. Dort gilt nach (5.3.5])
D
R = Nbcos(6o/2) AT
(R2) = NI 14 cosfy
N 1 — cos by
woraus
b 14 cosfy 1
1 — cos by cos(6y/2)
1 — costy
N’ = N cos*(0y/2) ——
cos”(6o/ )1+COSHO
folgt. Fiir Polyethylen (PE) gilt cosfy ~ 1/3 (Tetraederwinkel) und cos(fy/2) ~ /2/3 und damit
1
¥ =bv/6 und N' = §N

Damit wird (R?) = 2Nb?. Gemessen wurde an PE (R?) = ¢, Nb? mit ¢ ~ 7.4 und b ~ 1.5A.
Das Ergebnis coo > 2 zeigt, dass Kohlenwasserstoffketten steifer sind als durch das FRC-Modell
beschrieben.
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5.4 Reale (nicht ideale) Ketten, Selbstvermeidung,
Flory-Argument

Wir fiihren reale, d.h. nicht ideale Ketten ein, die sich als Folge einer kurz-
reichweitigen Abstoffung zwischen Monomeren (Selbstvermeidung) ergeben. Fiir
reale Ketten dndert sich das Verhalten qualitativ und wir finden fiir den End-
zu-End Abstand (R?) oc N?" mit einem Exponenten v > 1/2, der sich vom
idealen Fall unterscheidet. Mit Hilfe der Flory-Theorie erhalten wir ein Ergeb-
nis v = 3/(2+d) fiir diesen Exponenten. Wir diskutieren auch die Temperatur-
Abhéngigkeit der Monomer-Wechselwirkungen und die ©-Temperatur.

5.4.1 Reale Ketten

In den Kettenmodellen des vorangehenden Kapitels haben wir nur sehr kurzreichweitige Wechsel-
wirkungen betrachtet, wo nur die moglichen Richtungen eines Bonds nur durch die Richtung des
vorangehenden Bonds eingeschréankt werden. Dadurch ergaben sich endliche Korrelationen entlang
der Kette iiber eine Persistenzldnge L.

Es gibt jedoch weitere Wechselwirkungen zwischen Monomeren. Zunéchst gibt es direkte sterische
Wechselwirkungen, da sich Monomere nicht beliebig durchdringen kénnen. Die Wechselwirkung
Vhard (7) soll eine solche harte-Kern-artige sehr kurzreichweitige Abstofiung beschreiben. Daneben
gibt es Wechselwirkungen, die durch das umgebende Losungsmittel vermittelt werden. Dazu zdhlen
die van-der-Waals Wechselwirkungen fiir neutrale unpolare Polymere oder der hydrophobe Effekt
fiir unpolare Polymere in Wasser. Beide Effekte sind anziehend (van-der-Waals Kréfte zwischen
identischen Teilchen sind immer anziehend, siehe Gl. ) Eine zusétzliche anziehende Wechsel-
wirkung v, (7) zwischen Monomeren ist also der Regelfall.

Die Kombination dieser anziehenden und abstoflenden Wechselwirkungen kann zu verschiedenen
Situationen fiithren bezgl. der effektiven Wechselwirkung zwischen Monomeren in einem Losungs-
mittel. Den Gesamteffekt von v(7) = vhard () +Vattr (F) konnen wir mit Hilfe des 2. Virialkoeffizienten

By(T) = / (1 — exp (—o(7)/ksT)]

charakterisieren. In Kapitel hatten wir folgende Interpretation des des 2. Virialkoeffizienten
gegeben: Ein positiver 2. Virialkoeffizient Bo(T) > 0 kommt durch eine repulsive Wechselwirkung
zustande und misst das effektiv durch diese Wechselwirkung ausgeschlossene Volumen. Bei einer
echten sterischen Wechselwirkung ist Bs > 0 und unabhdngig von T und gibt ein festes effektiv
ausgeschlossenes Volumen an. Ein negativer 2. Virialkoeffizient B < 0 kommt durch eine attrak-
tive Wechselwirkung zustande und misst das effektive Volumen, iiber das die Wechselwirkung eine
Anziehungsstéarke von kgT hat. Der 2. Virialkoeffizient misst also vom Betrag gerade das effektive
Wechselwirkungsvolumen, iiber das eine Wechselwirkungsenergie von kT wirkt.

Ein positiver 2. Virialkoeffizient By > 0 bedeutet also eine effektiv abstoflende 2-Teilchen Wechsel-
wirkung zwischen Monomeren. Dann mag ein Monomer das Losungsmittel “lieber” als ein anderes
Monomer (gutes Lisungsmittel), und es ergibt sich insgesamt eine kurzreichweitige Abstofung
zwischen Monomeren. Ein wichtiges Beispiel ist das Polymer Polystyren (PS) in Benzol bei hohen
Temperaturen 7" > 34.5°C. Ein negativer 2. Virialkoeflizient Bs < 0 bedeutet dagegen eine effek-
tiv abstoflende 2-Teilchen Wechselwirkung zwischen Monomeren. Dann mag ein Monomer andere
Monomere “lieber” als das Losungsmittel (schlechtes Losungsmittel), und es ergibt sich insgesamt
eine kurzreichweitige Anziehung zwischen Monomeren. Dies passiert fiir PS in Benzol bei
niedrigen Temperaturen T" < 34.5°C, wo die anziehenden Van-der-Waals Kréfte zwischen den un-
polaren PS-Ketten dominieren und nicht geschwécht sind durch thermische Fluktuationen. Dies ist
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auch der Normalfall fiir hydrophobe (unpolare) Monomere in Wasser, wo der hydrophobe Effekt
aus Kapitel dominiert (z.B. bei unpolaren Aminoséiuren in einem Protein).

Im Folgenden konzentrieren wir uns zunéchst auf den
repulsiven Fall in gutem Losungsmittel mit By > 0.

Entscheidend ist, dass die Wechselwirkung zwischen /—\/ T
den Monomeren nur von ihrer Position 7, im Raum W™ \\
und nicht von ihrem Monomerindex n abhédngt. Wir /W —\/

konnen die effektive repulsive kurzreichweitige Wech- g
selwirkung als kurzreichweitige 0-Funktion approximie-
ren
Vet (T, — 7)) = kpTo(T)0(Fn — Tom)s (5.4.1)

wo v(T) > 0 die Rolle eines effektiv ausgeschlossenen Volumens spielt, genauer ist v(T) =
2B5(T) im Wesentlichen der 2. Virialkoeffizient der Monomere im Losungsmittel. Fiir Monomere
mit einer homogenen Dichte p haben wir dann eine mittlere Wechselwirkungsenergie

1
Fi = 5;)2 / d37 / B veg (7 — 7') = gkaBTU(T) (5.4.2)

wobei der Vergleich mit der Virialentwicklung der freien Energie bis zur quadratischen Ordnung in
p in der letzten Zeile zeigt, dass

| w(1) =2By(T) | (5.4.3)

gelten sollte. Wir werden die resultierende Temperaturabhéngigkeit von v(T") weiter unten disku-
tieren.

Die Wechselwirkung verhindert, dass sich zwei Monomere am selben Ort befinden. Ein Poly-
mer mit dieser Wechselwirkung kann nur Konfigurationen annehmen, die sich nicht selbst schneiden,
man spricht daher bei der Wechselwirkung von Selbstvermeidung. Die Konfiguration eines Poly-
mers entspricht dann einem self-avoiding Random Walk. Wie in der Abb. angedeutet fiihrt diese in
der Monomer- Position kurzreichweitige Wechselwirkung zu einer im Monomer-Index n langreich-
weitigen Wechselwirkung zwischen Monomeren.

Daher kénnen wir nicht mehr erwarten, dass die Resultate fiir ideale Polymere, wo eine im Monomer-
Index kurzreichweitige Wechselwirkung Voraussetzung war, weiterhin giiltig bleiben. Insbesondere
werden wir ein nicht-ideales Verhalten des mittleren quadratischen End-zu-End Abstandes finden
mit

‘ (R?) ~b®N?  mit v > 1/2 (5.4.4)

mit einem Exponenten v > 1/2 der das “Quellen” (“swelling”) auf Grund der Selbstvermeidung
beschreibt. Auch die Verteilung des End-zu-End Vektors ist nicht mehr Gauflisch wie bei idealen
Polymer, sondern

P(ﬁ) ~ ﬁf (bNR") mit f(x) = Skalenfunktion (5.4.5)

Die Skalenfunktion f(z) ist nicht-Gauflisch

rL1l: x9
fl@) ~ { r>>1: exp(—a%)

mit einem Exponenten § > 2 und einem weiteren Exponenten g. Die ideale Kette entspricht den
Werten v = 1/2, 6 = 2 und g = 0. Fiir die sogenannte reale Kette mit Selbstvermeidung findet
man dagegen die Exponenten in der Tabelle
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Tabelle 5.1: Exponenten v, § und g fiir die reale Kette in d = 2,3 Dimensionen.

In d = 2 Dimensionen sind viele Exponenten exakt bekannt, da dort exakte Resultate aus der
konformen Feldtheorie existieren. Das Ergebnis v ~ 3/5 in d = 3 Dimensionen ist das approxima-
tive Flory-Resultat fiir den Exponenten v, das wir im Folgenden mit Hilfe des Flory-Arguments
herleiten wollen.

5.4.2 Flory-Argument

Im Falle eines guten Losungsmittels v(7") > 0 fithrt die repulsive Wechselwirkung innerhalb
der Monomer-“Fliissigkeit” mit Dichte p (oder Konzentration c¢) zu einer zusitzlichen repulsiven
Wechselwirkung Fi,; wie in Gl . Diese Wechselwirkung mochte das Polymer quellen, also
den End-zu-End Abstand R vergrofiern, um die Monomer-Konzentration ¢ im Innern zu verringern.
Die Monomer-Konzentration im Innern eines Polymers mit N Monomeren und End-zu-End Abstand
R in d Raumdimensionen kann einfach durch

p=c={> 0~ M) ~ g

abgeschétzt werden.

Abbildung 5.9: Links: Polymerkonfiguration mit Selbstvermeidung. Die Monomerkonzentration im

Innern ist ¢ ~ N/R?. Rechts: Flory-Abschiitzung der freien Energie. Der optimale
End-zu-End Abstand R,p¢ minimiert die freie Energie (5.4.9).

Damit ergibt sich nach (5.4.2)

Fi = gcszTU(T) ~ %kBTv(T) (5.4.6)

R4

Diese Energie bevorzugt Quellen, also einen groflen End-zu-End Abstand R. Die Wechselwirkungs-
energieabschitzung (5.4.2)) ist dquivalent zum Virialergebnis in Ordnung p? und daher nur gut im
verdiinnten Limes kleiner Konzentrationen

N 44
c=p~ o RY/v=4, (5.4.7)

129



also, wenn unser Exponent v > 1/d sein wird. Dies miissen wir im Nachhinein priifen, die Bedingung
wird sich aber als unproblematisch herausstellen.

Gegen die repulsive Energie ([5.4.6)), die den End-zu-End Abstand vergroflern mochte, wirkt die
entropische Federenergie des Polymers,

dkgT
2 Nb?
nach (5.2.12)), die den End-zu-End Abstand verringern mochte. Im Flory-Argument werden beide

Energien ndherungsweise addiert und nach einem optimalen End-zu-End Abstand Ryt gesucht, der
die Gesamt freie Energie

Fopy = R? (5.4.8)

1 N? dkgT
F(R)=F F, = —kpTv(T)— + =~z R? 4.
(R) int (R) + Fent(R) QkB v )Rd + 9 szR (5.4.9)
minimiert, siche Abb. Dies liefert Rg;rtd ~ b*u(T)N3. Wir identifizieren nun den mittleren
quadratischen End-zu-End Abstand (R?) ~ RZ,; mit dem Quadrat von Rp; und erhalten

(R?) ~ R% , ~ b7tap7ta N27ta (5.4.10)

opt ~

also nach Definition ([5.4.4)) des Exponenten v das Flory-Resultat

3

-2 411
YT 9 (5-4.11)

Folgende Bemerkungen zu diesem Ergebnis sind wichtig:

e Das Flory-Resultat v = 3/(2 + d) ist (zufillig) exakt in Dimensionen d = 1 (v = 1, da mit
Selbstvermeidung nur vollstéindig gestreckte Konformationen moglich sind), d = 2 (v = 3/4
kann durch konforme Invarianz gezeigt werden) und d = 4 (fiir d > 4 wird v = Vigea = 1/2
wieder exakt, siche unten).

e Daher bleibt das Flory-Resultat v = 3/5 auch in d = 3 sehr genau (exakt ist v ~ 0.588),
obwohl bei der Herleitung starke Néherungen gemacht wurden.

e Das Flory-Resultat ergibt v > vigear = 1/2 fiir d < 4, d.h. fir d < 4 finden wir Quellen
(Swelling) des realen Polymers.

e Das Flory-Ergebnis ([5.4.11)) gilt nur fiir d < 4. Fiir d > 4 werden Polymere wieder ideal
und es gilt ¥ = Vigear = 1/2! Dies kénnen wir einsehen, weil die repulsive Energie (mit dem
idealen Exponenten v = 1/2) dann als kleine Stérung betrachtet werden kann. Nach (5.4.6])
gilt ndmlich

N2 ponv 2-d/2<0 fiir d>4
Fipg ~ kBTU(T)F s kBT'U(T)szdV / < kT

d
Dabher ist d = 4 die obere kritische Dimension fiir reale Polymere, oberhalb derer Polymere
wieder ideal werden[T]

e Unsere obige Forderung v > 1/d, um die Voraussetzung einer verdiinnten Monomerkonzen-
tration im Polymerinnern zu rechtfertigen (siehe Gl. (5.4.7))) ist mit dem Flory-Resultat fiir
alle d > 1 gerechtfertigt und damit unproblematisch.

e Das Flory-Resultat gilt im Limes groer Kettenldngen N. Fiir kleine Kettenléingen kann das
Polymer sich trotzdem néherungsweise ideal verhalten. Das crossover zwischen idealem Ver-
halten (R?);q ~ Nb? zu Flory-Verhalten (R?)p ~ b*/°02/5N®/> (in d = 3) findet statt fiir

N > Neposs ~ 02 oder v > VUgross ~ N—1/2

1 Der ideale Exponent v = 1/2 entspricht dem Mean-Field Resultat in einer ¢*- Feldtheorie im Limes von n = 0
Komponenten, die reale Polymere beschreibt. d = 4 ist die obere kritische Dimension der ¢*-Theorie.
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5.4.3 Temperaturabhangigkeit von v(T), O-Temperatur

Schliefllich wollen wir noch die Temperaturabhiingigkeit des Wechselwirkungsparameters v(T') =
2B5(T) genauer betrachten fiir den Fall einer Monomer-Wechselwirkung v(7) = vhara (F) 4 vagtr (F)
bestehend aus einem harten Kern Anteil und einem attraktiven Anteil (Van-der-Waals oder hydro-
phober Effekt). Wir starten mit der Definition des 2. Virialkoeffizienten

oT) = 2Ba(1) =2 [ €71 = exp (~0(7) /)]

~ 2 dS_' 1— —Vhard (7)/kBT 1 — /Uat,tr(f)
Jeelis

wo wir in der attraktiven Wechselwirkung entwickelt haben. Die sterische Wechselwirkung fiihrt zu
e~ vrara(M/kBT — () oder 1 mit e~ Ur(M/k5T = ( {iber den Bereich des ausgeschlossenen Volumens.
Dies fiihrt zu

B
TY=A— —— 5.4.12
oT) = A= (5.412)
mit A = 2 X ausgeschlossenes Volumen und B = — f d37va44: (7). Beide Konstanten A und B

sind positiv und es gibt eine Temperatur © mit kg® = B/A, wo v(T) = 0, d.h. die effektive
Wechselwirkung zwischen Monomeren verschwindet und ihr Vorzeichen wechselt. Die Bedingung
v(T) = 0 definiert diese sogenannte ©-Temperatur und wir (5.4.12)) als

o(T) = vy (1 - ?) (vo = A) (5.4.13)

schreiben.
Wir konnen dann drei Félle unterscheiden:

e Bei T'= O an der ©-Temperatur gibt es effektiv keine Wechselwirkung mehr zwischen Mono-
meren (in 2. Ordnung Virialentwicklung) und das Polymer verhilt sich wieder ideal in guter
Néherung. Fiir PS in Benzol ist diese Temperatur z.B. ©® = 34.5°C. Man spricht dann auch
von einem ©-Ldsungsmittel.

e Fiir T > © ist v(T) > 0 und wir haben effektiv eine Abstoflung zwischen Monomeren. Dies
ist der Fall eines guten Losungsmittels.

o Fiir T' < O ist v(T") < 0 und wir haben effektiv eine Anziehung zwischen Monomeren. Dies
ist der Fall eines schlechten Lisungsmittels. Diesen Fall haben wir bisher noch nicht diskutiert.
Hier kann ein Kollaps des Polymers stattfinden auf Grund der anziehenden Wechselwirkung.

5.5 Adsorption und eingeschriankte Geometrie

Wir betrachten ideale Ketten in externen Potentialen, deren eingeschriankte Zu-
standssummen eine Schrodinger-artige Gleichung erfiillen. Die Grundzustands-
eigenschaften dieser Gleichung geben freie Energie und Segmentverteilung im Li-
mes grofier N. Wir wenden diese Technik auf eine ideale Kette in eingeschrankter
Geometrie zwischen zwei Wéanden und den Adsorptionsiibergang einer idealen
Kette an einer kurzreichweitig anziehenden Wand an. Wir diskutieren die Ver-
allgemeinerung der Resultate auf reale Ketten mit Hilfe von Skalenargumenten.

In diesem Kapitel betrachten wir hauptséchlich ideale Ketten in einem externen Potential U(7),
dass die Wirkung von adsorbierenden oder einschriankenden Oberflichen modellieren wird.
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Die ideale Kette ist im Wesentlichen ein Random Walk. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines
Random Walks erfiillt eine Diffusionsgleichung. Daher ist es vielleicht nicht verwunderlich, dass
wir fiir die eingeschrénkte Zustandssumme Z N(ﬁ) einer idealen Kette der Lange N (siehe )
ebenfalls eine Diffusionsgleichung herleiten kénnen. Dies wird der Ausgangspunkt unserer Behand-
lung zusétzlicher externer Potentiale darstellen.

Abbildung 5.10: Veranschaulichung des Pfadintegrals iiber alle Polymerpfade 7(n) als Vielfachin-
tegral iiber alle diskretisierten Bead-Positionen 7,.

Wir schreiben dazu die Zustandssumme als Pfadintegral iiber alle Pfade 7(n) eines Gauf3schen

Polymers (siehe Gln. (5.2.16) und (5.2.17)):

Zn(R, R') = Zustandssumme der GauBschen Kette mit Linge N und

Anfangspunkt 75 = R und Endpunkt 7y = R

- (1:_[1 /ddf’n> exp (—BHa[{Tn}])

F(N)=R' d N ,
= Dr(n) exp f—/ dn (0T
/F(M myexp |~z [ dn(on)

Das Pfadintegral ist als Kontinuumslimes b — 0 des Vielfachintegrals iiber alle 7, definiert. In einem
zusétzlichen externen Potential U(7) fiir die Monomere gilt

N

L F(N)=R' d N 1
ZNy(R,R') = / Dr(n) exp | — = / dn(0,7)* — —= [ dnU(#(n)) (5.5.1)

(0)=R

was einem zusétzlichen Boltzmann-Faktor exp(—gU (7)) fiir jedes Monomer (am Ort 7) entspricht.

Die Normierung der Zustandssumme wird klar, wenn wir fiir U = 0 iiber einen Endpunkt R integrie-
ren. Wegen der Translationsinvarianz ist Z N(ﬁ7 R ) eine Funktion von R' — R und nach Integration
iiber B’ dann unabhéngig von Anfangs- und Endpunkt und gleich der uneingeschrankten Zustands-
summe Zpy . Die Integrationen lassen sich dann in diskreter Form iiber alle aufeinanderfolgenden
Differenzen 7, — 7,1 in dem Hamiltonian (5.2.15)) ausfiihren,

- -

InNo = /ddé'ZN,U=0(R> R)

= dAF dA2 "
= 7" exp o T

2 dN/2
= <27;b> =N, (5.5.2)
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Im Folgenden betrachten wir die normierte Zustandssumme “relativ” zu der uneingeschrinkten
U = 0 Zustandssumme:

ZN(éa E/) _ ZN(R7 R'/)
ZN’() o ZN

(5.5.3)

f‘///‘l{’: Ne— g ﬁ_\;”‘

- =y o
I

Abbildung 5.11: Skizze zur Kolmogorov-Chapman Relation (5.5.4])

Fiir die “Zusammensetzung” von 2 Polymerketten gilt die Kolmogorov-Chapman Relation

In(R ) = / AR I (R R 2 (R )

(5.5.4)
Diese Beziehung folgt einfach aus der Definition des Pfadintegrals in diskretisierter Form, wenn wir
!

einen der Stiitzpunkte mit R" identifizieren und das Integral iiber diesen Stiitzpunkt explizit lassen.
Ausgehend von der Kolmogorov-Chapman Relation mit n =1,

Ina (BB = / AR 7 (B R 20 (B, R

, L d = = UR)
mit 7 (', ') = exp (-MRN_R’) " el

kénnen wir eine Rekursion fiir Gy (R, R') herleiten:

- . | d =, = U(R)
AN d 1/ "\ = _ 1 P2
GNH(R,R)—/d R'Gy(R, R )Zexp( g (B — ) )exp BT )

R,R)+
1 0 —
+§§ARQARBWGN(R,R)

[Annahme: U = Potential pro Monomer < kpT)
_ D D/ EE =2 D pl U(é/) B D
= G (R ) + 57 V4G (R ) = T On (R )

wobei wir im letzten Schritt folgende Eigenschaften Gaufischer Integrale verwendet haben:
1

» d
d v 2 —
z/d ARexp( 2b2AR > 1
ENON: T AR\ AR, =0
z exp 2b2 >
1

/ d AR exp (—dm#)
z

2
2b2

b
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benutzt haben. Also gilt

2
ONGN(R,R') = Gny1(R,R) —GN(R,R') = - —V%,GN(R,R) —

(5.5.5)

Dies ist (fiir U = 0) in der Tat eine Diffusionsgleichung mit Diffusionskonstante D = b%/2d.
Die Anfangsbedingung fiir ein Polymer der Lange N = 0 ist, dass Endpunkt R und Anfangspunkt
R zusammenfallen miissen. Also gilt

Go(R,R)=6(R— R (5.5.6)

da ein Polymer der Liange 0 auch wieder am Anfangspunkt enden muss.

Die Diffusionsgleichung (5.5.5) hat eine formale Ahnlichkeit zur Schrodingergleichung aus der Quan-
tenmechanik

h? - -
ihOy) = —%v% + V(7 = Hyp.
Der Vergleich zeigt, dass ((5.5.5)) einer Schrodingergleichung fiir ein Quantenteilchen in “imaginérer

Zeit” N =it (h = 1) entspricht mit einem Hamiltonoperator

- ~, U
H=-DV?+ k;? (5.5.7)

der einen kinetischen (diffusiven) und einen potentiellen Anteil hat. Dieser Hamiltonoperator be-
schreibt, wie man aus dem “Zustand” Gy (R, R') den “Zustand” Gy41(R, R') ermittelt und wird
auch als Transfermatrix (oder Transferoperator) bezeichnet. Wir kénnen auch sagen, dass die
Raum-Zeit Trajektorien oder Weltlinien 7(¢) des Quantenteilchens den moglichen Polymerkonfigu-
rationen 7(n) als Funktion des Monomer-Index entsprechen. Die Herleitung der Diffusionsgleichung
ist dquivalent zur Herleitung der Schrodingergleichung fiir die Wellenfunktion eines Quanten-
teilchens aus der Pfadintegraldarstellung des quantenmechanischen Propagators, der das quanten-
mechanische Analogon zu G N(R, R ) darstellt. Wir nutzen im Folgenden diese formale Ahnlichkeit
zur Schrodingergleichung aus, indem wir den ganzen mathematischen Apparat und alle bekann-
ten Losungen von quantenmechanischen 1-Teilchen Problemen zur Anwendung bringen kénnen auf
unser Polymerproblem.

Zunéchst kénnen wir die “zeit”-abhiingige Schrédingergleichung (5.5.5)) durch einen Separationsan-
satz auf eine stationéire Schrodingergleichung reduzieren und suchen Eigenfunktionen des Hamil-
tonoperators (in Ortsdarstellung)

Hpy (/) = extpn () (5.5.8)

zu Energie-Eigenwerten €9 < e1 < ... mit der iiblichen Normierung und Vollsténdigkeit

(elt) = / A7 (P (7) = 6
> (P (i) = 87— 7') (5.5.9)

k

Wir wollen nun zeigen, dass die Kenntnis des Grundzustandes ¢y und der zugehorigen Eigenfunk-
tion 1o (7) es erlaubt, die Zustandssumme des Polymers im thermodynamischen Limes N — oo zu
berechnen. Dazu machen wir uns zunéchst klar, dass die vollstédndige Losung der “zeit”-abhéngigen

Schrodingergleichung ((5.5.5) mit der Anfangsbedingung ([5.5.6))

G (F ) =) (e (" )eNer (5.5.10)
k

134



lautet: (5.5.10) ist eine Linearkombination von Separationslésungen 1y (7)e="e* von (5.5.5) und
damit selbst eine Losung. Die Koeffizienten ¢ (7') sind so gewé#hlt, dass die Anfangsbedingung
(5.5.6) bei N = 0 erfiillt ist als Konsequenz der Vollstéandigkeitsrelation (5.5.9).

Im Limes N — oo dominiert in der Losung (5.5.10) der Grundzustandsbeitrag

GN(F, ,F»/) _ e—NEo 1120(77)1#0(77/) + Z"bk(ﬁ’)'@[]k(f‘l) e—N(Ek—Eo)

k>0 N:>oc0

Im Limes N — oo, bzw. genauer fiir N > 1/(e1 — o) werden die Beitrége in ), ... exponentiell
klein, und es bleibt

N —oo

G (7)) " m o(P)ho(F')e oo (5.5.11)

D.h. die Grundzustandseigenschaften bestimmen im thermodynamischen Limes vollstandig die ein-
geschriinkte normierte Zustandssumme Gy (7, 7') (Grundzustandsdominanz). Die Beziehung zur
eingeschriankten Zustandssumme Zy (7, 7”) ist dann durch gegeben: Zn (7, 7') = Zn oGn (7, 7)
wobei Z o die uneingeschrénkte U = 0 Zustandssumme ist. Die uneingeschrénkte Zustandssumme
erhalten wir durch Integration iiber Anfangs- und Endpunkt,

Zy = / di7 / A7 Zn (7, 7)

Die freie Energie Differenz AF = Fy — Fy— zwischen freiem Polymer und Polymer im Potential
ist dann

AF ZN N— oo
= N
kT Y Zno 0
Af _ AF now _

kT ~ NkgT 0

Insgesamt finden wir also, dass die Grundzustandsenergie ¢ die freie Energie des Polymers in
einem Potential angibt:

kpTeqg = freie Energie pro Monomer
(mit Energienullpunkt, so dass g9 = 0 fir U = 0) (5.5.12)

Die eingeschrinkte Zustandssumme Gy (7, 7') ist proportional zur Wahrscheinlichkeit, ein Polyme-
rende bei 7' zu finden, wenn das andere Ende bei 7 ist. Damit erlaubt die Kenntnis von G (7, 7')
die Segmentverteilung der Monomere zu bestimmen. Die Wahrscheinlichkeit irgendein Monomer
n bei 7 zu finden ist per Definition genau die Konzentration ¢(7) und durch

SN [ A [ AV G (F! F) Gy (7, 7") EBIT) N 500 ,
f da7" fddF’GN(F’, 7 ~ Ntpo (7| (5.5.13)

o) =

gegeben. Die Monomerkonzentration c(7) ist also durch die Grundzustandsfunktion (%)
gegeben.

Als Anwendungen werden wir im Folgenden eine eingeschriankte ideale Kette zwischen zwei pla-
naren Wénden und den Adsorptionsiibergang einer idealen Kette an einer anziehenden planaren
Oberfléche betrachten.
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5.5.1 Eingeschrankte ideale Kette

Als erstes Beispiel betrachten wir eine ideale Kette in d = 3 Raumdimensionen, die zwischen zwei
parallelen Platten mit Abstand ¢ eingeschrankt sind.

Wenn die Platten normal zur x-Achse angeordnet sind,
ist das externe Potential U nur von z abhingig:

oo <0 il
Ux)=< 0 0O<z</? -
0o x>/ '

Das entsprechende analoge quantenmechanische Pro-
blem ist ein Teilchen in einem unendlich tiefem Poten-
tialtopf.

Im Intervall 0 < z < £ gilt dann die stationiire Schrédingergleichung (5.5.8)), also

b2
—gaidf =€y,

Da das Potential fiir x < 0 und & > ¢ unendlich ist, kénnen keine Polymersegmente in die Wand
eindringen, und es gilt die Randbedingung ¢ (0) = 0 = (). Die Eigenzustinde der stationéren
Schrodingergleichung sind dann

Yn(x) = Asin(k,x) mit kb =nrw (n > 1)

mit der Normierung A = 1/2/¢. Dieser Ansatz erfiillt automatisch die Randbedingung bei x = 0.
Die zweite Randbedingung bei x = ¢ fithrt zur Quantisierung der moglichen k, und damit der

entsprechenden Eigenwerte
b? w2 b2
en = —k:="—"——_n?

6" 602
Der Grundzustand (n = 1) bestimmt dann nach (5.5.12)) die freie Energie

Af w2 b2

T TG 2 (5.5.14)

Wegen Af > 0 finden wir also eine Erhdéhung der freien Energie durch die Einschrinkung.
Die Segmentverteilung ist dann nach (5.5.13))

c(x) = Ny (2)|? = N% sin? (%x) (5.5.15)

Die Erhohung der freien Energie ist hier ein rein entropischer Effekt, da die harten Wénde
wieder ein athermisches System darstellen. Daher misst den Entropieverlust eines idealen
Polymers durch die Einschrinkung. Die Wand {ibt eine entropische Abstoflung auf das Polymer
aus, die proportional ist zu =2, also der negativen zweite Potenz des Polymerabstands zur Wand.
Fiir dieses Verhalten konnen wir auch ein einfaches Skalenargument angeben. Fiir ein
frei fluktuierendes ideales Polymer gilt
(x?) = Nb?

Kollisionen mit der Wand passieren, wenn (x?) = £2, also finden wir eine “Kollisionslinge” Neo =
22 /b2, die den typischen Abstand zwischen Kollisionen mit einer Wand angibt. Der Entropieverlust
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Abbildung 5.12: Konzentrationsprofil und Grundzustandsfunktion ;(x) einer idealen Kette zwi-
schen parallelen planaren Wianden. In der Region vor der Wand (Pfeil) ist die
Monomerdichte veramt und geht gegen Null (Depletion).

kann nun mit kg pro Kollision abgeschiitzt werden (bei einer Kollision biifit das Polymer ungefihr
die Halfte seiner moglichen Richtungen und damit Konformationen ein, was auf Ascon = —kpln2
fithren wiirde). Damit gilt

Afid ~N —_ kBTf 0.8 6_2 (5516)

im Einklang mit .

Dieses Skalenargument ist zwar qualitativ (den genauen Vorfaktor in kénnen wir damit nicht
ermitteln), es hat aber den Vorteil, dass es sich leicht auf reale Ketten verallgemeinern lisst (der
Zugang iiber die Schrodingergleichung funktioniert nur fiir ideale Ketten). Bei einer realen Kette gilt
das Flory-Ergebnis (x2) ~ b*/5¢%/> N6/5 nach (5.4.10) in d = 3. Die Kollisionsbedingung (%) = ¢2
liefert dann eine “Kollisionslinge” Neon = £°/3b=2/3p=1/3, Die Abschiitzung eines Entropieverlust
von kp pro Kollision ergibt dann

kT b2/37)1/3 3
A freal ~ N~ kBTW o (7573 (5.5.17)

coll

also eine entropische AbstoBung, die wie £~5/% mit dem Abstand zur Wand abfillt, also mit
einem anderen Exponenten als bei einem idealen Polymer.

5.5.2 Adsorption einer idealen Kette

Die zweite Anwendung ist die Adsorption einer idealen Kette an einer planaren Wand, die eine
kurzreichweitige Anziehung ausiibt (Reichweite a), in d = 3 Raumdimensionen.
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Abbildung 5.13: Adsorption eines Polymers. Man unterscheidet bei den Polymerkonformationen
desorbierte tails bzw. loops und adsorbierte trains.

Kurzreichweitige Potentiale werden z.B. von Van-
der-Waals Wechselwirkungen oder, bei einem gela-

denen Polymer und einer geladenen Wand, durch

die abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung verursacht. u
Wir beschreiben eine kurzreichweitige Wechselwirkung T

hier einfach durch ein attraktives Kastenpotential der } T U
Reichweite a vor einer harten Wand, ! o
] 1Y TR
00 z <0 u i
Ulz)=< —|Us] 0<z<a °’I I
0 T >a .
<g>

Das entsprechende analoge quantenmechanische Pro-

blem ist ein Teilchen in einem endlichen Potentialtopf

vor einer Wand.

Bei der Polymeradsorption gib es einen Wettbewerb zwischen

e cinem Energiegewinn an der Wand auf Grund der Anziehungsenergie,

e dem Entropieverlust wegen der Einschrinkung der moglichen Konfigurationen, wenn Teile des
Polymers an der Wand adsorbiert sind.

Dieser Wettbewerb kann tatséchlich zu einem Phaseniibergang fiihren, da ein Polymer im Limes
N — oo unendlich viele Freiheitsgrade besitzt. Das System ist auch nicht strikt eindimensional (ein
eindimensionales System sollte keinen Phaseniibergang haben), da die x-Dimension der Fluktuatio-
nen normal zur Wand hier eine unendliche zweite Dimension darstellen.

Die Schrodingergleichung (5.5.8)) lautet nun abschnittsweise

oo VP U]
inl: — gax’l/) — mw = Ew
. 2.,

in II: — Ea,ﬂp = ey

mit Randbedingungen 1 (0) = 0 wegen der harten Wand, Normierbarkeit von ¢ () fiir x — oo und
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Stetigkeit von ¢ (z) bei x = a. Wir machen folgenden Ansatz fiir die Eigenzustéinde

2
Yr(z) = Asin(kx) mit k2b— =e+ 1%l
6 kgT
b2
Yrr(x) = Be "™ mit ”26 = —¢, (5.5.18)

der Bereits die Randbedingungen bei x = 0 sowie die Normierbarkeitsbedingung bei x — oo erfiillt.
Wir merken an, dass wir an Zustédnden € < 0 (gebundenen, also adsorbierten Zustéinden) interessiert
sind, fiir die aber auch immer ¢ + |Up|/kgT > 0 gelten muss, da die Energie € immer oberhalb des
“Bodens” des Potentialtopfes liegen muss. Es bleibt die Anschlussbedingung bei z = a zu erfiillen,
die wir in Form einer logarithmischen Ableitung formulieren:

8Iln1/)1\zza = 8$1n¢11|x:a.

Wir erhalten eine Bedingung an k, die nur diskrete Losungen zulésst,

1 6 |Uo ,\"*
— = (5%l 5.1
M antha) = " <b2 kT Y ) (5:5.19)

wo wir fiir die zweite Gleichheit k2 = —6¢/b? = —k2 +6|Up|/b?kpT aus (5.5.18) benutzt haben. Die
Gleichung (5.5.19)) fiir k ist am besten graphisch zu diskutieren und linke und rechte Seite sind in
Abb. gezeichnet.

Abbildung 5.14: Graphische Lésung von Gl. (5.5.19)) fiir k. Losungen sind Schnittpunkte der gestri-
chelten Parabeln (rechte Seite von Gl. (5.5.19)) und der 1/tan-Zweige (linke Seite
von Gl. (5.5.19))), siehe Kreis.

Wir stellen fest, dass die rechte Seite von GIl. (5.5.19)) eine Nullstelle bei
k2 — E |U0|
O B2 kpT

hat. Eine gebundene Losung (¢ < 0) kann nur gefunden werden, wenn diese Nullstelle oberhalb der
ersten Nullstelle von 1/tan auf der linken Seite von Gl (5.5.19) liegt, also fiir k3a® > (7/2)? oder
fiir

Uo| _ 72 12 24 a2

Wir finden also:
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o Fiir |Up|/kpT < u, oder T' > T, existiert keine gebundene Losung, also ist der “Grundzu-
stand” der Beginn des ungebundenen Spektrums bei ¢ = 0. Fiir das Polymer heifit das, es
adsorbiert nicht und Af = 0, d.h. es kann durch Adsorption an der Wand keine freie Energie
gewinnen (die Entropickosten {iberwiegen).

e Fiir |Uy|/kpT > u. oder T < T, gibt es eine gebundenen Grundzustand ¢ < 0, der nach
(5.5.12) einer freien Adsorptionsenergie Af = kgTe < 0 entspricht. Das Polymer kann also

freie Energie gewinnen durch Adsorption an die Wand.

Bei T' = T, kommt es also zu einem Adsorptions-Phaseniibergang, an dem sich das Verhalten

der freien Energie (nicht-analytisch) dndert, siche Abb.

- —
oy

Ap{lrvr \lm.ou

TS
\

\B
X

=

~—
‘e

Abbildung 5.15: Adsorptionsiibergang bei T' = T,.. Die Adsorption ist ein Phaseniibergang im
thermodynamischen Limes N — oo.

Um die Eigenschaften des Adsorptionsiibergangs zu bestimmen, insbesondere auch die Ordnung
dieses Phaseniibergangs, miissen wir das Verhalten des gebundenen Eigenwertes € bei Annéherung
an den Ubergang untersuchen. Dazu entwickeln wir unser Ergebnis um T' = T, fir T < T, und
schreiben T' = T,(1 — t) mit der sogenannten reduzierten Temperatur ¢ = (T — T.)/7, und

ka =m/2 + Ak in GI. ( ):

T 7 E5.19) G319 ™
ngk N ke T= —5

(-(2)"

2 b7 ~ ™ fz
6 64 -6 a®

(5.5.21)

und nach (5.5.12)) eine freie Energie

T>T1T,
T<T,

Af—kBTsa{ (th

wie in der Abb. rechts dargestellt.
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Wir finden also, dass die freie Energie Af fiir T' < T, kontinuierlich in das Ergebnis Af = 0 fiir
T > T. einmiindet, d.h. insbesondere bleibt 9f /0T stetig und erst 92 f/0T? hat eine Unstetigkeit
am Adsorptionsiibergang. Daher ist die Adsorption einer idealen Kette ein kontinuierlicher
Phaseniibergang (2. Ordnung).

Wir kénnen mit Hilfe von ([5.5.13)) auch wieder die Segmentverteilung berechnen aus der Grund-
zustandsfunktion 1 (z). AuBerhalb des Potentialtopfes fiir © > a finden wir nach (5.5.18) einen
exponentiellen Abfall

[ e@) ~ (@) = 2me > (5.5.23)

Die Segmentverteilung ist links skizziert. Die Dicke
der adsorbierten Schicht wird oft durch die soge-
nannte Extrapolationslinge

1
gexziCX
K

(5.5.24)

e

charakterisiert. Das ist die Léange iiber der die Ii-
near approximierte e-Funktion in auf Null
abfillt.

Sie gibt auch den mittleren Segmentabstand von der Wand an,

1 1

N*Ngex )
(@) ~ — o 3

und divergiert bei Anniherung an den Ubergang ¢ — 0.

1 R ;
; {~ 4 ; , =
2= e ) P / { = t rovin /
! fom i~ 4 |
S N 2 A I e R
, 7 4 //

Abbildung 5.16: Skizze zum Skalenargument fiir den Adsorptionsiibergang.

Wir kénnen die Adsorptionsschwelle (5.5.20) und unser Ergebnis (5.5.24]) fiir die Extrapolationsldnge
auch wieder einfacher durch ein Skalenargument qualitativ verstehen. Dazu betrachten wir eine
typische Polymerkonfiguration wie in Abb. [5.16] die zusammengesetzt sind aus

e desorbierte Loops, die an ihren Enden adsorbiert sind und dadurch eingeschrankt sind auf die
Lénge fex und
e adsorbierte Trains, die dadurch auf die Potentialreichweite a eingeschrankt sind.
Der Anteil adsorbierter Monomere ist p,q ~ fex/a (wenn man annimmt, dass die Monomere in

der Schichtdicke foy relativ gleichverteilt sind). Die freie Energie pro adsorbiertem Monomer in den

Trains ist
b2 b2
Afad ~ _|U0| + ]fBCZ—‘f2 ~ TkB(T - Tc);
a a

wobei der zweite Beitrag wieder die im vorigen Abschnitt diskutierten Entropiekosten ([5.5.14)) oder
(5.5.16]) sind, die durch die Einschriankung in einen Bereich der Breite a entstehen. Wir finden dann
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Afaq < 0 nur fiir

a2
kpT < kT, ~ b72‘U0|

in Ubereinstimmung mit (5.5.20). Dass die freie Energie der Trains < 0 wird, ist in dem Skalenar-
gument eine notwendige Bedingung fiir Adsorption. EI Wir miissen aber noch die freie Energie der
Monomere in den Loops beriicksichtigen, die aus den Entropiekosten der Einschrankung auf einen

Bereich der Breite /o bestehen, also nach ((5.5.14)) oder ([5.5.16]

b2
Afloop ~ kBTET
Insgesamt ergibt sich dann fiir die freie Energie
pad<<1 a b2
Af ~ padAfad + (]- - pad)Afloop ~ TAfad + kBTgT
ex ex

Hier ist die adsorbierte Schichtdicke e jetzt noch ein freier Parameter, der sich so einstellt, dass
A f minimal wird. Wir minimieren also bezgl. foy fiir A faq < 0 und erhalten

‘eex

ﬁ kT a’ T
a |Afad| T—Tc

wie in (5.5.24)). Im Minimum gilt dann

a |Afad| 2 ~ 12
b kT

Af] ~ kT (

in Ubereinstimmung mit (5.5.22)). Es stellt sich auch heraus, dass die notwendige Adsorptionsbe-
dingung A f.q < 0 tatséichlich auch Af < 0 impliziert.

Dieses Skalenargument ist zwar wieder qualitativ (den genauen Vorfaktor z.B. in konnen
wir damit nicht ermitteln), es lidsst sich aber auch wieder leicht auf reale Ketten verallgemeinern.
Fiir die reale Kette gilt auch wieder paq ~ fex/a und fiir die adsorbierten Trains finden wir nun mit
den Entropiekosten fiir die reale Kette

p2/3y1/3  p2/3,1/3

k(T —T.)

mit

ab/3

Die freie Energie der Loops wird

b2/31}1/3
Afloop ~ kBTW

und insgesamt ergibt sich dann fiir die freie Energie

b2/31}1/3

/573

Af ~ = Afua+ keT

ex

2 Die exakten Rechnung zeigt, dass diese Bedingung tatsichlich nicht erfiillt ist am Ubergang. Die genaue Adsorp-
tionsschwelle war |Ug ¢|/kpT = (72/24)(b%/a?) nach (5.5.20). Die genauen Entropiekosten fiir die Einschriankung
in einen Bereich der Breite a waren nach (5.5.14) aber kgT(7?/6)(b%/a?). Also zeigt die exakte Rechnung, dass

am Adsorptionsiibergang tatsdchlich —|Up| + kBTZ—z > 0 gilt. Im Rahmen des Skalenarguments ist Afaq < 0
allerdings notwendig, um einen adsorbierten Zustand zu bekommen.
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Minimieren bezgl. f., liefert nun

1/2 T 3/2 T 3/2
fo o i ~a (5.5.26)
(13/2 |Afad| T— Tc
und im Minimum eine freie Energie
05/2 |Afad‘ 5/2 5/2
Af|~ kBT 7 ( T ) ~ % (5.5.27)

Wir finden wegen 5/2 > 2 also auch fiir reale Ketten einen kontinuierlichen Adsorptionsiiber-
gang, der jetzt sogar 3. Ordnung ist, da auch 9% f/9T? stetig bleibt.

5.6 Semiflexible Polymere, Filamente

Semiflexible Polymere oder Filamente mit Biegesteifigkeit (wie Aktin oder
DNA) werden mit Hilfe einer kontinuierlichen Version des Worm-like Chain
(WLC) Hamiltonian modelliert, den man auch als mechanische Biegeenergie ei-
nes Stabes deuten kann. Wir befassen uns mti den thermischen Fluktuationen
der WLC und berechnen die Persistenzlidnge, iiber die Tangentenkorrelationen
exponentiell abfallen.

Semiflexible Polymere sind Polymere, bei denen die Biegesteifigkeit x (siche Kapitel Glei-
chung ) die thermischen Formfluktuationen wesentlich beeinflusst. Dies ist der Fall, wenn
die Persistenzlinge L, = «/kgT (siche Gl viel grofer wird als die Monomergréfie und
vergleichbar wird mit der Kontourléinge des Polymers, L, 2 L > b. Typische Beispiele semiflexibler
Polymere sind DNA mit einer Persistenzlédnge L, 2 50 nm (abhéingig von den elektrischen Ladungen
und der Salzkonzentration), F-Aktin mit L, ~ 15 ym oder Mikrotubuli mit L, ~ 5mm, siche auch
Tabelle

Wir starten mit einer Beschreibung semiflexibler Polymere durch die kontinuierliche Version der
Worm-like Chain (WLC) aus Kapitel Dazu schreiben wir die Biegeenergie (5.3.1]) zwischen

zwei Bonds gn und b, 471 um als
1

1k 5
Eb_ﬁe ~ —k(1 —cosb)

- - . N 2
o 1 1 B bl bn+1 o i bn+1 . bj
" b b ] 2w\ b b |

wo k die Biegesteifigkeit des Polymers war. Damit wird die Gesamtbiegeenergie der WLC

N-1 o 2\ 2
1 bn+1 bn
Ebzzb“< ) b) ’

n=0

S

was einer diskreten Version des kontinuierlichen WLC Hamiltonians

L K L K
HWLC = / d87(6552 = / dS*Cz(S) (561)
o 2 o 2

entspricht und von Kratky und Porod 1949 eingefithrt wurde [5]. Bei dem Grenziibergang zur
kontinuierlichen Version setzen wir

1

S

n

nb—s, Nb— L, ?—ﬁ(s)
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Dann beschreibt 7(s) die Kontour des Polymers und s ist seine Bogenlinge, so dass |0,7] = 1
gilt. Dann sind #(s) = 9,7 (mit |#(s)| = 1) Enheits-Tangentenvektoren an die Polymerkontour
Die Bogenlénge s lduft von s = 0 bis zur Kontourlinge L des Polymers. Die Grofle ¢(s) = |0s ﬂ ist
dann die lokale Kriimmung der Polymerkontour, d.h. 1/¢(s) ist der lokale Krummungsradlus

D.

<K&)

L X
Abbildung 5.17: Kontinuierliche WLC mit Definition der Tangenten #(s) und des Kriimmungsradius
1/c(s).
Allgemein berechnet man die Kriimmung einer Raumkurve 7(¢) als
|7 x 71
71

und diese Grofe ist unabhdngig von der Parametrisierung der Kurve und daher eine geometrische
Eigenschaft der Kurve. In Bogenlénge, wo |0s7] = 1, wird daraus

c(t) =

tﬂJ_BStﬂwg‘ t2 (s)=1

e(5) = [i(s) x 4
was in (5.6.1]) benutzt wurde.

|0st], (5.6.2)

Frenet-Gleichungen

Die Kriimmung ist eine wichtige geometrische Eigenschaft jeder Raumkurve. Sie kommt insbesonde-
re auch im Zusammenhang mit den Frenet-Gleichungen vor, die wir hier in Erinnerung rufen wollen.
Wir parametrisieren dazu eine Raumkurve 7(s) in Bogenlidnge s und definieren an jeder Stelle s

t(s) = Einheits-Tangentenvektor

fi(s) = = 0,t = Einheits-Normalenvektor

b(s) = t(s) x 7i(s) = Einheits-BiNormalenvektor

Dann wird das lokale orthonormale Dreibein {#(s),7(s),b(s)} Frenet-Dreibein genannt. Dieses
Dreibein erfiillt die Frenet-Gleichungen

D5t = c(s)i
0yt = —c(s)ils) +7(s)b
0sb = —7(s)il (5.6.3)

Die GroBe 7(s) = |0, - (£(s) x 7(s))| ist die Torsion der Kurve.

Eine wichtige Folge aus den Frenet-Gleichungen (und der Tatsache, dass solche linearen DGLs erster
Ordnung eindeutig 16sbar sind) ist: Eine Raumkurve ist durch Angabe ihrer (stetigen) Kriimmung
¢(s) und Torsion 7(s) bis auf globale Translationen und Rotationen eindeutig bestimmt.
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Kohlenstoff- DNA F-Aktin Mikrotubulus
Nanorohrchen

B
)25
ogee!
Hesee!
e
\:x:;?
\:\\{

S

388888808888

IR

e

r
/,«,z/,//////,/,/
o

Persistenzldnge
L, ~0.8um L, ~50nm L, ~15um
Radius

a~0.5—1nm a ~~ 1nm a ~ 3nm a~ 12nm

Tabelle 5.2: Semiflexible Polymere (Quelle: Dissertation Tobias Kampmmann).

5.6.1 Mechanik der Biegeenergie

Wir kommen nun zu dem WLC-Hamiltonian

L
Hwic = / ds%cQ(s) (5.6.4)
0

zuriick, in dem k die Biegesteifigkeit (Einheit von k = Energie x Linge) ist und den einzigen
Materialparameter des Polymers darstellt. Wir wollen die Biegesteifigkeit und die Biegeenergie nun
nochmal aus Sicht der Elastizitéitstheorie eines Stabes betrachten und eine “mechanische Herleitung”
des Materialparameters s geben.

.;/\;"‘p’reeka-.\f
o i =

6 - ke\m{,rrc\s ,‘g;q\x\\b
‘/?.. radius

Abbildung 5.18: Biegung diinner Stibe. An der AuBenseite werden Fasern gestreckt, an der In-
nenseite komprimiert, in der Mitte befindet sich eine neutrale Ebene, die weder
gedehnt noch gestaucht wird. Diese ist fiir eine Biegung in der yz-Ebene bei y = 0.

Wir sehen dazu das semiflexible Polymer als diinnen elastischen Stab mit einem rundem Querschnitt
mit Radius a an und betrachten in der Kontinuumsmechanik das Biegen diinner Stdbe. Wir legen
das Koordinatensystem so, dass xy in der Querschnittsfliche liegen. Der Stab sei in der yz-Ebene
in einen Kriimmungsradius R gebogen (wie in Abb. (rechts)), und wir wollen die elastische
Biegeenergie berechnen. Wir legen x = y = 0 in die Querschnittsmitte; dann ist y = 0 die neutrale
Ebene, die weder gedehnt noch gestaucht wird bei der Biegung. Fiir y > 0 werden die Materialfasern
gedehnt, fiir y < 0 gestaucht. Der Stab sei in einem Kriimmungsradius R gebogen.
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In der Elastizitdtstheorie werden elastische Verformungen durch den Verzerrungstensor beschrie-
ben. Dieser beschreibt, wie Fasern in einem Material verzerrt werden. Wenn ein Materialpunkt
im undeformierten Zustand bei Koordinaten x; und nach der Verformung bei 2} zu finden ist,
ist u; = 2/ — x; die entsprechende Verschiebung. Uber den ganzen Korper kénnen wir ein Ver-
schiebungsfeld u;(7) legen, das die Verschiebungen jedes Materialpunktes beschreibt. Der Ver-
zerrungstensor gibt nun an, wie sich die Verschiebung von Punkt zu Punkt dndert; eine Faser im
Material wird ndmlich nur verzerrt, wenn Anfangs- und Endpunkt verschieden verschoben werden.
Die Verzerrungen Ou,/0x; werden im Verzerrungstensor in symmetrisierter Form angegeben:

u” - 5 (8.%‘] + 8%‘1) (565)

Fiir unseren Stab mit Kriimmungsradius R bedeutet dies, dass in dem beschriebenen Koordinaten-
system nur Verzerrungen

_ Ou, y
=%, - R (5.6.6)

uZZ

auftreten.

Wir betrachten dazu Fasern in z-Richtung der Ru-

helinge Azg. In der neutralen Ebene y = 0 hat eine Az = a(R+y)

solche Faser auch nach der Kriimmung die Lange Azg. A —aR
Nach der Biegung spannt die Faser einen kleinen Win- o=« _y

kel @ = Azy/R auf. Eine zweite Faser der gleichen y=0
Ruhelénge bei der Koordinate y # 0 hat dann nach

der Biegung allerdings die Linge Az = a(R + y), so o

dass Au, = Az — Azy = ay = Azy(y/R), woraus mit

Uzz = Au,/Azy dann folgt.

Verzerrungen eines Materials verursachen Kriéfte. Diese werden in der Elastizitatstheorie durch den
Spannungstensor beschrieben. Die Grundannahme der Elastizitétstheorie ist, dass der Korper
im Innern auf molekularer Ebene kurzreichweitige Krifte aufbaut, so dass wir annehmen kénnen,
dass Krifte auf ein Volumen V immer {iber dessen Oberfliche OV iibertragen werden. Wenn f;
die lokalen Krifte in i-Richtung sind, muss sich die Gesamtkraft auf das Volumen deshalb als
Oberfliachenintegral schreiben lassen und sich (nach dem Satz von Gauf) f; wiederum als Divergenz
eines Tensors o;; schreiben lassen:

&nj

fi

: 8xj
Joi; Gauf
fidV :/ —qv 7= j{ oi;df;.
Jorar= |G
Dieser Tensor o5 ist der Spannungstensor:

0;; = i-te Komponente der Kraft pro Fldche senkrecht zur j-Achse. (5.6.7)

Auch der Spannungstensor ist symmetrischEI Die Gleichgewichtsbedingung ist dann Kréftefreiheit,

9oij _
zj: Fr 0, (5.6.8)

wenn keine zusitzlichen externen Krafte wirken.

Fiir unseren gebogenen Stab erwarten wir nur Kréifte in z-Richtung, die durch Krifte an den Stirn-
flichen hervorgerufen werden. Die Seitenflichen des Stabes bleiben kriftefrei. Diese Kréaftefreiheit

3 Sonst wiirden sich in einem Material Drehmomente nicht als Oberfliichenintegrale schreiben lassen. [4]
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und die Gleichgewichtsbedingung bedeuten, dass alle Komponenten von o;; aufler den Zug-
/Kompressionskomponenten o, verschwinden.

Die Spannungen oder Krifte, die sich durch eine Verformung aufbauen sind materialabhéngig. Jedes
Material wird durch eine konstitutive Beziehung o;; = 0;;(u;;) charakterisiert. Das einfachste
Materialmodell ist isotrope lineare Elastizitit, bei der das Material durch nur zwei elastische
Konstanten, den Young-Modul E (siche auch ) und die Poisson-Zahl v beschrieben wird.
Die konstitutive Beziehung und ihre Umkehrung lauten dann

E v
7ij = 15, (Wi + -9, 2yull5ij
1
uij = E ((1 + V)O'ij — VUH(SZ']') .

In unserer Stab-Geometrie gilt

1
Uzz TVzz
E7
v (5.6.9)
Uyy = Ugy = —7022- -0.
w = B’

Diese einfachen Beziehungen fiir die Geometrie eines Stabes unter Dehnung oder Kompression
motivieren genau die Definition des Young-Moduls E als Dehnungsmodul (siehe auch das anféngliche
Beispiel (1.1.3)) und der Poisson-Zahl v als Querkontraktionszahl.

Spannungs- und Verzerrungstensor bestimmen die elastische Energiedichte des Materials

1
ca=g Z — (5.6.10)
i,j

In unserem Fall ergibt sich mit (5.6.6) und (5.6.9)

1 1 _y?
0 =-Fu’ =-FL
el = gt T 9 R
Die Gesamt-Biegeenergie lédsst sich als Integral entlang des Stabes und iiber die Querschnittsfliche
berechnen

11 1,
Eel —/dsiEIRT(S) = /dsiEIC (S) (5611)

. runder Querschnitt 77
mit [ = / dfy? = —a*
Querschnitt 4

Wir finden also wieder genau die Biegeenergie in der Form (5.6.4]) mit einer Biegesteifigkeit

| k=El~Ed* | (5.6.12)

die vom Young-Modul des Materials und der vierten Potenz des Radius a abhéngt.

Als Beispiel betrachten wir das relativ steife Biopolymer F-Aktin des Zytoskeletts, siche Abb. 5.5
Experimentell wurden (durch Einzelpolymer-Zugexperimente bzw. durch Elektronen-Mikroskopie)

N
E~2-10°— =2GPa
m
a~25-30A ~3nm

gemessen. Wenn sich auch ein solches Polymer als elastischer Stab beschreiben lisst, erwarten wir

nach (5.6.12))

1kpT~4.10721J
~Y

Kk~ Ea* ~160-107%7 Jm 4.10"%k5T
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und damit eine Persistenzlinge (siehe (5.3.4))

KR
L,=-——~40 5.6.13

Gemessen (aus Formfluktuationen des Polymers bestimmt) wurden tatsdchlich L, ~ 15 pum, was
in der gleichen Groflenordnung liegt und zeigt, dass die Modellierung solcher steifen Polymere als
mechanische Stabe relativ gut funktioniert. Auch andere semifleixble Polymere folgen der Beziehung

K o a*, siche Abb.

10* T
10° - .

g 102
= 10!
~

T
ay
SN
)

l

L [ ]
100 @ -
10~1 " e DNA .

1 10
Durchmesser L;[nm]

Abbildung 5.19: Persistenzlédnge L, = £/kpT und Durchmesser L; = 2a fiir verschiedene semiflexi-
ble Polymere (doppelt logarithmisch) wie Kohlenstoff-Nanorshrchen (CNT), DNA,
F-Aktin, Mikrotubuli (MT) oder HbS (Filament von Sichelzellen-Hémoglobin). Die
Polymere folgen in guter Néherung L, oc L3, siche Gl. (5.6.12). (Quelle: Disserta-
tion Tobias Kampmann).

Die starke Abhiingigkeit & oc a* zeigt auch, dass nur relativ groie und dicke Polymere eine nicht zu
vernachliissigende Biegesteifigkeit haben werden. Daher sind semiflexible Biopolymere wie F-Aktin
auch oft relativ groB, wihrend typische synthetische Polymere wie PE nur A dick sind und deshalb
als flexibel mit zu vernachlissigender Biegesteifigkeit anzusehen sind und durch die molekularen
Kettenmodelle aus Kapitel besser beschrieben werden.

5.6.2 Thermische Fluktuationen

Wir wollen nun thermische Formfluktuationen eines semiflexiblen Polymers mit dem Hamiltonian

(5.6.1),
Lok
'HWLC:/ ds— (Dst)?
O 2
untersuchen. Zum einen wollen wir die Bedeutung der Persistenzlinge L, = k/kpT (siehe Gl
(5.3.4)) fiir Formfluktuationen eines semiflexiblen Polymers besser verstehen. Umgekehrt ist das
theoretische Verstdndnis der thermischen Formfluktuationen z.B. fiir F-Aktin oder Mikrotubuli

wichtig, um die Persistenzlinge und damit auch x aus der quantitativen Beobachtung und Analyse
der Fluktuationen einzelner Polymere experimentell zu bestimmen (siehe z.B. [6} |7]).

In Zustandssumme und thermischen Mittelwerten miissen wir iiber alle Tangentenvektor-Konfigu-
rationen t(s) absummieren, allerdings unter der lokalen Nebenbedingung |t(s)| = 1,

ZwLc = /ﬂ Df(s)e—HWLc[F(S)J/kBT
[t(s)]=1

Ware die lokale Nebenbedingung abwesend, wire das Problem elementar losbar, da dann nur Gau$-
sche Integrationen (Hwrc ist quadratisch in den ¢(s)) auszufithren wiren. Die lokale Nebenbedin-
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gung fiihrt allerdings eine Nichtlinearitét in das Problem einE| die technisch schwierig zu handhaben
ist.

Trotzdem existiert fiir die Tangentenkorrelationen ein exaktes Ergebnis (das wir zumindest in
d = 2 unten auch herleiten werden):

(t(s) - (")) = exp <—|s — 4§ d2zp1> (5.6.14)

mit der Persistenzlinge (fiir d = 3, siehe Gl (5.3.4)))

K
S 6.1
T (5.6.15)

Ly

Das Ergebnis zeigt, dass die Tangentenkorrelationen (5.6.14)) auf einer Lénge 2L,/(d — 1) ~ L,
zerfallen. Daher erscheint ein semiflexibles Polymer iiber Lingen As < L, gerade und wir kénnen
zwei Regimes unterscheiden, siche Abb.

e Fiir As < L < L, kann das semiflexible Polymer als ein thermisch fluktuierender Stab ange-
sehen werden. Fiir As < L, erscheint der Stab starr. Dies ist das semiflexible Regime.

e Fiir As > L, verhdlt sich das Polymer effektiv wie eine ideale Kette, da die Tangenten
unkorreliert sind wie z.B. bei einer FJC. Dies ist das flexible Regime.

Man bezeichnet oft Polymere als semiflexibel, die L < L,, erfiillen. Solange man an den physikali-
schen Eigenschaften eines gentigend kurzen Polymersegments der Linge As < L, interessiert ist,
wird man aber auch immer semiflexibles Verhalten sehen, obwohl vielleicht die Gesamtldnge L > L,
ist. Typische Beispiele semiflexibler Polymere sind DNA mit einer Persistenzlinge L, 2 50nm
(abhéngig von den elektrischen Ladungen und der Salzkonzentration), F-Aktin mit L, ~ 15pum
oder Mikrotubuli mit L, ~ 5mm, siche Tabelle

Nl

£> Ly {~ L, (< Ly
flexible semiflexible rigid

Abbildung 5.20: Auf Skalen ¢ >> L,, erscheint ein semiflexibles Polymer wie eine ideale Kette, auf
Skalen ¢ ~ L, wie ein thermische stark fluktuierender Stab, auf Skalen ¢ < L, wie
ein starrer Stab.

Aus dem Ergebnis fiir die Tangentenkorrelationen (5.6.14]) kénnen wir sofort den mittleren qua-
dratischen End-zu-End Abstand durch zweifache Integration berechnen (siche auch Aufgabe
2b):

(R*) = [ ds | ds'(t(s)-#(s")).
0 0

4Die Situation ist analog zum nichtlinearen o-Modell. Die WLC in d Dimensionen entspricht einem eindimensionalen
nichtlinearem o-Modell mit n = d Spin-Komponenten.
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In d = 3 erhalten wir

(R?) = 2L, L — 212 (1 - e*L/Lv) (5.6.16)

mit den 2 Grenzfillen
(R?) ~ L<L,: L* starrer Stab
1 L> L,: 2L,L ideale Kette

Dies ist ein wichtiges Ergebnis, da wir wieder sehen, dass sich auf grofien Skalen L > L, ideales
Verhalten einstellt, wéhrend fiir L < L, die Biegesteifigkeit dominiert und die Fluktuationen stark
modifiziert.

Fiir L > L, kénnen wir nun auch eine effektive Kuhn-Kette definieren iiber und ,
L=N'V und (R* = N'b?,
und erhalten eine effektive Bondlinge von
v =2L, (5.6.17)

die durch die zweifache Persistenzléinge gegeben ist. D.h. ein langes semiflexibles Polymer L > L,
zerfillt in effektive Segmente der Lénge b’ = 2L,, die untereinander unkorreliert sind.

Wir wollen nun die Tangentenkorrelationen (5.6.14))

fir d = 2 Raumdimensionen explizit berechnen. In
d = 2 Raumdimensionen kénnen wir die technische Schwie- _ o)
rigkeit der lokalen Nebenbedingung |t(s)| = 1 leicht expli- e ’\ s
zit auflésen, indem wir zu einer Parametrisierung von #(s) . -
durch einen Polarwinkel ¢(s) iibergehen: / \
Rt \\\
=\ (cosp(s)
ts) = <Sin cp(s))
Dann wird aus dem WLC-Hamiltonian (5.6.1)),
Eog Lok
Hwre = / ds5 (0,1)? = / s (Dsp)? (5.6.18)
0 0

Nun integrieren wir in der Zustandssumme und thermischen Mittelwerten iiber alle Winkel-Konfi-
gurationen ¢(s) ab (ohne constraints),

und die lokale Nebenbedingung |£(s)| = 1 ist immer erfiillt.
Wir wollen nun

(t(s) - #(s")) = {cos(io(s) — ¢(5)))

berechnen. Da der Hamiltonian Hwrc[¢(s)] quadratisch in allen ¢(s) ist, sind alle ¢(s) GauBlverteilt.
Damit ist auch die Linearkombination ¢(s) — ¢(s’) GauBverteilt. Fiir eine GauBiverteilte Grofie x
mit p(z) = (vV2mo) L exp(—2%/20?) (also (z2) = 02) gibt es ein wichtiges Theorem:

(%) = e3%”(*") (5.6.20)

Diese Theorem ist dquivalent zu der Feststellung, dass fiir eine Gaufiverteilung nur die ersten beiden
Kumulanten nicht verschwinden, siehe auch Kapitel 2.3.1] Wir kénnen das Theorem leicht durch
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quadratische Ergéinzung im Exponenten zeigen:

2ro

- / dpe~ b (=00t 1o
2mo
1.2 2 1.2 2

— 2% 0 _ega('p>

Damit wird

Daraus folgt dann

-, -,

({ls) - {s')) = {cos(ip(s) — (")) = e H4el)=os0)) (5.6.21)
Es bleibt also die Berechnung der quadratischen Winkel-Korrelationen im Exponenten,

((p(s) = 0(s)%) = 2({¢*(5)) — ((5)2(5")))
mit dem Hamiltonian ([5.6.18))

(e(s)p(s")) =

/ D(s) p(s)p(s' e Hwrele()]/ksT
ZwLc

Das Problem bei der Ausfiihrung diese Gauflintegrals ist der (9s¢)?-Term in Hwrc, der o(s) und
(s + ds), also verschiedene s koppelt. Dadurch kann nicht unabhéngig iiber alle ¢(s) abintegriert
werden. Diese Problem wird geltst durch Einfithrung von Normalmoden durch Fouriertrans-
formation

1 5 ias . 27
=7 Z ?(q)e'?® aufse€[0,L] mit ¢= T ne z (5.6.22)
Fiir reelles o(s) gilt
¢(—q) = ¢"(q) (5.6.23)
fiir die komplexe Fouriertransformierte ¢(g). Die Riicktransformation zu (5.6.22)) ist
L .
&(q) :/ dsp(s)e . (5.6.24)
0
AuBlerdem gilt
L
/0 dse'’® = Légo und I ge“}é = 4(s). (5.6.25)
Damit wird der Hamiltonian (5.6.18)) zu
L
K G625 1 S~
Hwio = [ ds3(0.07 BB LY Ea(ae(-a)
0
Go23) 1 K -.6.2 1 - .
= 72 _oCe@I "= 1) ke [Re’G(q) + Tm?3(q)]

q>0

Nun entkoppeln alle auftretenden Moden Re@(q) und Im@(q) (fiir ¢ > 0, damit auch keine “ver-
steckte” Kopplung iiber (5.6.23)). Daher wird die Berechnung einer Korrelation (@(g)@(¢')) nun
einfach:

(@(a)@(d) ZWLC <H / dRe@(q / dIm@(q)) Ha)@(q) [ e mor tro’ R e@+im*e(a)

q>0
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Nach dieser Entkopplung konnen wir die Rechnung auf “normale” (eindimensionale) Gauflintegra-
tionen reduzieren (Aquipartitionstheorem) und finden

und damit
(P@)P(¢) = (Reg(a) + Tmp(q)) (Rep(d)) + imp(a) = “2f Lojeyo | (5626)
S
=G(qg)

Damit kénnen wir nun die Winkel-Korrelationen {((s)—¢(s’))?) durch Fourier-Riicktransformation
berechnen:

((9(s) — p(s))?) = Li Z Z«a(q)@(q’» (e = o) (e — i)
% Z G(q)2 (1 —cos(q(s —s")))

T
Ly [ daks 2(1—cos(g(s — "))

21 kq?

Die letzte Integration ist nicht ganz elementar, l4sst sich aber nachschlagen oder in der komplexen
Ebene durchfithren (nach ¢?> — ¢ + &2 im Nenner und € — 0 nach der Integration). Schlieflich
finden wir

kgT s—¢
(o) — o)) = £ g gy = =5 (5.6.27)
K L,
Einsetzen in ([5.6.21]) ergibt dann die gesuchte Tangentenkorrelation
- - kT
(t(s) - t(s")) = exp (— 5;5 |s — S/) (5.6.28)

in Ubereinstimmung mit Gl. (5.6.14) fiir d = 2. Wir haben hier im Prinzip die einfachste feldtheo-
retische Rechnung durchgefiihrt, ndmlich de Berechnung einer Korrelationsfunktion (¢(s)¢(s)) fiir
eine quadratische (Gaufische) Feldtheorie, also einen quadratischen Hamiltonian.

Thermische Fluktuationen semiflexibler Polymere sind z.B. an Aktinfilamenten direkt beobacht-
bar, sieche Abb. Tangentenkorrelationen kénnen dann durch Analyse und Mittelung iiber viele
Bilder von Aktinfilamenten experimentell direkt bestimmt werden, wobei der exponentielle Ab-
fall von Tangentenkorrelationen verifiziert wurde. Die Persistenzldnge kann dann aus Fits
des exponentiellen Tangentenkorrelationszerfalls experimentell bestimmt werden (siehe z.B. [6, 7]).
Ebenso ist es auch moglich, aus experimentellen Bildern von Filamenten die thermischen Mittel-
werte der Fourierkoeffizienten ¢(¢ = 27n/L) direkt zu bestimmen und durch Fits an die
Persistenzlénge zu bestimmen [8]. Bei beiden Verfahren muss man Fehler auf Grund der Bildanalyse
beriicksichtigen.
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Abbildung 5.21: Thermische Formfluktuationen von Aktinfilamenten in geraden und gebogenen
Mikrokaniilen (Balken = 10 pm) H

5.7 Einzelketten unter Kraft

Wir diskutieren die theoretische Beschreibung von Zugexperimen-
ten an einzelnen Polymeren (Kraftspektroskopie) und berechnen Kraft-
Auslenkungsrelationen fiir die FJC und die WLC. Ideale Kettenmodelle zeigen
fiir kleine Kréfte universell lineare Kraft-Auslekungsrelationen, die durch die
entropische Federelastizitét beschrieben werden kénnen. Fiir grofe Kréfte bei
starker Streckung wird die Kraft-Auslenkungsrelation modellspezifisch.

In Kapitel haben wir anhand der FJC gezeigt, dass ideale Ketten entropische Federn sind. Fiir
die freie Energie idealer Ketten gilt allgemein

2
F(R) = —kpTm 2(F) B2 51, N) + kBTgéT).
Dies fiihrt auf die lineare Kraft-Auslenkungsrelation
> = d = ~ dkpT
=VzF =kpT—-R=kR mit k= 5.7.1
f VR B <R2> mi <R2> ( )

die analog zu fiir die FJC fiir alle idealen Ketten gilt, allerdings nur fiir kleine Kréfte und im
Limes N — oo langer Polymere, was die Voraussetzungen fiir den zentralen Grenzwertsatz waren.
Diesen haben wir benutzt, um in die Gaufiverteilung des End-zu-End Abstands und daraus
die freie Energie der entropischen Feder herzuleiten. Wir hatten aber dort schon festgestellt, dass
die Herleitung zusammenbricht bei starker Streckung R ~ Nb. Fiir starke Krifte wird das Ergebnis
modellspezifisch. Wir werden im Folgenden nochmal die FJC unter Kraft (Ubung 1) und die WLC
unter Kraft betrachten.

Die Dehnung eines einzelnen Polymers ldsst sich in Einzelpolymerexperimenten, wo Zugkrifte durch
AFM, optische Pinzetten oder magnetische Kugeln erzeugt werden kénnen, untersuchen. Man kann
mit Hilfe der Kraft-Auslenkungsrelationen z.B. Kontourlédngen und Biegesteifigkeiten eines Polymers
bestimmen. Dies wird auch als Kraftspektroskopie bezeichnet.

5.7.1 Kraft-Auslenkungsrelation der FJC
Wir wenden eine Kraft F' auf den Endpunkt eine FJC an, das andere Ende ist fixiert, siehe Abb.

Wegen Kraft=Gegenkraft an der Fixierung, ist die Situation, in der mit einer entgegengesetzten
Kraft am anderen FEnde gezogen wird, dquivalent.
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Abbildung 5.22: FJC unter Kraft.

Wir betrachten die FJC in d = 3 Raumdimensionen und wéhlen das Koordinatensystem so, dass F
in z-Richtung zeigt. Das fixierte Ende liegt im Ursprung und der Endpunkt bei R = ZnN:1 b,,. Wir
parametrisieren Bond n in Kugelkoordinaten durch die Winkel (6,,, ¢,,):

sin 0, cos ¢y,
b, =b| sin#, singp,
cos 6,

Ohne Kraft ist die FJC rein entropisch. Wird eine Kraft angelegt, gibt es eine Streckenergie

N N
Hp=—F R=— Zﬁ bn = Fbcosf,. (5.7.2)

Formal ist dieser Hamiltonian &quivalent zu N unabhéngigen klassischen Spins b in einem Magnet-
feld F'. Einige Details der folgenden Rechnungen sind in Ubung 1 nachzuvollziehen.

Wir berechnen die Zustandssurr.l’me im (F, N,T)-Ensemble, indem wir iiber alle moglichen Bond-
richtungen abintegrieren (siehe Ubung 1):

27 N
Z(F,N,T) (H/ d@/ do; sm9> —Hr/kpT (27r/ d(cosa)ek?;’%w“))

T Fb \V
:(ngb sinthbT> . (5.7.3)

Wir sehen, dass Z faktorisiert, weil die N Bonds effektiv unabhéngig sind, da die Kraft durch die
Kette propagiert, und damit jeder Bond die gleiche Kraft “spiirt”. Das zugehorige thermodynami-
sche Potential im (F, N, T)-Ensemble ist

kT Fb
F,N,T)=—kpTInZ(N,F,T) = —-NkpT1 —— sinh ——
G(F,N,T) kgTInZ(N,F,T) kg n< L= sin kBT>

Die mitlere Auslenkung in Kraftrichtung (zx — zo) erhalten wir als partielle Ableitung nach F' (siehe
Ubung 1),
oG

— 7.4
9| (5:7.4)

(2N — 20) = —

sie ist also die zur Kraft F' thermodynamisch konjugierte Grofle. Dies ergibt die Kraft-Aus-
lenkungsrelation der FJC

(zy — 20) = bNO, {ln (1 sinhx)} =bNL(Fb/kpT), (5.7.5)
x 2=Fb/kpT
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schwache starke
Streckung Streckung

Abbildung 5.23: Kraft-Auslenkungsrelation der FJC.

wobei 1 )
L(x) = - —. (5.7.6)

~ tanhz
die Langevin-Funktion ist, siche Abb. [5.23] Wir sehen, dass die charakteristische Kraftskala hier
kgT/b ist. Dies ist dei Kraft, die benétigt wird, um einen Bond gegen thermische Fluktuationen
auszurichten.

Bei schwacher Streckung fiir F < kpT/b bekommen wir fiir die mittlere Auslenkung in Kraftrich-
tung z = (2§ — 20) die lineare Beziehung fiir eine entropische Feder
1 Fb R? F
s 1 Fb (R

Nb  3ksT  3kgT k' (57.7)

Die lineare Kraft-Auslenkungsrelation und die Federkonstante k& stimmen mit dem Ergebnis (5.7.1])
iiberein, das fiir jede ideale Kette als entropische Feder gelten sollte.

Bei starker Streckung fiir F' > kpT'/b saturiert die Auslenkung

z kBT
— =~ 1l-—. 7.
Nb Fb (57.8)
Die F~1-Sittigung der Auslenkung lisst sich nicht durch die entropische Feder beschreiben und ist
spezifisch fiir das FJC-Modell.

Wir kénnen beide Ergebnisse in einer Interpolationsformel kombinieren (siehe Ubung 1):
Fb 1
=Lt (i) o 22 1 (5.7.9)

keT L —= 'L

die eine gute Néherung fiir alle z darstellt.

5.7.2 Kraft-Auslenkungsrelation der WLC

Nun betrachten wir die gleiche Situation fiir eine kontinuierliche WLC. Hier tritt dann zusétzlich
zur Biegeenergie Hwr,c aus |D eine Zugenergie —F - R = —F - (F(L) — 7(0)) = fOL dsF -#(s) auf,
so dass die WLC unter Kraft eine Gesamtenergie

L L
sz/ dsg(aj)?—/ dsF - i(s) (5.7.10)
0 0
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hat. Die zu berechnende Zustandssumme im (F, L, T')-Ensemble ist

Z(F,L,T) = / Dil(s)e Hrlio)/ksT
|#(s)|=1

und wegen der lokalen Nebenbedingung |£(s)| = 1 sind analytische Rechnungen wieder schwierig.
Daher sind explizite Rechnungen nur noch getrennt fiir schwache und starke Streckung moglich.
Auch dieser Hamiltonian kann magnetisch interpretiert werden. Er ist formal dquivalent zu klassi-
schen Einheitsspins f(s) mit einer Austauschkopplung x in einem Magnetfeld F.

Fiir L > L, = x/kpT ist die WLC eine ideale Kette mit (£2) = 2L,L — 2L2 (1 — e 2/tv) ~ 2LL,
nach ([5.6.16)). Bei schwacher Streckung verhélt sich deshalb auch die WLC als entropische Feder,
und es gilt nach (5.7.1))

<R2> 2LL,
= L) — ~ F ~F 711
2= (L)~ 2(0)) ~ Py ~ Fol2 (5.7.11)
oder
FL, Fr 3z
kgT (kgT)? 2L (5.7.12)

Schwache Streckung z < L entspricht also kleinen Kraften F' <« kgT/L,. Die charakteristische
Kraftskala ist hier also kgT/L,, d.h. die Kraft, um einen Polymersegment von der Gréfle der
Persistenzlange gegen thermische Fluktuationen auszurichten.

Bei starker Streckung F > kpT/L, zeigt {(s) immer fast in z-Richtung und wir zerlegen #(s)
daher in Komponenten eine Komponente in z-Richtung und 2 senkrechte Komponenten,

t(s) = (fL(s),t=(s)) mit [£1(s)] < 1.
Wegen |i(s)] = 1 gilt
tes) = (1= BL(s)M? ~ 1 L7 (s)
(058)* = (Dst2)* + (D51 (5))* ~ (05t 1(5))* + O(F])
und damit
L K - - F
Hp ~ / ds <2(asu)2 + Qﬁ(s)) (5.7.13)
0
Die Zustandssumme berechnet sich als

Z(F.L,T) = /Dﬁ(s)e—%[ﬁ(sn/kﬂ

wobei es fiir das Feld ¢ 1 (s) keine Nebenbedingung mehr gibt. Wir suchen die mittlere Auslenkung
in Kraftrichtung
1

2= () -0 = | Cds(tu(s) ~ L (1-5tem).

Die Berechnung von
o 1 R .
<tl(3)2> = E /DtL(S)ﬁ(s)efyF[ti(s)]/kBT

erfolgt wie in Kapitel wieder iiber die Einfithrung von Normalmoden. durch Fouriertrans-
formation

- 1 5 ; 2
tL(S):z ti(q)e*® aufse|0,L] mitquﬂ-n7 neZz
q
- L
ti(q) = dst) (s)e "
0
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Unter Verwendung von fOLdseiqs = Ldg4,0 bekommen wir in Fourierdarstellung

Hp = 2 <Kq2 + Z;) PL(q) - 1(—q)

t(s) ree 1 F 5 1 2 ~ ~
1) eel I (;qZ + 2) it (q))* = I Z Z (kg® + F) [RGQMJ(Q) + ImQtL,i(Q)]
q ¢>0i=1

Damit sind die Moden Ret ;(g) und Im#, ;(q) fiir ¢ > 0 komplett entkoppelt, und die Rechnungen
reduzieren sich wieder auf entkoppelte eindimensionale Gauflintegrationen:

(tLilq)pri(d) ( /dReM /dIth ) t1i(q)pu,(q)x
q>0
11 o T 1 (Ra*HF) [(Ref's () +(ImE 1 ())°]

q>0

und

(Re,Imt 1 ;(q))(Re,Imt,1 ;(¢))) =0 fir ¢ # ¢
((Rety i(q))(Imt, ;(q))) =
((Ret1i(q))(Ret 1 j(q))) = <(1th i(@)(Imt 1 () =0 firi#j
; i __ —wirtegt+ryt _ kBT
(Re?t1 i(q)) = (Im?E, ;(¢q)) = =N / dt t?e TP - 5 (an+ 7
(Re’t1:(q)) = (Ref 1 i(g)Ret1 i(—q)), (Im*T1i(q)) = —(Imiy ;(q)Imé1 ;(—q))

Damit erhalten wir

(t1i(9)tL (")) = (RetLi(q) +ilmty ;(q))(Rety ;(¢') + ilmty ;(¢")) = Lb;jbq+q',0

Kq? +F
\H..’—/
=G(q)

(5.7.14)

Damit kénnen wir die Fluktuationen (£ (s)2) durch Fourier-Riicktransformation berechnen,

(trils)tgls LQZZL L (gt

L—><>o dq ]ﬂBT 1 kBT
) a_ o9 . —51 a
jLZG /27T/£q2—|—F N

Damit ergibt sich insgesamt bei starker Streckung
<F (s)2> kT <M> 1/2
1 T}F FLp ’

so dass in der Tat (f1(s)?) < 1 genau bei starker Streckung F > kpT/L, gilt, und unsere
Naherungen dort erfiillt sind. Bei starker Streckung saturiert die Auslenkung wieder,

2 1, kT kpT \'/?
Sl Z(ti(s))1 - =1-
L (N =25 <4FLp) ’

157



LI IIIIIII LI} IIIIIII LI | Illllll T TTnT

u-dashed: - gf® -
[ FJC ﬁt,// >

L=32.7um 1

o 1 1 lIlI!II 1 1 lIlllII L 1 Illld 1 LLLiliu
10! 102 108 104 10%
Force (N)

Abbildung 5.24: Kraft-Auslenkungsrelation fiir DNA aus 10, |11]. Im Experiment wurde A-Phagen
DNA der Lange L = 32.7pm mit magnetischen und hydrodynamischen Kriften ge-
streckt. Im blauen Bereich schwacher Streckung verhélt sich DNA wie eine entropi-
sche Feder. Bei grofieren Kriften gibt der WLC-Fit mit Hilfe der Marko-Siggia In-
terpolationsformel und mit einer Persistenzlinge von L, = 53.4pm (durch-
gezogene Linie) deutlich bessere Resultate als ein FJC-fit mit Formel (ge-
strichelte Linie).

allerdings mit einer F~1/2-Sittigung, spezifisch fiir das WLC-Modell ist. Dies kann auch als

FL,  Frx _ 1
kT — (kpT)2 ~ 4(1— )2

(5.7.15)

geschrieben werden und ist giiltig fiir 1 — z/L < 1. Die Resultate ((5.7.12) fiir schwache Streckung
und (|5.7.15) fiir starke Streckung kénnen wieder in eine Interpolationsformel kombiniert werden,
die von Marko und Siggia stammt [9]. Dafiir setzen wir an mit

FLy, _ ! +ai+b
kgT —41—-%)2 "L

was bei starker Streckung korrekt wird, und bestimmen a und b so, dass das Resultat (5.7.12)) auch
fiir kleine z < L wieder korrekt wird. Dies erfordert @ = 1 und b = —1/4 und wir erhalten

FL, _ 1
kT~ 41— %)

2 (5.7.16)

was eine gute Naherung fiir alle z darstellt.

Abbildungzeigt ein Einzelpolymerexperimente an DNA [|10}|11,/12]. Ein DNA-Strang definierter
(und bekannter) Lénge wird hier durch eine Kobination von magnetischen und hydrodynamischen
Kriften gestreckt. Die Analyse mit Hilfe der hergeileteten Kraft- Auslenkungsrelationen fiir FJC und
WLC zeigt, dass ein WLC-Modell eine signifikant bessere Beschreibung der experimentellen Kraft-
Auslenkungskurven liefert als ein FJC-Modell bei grofleren Kriften. Es lidsst sich eine Persistenzlédnge
von L, ~ 50nm bestimmen aus diesen Experimenten.
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5.9 Ubungen Kapitel @

1. Freely-Jointed Chain unter Kraft

Wir betrachten die FJC unter Kraft aus Kapitel

a) Zeigen Sie Formel fiir die Zustandssumme Z(F, N, T).
b) Zeigen Sie, dass die Dehnung in z-Richtung (Kraftrichtung) als

dnZ(F,N,T)

z=(zy — 20) = kT o9F

erhalten werden kann. Berechnen Sie z = z(F,N,T) und benutzen Sie dabei die Definition der
Langevin-Funktion (5.7.6)). Diese Funktion taucht auch bei der Berechnung der Magnetisierung als
Funktion des Magnetfeldes eines einzelnen klassischen Spins auf. Warum?

c) Diskutieren Sie die Grenzfé,l.le schwacher Dehnung F' — 0 und starker Dehnung F' — oo, ins-
besondere im Hinblick auf die Ubereinstimmung mit Gl. (5.2.14) fiir die entropische Feder. Zeigen
Sie

Fb z

—— ~ 3— fi L
T 3L ir (z2) <

Fb 1 z

— = fir 1—— 1
ko T 1_% ur I3 <

Bestimmen Sie die Interpolationsformel (5.7.9), indem Sie mit

LS
kT 1-2 L

ansetzen und a und b so bestimmen, dass das Resultat fiir kleine z <« L wieder korrekt wird.
Vergleichen Sie mit dem exakten Ergebnis aus Teil b) in einem Plot.

2. End-zu-End Abstand und Gyrationsradius

Betrachten Sie ein Polymer aus N + 1 Atomen (Beads) an Positionen A, mit n = 0,...,N. Die
Summe R = 25:1 b; iiber die Bondvektoren b, = A, — A,_1 mit |b,| = b fiir alle n bezeichnet
man als End-zu-End Abstand. Der Mittelwert (R2) = (R2) ist ein Ma$ fiir die Ausdehnung des

Polymers. Im Folgenden wollen wir (R?) fiir die Freely Rotating Chain (FRC) und die Worm-like
chain (WLC) berechnen.

a) In einer FRC sind die Winkel 6 = i 'Fn+1 mit £, = l_;n / |5n| zwischen benachbarten Bondvektoren
identisch, allerdings kann der Torsionswinkel ¢ beliebig aus [0, 27) gewéhlt werden. Berechnen Sie

explizit
N N
<R2> = Z Z<bn “bi)
n=1m=1

ohne Niherung, d.h. mit endlichen geometrischen Reihen (im Gegensatz zu (5.3.5) fiir die FRC und
(5.3.6) fiir die WLC).

b) Berechnen Sie den mittleren quadratischen End-zu-End Abstand (R?) als Funktion der Persis-
tenzldnge L, fiir die WLC, siehe (5.6.16). Fiir die Bondkorrelation verwenden Sie die allgemeine

Form (by, - by,) = b2 exp(—b|n — m|/L,) mit L, = x/kpT. Fithren Sie Ihre Rechnung im kontinuier-

lichen Limes

N L
b%/ ds...
1 O

n=

160



mit dem Bogenelement ds durch und néhern Sie Ihr Ergebnis fiir die beiden Falle L > L, sowie
L < Ly.

c) Ein weiteres Ma8 fiir die Ausdehnung des Polymers ist der sogenannte Gyrationsradius R,,
der durch

N N
= 1 . 1 Lo
R2:7§ An—Rcm2:7§ § A, —A,)? 5.9.1
9 N+1n:( ) 2(N+1)2n:0m:0( ) ( )

definiert ist, wobei Rem = ﬁ Zf\io A; der Schwerpunkt des Polymers ist. Zeigen Sie, dass die bei-
den Definitionen in (5.9.1)) &quivalent sind. Berechnen Sie den Gyrationsradius einer Freely Jointed
Chain.

d) Berechnen Sie nun den quadratischen Gyrationsradius eines geschlossenen Polymerrings, den
Sie dafiir zweckméfig in zwei Teilstiicke unterteilen. Sie kénnen den Ring, aber auch beliebige
Teilstiicke, als ideal annehmen, so dass die Vektoren 7 — 7 (siche Abbildung) einer Gaufiverteilung
geniigen (siehe Vorlesung). Rechnen Sie auch hier wieder im kontinuierlichen Limes bzw. iiberfithren
Sie die auftretenden Summen in Integrale. Wie héangt Ihr Ergebnis mit dem Ergebnis R2 Nb?/6
eines nicht geschlossenen Polymers zusammen? Wie kénnte man das interpretieren?

Abbildung 5.25: Geschlossener Polymerring mit zwei Zwischenpunkten 7 und 7' und zwei entspre-
chenden Segmenten mit den Léngen nb und (N — n)b.

3. Eingeschrinkte ideale Ketten

Wir betrachten wie in Kapitel (5.5)) eine Gaufische ideale Kette in externen Potentialen. Die elnge—
schrinkte Zustandssumme G (R ) einer solchen Kette der Lange L und mit End-zu- End Vektor R
in einem Potential V(R) pro Polymerliange ldsst sich durch die Differentialgleichung (|5 ,

. b=, . .
ILGL(R) = <2dvg - BV(R)) GL(R)
ausdriicken.

a) Berechnen Sie die freie Energie und die Segmentverteilung einer solchen Kette im thermodyna-
mischen Limes L — oo in einem harmonischen Potential V(R) = %kR?

b) Nun betrachten wir stiickweise lineare Potentiale

Vi(R) = az|

. ar x>0
Vao(R) = ,
2(F) {oo x <0

die beide nur von der z-Koordinate abhéingen. Berechnen Sie auch hier die freie Energie und die Seg-
mentverteilung im thermodynamischen Limes. Beachten Sie fiir V; die Symmetrie/Antisymmetrie
Threr Losung und fordern Sie geeignete Randbedingungen bei x = 0 fiir beide Potentiale.

Hilfreich koénnte die Airy-Gleichung 0%t — u) = 0 mit den Losungen ¢ = Ai(u) und Bi(u) sein
(nur Ai(u) verschwindet im Unendlichen exponentiell). Die erste Nullstelle von Ai(u) ist durch
up = —2.338 gegeben, die erste Nullstelle von Ai’(v) durch vy = —1.019.
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6 Differentialgeometrie von Fldachen

Literatur zu diesem Teil: Differentialgeometrie aus [1, 2, 3], Elastizitéitstheorie aus [4].

Die Differentialgeometrie von Fléchen ist notwendig, um Kontinuumsmodelle fiir wichtige zweidi-
mensionale physikalische Systeme wie diinne elastische Schalen, fliissige Grenzflichen und Lipid-
Membranen formulieren zu kénnen.

Wir betrachten regulire Fléichen, die im E? eingebettet sind, also dem R® ausgestattet mit einem
Skalarprodukt, um Langen und Winkel im einbettenden Raum zu messen. Mathematisch wird eine
Flidche durch ihre Parametrisierung zuginglich, d.h. eine differenzierbare Abbildung

‘ (u,v) — 7(u,v) € R? ‘ (6.0.1)

wo (u,v) € U C R? die Parameter zur Beschreibung der Fliche sind. Bei einer reguliiren Fliche
ist die Abbildung (6.0.1) lokal invertierbar.

Oft werden die iiblichen angepassten Koordinaten zur Parametrisierung gekriimmter Flachen ver-
wendet, also Kugelkoordinaten um “runde” Fliachen zu parametrisieren oder Zylinderkoordinaten fiir
“zylinderartige” Fldchen. Ein anderes wichtiges Beispiel zu Beschreibung von schwach gekriimmten
Flachen ist die sogenannte Monge-Parametrisierung.

Die schwach gekriimmte Fldche wird dabei {iber einer

)—;- /;( 5) planaren Referenzfliche mit kartesischen Koordinaten
o f/, s (z,y) durch ein Hohenfeld z(z,y) parametrisiert:
x
L /,/7) ™(x,y) = y (6.0.2)
z(z,y)

Oft werden Fliachen auch implizit definiert iiber
F(F) = F(z,y,2z) =0 (6.0.3)

als Nullstellen einer diff’baren Funktion F : R® — R, z.B. eine Kugel mit Radius R durch z2 + 32 +
22— R?=0.

6.1 Tangentenvektoren und Normalenvektor

Wir kénnen fiir jede parametrisierte Fliche (wegen Differenzierbarkeit) zwei Tangentenvektoren
definieren,

L

01
0o
die in Richtung der zwei Koordinatenlinien zeigen. In einem beliebigen Punkt #(ug,vo) auf der
Fléche spannen 7, (ug, vo) und 7, (ug, vo) dann den lokalen Tangentialraum T, .,y auf (weil Fliche

reguliir, sollten die Tangentenvektoren linear unabhéngig sein). Senkrecht dazu steht der Einheits-
Normalenvektor

=
1]

d
7

!
If
If

<

Ou
Oy

u
v

7 (6.1.1)

Ty X Ty

(6.1.2)

i

[P X 7yl
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fiir dessen Definition wir hier das im einbettenden Raum R3 Kreuzprodukt verwendet habenE Das
Kreuzprodukt beruht auf dem Orthogonalitéitsbegriff (finde zu zwei linear unabhéingigen Vektoren
einen dritten orthogonalen) und damit letzendlich auf dem Skalarprodukt des R3. Der Begriff einer
Flichennormalen macht also nur bei Einbettung der Fliche in den R® Sinn.

6.2 Erste Fundamentalform, Metrik

Der metrische Tensor g;; enthélt die Koeffizienten der ersten Fundamentalform
und dient dazu, Ldngen, Winkel und Flidcheninhalt zu messen.

Langen, Winkel und Fldcheninhalte werden mit Hilfe der ersten Fundamentalform oder Metrik
gemessen, die mathematisch eine bilineare Form (Skalarprodukt) auf dem Tangentialraum ist, das
dort Léngen und Winkel misst mit Hilfe des im R® definierten Standard-Skalarproduktes. In Koor-
dinatendarstellung ist sie ein Tensor 2. Stufe (also eine Matrix mit entsprechendem Transformati-
onsverhalten beim Wechsel des Koordinatessystems, d.h. bei Umparametrisierung), der metrische
Tensor

9ij = 0iT - 057" = <1€ g) (6.2.1)

mit dem Inversen [

wobei

g=detg; = EF — F?

die Determinante ist.
Einige Bemerkungen zum Metrikbegriff:
e Wir haben in (6.2.1)) die Metrik iiber das R3-Skalarprodukt der Tangentenvektoren eingefiihrt.

e Der allgemeinere Begriff der Riemannschen Metrik g¢;;(u,v) fordert, dass in jedem Punkt
7(u,v) eine Metrik existiert mit allen Eigenschaften eines Skalarproduktes (bilinear, sym-
metrisch, positiv definit). Dieser Metrikbegriff ist in der allgemeinen Relativitit wichtig: dort
wird in der 4-dim. Raumzeit die Metrik durch die Massenverteilung an jedem Punkt bestimmt
(und nicht durch eine Einbettung in einen hther-dimensionalen Raum).

e Die Metrik ist also eine “innere” Eigenschaft der Fliche, die nicht notwendigerweise mit der
Einbettung zusammenhéngt. Entsprechend bezeichnet man die geometrischen Eigenschaften,
die nur mit der Metrik zusammenhéngen auch als “innere Geometrie” der Fléche.

1 Wir haben auBlerdem angenommen, dass die Fliche orientierbar ist, also ein wohldefiniertes “aufien” und “innen”
besitzt. In eine dieser Richtungen zeigt der Normalenvektor.

2 Wenn man Heben und Senken der Indizes mit Hilfe der Metrik wie in der speziellen Relativitiit einfiihrt, gilt
zwangslaufig (¢71);; = g/ oder g;;¢’F = 6¥ (mit Einstein-Summenkonvention).
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6.2.1 Lange

Mit der Metrik kénnen Lingen auf der Fliche gemessen werden. Die Linge einer Kurve ¢(t) =
(Fov)(t) auf der Fliche, die mit v : ¢ — (u,v) in der Parameterebene der Fliche parametrisiert ist,

L= /dt|é| = /dtHlalF—F A9 O]
.9 Lo .on1/2
= / dt (BY] + 2F 2 + G43)
= / dt ("yigij"yj)l/ 2 (mit Einstein-Summenkonvention),
ist durch die Angabe der Metrik und der Parametrisierung (¢) bestimmt. Bei Umparametrisierung

der Fliche und entsprechender Umparametrisierung von ~y(¢) bleibt die Linge der Kurve invariant
und ist damit eine geometrische Eigenschaft der Kurve.

6.2.2 Flacheninhalt

Fliachen werden iiber das Flachenelement

| dA= |7 x 7 |dudv = \/gdudv | (6.2.2)

gemessen, das invariant unter Umparametrisierung der Flache. Damit ist auch der Flacheninhalt

A= /dudv|7:’u X | = /dudv\/§ (6.2.3)

durch Angabe der Metrik bestimmt und invariant unter Umparametrisierung und beschreibt damit
eine geometrische Eigenschaft der Fliche.

Ala Beispiel betrachten wir die in Kugelkoordinaten parametrisierte Kugeloberfliche

sin € cos ¢
7(0,¢) = R | sinfsin ¢
cosf
mit Tangentenvektoren
cos 6 cos ¢ —sin ¢
Op7 =R | cosOsing | = Rey, 0y = Rsinf | cos¢ | = Rsinfey.
—sin6 0

Damit ergibt sich die Metrik
R? 0 . .
9= ( 0 RZ%sin® 9) » V9= R?|sin 6] = |07 x Do
und der Fliacheninhalt

T 27
A:/ de/ dpR? sin§ = 4w R.
0 0

6.3 Zweite Fundamentalform, Kriimmung

Der Kriimmungstensor h;; enthélt die Koeflizienten zweite Fundamentalform
misst die Kriimmung der Fldche im einbettenden Raum. Wir definieren mittlere
und Gaufische Kriimmung der Fléiche.
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Die zweite Fundamentalform beschreibt, wie sich die Tangentialebene bzw. der Normalenvek-
tor entlang der Fliche dndert. Die zweite Fundamentalform ist mathematisch eine bilineare Form
(Skalarprodukt) auf dem Tangentialraum. Thre Koeffizienten sind der Kriimmungstensor E|

hij = — 07 057 L i 9,0, = (L M) (6.3.1)

Alternativ kénnen wir von der Relation 7?2 = 1 ausgehen, die (nach Anwendung von 9; auf beiden
Seiten) auf
oim-n =0,

fithrt, also liegen die Ableitungen 9;7 im Tangentialraum, und wir kénnen sie als Lineakombinatio-
nen der 9;7 schreiben. Die entsprechenden Koeffizienten bilden die Weingarten-Matrix a?:

Ot = al 0,7 (6.3.2)

(wieder mit Einstein-Summenkonvention hier und im Folgenden). Dies sind die Weingarten-
Gleichungen. In Lehrbiichern [2] findet sich auch oft alternativ die Form 0;77 = a;;0;7 oder
eine Definition, die ein zusédtzliches negatives Vorzeichen enthélt [1), 0;7 = —[;;0;7 (mit einer
Weingarten-Matrix /;; = fag ). Die Weingarten-Matrix ag ist die Koordinatendarstellung der linea-
ren Weingarten-Abbildung A, die jedem Tangentialvektor ¢ die Richtungsableitung des Norma-
lenvektors in diese Richtung zuordnet, die auch im Tangentialraum liegt:

ATy = Tiuw) 1 £ — O,

Offensichtlich enthalten die Weingarten-Gleichungen (6.3.2)) mit der Weingarten-Matrix die gleiche
Information wie die zweite Fundamentalform (6.3.1). Die Beziehung zwischen beiden erhalten wir,
wenn wir (6.3.2)) in die Fundamentalform ([6.3.1)) einsetzen:

hij = —aign; = a] = —hyg" =—h],

af and h;; unterscheiden sich also nur durch ein Vorzeichen und das Heben eines Indexes. In Ma-
trixschreibweise gilt dann

IS}

[I=

g (6.3.3)

Explizit lautet die Weingarten-Matrix dann

i_ (L M\ (G -=F 1

“="\M N)\-F E)EG_F?
Wiéhrend die Metrik g;; im Tangentialraum die “innere Geometrie” einer Fléche beschreibt, be-
schreiben h;; oder a! die “4uBere Geometrie”: Um g;; zu bestimmen konnen Lingenmessungen auf

der Fliache durchgefithrt werden, um h;; zu bestimmen, muss die Anderung der Tangentialebenem
im dufleren, einbettenden R® bestimmt werden.

6.3.1 GauBsche und mittlere Krimmung

Mit Hilfe der Weingarten-Matrix a{ definieren wir die Kriimmung einer Fliche. Da die Kriimmung
eine geometrische Eigenschaft der Fliche sein soll, die nicht von ihrer Parametrisierung abhingt,

3 In der Definition von hij kann das Vorzeichen auch anders gewéhlt werden. Wir wéhlen das Vorzeichen wie in
der mathematischen Literatur iiblich, so dass Kriimmungen weg vom Normalenvektor als negativ geziahlt werden.
Daher wird die Kugel mit nach auflen gerichteter Normale spéter negative mittlere Kriitmmung haben. Dies ist
eine reine Konventionsfrage.
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kann ein Kriimmungsbegriff nur auf den Invarianten der Matrix a{ beruhen. Jede 2x2 Matrix hat 2
Invarianten, z.B. ihre beiden Eigenwerte oder Spur und Determinante der Matrix.

Wir verwenden zunichst deta] und Spa], um zwei Kriimmungen zu definieren. Die Gauf3sche
Kriimmung ist

K = deta’ (6.3.4)

und kann nach ([6.3.2)) auch als

K = depal < L= M2 _ 2
= a. = =
‘" EG-F? detg

geschrieben werden. Die mittlere Kriimmung ist

1 .
H= —§Sp al (6.3.5)

und kann auch als
LG -2FM+ EN

1
2(EG - F?2) 2

1 .
H:f§Spai = Sph:‘g*1

geschrieben werden.

Wir kénnen Gauflsche und mittlere Kriimmung auch mit Hilfe von 2 anderen Invarianten, den 2
Eigenwerten k; von —a! = h!, die als Hauptkriimmungen bezeichnet werden, ausdriicken:

1
K =kiks H = §(k‘1 + k‘g) (636)

Umgekehrt gilt
kijp=H+VH>-K

Gauflsche Kriimmung K und mittlere Kriimmung H sind mit diesen Definitionen invariant unter
Umparametrisierung und damit eine geometrische Eigenschaft der Fliche. Fiir eine 2x2 Matrix gibt
es auch keine wewiteren unabhéngigen Invarianten und somit ist diese geometrische Information
auch erschopfend.

6.3.2 Hauptkriimmungen

Wir wollen nun noch eine einfache geometrische Interpretation der beiden Hauptkriimmungen k;
und ko in einem Punkt p einer Fliache S geben.

)
I

KON Wir betrachten dazu die Ebene Py(p), die

£ . P vom Flidchennormalenvektor 7i(p) und einem

Ia al \ Tangentenvektor F(p) in p aufgespannt wird.

v \ a5 | Der Schnitt der Ebene mit der Fléche erzeugt

V. \K eine ebene Schnittkurve Ry = P{p) N S. Die

A r 3 T BN Kriimmung dieser Kurve ist nach dqn Frenet-

e ] Gleichungen cp = —0O4it - £ mit der

\ Kurvennormalen 7i(s) und dem Tangenten-

' einheitsvektor £. Die Kurvennormale 7i(s) ist

N ‘ gleich der Flichennormalen 7i(p) per Kon-
struktion.
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Wir parametrisieren die Schnittkurve in Bogenldnge s durch Funktionen (u(s),v(s)) im Parameter-
raum der Fléche:

Ri(s) = (u(s),v(s)) , mit Punkt p = ]‘?;(O)

was zu folgender Bedingung an die Parametrisierung (u(s),v(s)) fiihrt:

1= #(s) = [/ ()07 + V' (5)0s7) = (“g;)tg (gg) (6.3.7)

v
mit der Metrik Gij = 0T+ 8]7?
Die Kurvennormale 7(s) an Ry{s) ist gleich der Flichennormalen 7i(p) per Konstruktion, also

(s) = 7i(u(s), v(s))
s = u/(8)01 7 + v’ (8) ol

St

Damit wird die Kriimmung der Kurve ﬁ;

t /
w'(s)
Yo (4) 019
mit dem Kriimmungstensor h;; = —0;7 - 9,7 aus (6.3.1).

Wir definieren nun ein Skalarprodukt in der (u,v)-Parameterebene, also im zum R? isomorphen
Tengentialraum in p:

Damit gilt in p (s = 0):

/ ~
a) Die Bogenldngenbedingung (6.3.7) an 4 = Z ( )) bzw. t = u; 0;7:

b) Die Kriimmung (6.3.8) der Kurve Ry

Es folgt dann mit Hilfe bekannter Séitze iiber quadratische Formen aus der linearen Algebra oder in
Analogie mit dem Ritzschen Variationsverfahren aus der Quantenmechanik, dass der Vektor «, der

g

|
=

)
£

o
=
«Q
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extremalisiert, auch ein Egenvektor von —g ist und damit

max. und min. Kriimmung der Schnittkurve ﬁ;: Eigenwerte von — g

6.3.6
Hauptkriimmungen k; und ks.

(6.3.9)
Dieses Ergebnis liefert eine etwas anschaulichere Interpretation der Hauptkriimmungen in einem
Punkt p: Wir betrachten alle moglichen normalen Ebenen Py(p) und suchen die minimale und ma-
ximale Kriimmung der Schnittkurven. Es gilt dann auch k; = —1/R; (i = 1,2) mit den lokalen
Kriimmungsradien R; der extremal gekriimmten Schnittkurven. Auflerdem folgt aus der Orthogo-
nalitédt von Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten auch, dass die Hauptkriimmungsrichtungen
zueinander orthogonal sind (wenn ki # ks).

6.3.3 Beispiele

Wir betrachten Beispiele zur Illustration des Kriimmungsbegriffes.

Kugel

Das erste Beispiel ist wieder die Kugeloberfliche

sin 6 cos ¢
7(0,¢) = R | sinfsin¢
cos
Hier finden wir dann einen Normalenvektor
L QX . [sinOcoso
n = T =€y X €y =€, = | sinfsing
|97 x Dy cos

Um den Kriimmungstensor (6.3.1)) zu bestimmen, miissen wir die Ableitungen des Normalenvektors
und die Tangentenvektoren kennen:

Dyt = €5, Dyil = sinféy
8977: R_’g ; 8(157?: Rsin96’¢

Damit finden wir

0 Rsin®6

(97 = (1/5%2 1/R20sin2 9)

1710
_ 1
=iy R(O 1)

und wir konnen sofort die Hauptkriimmungen als Eigenwerte und H und K als Spur bzw. Deter-
minante ablesen:

hej = 04t - 0,7 = — (R 0 )

e

1 1 1
k/’lzk‘gz—ﬁ, H:—E, K:ﬁ>0
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Wie anschaulich zu erwarten sind beide Hauptkriimmungen gleich und durch den inversen Ku-
gelradius gegeben. Insbesondere ist die Kugel eine im E? eingebettete Fliche konstanter positiver
Gaufischer Kriimmung. Nach einem Theorem von Hilbert (1901) existiert ein Pendant mit konstan-
ter negativer Gauflscher Kriimmung nicht; solche Flichen lassen sich nicht iiberschneidungsfrei in
den E3 einbetten.

Zum Vorzeichen der Kriimmungen merken wir an:

e Die Normale 7 kann in 2 Richtungen zeigen (bei der Kugel nach aufien oder innen), die 2
moglichen Orientierungen der Fléiche entsprechen.

e Andert man die Orientierung der Fliche, éndert die mittlere Kriimmung H ihr Vorzeichen
(hier ist das Vorzeichen also auch eine Konventionsfrage), wéhrend K invariant bleibt.

Kugel, Sattel, Zylinder

Es gibt 3 Prototypen von Fléichen:

Kugel Sattel Zylinder
i
A i & = ‘\\ y
) \‘-‘(,// ) k
ki =ky <0 k1 <0, ke >0 k1 <0, ko =0

e Eine lokal kugelartige (sphirische) Fliche hat Hauptkriimmungen gleichen Vorzeichens, so
dass K > 0; Punkte mit K > 0 heifilen auch elliptisch. Bei der Kugel (in unserer Orientierung)
gilt dann H < 0.

e Eine lokal sattelartige Fliche hat Hauptkriimmungen unterschiedlichen Vorzeichens, so dass
K < 0; Punkte mit K < 0 heilen auch hyperbolisch.

e Bei einer lokal zylinderartigen Fliche verschwindet eine der Hauptkrimmungen, so dass
K = 0; Punkte mit K = 0 heiflen auch parabolisch. Bei dem Zylinder (in unserer Orientie-
rung) gilt dann H < 0.

Auf einem Torus sind beispielsweise alle drei lokalen Flichenarten realisiert (sieche Aufgabe 1).
Das oben erwithnte Theorem von Hilbert besagt also, dass das sattelartige Aquivalent einer Kugel
nicht in den dreidimensionalen Raum eingebettet werden kann. Wir werden dieses Problem bei den
periodischen Minimalflachen in Kapitel noch einmal diskutieren.

Monge-Parametrisierung

Schliellich berechnen wir noch Kriimmungen schwach

gekriimmter Flichen in der Monge-Parametrisierung
7 e
x
Mz, y) = Y
*(2) z(x,y)

Die Metrik ist dann

gij = 0ij + (0i2)(0j2) = ( ﬁmiayz) 1+ (852)2)
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Fiir (0,2)?, (0y2)? < 1 finden wir damit das Flichenelement

Vi= (L4 (002 + (0,2)2) P~ 1+ %(%)Q + 004,

Fiir den Normalenvektor finden wir

1
(14 (9:2)% +(9,2))?

—0Opz
—0yz | =&, + 0(0;2)
1

"_7::

und damit nach (6.3.1)) den Kriimmungstensor

hij =7 - 07 =1 - €,0;0;2
NCENC z>21+ G " 00F R 00a+ 000z Bw)) - (6:310)
T Yy

und damit

1(1+ (0:2)?)022 — 20,20,20,0,z + (1 + (8,2)?) 922
2 (14 (022)* + (9y2))%/2
022072 — (8,0,2)*

(14 (0:2)% + (9y2)?)'/?

K =

und niherungsweise fiir (9,2)2, (9y2)? < 1

1 1
H=~ 5(852’ + 852’) = iAZ
K ~ 022002 — (0,0,2)° = det(9;0;2) (6.3.11)

AuBlerdem folgt eine einfache exakte Beziehung zwischen Divergenz des Normalenvektors und mitt-
lerer Kriimmung

\ V- =—2H. \ (6.3.12)

Parallelflachen

Wir werden spéter besonders bei der Betrachtung von Lipidmembranen Parallelflichen betrach-
ten, die aus einer Flidche 7(u,v) durch Verschiebung um eine (kleine) konstante Lénge | in Norma-
lenrichtung entstehen:
71(u, v) = #(u,v) + lii(u, v).
Es gilt dann
0,71 = 07 + 10:71 B2 97 4 10,7 = (87 + 1a™) Oy (6.3.13)
und damit 9;7; - 7 = 0 (sowohl 9;7 als auch 0;7 liegen in der Tangentialebene). Daher hat die

Parallelfliche iiberall den gleichen Normalenvektor wie die urspriingliche Fliche, 7; = 71, was den
Namen Parallelfliche rechtfertigt.

Wir wollen zunéchst die Kriimmungen der Parallelfliche berechnen. Die definierende Gleichung
(6.3.2), liefert dann fiir die Parallelfliche

_,- o =
5m — (al){ajrl

B2 ()i (67 + 1a2) 0,07
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Vergleich mit (6.3.2) fiir die urspriingliche Flidche, 0;7 = a0, 7 liefert dann die Beziehung
7= ()] (67" + la}")
oder a=q (;—i— Zg)

a

Fir die Eigenwerte von —ga, die Hauptkriimmungen k; = 1/r; mit den Kriimmungsradien r;, gilt
dann 1 ) 1 1
ki =k = = = , 6.3.14
b 14+ 1k; 7“1'1+l/7“i ri +1 ( )
was anschaulich der Vorstellung entspricht, dass die Kriimmungsradien durch Parallelverschiebung
um ! > 0 zunehmen. Entsprechend gilt (siche Ubung 3)

 H-IK Lk K
T1-2H+rK MM T IO+ PR

o, (6.3.15)

Auflerdem gilt nach (6.3.13)) fiir den metrischen

Tensor

g1 = g+ 2lag + ’a’g A

_— o "
woraus (Ubung 3) ‘f’ P
det g = (det g)(1 — 21H + I’K)? dA I )

planar parabolisch sphiérisch

und /g1 = /g1 — 21H +I>’K|  (6.3.16) (Abb. aus [5])

folgt.

Daraus folgt, wie ein Fldchenstiickchen dA durch die Parallelverscheibung seinen Flidcheninhalt
nach dA(l) dndert: Planare Stiicke mit H = K = 0 #ndern ihren Inhalt nicht, parabolische Stiicke
(mit H < 0, K = 0) vergréfiern ihren Flicheninhalt um einen Faktor 1 + 2[|H| > 1 fiir kleine
I und sphérische Stiicke (mit H < 0, K > 0) vergrofiern ihren Flécheninhalt um einen Faktor
1+ 20|H|+ 2K > 1.

6.3.4 Theorema Egregium, Satz von GauBB-Bonnet

Wir geben hier noch (ohne Beweise) zwei wichtige Theoreme an, die tiefgehende Aussagen iiber
Kriimmungen, insbesondere iiber die Gaulsche Kriimmung K machen.

Zum einen ist das das Theorema egregium von Gaufi:

’ Die GauBsche Kriimmung K is vollstdndig durch die Metrik g;; bestimmt. ‘ (6.3.17)

Der genaue Zusammenhang zwischen Metrik und Gauflscher Kriimmung ist durch Ableitungen der
Metrik (die sogenannten Christoffel-Symbole) gegeben und wird hier nicht benotigt. Das Theorema
egregium zeigt, dass die Gaufische Kriimmung K tatsédchlich auch eine “innere” Eigenschaft der
Fliche ist, die nur von der Metrik und damit nicht von der Einbettung in den R? abhingt. Fiir die
mittlere Kriimmung H gilt dies nicht.

Der (globale) Satz von Gauf3-Bonnet macht eine Aussage iiber die iiber eine geschlossene Fliche
integrierte Gauflsche Kriimmung:

f KdA=4n(1-g) (6.3.18)
geschl. Fliche
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wobei g der Genus der geschlossenen Fliche ist.

Der Genus ist eine topologische Invarian- (X g=! ]
te einer geschlossenen Flédche, die lose ge-
sprochen “die Zahl der Locher in der Fliche”
beschreibt. So gilt g = 0 fiir eine Kugel und
g = 1 fiir einen Torus.

Damit besagt also der Satz von Gaufl-Bonnet, dass die integrierte Gausche Kriimmung j;geschl. Fliiche KdA

eine topologische Invariante der Fliche ist, die nur vom Genus abhéngt, und sich insbesondere
bei allen Variationen der Fléche nicht dndert, die den Genus nicht &ndern. Dies wird eine wichtige
Rolle fiir Energiefunktionale von geschlossenen Lipidmembranen spielen.

6.4 Geometrie und Energie “weicher Grenzflachen”

Wir geben eine kurze Einleitung in die Elastizitdtstheorie dreidimensionaler
Korper und zweidimensionaler Fldchen bzw. elastischer Schalen. Wir leiten vor
diesem Hintegrund das Helfrich-Energiefunktional fiir fliissige Oberflichen her.
Spezialfille sind fliissige Grenzflichen und fluide Membranen.

Unter “weichen” Grenzflachen wollen wir leicht biegbare feste oder “fliissige” Grenzflichen verste-
hen. Fliissige Grenzflichen treten in der weichen Materie an verschiedenen Stellen auf:

a) Als fliissige Grenzflichen zwischen zwei nicht mischenden fluiden Phasen (z.B. Wasser-Ol)
oder zwischen fliissiger und Gasphase (z.B. Wasser-Luft).

b) Als fluide Membranen aus Lipid-Doppelschichten.
Lipide sind amphiphile Molekiile mit einem hydrophoben

“Schwanz” aus zwei Fettsduren und einer hydrophilen Kopfgrup- ?( A Q {/ S,
pe. Diese selbstassemblieren in Doppelschichten auf Grund der 5 By o
hydrophoben Anziehung zwischen den Fettsiduren, sieche Abb. o

[A14] In einer fluiden Membran sind die Lipide in jeder der Dop- T L e /,,.,:

pelschichten frei beweglich.

c¢) Als Seifenfilme, d.h. fliissige Filme/Lamellen (mit zwei fliissigen Grenzfldchen), die zusétzlich
durch amphiphile Molekiile (hier Tenside) stabilisert werden. Seifenfilme bilden Seifenblasen
und Schiume.

Alle drei Beispiele werden in den folgenden Kapiteln noch ausfiihrlich diskutiert werden.

6.4.1 Elastizitatstheorie, elastische Schalen

Bevor wir eine “fliissige” Oberfliche definieren konnen, ist es zweckméfig zuerst “feste” Fliachen
zu betrachten, also diinne elastische Membranen oder Schalen Auch eine diinne Schale oder
Platte wird sich als sehr biegbar herausstellen und ist daher auch eine “weiche” Fliche. Ein festes
elastisches Material zeichnet sich gegeniiber einer Fliissigkeit durch die Existenz eines kréiftefreien
(spannungsfreien) undeformierten Referenzzustands aus, in den das Material in Abwesenheit dufierer
Krifte zuriickkehrt. Die Elastizitétstheorie beschéftigt sich mit Deformationen bezgl. dieses Refe-
renzzustands.

Bei zweidimensionalen elastischen Materialien unterscheidet man zwischen ebenem Referenzzustand
(Membranen oder Platten) oder gekriimmtem Referenzzustand (Schalen). Eine zweidimensionale
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elastische ebene Platte hat 3 Deformationsmoden:

Scherung in der Ebene

Kompression in der Ebene

Bi aus der Ebene her-
iegung

aus

Wir wollen das elastische Verhalten diinner elastischer Membranen oder Schalen durch eine zwei-
dimensionale Elastizitétstheorie beschreiben. Bevor wir zweidimensionale Flachen betrachten, be-
ginnen wir mit einem kurzen Abriss der Elastizitdtstheorie dreidimensionaler Korper, der auf der
Einfiihrung in Kapitel aufbaut.

e Der elastische Deformationszustand eines Korpers wird durch den Verzerrungstensor

1 6’([;1 T 3Uj
Uis = —
Y 2 8$j afEl
beschrieben, siehe (5.6.5)), wobei wu;(7) das Verschiebungsfeld ist, das die Verschiebungen
jedes Materialpunktes bezgl. des Referenzzustands beschreibt (Indizes ¢ = 1,2, 3 laufen iiber

drei Raumdimensionen). Der Verzerrungstensor gibt an, wie sich die Verschiebung von Punkt
zu Punkt dndert, was zur Verzerrung von Materialfasern fiihrt.

e Die Deformation fiithrt zu Kriften und Spannungen im Korper, die durch den Spannungs-
tensor o;; beschrieben werden, siehe (5.6.7)),

0;; = i-te Komponente der Kraft pro Fliche senkrecht zur j-Achse.
fi

60’@'

o 3xj

= lokale Kraftdichte (6.4.1)

Auch in der Elastizitatstheorie verwenden wir ab hier die Einstein-Summenkonvention.

e Das elastische Materialmodell ist durch die konstitutive Beziehung o,; = 0;;(u;;) charak-
terisiert, die elastische Materialkonstanten enthilt.

e Das einfachste Materialmodell ist die lineare Elastizitit, die einen linearen Zusammenhang
0ij = CijriUp

annimmt. Diese Annahme ist immer korrekt fiir kleine Verzerrungen u;;, die wenige Prozent
nicht iiberschreiten. Der Elastizitétstensor C;;;; enthélt die elastischen Konstanten, de-
ren Anzahl abhéngig von den Symmetrien des Materials ist. Wegen der Symmetrien o;; = 0j;
(Cijir = Cjint), wij = uji (Cijrr = Cijix) und der “Hauptsymmetrie”

82691 - 82691
8uij8ukl o 6uklauij
aus dem Schwarz-Satz fiir die elastische Energiedichte e (siche unten Gl. (6.4.7) mit Fo =

J dVeeq) gibt es bis nur 21 unabhiingige elastische Kosntanten in Cjj;. Festkorperkristalle
haben 3 (kubisch) bis 21 elastische Konstanten, je nach Kristallsymmetrie.

Cijrl = = Chiij
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e Ein vollig isotropes elastisches Material (was ein Kristall nicht ist) hat nur 2 elastische

Konstanten (wie wir unten noch begriinden werden). Hier gibt es mehrere Méglichkeiten,
solche elastischen Konstanten zu wihlen. Oft werden der Young- oder Streckmodul E und
die Poisson- oder Querkontraktionszahl v gewhlt (siehe auch (L.1.3)). Bei homogener
Streckung in z-Richtung gilt

Ozz = Euzz
Uyy = Ugy = —VUy, (6.4.2)

Eine andere oft verwendete Kombination sind der Schermodul p und der Kompressions-
moduﬂ K,,. Dann gilt der allgemeine Zusammenhang

1
05 = K,, Uy 51']' +2u (uij — 3(5iju”) (6.4.3)

Volumenénderung (lokal)

volumenerhaltende reine Scherung

(AV =V =V, = fVo dVuy; ist die Volumenédnderung eines Referenzvolumens V unter der
Deformation). Dieser Zusammenhang lautet mit £ und v

E v
045 = 71 T (uij + 71 — 2yu”5ij> (644)

Jeder der beiden moglichen Sitze elastischer Konstanten kann durch den anderen ausgedriickt
werden, z.B.

E E
=775 > Km = 571 a
2(1+v) 3(1—2v)
9K 1t _ 13Km —2u

=_——"" @ y=-" " 6.4.5

3Ky + 2 3Km +p (6.45)
Die Einheit der elastischen Konstanten E, K,, und p ist Energie pro Volumen, wihrend die
Poisson-Zahl v einheitenlos ist.

Um ein Problem in der Elastizitdtstheorie zu 16sen gehen wir immer vom mechanischen Kraft-
gleichgewicht aus, dass Gleichungen fiir den Spannungstensor o;; liefert. Die Divergenz des
Spannungstensors ergibt die inneren Kréfte nach , die mit den dufleren Kriften im
Gleichgewicht sein miissen:
fi= 2
Ly
Dies liefert eine partielle Differentialgleichung fiir den Spannungstensor. Wird die konstitu-
tive Beziehung o;; = 0;;(u;;), die das Materialmodell beschreibt, eingesetzt erhélt man eine
geschlossene partielle Differentialgleichung fiir die Verzerrungen. Auflerdem gibt es Randbe-
dingungen, die entweder o;; (Krifte, Spannungen) oder w;; (Verzerrungen, Auslenkungen)
auf den Réndern des Korpers vorschreiben. Damit sollte die partielle DGL eindeutig losbar
werden.

!
+ fi,te;ctewtern =0 (646)

Die konstitutive Beziehung o;; = 0;;(u;;) sollte aus einer elastischen Energie F,; = F[u;;]
durch Variation folgen (analog zu F=-vVU , dies wird auch Hyperelastizitit genannt),

_ 5Fe1
o (S’U,ij

(6.4.7)

Oij

Fo = [ dVeg ist das Volumenintegral iiber die vorher bereits benutzte elastische Energiedichte
(sieche (5.6.10). Im Folgenden leiten wir Fey = Fei[u;;] fiir den einfachen Fall eines linearen
isotropen elastischen Materials her:

4 Wir verwenden hier das Symbol K, um von der GauBischen Kriitmmung K zu unterscheiden.
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a) Wir nehmen an, dass der verzerrungsfreie Zustand u;; = 0 der mechanische Gleichge-
wichtszustand ist. Dann kann man eine Taylor-Entwicklung fiir Fy) um wij = 0 ansetzen:

Falu;;] = Fy + quadratische Terme + (’)(ufj)

Wie vernachlissigen alle Terme hoherer als quadratischer Ordnung in einer linearen Theo-
rie. Wir kénnen auflerdem den Nullpunkt der Energieskala so wihlen, dass Fy = 0.

b) Fiir ein isotropes elastisches Material, sollte Fi; nur von Skalaren abhéngen. Wir kénnen
in quadratischer Ordnung genau 2 Skalare aus dem Tensor u;; bilden, nédmlich

2
u?l = (Spg) und ufk = UipUik = Sng.

Entsprechend gibt es 2 Terme und damit 2 elastische Konstanten in Fy;:

3 1 * 2
Fa= | &7 |p | wij — 305uu | + 5Knuj
3 2
E v
- B ——— (w2 4+ ——— 2
= /d T [2(1 ) <qu + T 2yull>} (6.4.8)

Daraus folgt durch Variation (6.4.7) auch das isotrope elastische Gesetz (6.4.3) oder
(16.4.4). Fiir eine quadratische Energie gilt

1
Fel = /d377§a”(u”)u” (649)

Jetzt gehen wir zur Elastizitdtstheorie zweidimensionaler Membranen oder Schalen iiber, die im
dreidimensionalen Raum eingebettet sind. Wir betrachten eine Membran, deren Gleichgewichtsform
eben ist und in der xy-Ebene liegt.

e Zunichst wird der Verzerrungstensor modifiziert: Aus den 3 Auslenkungsfeldern u;(z,y, z)
(1 = 1,2,3) werden nun 2 Auslenkungsfelder u;(z,y) (i = 1,2) in der Ebene und einem
Auslenkungsfeld z(x,y) senkrecht zu Ebene. Dies entspricht einer Monge-Parametrisierung
der Deformation aus der Ebene heraus. Dann ist die deformierte Konfiguration der
ebenen Fliche

T uy (7, y)
Pzy)= |y ]| + [ ua(zy)
0 z(x,y)

=7(z,y)

Das dreidimensionale Analogon dieser Beziehung war

x
7(z,y,2) = |y | +i(z,y,2)
z
=7
In drei Dimensionen definieren wir den Verzerrungstensor iiber die Langenénderung von Ma-
terialfasern (i,7 = 1,2, 3):

ouy
dr; " = (doy + du;)® , duy = S—dux;
aZL’j J
= dxf + 28ui dz;dz; + O(8U2)
a.’ﬂj
oo g2 ( gzi N gzj) dridz; + O(0u), (6.4.10)
H i
E2ui]‘

175



176

wobei u;; der symmetrische Verzerrungstensor ist, der differentielle Langenadnderungen in der
deformierten Fliche misst.

Wir gehen fiir die zweidimensionale Fliche nun genauso vor. Wir kénnen die Verzerrung
#(z,y) — 7' (z,y) auch differentialgeometrisch als eine Anderung der Fliche und/oder ihrer
Parametrisierung auffassen. Da die Metrik g;; fiir Lingenmessungen in der Fliche entscheidend
ist, ergibt sich in der zweidimensionalen Elastizitdt ein enger Zusammenhang zwischen der
Anderung der Metrik und dem Verzerrungstensor (i, =1,2):

=/ =/
L O O

dr dx;dx;
! 6331 ail,'j e
——
:ggj
877/ aiul
P =¢; + | Oiua
T (‘)iz
8ju1 8iu1 aiul 8ju1
gij = €€ +€-|Ojua | +&- | dug | + | Oz |- | Ojuz
=5 M 8]'2 (91'2 8Lz 6jz
=0ij=9ij

= gij + 0ju; + Ou; + OzupOjuy + 0;20;2
= 0ij + 2’U,ij =+ O(8u2),

analog zu (6.4.10) in drei Dimensionen mit einem Verzerrungstensor

Ujj = % (Oiu; + Oju; + 0;20;2) . (6.4.11)

Wir sehen, dass fiir Flachen

Verzerrung u;; # 0 <= Anderung der Metrik g;; (6.4.12)

gilt.

Die elastische Energie der zweidimensionalen Membran oder Schale zerféllt in Fo; = Fy 2p+Fb,
d.h. einen Anteil Fij2p auf Grund von Verzerrungen in der Ebene und einen Anteil Fy fiir
Biegung aus der Ebene heraus. Der Anteil Fy; op ist

Faop = /d277

Die Einheit der zweidimensionalen elastischen Konstanten K>p (Kompressionsmodul)
und pop (Schermodul) ist Energie pro Fliche. Die Beziehungen zwischen den zwei Sétzen von
jeweils zwei elastischen Konstanten lauten in zwei Dimensionen (vgl. (6.4.5) in drei Dimen-
sionen)

2
1 1
H2D (Uu - 25ijuzz) + 2K2Du%] . (6.4.13)

pop = — 220 e B
2(1+wv3p) 2(1 = v2p)
4Ksppap B Kop — pap

Eyp=—"——"—, vrop=
Kop + pap

6.4.14
Kop + pap ( )

Wir werden die Subskripten “2D” im Folgenden weglassen. Die Kriimmungen, die sich analog
zur Monge-Parametrisierung (6.0.2)) als

1
H =3 (ki +k)~ 5 (0224 022) , K =kiky~ det (9;0;2)

N =



(mit den Hauptkriimmungen k; und ko, siehe ) ergeben, fithren zu einer zusétzlichen
Biegeenergie. Die Biegeenergie sollte a) in linearer Elastizitéitstheorie quadratisch in den
Hauptkriimmungen sein und b) isotrop und daher nur abhingig von den beiden geometri-
schen Kriimmungen H und K bzw. nur abhéngig von den Haupkriimmungen k; und ke und
symmetrisch in diesen:

1
Fb = /d27?§EB [k}% + QZ/Bkile + kg]

= /er%EB [4H? +2(vp — 1)K] (6.4.15)

Es treten zwei neue elastische Konstanten auf, der Biegemodul Fp und die Poisson-Zahl
fiir Biegungen vp. Der Biegemodul hat die Einheit Energie.

Wenn das zweidimensionale Material ein diinnes isotropes dreidimensionales Material ist mit
der Dicke h, lassen sich alle elastischen Konstanten des zweidimensionalen Materilas auf die
dreidimensionalen elastischen Konstanten zuriickfithren [4], und es gilt vg = v,

Esph?

2D 3D ) B 12(1 —V2)

(6.4.16)

Eine dhnliche Uberlegung haben wir in Kapitel fiir die Biegesteifigkeit « eines Stabes
bzw. semiflexiblen Polymers gemacht, wo wir in GI. k = E3pl ~ Ezpa* gefunden
hatten. Wie bei der Biegung eines Stabes werden auch bei der Biegung einer diinnen Platte
Fasern an der Auflenseite gestreckt und Fasern an der Innenseite gestaucht. Daher ldsst sich
der Biegemodul auf den Streck- oder Youngmodul Fs3p zuriickfithren. Fiir ein diinne Schale ist
I'= [Querschnitt dfy? oc h3, da wir nur eine Integration iiber die “diinne” Dimension senkrecht
zur Schale haben und damit Eg ~ E3plI ~ Esph®. Eine genaue Herleitung findet sich z.B: in
14].

Aus ergibt sich die wichtige Schlussfolgerung, dass bei einer diinnen Schale (d.h.
im Limes kleiner h) aus einem isotropen dreidimensionalem Material der zweidimensionale
Young-Modul viel groBer (o< h) sein wird als der Biegemodul (o< h?); fiir diesen Vergleich
muss der Biegemodul (Einheit Energie) noch durch eine charakteristische Systemgréfie L?
geteilt werden, also Fp/ L? x k3 / L? < E3p o h. Die Biegung eines solchen diinnen schalen-
artigen Materials ist also energetisch viel vorteilhafter als seine Streckung, Kompression oder
Scherung. Im Limes h/L — 0 sind daher nur noch Biegungen des Materials méglich und keine
Verzerrungen in der Ebene (Kompression, Scherung). Das heifit aber dann nach , dass
nur noch Deformationen der Fliche moglich sind, die ihre Metrik erhalten, d.h. nur isome-
trische Deformationen. Nach dem Theorema egregium impliziert das wiederum,
dass bei energetisch erlaubten Deformationen diinner elastischer Schalen notwendigerweise die
Gauf-Kriimmung erhalten bleibt. Umgekehrt folgern wir, dass eine Verédnderung der Gauf-
Kriimmung immer mit einer energetisch sehr ungiinstigen Verzerrung in der Fléche einhergeht.
Daher gilt

Diinne planare elastische Schalen lassen sich nicht (zerstérungsfrei) GauBisch (6.4.17)
kriimmen. o

Beispiele fiir solche “festen” diinnen quasi-zweidimensionalen Materialien sind neben diinnen
Schalen auch diinne Polymerfilme, in denen Polymere chemisch oder physikalisch vernetzt
sind (sie treten z.B. auch bei polymerisierten Kapseln auf) oder diinne Fasermaterialien wie
z.B. Papier. Damit zeigt , dass ein ebenes Blatt Papier (K = 0) z.B. niemals zu einer
Kugel (K # 0) deformiert werden kann, ohne Knicke einzufiihren, da dies nicht durch eine
reine Biegung erreicht werden kann. Dagegen ist eine Deformation in einen Zylinder (K = 0)
ohne Weiteres moglich durch reine Biegung.
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Wir kénnen Verzerrungen u;(z, y) in der Ebene (7(z,y) — 7/ (x, y) mit z(x, y) = 0) auch immer
differentialgeometrisch als Umparametrisierung derselben Fliche deuten. Daher sind solche
Umparametrisierungen in einer “festen” Fliche immer durch den Schermodul psp und den
Kompressionsmodul Ksp mit grolen Energiekosten verbunden.

Vor diesem Hintergrund der “festen” oder elastischen zweidimensionalen Flichen lassen sich nun
auch fliissige Oberflichen sehr viel einfacher verstehen.

Fliissigkeiten zeichnen sich dadurch aus, dass ihr Schermodul g = 0 verschwindet. Dies ist ei-
ne mechanische Definition einer Fliissigkeit. Damit kénnen alle elastische Verzerrungen (bis auf
homogene Kompression u;; = const) durch Fliisse in der Ebene relaxieren. Der Spannungstensor
0;j = o = const ist daher homogen und isotrop (siehe , in zwei Dimensionen ist AA =
A—A) = [ Ao d*Fuy; die Flicheninderung einer Referenzfliche Ay unter der Deformation). Die
homogene Spannung ¢ kann dabei noch von der Fliche A selbst abhiingen o = o(A), z.B. sollte
o(A) xx (A— Ap) gelten, wenn es noch eine Dehnungselastizitéit bezgl. einer Referenzfliche Ay gibt
(z.B. bei fliissigen Lipidmembranen). Gibt es keine Referenzfliche mehr, wie bei fliissigen Grenz-
flichen zwischen zwei fluiden Phasen oder Seifenfilmen, ist 0 = const unabhéngig von A.

Die elastische Energie wird damit trivial:
Fe1,2D == /d2770u” = J(A)AA

Es bleibt die Biegeenergie F} zu bestimmen.

Fiir eine fliissige Grenzflache sollten Umparametrisierungen (wegen p = 0) gerade keine Energie
kosten. Daher muss die freie Energie invariant unter Umparametrisierungen sein. Damit muss
die freie Energiedichte wie ein Skalar unter Umparametrisierung transformieren. Sie darf daher
nur eine Funktion der geometrischen Invarianten, d.h. des Flicheninhalts und der Kriimmungen
sein, also

M= / dAf(H, K) (6.4.18)

Wenn wir zusétzlich eine Entwicklung in kleinen Kriimmungen vonehmen (unter der Annahme,
dass die Kriimmungen der fliissigen Grenzfliche nicht groff werden), ergibt sich bei Entwicklung bis
zur zweiten Ordnung in den Hauptkriimmungen die sogenannte Helfrich-Energie [6, |7

"= /dA {0(A) + 26(H — Co)? + kg K} (6.4.19)

Hier treten vier Materialkonstanten auf:

e Die Biegesteifigkeit x, deren Einheit Energie ist und die fiir Lipid-Doppelmembranen sehr
wichtig ist und dort Werte x ~ 20kgT annimmt.

e Die Gauflsche Biegesteifigkeit xx (engl. saddle-splay modulus). Wegen des GauB-
Bonnet-Theorems (6.3.18]) gilt: Der

/ dAkg K = kg X topologische Invariante

fiir eine geschlossene Fliche ohne Rénder.
e Die spontane Kriitmmung Cj.

e Die Oberflichenspannung o (wenn o = const unabhiingig von A, sonst z.B. noch ein
Dehnungsmodul).
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6.4.2 Fliissige Grenzflichen und Membranen

Wir werden die weitere Diskussion in den néchsten beiden Kapiteln fiir zwei Spezialfliche separat
fithren. Im né&chsten Kapitel [7] werden wir fliissige Grenzflachen, also Grenzflichen zwischen
zwei fluiden Phasen, diskutieren. Fiir diese Flidchen ist x ~ 0 und die fliissige Grenzfliche ist
spannungsdominiert. Danach werden wir uns fluiden Membranen, also insbesondere Lipid-
Doppelschichten, wie sie in der Biologie eine zentrale Rolle spielen, zuwenden. Fiir diese Flichen
ist o ~ 0 (die Flichen sind ndherungsweise undehnbar) und damit sind solche Membranen Biege-
energie-dominiert.
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6.6 Ubungen Kapitel @

1. Torus

Die Oberflidche eines Torus kann durch zwei Winkel parametrisiert werden:

(a+ rcosB)cosd
r(6,9) = (a+rcosh)sing (6.6.1)
rsinf
mit 0 <0 <27 und 0 < ¢ < 27,
a) Welche geometrische Bedeutung haben die Parameter a und r?
b) Berechnen Sie den metrischen Tensor g;;, das Oberflichenelement /g = /detg und den

Flicheninhalt A = [27d6 [77 dg,/g.

c) Berechnen Sie die zweite Fundamentalform h;; und die Weingartenmatrix ¢ = —hg~'. Berechnen

Sie daraus die Gaufsche Kriimmung K = det(a) und die mittlere Kriimmung H = —1Sp(g). Warum
sollten K und H nur von # abhéngen?

d) Welche Teile des Torus sind elliptisch (kugelartig), hyperbolisch (sattelartig) und parabolisch
(zylinderartig)?

e) Berechnen Sie des Genus g iiber das Gauss-Bonnet Theorem 47 (1 — g) = § dA K.

2. Flache in Monge-Parametrisierung

Wir betrachten eine Fliache in Monge-Parametrisierung z = z(x,y). Wie berechnet sich der Fli-
cheninhalt A? Wie lautet der Kriimmungstensor h;; ohne die Approximationen in Gl. ? Wie
lauten mittlere und GauBsche Kriimmung ohne die Approximationen in Gl. (6.3.11)? Zeigen Sie
insbesondere, dass die mittlere Kriimmung als Divergenz des Einheits-Normalenvektors geschrieben
werden kann:

H=-2V-7.
3. Parallelflichen
a) Zeigen Sie die Relationen (6.3.15)),
H—-IK K
H=——— d K=— -
T aH 2k M M T I aH T PR

fiir mittlere und Gaufische Kriimmung einer Parallelfliche.

b) Zeigen Sie (mit Hilfe der Eigenwerte von a) Gl. (6.3.16]),

det g = (det g)(1 — 21H + I’K)?.

c) Zeigen Sie auflerdem
17 x Doy = (1 — 21H + 1P K)(017 x OoF).

und die Invarianz des Produkt dAK aus Flidchenelement und Gaufischer Kriimmung unter Paral-
lelverschiebung der Flédche.

4. Elastische Konstanten quadratischer und hexagonaler Federnetzwerke

Wir betrachten zweidimensionale Federnetzwerke aus identischen Federn der Ruheldnge a und der
Federkonstante k. Berechnen Sie fiir

180



a) ein quadratisches und

b) ein hexagonales Federnetzwerk

die elastischen Konstanten F, v, y und K,,.
c¢) Verifizieren Sie den Zusammenhang (6.4.14).

d) Ist das quadratische Federnetzwerk mechanisch stabil? Wieviele Zwangsbedingungen gibt es pro
Gitterpunkt, wenn alle Federn in Ruhelidnge sein sollen? Und wieviele Freiheitsgrade gibt es fiir
jeden Gitterpunkt? Wie sieht die Situation im hexagonaen Netzwerk aus?

Bemerkung: Diese Uberlegungen zur (Un-)Bestimmtheit von Fachwerken in der Mechanik gehen
ebenfalls auf James Clerk Maxwell zuriick.

5. Von elastischen Konstanten pu, K,, zu FE, v

Zeigen Sie die Beziehungen zwischen den beiden Sdtzen von elastischen Konstanten u, K,
und E, v. Betrachten Sie dazu eine uniaxiale Streckung eines Stabes aus dem elastischen Material,
der in z-Richtung liegen soll und mit einer Kraft F,, die an der Stirnfliche (mit Fliche A) angreift,
gestreckt wird (siehe auch Kapitel wo wir einen solchen Stab gebogen haben).

a) Machen Sie sich klar, dass konstante Spannungen o.. = const = F,/A = p und o;; = 0
fiir alle ij # zz das elastische Kraftgleichgewicht losen und die Randbedingunen erfiillt (an den
Seitenflichen greifen keine Kriifte an).

b) Zeigen Sie mit der Definition (6.4.3)) von pu, K,,, dass sich daraus Verzerrungen
Uy = Ugg + Uy + Uz, = p/3Km

1 2

= - Km _ —
vy 6/JK7,L( 3/1’)p

Upge = U

ergeben.

¢) Die Moduln FE, v waren genau iiber das Verhalten bei uniaxialer Streckung definiert, siche Gl.

(643),

Ozz = Euzz

Uyy = Ugg = —Vly,

Zeigen Sie damit die Beziehungen (6.4.5)).
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7 Fliissige Grenzflachen

Literatur zu diesem Teil: Zu Grenzflichen im Allgemeinen siehe [1}, |2]. Differentialgeometrie und
Mathematik der Minimalflichen aus [3, 4, |5].

Fliissige Grenzflichen sind von einer konstanten (insbesondere auch flichenunabhéngigen) Ober-
flichenspannung o dominiert. Aulerdem kénnen Kriimmungsenergien im Hamiltonian (6.4.19)) ver-
nachléssigt werden, x = 0, und wir erhalten als Energiefunktional einfach

F=H= /dAJ =cA (7.0.1)

mit der Oberflichenspannung o. Die Oberflichenspannung ist in (7.0.1)) die freie Energie, die
pro Fliche notwendig ist, um eine fliissige Grenzfliche zu vergroiern,

_An_or
T AA 9A°

g

Fliissige Grenzflichen haben ¢ > 0 und sind demnach bestrebt, ihre Flidche zu minimieren. Fliissige
Grenzflichen werden nicht bezgl. einer Referenzfliche gedehnt, sondern &ndern ihre Fléche, indem
sich die Zahl der Molekiile an der Grenzflache &ndert. Dies fithrt zu einem o, das unabhéngig von
der Fliche A ist und auch als “chemisches Potential fiir Fliche” gedeutet werden kann.

Fiir ein rechteckiges Flachenstiick der Breite L, dass
um A/l vergroflert werden soll, ergibt sich AA =

LA? und AH = oLA/. Daher kénnen wir die Ober- g ——enp . e
flichenspannung ¢ auch as ‘ e -
AH1 F [t -
TAMNLTI . I
als Kraft pro Lénge interpretieren, mit der die ‘Z\;>
Fliissigkeit am Rand der fliisssigen Grenzfliche zieht, )
um die Flache zu verkleinern.
Das mikroskopische Bild fiir die Oberflichenspannung be-
ruht darauf, dass ein Molekiil im Volumen mehr néchste
Nachbarn hat als ein Molekiil an der Grenzfliche. Daher (2
geht an der Oberfliche Kohésionsenergie verloren, die zu (@
der zusétzlichen Energie o pro Fliche fithrt. Typische Wer- e e
te fiir o sind daher C e
e ?Cqg
kgT kT o d

o (molekulare Linge)? ~ (3A)2 ~4x10 m? (7.0.2)
Die Oberflichenspannung kann durch sogennann- _
te Surfactants (surface active molecules), die R mfb-ai, ) ec
sich an die Oberfliche anlagern, z.B. amphiphi- //,/q‘r—l.l—"—-""
le Molekiile wie Tenside oder Lipide bei einer Ol- 3 g Watser

Wasser Grenzflache, reduziert werden. L’?‘,”f"'{
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Die freie Energie der Oberfliche enthélt dann neben dem Anteil oA fiir die urspriinliche Grenz-
fliche auch die freie Energie der Tenside an der Oberflache, die im Wesentlichen die freie Energie
einer idealen zwei-dimensionalen Losung ist (also dhnlich einem zwei-dimensionalen idealen Gas), so-
lange die Surfactant-Konzentrationen klein sind und Wechselwirkungseffekte vernachléssigt werden
konnen. Fiir N Surfactant-Molekiile mit einer Oberflichendichte p = N/A und einer molekularen
Flédche ag ergibt sich dann

F = Alog + kgTp(ln(pag) — 1)] .

Die resultierende Oberflichenspannung

_ OF
~ 04|,

o =09 —kgTp < og (7.0.3)

ist also reduziert. Fiir eine fliissige Oberfliche mit einer sehr kleinen Oberflichenspannung ¢ kann
dann auch die Biegeenergie wieder relevant werden.

7.1 Gleichgewichtsformen

Freie Tropfen nehmen die Form von Kugeln oder Kugelkappen an. Allgemein
bilden fliissige Grenzflichen Minimalflichen auf Grund der Oberflichenspannung,
bzw. Fliachen konstanter mittlerer Kriimmung bei festem Volumen. Die Laplace-
Young-Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen der Druckdifferenz auf
beiden Seiten der Grenzfliche und ihere Kriimmung.

Wir wollen uns jetzt der Frage zuwenden, warum ein ideale Tropfen kugelférmig rund ist (bei T = 0
und ohne duflere Krifte wie beispielsweise Gravitation).

Wir betrachten einen fliissigen Tropfen (5) mit festem Vo- o
lumen V. Um die Gleichgewichtsform des Tropfens zu be- I'i
stimmen, miissen wir H = 0 A minimieren, d.h. die Tropfen-

Oberfliche A minimieren bezgl. Formfluktuationen unter
der Nebenbedingung V = Vj.

Um die Nebenbedingung V' = Vj zu beriicksichtigen fiihren wir einen Lagrange-Multiplikator Ap =
Din — Pout €in und minimieren

| F=o0A-ApV. (7.1.1)

Offensichtlich hat Ap = pin — pout die physikalische Bedeutung eines Uberdrucks im Tropfen, der
das Volumen auf Vj einstellt (¢ > 0 impliziert Ap > 0, um ein stabiles V' =V > 0 zu erreichen).

Die Energieminimierung bezgl. aller Formfluktua-

tionen ist ein klassisches Variationsproblem. - \" (w.v)

Als Ergebnis ergibt sich die Gleichgewichtsform ~ \//'/];:J’)\

7o(u,v) (mit einer Parametrisierung durch zwei L ,.._.ﬁ___a__\_\\f\_,T\'
Parameter v und v) mit einer Energie Fy = 0 Ag—

Fln v
ApVp. ! )\

Um die Variation technisch durchzufiihren, beschreiben wir die Formfluktuationen durch ein kleines,
normales Auslenkungsfeld e(u,v),

7(u,v) = 7o(u, v) + e(u, v)7iy(u, v)

mit dem Normalenvektor . .
7 (U U) _ aMTO X avTO

0 =1 = o=

’ \8ur0 X 8UT0|
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Es reicht hier aus normale Verschiebungen zu betrachten, da tangentiale Verschiebungen ja nur die
Form umparametrisieren, ohne die Form zu &ndern. Wenn wir die Variation mit einem festen Rand
0A der Fliche durchfiihren, gilt zuséitzlich e(u, v) = 0 fiir (u,v) mit 7(u,v) € JA.

Ziel der folgenden Rechnung ist die Berechnung der ersten Variation von F' = 0 A — ApV/, also
0F = F. — Fy bis zur Ordnung e:

Dazu beginnen wir mit der ersten Variation der Fliche A = [ dudv(det g)l/ 2. Flichen mit einem
minimalen Flécheninhalt (bei festem Rand) heilen Minimalflichen.
Dazu wiederum benétigen wir zuerst die erste Variation des Metrik.
9ij = 8277 8]77
= (377?0 + 7g0;e + Eaiﬁo) . (ajFQ + ﬁoaj{:‘ + Eajﬁo)

O:Tol Ao 0;To - ajf‘b + € 0;7lp - (9j770 +& 8jﬁ0 - 0;T +O(82)LL‘S
=—ho,ij =—ho,ji
= 90,ij — 2cho,i;
oder

‘ 89 = —2che ‘ (7.1.2)

mit der zweiten Fundamentalform (6.3.1]). Nun kénnen wir die erste Variation des Fldchenelementes
det g berechnen. Dazu benutzen wir folgende Identitdt (Richtungsableitung der det-Funktion):

Bl _ —1
T det(a + xb) = Sp (g Q) det a. (7.1.3)

=0

Ein Beweis dieser Identitét lduft iiber die Darstellung der Determinante durch Eigenwerte \;:

detg = H Ai = exp (Z In )\i> = exp (Sp In g)

i

Aus ((7.1.3) folgt dann unmittelbar (mit ¢ = g und b

dg)

1)

ddetg = Sp (g_l og

2e Spg det g

~_
(o}
@D
&+
[INS}
<
|

= —2eSp <g_1g> det g

Definition H

—4eH detg

und damit die Variation des Flichenelements

0 /detg = ;5det

2 /detg

Nun konnen wir die erste Variation der Fliche bestimmen:

5A:/dud1)5 /det g = 72/dudv /detgeH (7.1.5)

Fiir Minimalflichen ohne festes Volumen gilt §A = 0 fiir ein beliebiges Auslenkungsfeld e(u,v) und
damit:

= —2¢H det g. (7.1.4)

[INS]

Minimalflichen ohne Volumennebenbedingung erfiillen notwendig H = 0. ‘ (7.1.6)
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H = 0 ist tatséchlich auch hinreichend fiir Minimalflichen. Wir haben auflerdem strenggenommen
nur Stationaritdt A = 0 gezeigt, es gilt aber tatsichlich Minimalitdt (fiir einen Beweis siehe z.B.

130)-

Nun berechnen wir die erste Variation des Volumens, die sich bei normalen Auslenkungen sofort als
oV = /dAs = /dudv [det g e (7.1.7)
ergibt.

Aus (7.1.5) und (7.1.7) folgt die gesuchte Variation
O0F = 06A — ApdV = /dudv [det g (—20H — Ap)e(u,v)

Im Minimum verschwindet § F fiir beliebige Auslenkungsfelder e(u, v), woraus die Laplace-Young-
Gleichung

1 1
Ap = Pin — Pout = —20H = — + — 7.1.8
P = Pin — Pout o J(R1+R2) (7.1.8)
folgt mit lokalen Kriimmungsradien R, = —1/k; (i = 1,2). Dies hat folgende Konsequenz fiir

Tropfen und andere fliissige Grenzflichen:

(i) Tropfenformen erfiillen —H = Ap/20 = const. Fliissige Tropfen sind daher Flichen kon-
stanter mittlerer Kriimmung (engl. Constant Mean Curvature = CMC).

(ii) Die einzige kompakte CMC-Fléche (ohne Selbstiiberschneidungen) ist eine Kugel, also

Tropfen sind Kugeln (oder Kugelkappen) ‘ (7.1.9)

(in Abswesenheit von Schwerkraft g = 0).
(iii) Fiir die Kugelform gilt H = —1/R < 0 und die Laplace-Young-Gleichung

20
Ap = Pin — Pout = ﬁ (7110)

(iv) Fiir fliissige Grenzflichen mit Ap = 0, d.h. bei denen sich der Druck auf beiden Seiten aus-
gleichen kann bzw. das Volumen frei einstellen kann, folgt JA = 0 und damit H = 0. Fiir
Pin = Pout ist die fliissige Grenzfliche also eine Minimalflache.

Beispiele fiir Minimalflichen (iv) sind Seifenh&ute auf Rahmen, wo sich kein Druckunterschied
bilden kann, Beispiele fiir CMC-Flichen (iii) sind Seifenblasen mit Ap # 0. Im Falle eines Dru-
ckunterschieds oder mit einem Volumenconstraint bilden solche Seifenfilme wegen immer
Kugelsegmente aus.

7.2 Minimalflachen

Wir diskutieren einige physikalische und mathematische Beispiele fiir Minimal-
fléichen (z.B. Seifenhiute), insbesondere auch raumfiillende dreifach-periodische
Minimalflédchen.

Wir haben oben Minimalflichen als Fldchen mit einem minimalen Flicheninhalt (bei festem Rand)
ohne weitere Nebenbedingungen z.B. an das Volumen eingefiithrt. Minimalflichen ergeben sich in
der Physik immer (aber nicht nur), wenn fliissige Filme wie Seifenhéiute ihre Fliche minimieren
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Abbildung 7.1: Metallrahmen aus der Versuchssammlung. Seifenhéute bilden Minimalflichen zwi-
schen den Metallrahmen aus. Zwischen zwei kreisformigen Ringen bildet sich ein
Katenoid, siehe auch Aufgabe 3.

auf Grund von Oberflichenspannung und dabei keinem Druckunterschied bzw. Volumenconstraint
unterliegen. Das prominenteste Beispiel sind Seifenhéute, die verschiedenste Minimalflichen bilden,
wenn sie durch Metallrahmen berandet sind.

In der Mathematik ist dies als das Plateau-Problem bekannt, bei dem eine Minimalfliche mit
einem gegebenem Rand gesucht ist. Seifenhéute stellen also eine physikalische Losung des Plateau-
Problems dar. Wahrend das Existenzproblem damit physikalisch geltst ist, ist der mathematische
Existenznachweis einer Minimalfléiche bei gegebenem Rand sehr viel schwieriger und erst um 1930
von Douglas und Rado erbracht worden.

Wir haben oben auch (teilweise) gezeigt (siehe (7.1.6))), dass eine Fliche genau dann Minimalfiiche
(ohne Volumennebenbedingung) ist, wenn die mittlere Kriimmung verschwindet, also

1
H =5 (ki+kz) =0 (7.2.1)

gilt. Wenn die mittlere Kriimmung verschwindet, impliziert das, dass die beiden Hauptkriimmungen
k1 und ko unterschiedliches Vorzeichen haben oder Null sind und damit folgt sofort

K = kyky <0, (7.2.2)

d.h. Minimalflichen sind lokal sattelartig oder eben.

Von besonderem Interesse sind Minimalflichen, die sich iiber ihren Rand hinaus fortsetzen lassen
und damit randlose Minimalfléichen sind. Oft (z.B. fiir physikalische Anwendungen wie Seifenhéute)
sind nur nicht selbstschneidende Minimalféichen relevant. Bis 1983 galten Ebene (triviale Minimal-
fliche), Katenoid (siche Aufgabe 3, Minimalfliche zwischen kreisférmigen Ringen) und Helicoid
(Wendelfiiche, Minimalfliche mit Helix als Berandung) als einzige iiber ihren Rand hinaus fortsetz-
bare Minimalflzichen, die sich iiberschneidungsfrei in den drei-dimensionalen euklidischen Raum E?
einbetten lassen mit endlichem Genus. Es gab die Vermutung (Conjecture), dass dies die einzigen
solchen Minimalfléchen sind, bis 1984 von Costa die nach ihm benannte Costa-Flédche gefunden
wurde, die allerdings Genus 1 (also ein Loch) hat (man kann sagen: Selbstiiberschneidung wird hier
durch Anderung des Genus vermieden).

Abbildung 7.2: Selbstiiberscheidungsfreie, randlose, nicht-periodische im E? eingebettete Minimal-
fliichen Katenoid, Helicoid, Costa-Fliche (von links nach rechts).

Es gibt einige Beispiele randloser, nicht-periodischer, aber selbstiiberschneidender Minimalflichen:
die Henneberg-Fliche (Henneberg, 1875) ist selbstschneidend (und nicht orientierbar), ebenso
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wie die Enneper-Fliche (Enneper, 1864)
ZIJ(U, U) = u(l - U2/3 + U2)/37 y(ua ’U) = _U(l - 1}2/3 + u2)/3v Z(ua U) = (U2 - UQ)/37

deren integrierte GauB-Kriimmung [ dAK = —4r betréigt (wie auch beim Katenoid). Diese Flichen
sind in der Physik nicht relevant.

Abbildung 7.3: Enneper-Fliche, doppelt-periodische Scherk-Fliche, dreifach-periodische Schwarz-
sche P-, D- und H-Fldchen und Gyroid (von links nach rechts).

Daneben gibt es zahlreiche periodische Minimalflichen, die wie Kristalle aufgebaut sind, wo
eine “Einheitszelle” periodisch wiederholt wird. So ist der Helicoid einfach periodisch (in der einen
durch die Helix festgelegten Richtung). Weitere Beispiele sind die 5 Scherk-Flichen (Scherk,
1834), z.B. die implizit durch e* cosy = cosx definierbare erste Scherk-Fliche, die doppelt pe-
riodisch (d.h. periodisch in zwei Richtungen = und y) ist. Die Scherk-Fliche hat allerdings un-
endlichen Genus (unendlich viele “Locher”). Die meisten bekannten periodischen Minimalflichen
sind dreifach periodisch. Schwarz hat um 1880 eine Reihe dreifach-periodischer Minimalffichen
gefunden durch Losung von Plateau-Problemen fiir polygonale Rénder, die periodisch fortsetzbar
sind. Beispiele sind die Schwarzsche P-Fliche (P= “primitiv’) mit kubischer Symmetrie die
Schwarzsche D-Fliche (D= “Diamant”), die Schwarzsche H-Fliche (H= “hexagonal”). 1970
entdeckte Alan Schoen den dreifach-periodischen Gyroid. Er ldsst sich nicht durch periodische
Fortsetzung von Losungen polygonaler Plateau-Probleme gewinnen und hat deswegen beispiels-
wiese keine Spiegelsymmetrie-Ebene; auflerdem gibt es keine geraden Liniensegmente im Gyroid.
Dreifach periodische Minimalfldchen teilen den gesamten Raum in zwei ineinander geschachtelte un-
endlich ausgedehnte verbundene Labyrinthe. Da eine Fliche das gesamte Volumen in zwei Teile teilt,
nennt man solche Grenzflichen auch bikontinuierlich. Die zwei Labyrinthe werden bei gleichem
Volumen identisch; solche dreifach periodischen Minimalflichen (wie z.B. P-, D-, H-Flichen) nennt
mann dann balanciert. Die Beispiele nicht-periodischer oder periodischer Minimalflichen in Abbn.
[7:2] und [7-3] zeigen auch, dass sich diese Flichen lokal aus sattelartigen Elementen zusammensetzen,
die tiberall K < 0 erfiillen nach .

In der weichen Materie und Materialwissenschaft findet man relativ viele physikalische Realisationen
raumfiillender dreifach-periodischer Minimalflichen @ Dies héngt damit zusammen, dass Minimal-
flichen mit H = 0 nicht nur die Oberfliche minimieren, sondern auch Minima einer Biegeenergie
H = [dAH 2 sind. Dies ist das sogenannte Willmore-Energiefunktional, das den Spezialfall
o0 =0,Cy =0, kg = 0 der allgemeinen Helfrich-Energie darstellt, also eine Biegeenergie
ohne spontane Kriimmung. Daher konnen dreifach-periodische Minimalflichen in der Physik immer
auftauchen, wenn ein System unendlich ausgedehnte, symmetrische Grenzflichen mit H = 0 auf-
baut zwischen zwei voneinander getrennten Phasen, entweder um den Flicheninhalt zu minimieren
oder eine Willmore-Biegeenergie bei gegebener Fliche.

Beispiele sind oft terndre Systeme, die amphiphile Molekiile wie Tenside oder Lipide enthal-
ten, die sich bevorzugt an einer Grenzfliche zwischen einer polaren fliissigen Volumenphase (Was-
ser) und einer unpolaren fliissigen Volumenphase (Ol) anlagern, wie Tenside oder Lipide. ['| Wenn

1 Wenn die amphiphilen Molekiile die Oberflichenspannung zwischen den Fliissigkeiten stark herabsetzen, bilden
sich Mikroemulsionen, in denen die disperse Phase (Phase mit kleinerem Volumenanteil) sehr kleine Tropfen
oder Doménen bildet (erscheint klar wie eine Mischung). Die amphiphilen Molekiile heilen dann Emulgatoren.
Beispiele fiir natiirliche Emulgatoren fiir Ol-Wasser-Systeme sind Lecithin (Eigelb) oder Senf.
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die Volumenanteile der beiden fliissigen Phasen dhnlich sind, bilden sich ausgedehnte schichtartige
Grenzflichen (bei ungleichen Volumenanteilen bilden sich kleinere tropfchenartige Strukturen wie
Mizellen oder Vesikel), die aber auch eine Biegeenergie besitzen. Sind diese Grenzflichen symme-
trisch aufgebaut, ist die spontane Kriimmung Cy = 0 (dies wird im nichsten Kapitel [8| nochmal
diskutiert werden); auflerdem haben auch unendliche periodische Minimalfléichen keine Rénder und
nach dem GauB-Bonnet-Theorem ((6.3.18)) ist die GauBsche Kriimmungsenergie [ dArx K eine Kon-
stante. Damit wird aus der Helfrich-Energie (6.4.19) dann das Willmore-Funktional H = [ dAH 2,
das eine raumfiillende dreifach-periodische Minimalfliche mit H = 0 bevorzugt.

Ein anderes Beispiel sind Lipid-Membranen, die sich aus amphiphilen Lipiden in Wasser selbstas-
semblieren (siehe auch Kapitcl. Bei einem passenden mittleren Wassergehalt bilden sich bevorzugt
symmetrische Lipid-Doppelschichten.

Raumfiillende Systeme aus symmetrischen
Lipid-Doppelschichten bevorzugen dann

D il e dA() < dA(+D)  pyrallelfiache
raumfiillende  dreifach-periodische ~Minimal — ——
flichen, wie man sich geometrisch klarmachen IL,l

kann [6]. Wenn Lipide eine symmetrische
Mittelflache

dA ﬁT_’ dA |
Doppelschicht bilden wollen, wie in der Ab- - .
bildung rechts gezeigt, wird fiir die um =I 3}
verschobenen Parallelflichen der Mittelfliche =
dA(+l) = dA(=l) bevorzugt. Nach Kapi- Parallelfliche
tel [6.3.3] (Formel (6.3.16)) gilt aber gerade aAl=H)
dA(l) = dA|1 — 21H + I’ K| und die Symmetrie- (Abb. aus [6])
bedingung fithrt auf H = 0.

Man kann dann sogar noch weitere Uberlegungen anstellen, welche raumfiillende dreifach-periodi-
sche Minimalfléche bevorzugt wird. In der Abbildung ist die Situation gezeigt, wo die Mittelfliche
eine grofere Fliche bevorzugt auf Grund der Architektur der Lipidmolekiile (wenn die Lipid-Kopfe
kleiner als die Lipid-Schwénze sind), also dA > dA(=£l), was nur fiir negative Gaufische Kriimmung
K < 0 realisiert werden kann. Daher ist eine {iberall sattelartige Konfiguration mit K < 0 be-
vorzugt. In Kapitel hatten wir ein Theorem von Hilbert erwéhnt, nach dem das sattelartige
Aquivalent einer Kugel mit konstanter negativer GauBscher Kriimmung nicht in den dreidimensiona-
len Raum eingebettet werden kann. Die beste Approximation mit minimaler Kriimmungsvariation
stellen tatsdchlich die Gyroid- und die Diamant D-Fliache dar, die daher sehr hiufig in solchen
Lipidsystemen realisiert sind.

7.3 Schaume

Schidume sind eine raumtfiillende Packung von Gasblasen, die durch fliissige
Filme getrennt sind. Je nach Fliissigkeitsgehalt unterscheidet man trockene und
nasse Schiaume. Wir diskutieren die phasikalischen Mechanismen, die die Stabi-
litédt von Schdumen bestimmen. Thre Geometrie wird lokal durch Plateau-Regeln
beschrieben bzw. global durch Lésungen des Kelvin-Problems.

Schiume sind allgemein ein raumfiillendes Zweiphasensystem aus Gas und Fliissigkeit, wobei Gas-
blasen durch fliissige Filme (z.B. Seifenhéute beim Seifenschaum) begrenzt sind. Ein Schaum ist
also eine raumfiillende Packung von Gasblasen, die durch fliissige Filme getrennt sind. Dadurch
ergibt sich ein interessantes Materialverhalten, da ein Schaum sowohl gasartige Eigenschaften (z.B.
V o T'/p wie bei einem Gas), fliissige Eigenschaften (Schaum fliefit wie eine Fliissigkeit in Geféfle
und fiillt diese aus) als auch feste Eigenschaften (Schaum kann Scherkréfte aufbauen, hat also einen
nicht-verschwindenden Schermodul) zeigt.

Man unterscheidet trockene (niedrigere Fliissigkeitsanteil, polyedrische Gaszellen, in der Abb.
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oben) und nasse Schiume (hoher Fliissigkeitsanteil, eher runde Gasblasen, in Abb. unten). Die
Gasblasen unterliegen dem Laplace-Young-Gesetz fiir den Druck und es ergeben sich fiir trockene
polyedrische Schiaume aus der Minimierung der Oberflichenenergie charakteristische geometrische
Regeln, die sogenannten Plateau-Regeln.

trockener nasser
Schaum Schaum

Flussigkeit sammelt
sich in Plateau-Kanalen

A L

—
|

dinne Filme, o dominiert,
T14(I) dominiert Kreisbégen
Zellen~Polygone Zellen~Kugeln

Abbildung 7.4: Links: Ubergang von einem trockenem Polyeder-Schaum (oben) zu einem nas-
sen Schaum mit runden Zellen (unten). Rechts: Trockene Schidume enthalten wenig
Fliissigkeit und ndherungsweise ebenen Filme, also polyedrischen Schaumzellen. In
nassen Schdumen dominiert die Grenzflichenspannung o, die kugelférmige Schaum-
zellen bevorzugt.

7.3.1 Flissige Filme, Plateau-Kanale und Driicke im Schaum
Stabilisierung fliissiger Filme

Schédume bestehen aus diinnen fliissigen Filmen, die Gasblasen umschlieBen. Wir wollen uns klar-
machen, wie und warum diinne fliisssige Filme gegen ihre Van-der-Waals Selbstwechselwirkung sta-
bilisert werden miissen. Oft wir dies durch oberflichenaktive Molekiile (Surfactants) erreicht. Sur-
factants senken zum einen die Oberflichenspannung des fliissigen Films, siche GI. 7 was auch
eine Rolle spielen wird bei der dynamischen Stabilitdt gegeniiber Dickefluktuationen. Die statische
Stabilisierung eines ideal planaren diinnen fliissigen Films basiert aber nicht primér auf diesem
Effekt, sondern auf dhnlicher Physik wie die kolloidale Stabilisierung (siehe Kapitel zur DLVO-
Theorie), da ein diinner fliissiger Film auf Grund der Van-der-Waals Anziehung eine Tendenz zum
kollabieren bzw. Reiflen hat. Bei einem Film der Dicke [ haben die Oberflichen eine Van-der-Waals
Selbstwechselwirkungsenergie

Uvaw(l) = —A/1271>

pro Fléiche mit einer Hamaker-Konstante A. Dies folgt aus unserem Ergebnis (4.2.10)), U(D)/Fliche =
—Aig %%D*Q, fiir die Wechselwirkungsenergie pro Fliache zwischen zwei Halbrdumen im Abstand
2D. Mit I = 2D und einem fliissigen Film mit Dielektrizitéitskonstante &, zwischen den Halbrdumen
wird A = A1s ~ (g1 — em)(e2 — &m). Wenn die Halbrdume beide aus dem gleichen Material oder
beide Vakuum sind, folgt A = A2 > 0 und der Film tendiert dazu, in den energetisch giinstigsten
Zustand [ = 0 zu kollabieren.
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Wie bei den Kolloiden gibt es auch bei Schdaumen die Moglichkeit,
die fliissigen Filme sterisch oder durch eine abgeschirmte abstoflen-
de Coulomb-Wechselwirkungen zu stabilisieren. Dies kénnen Surfac-
tants leisten, die entweder dissoziieren in Fliissigkeit, so dass ei-
ne abgeschirmte Coulombabstoffung stabilisert (sieche Abb. rechts),
oder die durch sterische Wechselwirkungen stabilisieren. Im Fall ei-
ner elektrostatischen Stabilisierung haben wir die elektrostatische Ab-
stoung pro Fldache in linearer Debye-Hiickel-Theorie in als

Upn(l) = 20% ,—rl herechnet. Auf Grund der Abschirmung durch

EQER

Salz fallt sie exponentiell ab mit der Debye-Abschirmléange.

Wie in der DLVO-Theorie muss das resultierende Gesamtpotential U(l) = Uyaw(!) + Upnu(l) ein
sekundéres Minimum bei einer kleinen Filmdicke loq ~ 7! haben, dass dann der Gleichgewichts-
filmdicke entspricht, qualitativ &hnlich wie in Abb. Die Gesamtenergie eines fliissigen Films der
Dicke [ (pro Fliche) enthiilt auch noch einen konstanten Beitrag von der Oberflichenspannung der
beiden fliissig-Gas Grenzfldchen,

Der disjoining pressure des Films ist dann I1;(1) = —d~/dl (positiver Druck heifit Filmoberflichen
stoflen sich ab) und verschwindet im sekundiren Minimum.

Druck, Plateau-Kanile, fliissiger und nasser Schaum

Schidume sind aus Schaumzellen aufgebaut, die durch fliissige Filme getrennt sind. Plateau-
Kanile sind gekriimmte dreieckige Kanéle, an denen sich jeweils drei Filme treffen. Vier Plateau-
Kaniile treffen sich wiederum in einem Vertex, der der Schnittpunkt vier benachbarter Flichen
ist, siehe Abb. links. In einem nassen Schaum sind die Plateau-Kanéle mit Fliissigkeit gefiillt,
siehe Abb. [74]rechts, und daher abgerundet. Sie werden im Querschnitt niherungsweise durch drei
Kreisbogen begrenzt.

Pgas = Prilm — 0 /R + Ig(l)

1

PGas = PKanal = U/T

Abbildung 7.5: Links: Plateau-Kanéile sind gekriimmte dreieckige Kaniile, an denen sich drei Filme
treffen. Vier Plateau-Kaniile treffen sich immer in einem Vertex, der der Schnitt-
punkt vier benachbarter Flidchen ist. Rechts: Die Druckbilanz in einem Plateau-
Kanal.

Jede Schaumzelle hat einen rdumlich konstanten Gas-Innendruck Pg,s, die Fliissigkeit in den Fil-
men und Kanélen hat einen rdumlich Druck pa riim bzZw. pg Kanal - Wir betrachten nun die Druck-
verhéltnisse an einem Plateau-Kanal, wo sich drei Filme treffen; die Kreisbogen, die den Plateau-
Kanal begrenzen haben einen Radius r. Wir nehmen an, die Plateau-Kanéle sind gerade, d.h.; in
eine Richtung ungekriimmt. Dann gilt fiir des Druck an den schwach gekriimmten Filmgrenzfléchen
(Kriitmmung Hyjsiche = —1/R = 1/Blasenradius) das Kraftgleichgewicht

PGas = Pa,Film + ILa(1) + 20 /R,
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wahrend an den Plateau-Kanélen

PGas = Pfl,Kanal + 0'/7’ + U/R

gelten muss (die Hauptkriimmungen am Plateau-Kanal sind =~ 1/r und =~ 1/R). Wegen r < R muss
also der disjoining pressure I1;(I) den Laplace-Druck o /r kompensieren,

Iy(l) ~ o/r,

damit pa Film = PA,Kanal gelten kann. Ohne disjoining pressure gilt pg pilm = P, Kanal +0/T > P Kanal
und die Kanile saugen Fliissigkeit von den Filmen ab (film drainage).

Je mehr Fliissigkeit sich in den Plateau-Kanélen sammelt, je grofier weden die Plateau-Kanéle und
je kleiner die fliissigen Filme. Es entsteht ein nasser Schaum, in dem Schaumzellen sich dann einer
runden Form né&hern, deren Radius r durch die Laplace-Young-Gleichung pcas = pa Kana+0/r+0/R
gegeben ist.

In einem trockenen Schaum bestimmt die Druckdifferenz Ap = pgas2 — Paas,1 zwischen zwei be-
nachbarten polygonalen Zellen die Kriimmung Hyjsiche = —1/R des Schaumfilms iiber die Laplace-

Young-Gleichung ([7.1.8))
PGas,2 — PGas,1 = 4U/R (732)

(fiir 2 Grenzfldchen mit jeweils Oberfliichenspannung o). Im Gleichgewicht sind die Fliissigkeitsfilme
zwischen Schaumzellen also Flichen konstanter mittlerer Kriitmmung und nicht immer eben, wenn
es Druckunterschiede gibt.

7.3.2 Plateau-Regeln

Abbildung 7.6: Links: Winkel in Plateau-Regeln 2 und 3. Rechts: Joseph Plateau (belgischer Phy-
siker, 1801-1883), der 1873 die Plateauschen Regeln fiir die Struktur von Schdumen
formulierte. Er hatte diese Regeln durch Experimente mit Seifenblasen gefunden.

Die von Joseph Plateau experimentell gefundenen Plateau-Regeln charakterisieren die Geometrie
trockener Schiume:

1. Alle Flichen haben konstante mittlere Kriimmung, die aus dem Laplace-Druck folgt.

2. In einer Kante (Plateau-Kanal) treffen drei Flichen aufeinander im Winkel

| arccos(—1/2) = 120° | (7.3.3)

3. In einem Knoten treffen 4 Kanten aufeinander im Tetraeder- oder Maraldiwinkel

‘ arccos(—1/3) = 109,47° ‘ (7.3.4)
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Die Regel 1 wurde bereits oben in Gl. diskutiert. Die Regeln 2 und 3 folgen fiir ebene Fléchen
aus einfacher lokaler Energieminimierung: Eine Verschneidung von mehr als 3 Schaumfilmen ist
energetisch instabil und dissoziiert in zwei 3er-Verschneidungen, siehe Abb.[7.7]links. Wir betrachten
dazu die Verbindung von 4 Punkten in einer Ebene (als Projektion von entsprechenden Filmen). Die
Energie ist bei gegebener Grenzflichenspannung proportional zur Gesamtlinge U(p) = 2a/ cos ¢ +
(b — tan¢) der Verbindungen (erster Term ist die Lidnge der Geraden die zu den vier Punkten
gehen, zweiter Term die Linge des horizontalen Mittelstiicks). Die minimale Linge und damit
minimale Energie hat, wird mit zwei 3er-Verschneidungen unter einem 120°-Winkel erreicht, was
@ = 30° entspricht. Dies ist genau die 2. Plateau-Regel. Regel 3 folgt aus den 120°-Winkeln zwischen
Ebenen aus Regel 2, siche Abb. [7.7] links. Regel 3 gibt es offensichtlich nicht fiir zweidimensionale
Schidume. Der Beweis fiir ebene Fléchen ist also einfach, die Grenzflichen sind aber normalerweise
(konstant) gekriimmt, da die Innendriicke in den Schaumzellen nicht alle gleich sind, siche Regel
1. Fiir gekriimmte Flichen ist der Beweis von Regeln 2 und 3 hochgradig nicht-trivial und wurde
mathematisch korrekt erst 1976 von Jean Taylor erbracht.

b

_ Ulp)=a+ % —atang

b ® 0 vui=30

2.70
"’B.H 01 02 03 04 05 06 07 08

Abbildung 7.7: Links: Eine Verschneidung von 4 ebenen Flichen ist instabil; Ebenen, die sich im
120°-Winkel schneiden, minimieren die Energie. Rechts: Dekorationstheorem fiir 2D
Schiume.

Daneben gibt es noch eine weitere Regel, die den Ubergang von einem trockenem zu einem nassen
Schaum beschreibt. In zwei Raumdimensionen ist dies das sogenannte Dekorationstheorem fiir
nasse Schiume, siehe Abb. rechts:

4. FEine nasse Schaumstruktur ergibt sich durch Dekoration einer trockenen Schaumstruktur mit
runden Plateau-Réndern (Kreisbogen) an jedem Vertex.

7.3.3 Schaum-Dynamik, Marangoni-Effekt

Eine trockene Schaumstruktur kann kein global stabiler Zustand sein, da eine einzelne Gasblase
ja immer eine kleinere Fldche und damit kleinere Grenzflichenenergie hitte. Schiaume sind also
nur metastabil. Dynamische Vorgénge, die Schdume destabilisieren und letztlich zum Verschwinden
von Schaumfilmen fithren, sind Drainage und Coarsening durch Gas-Diffusion. Ein anderer wichtiger
dynamischer Vorgang, der fliissige Filme in Schiumen stabilisiert, ist dagegen der Marangoni-Effekt.

Drainage wurde bereits oben diskutiert und beschreibt die Tendenz, dass sich Fliissigkeit in den
Plateau-Kanilen sammelt, sobald der disjoining pressure nicht grofi genug ist. Drainage wird auch
durch die Schwerkraft angetrieben. In Abb. [7.4]ist zu sehen, wie dadurch ein nasser Schaum zunéchst
unten entsteht, wo die Fliissigkeit sich auf Grund der Schwerkraft sammelt.

Coarsening beschreibt die Verdnderung in der Groéflenverteilung der Schaumzellen, die durch Gas-
Diffusion durch die Filme entsteht. Schaumzellen unterschiedlicher Gréfle haben unterschiedliche
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Innendriicke, nach Laplace sollten grofiere Zellen einen kleineren Innendruck haben. Dies treibt
eine Gas-Diffusion von kleineren Zellen (mit hoherem Druck) hin zu groferen Zellen (niedrigerer
Druck) an, d.h. grofie Zellen wachsen fortwihrend auf Kosten der kleineren Zellen. Dieser Vor-
gang wird Coarsening oder Ostwald-Reifung genannt und verschiebt im Laufe der Zeit die
GroBenverteilung der Schaumzellen immer weiter zu gréfieren Zellen hin.

Wasser é%é%ééié% §§§§§
o,. |0, 0,0, E 3 ii%” s o, o,
04> 0y 0,> 0, i =

Abbildung 7.8: Links: Wenn sich Grenzflichen mit unterschiedlichem oy > o5 treffen, iibt die Fliche
mit o1 Zug aus. Dies induziert einen Fliissigkeitsfluss (Marangoni-Konvektion) hin
zu Bereichen mit hoherer Oberflichenspannung, also z.B. zu Bereichen mit gerin-
ger Surfactant-Konzentration. Rechts: Dadurch stabilisieren sich Fliissigkeitsfilme in
Schiumen dynamisch. Nimmt die Surfactant-Konzentration durch eine Fluktuation
an einer Stelle ab, setzt Marangoni-Konvektion in diese Richtung ein, die wiederum
Surfactant-Molekiile mitnimmt und so die Surfactant-Konzentration erhoht.

Letztlich konnen die diinnen Fliissigkeitsfilme in einem Schaum leicht reilen. Wir haben oben be-
reits diskutiert, dass Fliissigkeitsfilme in Schiumen dagegen durch abstoende sterische oder Cou-
lombwechselwirkungen stabilisert werden, die durch Surfactants hervorgerufen werden, die entweder
dissoziieren in Fliissigkeit, so dass Ladungen entstehen, oder sterisch wechselwirken.

Surfactants ermoglichen noch einen weiteren stabilisierenden Effekt, ndmlich eine dynamische Sta-
bilisierung durch den Marangoni-Effekt (nach dem italienischen Physiker Carlo Marangoni, 1840-
1925). Der Marangoni-Effekt beschreibt Fliissigkeitsstrome an Grenzfldchen, die durch Unterschiede
in der Oberflichenspannung hervorgerufen werden. Wenn zwei Grenzflichen mit unterschiedlichen
Oberflichenspannungen o; > 05 zusammentreffen, iibt die Fliche mit der gréfleren Spannung oy
Zug auf die Fliche mit der kleineren Spannung o9 aus, wie in Abb. [7.8|links gezeigt. Die resultiernde
Zugkraft pro Kontaktlinge der beiden Flichen ist 01 — 09. Dies induziert einen Fliissigkeitsfluss,
auch Marangoni-Konvektion genannt, hin zu Bereichen mit héherer Oberflichenspannung. Wird
die Oberflichenspannung durch Surfactants herabgesetzt (siehe GI. , heifit das, dass sich
Marangoni-Konvektion immer in Richtung zu Bereichen mit geringer Surfactant-Konzentration
ausbildet. Dies fiihrt zu einer dynamischen Stabilisierung von Fliissigkeitsfilmen in Schdumen
(Abb. rechts): Nimmt die Surfactant-Konzentration durch eine Fluktuation an einer Stelle ab
(dadurch wird auch die stabilisierende abstofiende Coulomb-Wechselwirkung kleiner und der Film
lokal diinner), setzt Marangoni-Konvektion in genau diese Richtung ein. Dadurch werden wiederum
Surfactant-Molekiile mitgenommen (Advektion) und so die Surfactant-Konzentration wieder erhsht.
Schaumfilme sind also “selbstheilend” und gegeniiber Reiflen in gewissen Grenzen stabilisier durch
diesen Mechanismus.

7.3.4 Kelvin-Problem

Die Plateau-Regeln beschreiben lokale geometrische Regeln fiir die Anordnung der fliissigen Grenz-
flichen in trockenen Schiumen. Eine andere Frage ist die nach der globalen geometrischen Struktur
eines trockenen Schaumes. Dies ist die Frage nach derjenigen raumfiillenden Teilung (Tesselation)
in gleichartige Zellen mit minimaler Grenzfliche und wird auch als Kelvin-Problem bezeichnet:

e Wie kann der gesamte Raum in gleichartige Zellen eingeteilt werden, so dass die Oberfldche
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zwischen den Zellen minimiert wird?

e oder physikalisch: Welche monodisperse, trockene Schaumstruktur ist die mit der geringsten
Oberflache?

Dieses zunéchst einmal mathematische Problem geht auf Lord Kelvin (William Thomson, 1824-
1907) zuriick (seine physikalische Motivation war allerdings damals, dass er glaubte, der Ather,
in dem sich Licht ausbreiten sollte, besifie eine schaumartige Struktur). Die Losung des Kelvin-
Problems sollte notwendigerweise lokal die Plateau-Regeln erfiillen.

Abbildung 7.9: Links: Lord Kelvin (1824-1907). Rechts: In 2D 16st das Bienenwabengitter das
Kelvin-Problem. Alle Seiten haben gleiche Lénge a. Die Grenzfliche (Grenzlinie in
2D) pro Volumen (Fliche in 2D) betriigt U/A = 3a/h(a + z) = 2/v/3a (V/3/2 =
sin(w/3) = h/2a, 1/2 = cos(n/3) = x/a). Zum Vergleich: In einen Quadratgitter ist
dieses Verhiiltnis U/A = 2a/a? = 2/a und damit deutlich gréfer.

In zwei Raumdimensionen 16st das Bienenwabengitter (honeycomb lattice) aus Abb. rechts
das Kelvin-Problem. Im Bienenwabengitter ist offensichtlich die Plateau-Regel vom 120°-Winkel
immer erfiillt. Damit erfiillt das Bienenwabengitter lokal alle Plateau-Regeln (Regel 3 gibt es nicht
in zwei Raumdimensionen). Dass es damit auch global das Kelvin-Problem 16st, wurde mathematisch
streng erst 1999 von Thomas Hales bewiesen.

In drei Raumdimensionen ist die Losung des Kelvin-Problems schwieriger. Kelvin selbst hatte 1887
eine Losung vorgeschlagen, den sogenannten Kelvin-Schaum, die iiber 100 Jahre als korrekt angese-
hen wurde (aber nicht bewiesen werden konnte). Der Kelvin-Schaum besteht aus den Wigner-Seitz-
Zellen des bee-Gitters. Er besteht damit aus trunkierten Oktaedern (Oktaederstiimpfen), d.h.
dem Schitt eines Wiirfels der Kantenléinge 4a mit einem reguldren Oktaeder der Diagonalenldnge
6a, siehe Abb. rechts (oder Tetrakaidecahedron, also 14-seitiger Polyeder, 6 Quadrate und 8
Hexagone). Diese Formen lassen sich per definitionem raumfiillend in einem bee-Gitter anordnen.
Allerdings wird dann an den Kanten, wo sich drei Fldchen treffen, der 120°-Plateauwinkel nicht
genau erreicht, wenn die Quadrate und Hexagone perfekt eben sind. Kelvin folgerte, dass die Hexa-
gone leicht gekriimmt sind miissten, siehe Abb. rechts, um den Plateauwinkel zu erreichen. Die
Kriimmung ist jedoch nur sehr klein und reduziert die Fliche der Zellen um nur 0.2%. Die Hexagone
sind dann fast ebene Minimalflichen und erfiillen in Monge-Parametrisierung die Gleichung

1
H%§AZ:O7

siehe (6.3.11)) oder (7.6.2) in Ubung 2.

Dass Kelvins Vorschlag tatséchlich keine Losung des Kelvin-Problems darstellt, wurde dann 1993
klar, als Dennis Weaire und sein Student Robert Phelan numerisch eine optimalere Struktur auf-
zeigten (die mit Hilfe des Programms Surface Evolver gefunden wurde), den sogenannten
Weaire-Phelan-Schaum.

Die Weaire-Phelan-Struktur besteht aus zwei Sorten von Polyedern, ndmlich Dodokahedren (12 Sei-
ten) aus 12 Pentagonen und Tetraidekahedren (14 Seiten) aus 2 Hexagonen und 12 Pentagonen. Die
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Abbildung 7.10: Links: 3D Kelvin-Schaum aus trunkierten Oktaedern in raumfiillender bce-
Packung. Rechts: Die Hexagon-Oberflichen miissen leicht gewdlbt sein, um die
Plateau-Winkel zu erreichen.

e

Tetraidekahe-
Dodokahedron dron

Abbildung 7.11: Links: Die Weaire-Phelan Schaumstruktur besteht aus zwei Sorten von Polyedern,
némlich 12-seitigen Dodokahedren und 14-seitigen Tetraidekahedren [7]. Rechts:
Brennendes Methaneis. Methaneis liegt

Pentagon-Oberflichen sind (wie die Hexagon-Oberflichen des Kelvin-Schaums) leicht gekriimmt, um
die Plateau-Winkel zu erreichen, die Hexagone sind hier perfekt planar. Der Weaire-Phelan-Schaum
hat eine um 0.3% kleinere Fliche als der Kelvin-Schaum. Wenn alle Flichen perfekt eben sind, wird
aus dem Weaire-Phelan-Schaum die Wigner-Seitz-Zelle der kubischen A15-Struktur, die in einigen
intermetallischen Phasen vom Typ A3B realisiert ist. Sie ist auch vom Methanklathrat (Methaneis)
bekannt. In der Methanklathrat-Struktur liegen Wassermolekiile in den Ecken der Weaire-Phelan
Polyeder und sind durch Wasserstoftfbriicken gebunden. Sie bilden einen Polyeder-Kéfig, in dem
grofleren Methan-Gasmolekiile gefangen sind.

7.4 Benetzung (Wetting)

Oberflédchen kénnen teilweise oder vollstédndig benetzt werden. Bei teilweiser Be-

netzung entstehen Tropfen mit einem Kontaktwinkel § > 0, der durch die Young-
Gleichung aus den Grenzflichenspannungen bestimmt ist. Bei vollstdndiger Be-
netzung bildet sich makroskopischer Fliissigkeitsfilm. Entlang der Koexsitenz-
linie von Fliissigkeit und Gas gibt es vor dem kritischen Punkt einen Benet-
zungsiibergang zwischen teilweiser und vollstdndiger Benetzung.

Benetzung einer Oberflache tritt ein, wenn Fliissigkeit, z.B. in Form eines Tropfens auf eine feste
Oberfléiche gebracht wird, die sich in Kontakt mit der Dampfphase der Fliissigkeit befindet. Dabei
modifiziert die Anwesenheit der Oberfliche zunéchst einmal den fliissig-Gas Phaseniibergang der
Fliissigkeit. Es zeigt sich, dass es auf der Koexistenzlinie von Fliissigkeit und Gas, d.h. vor dem
kritischen Punkt einen sogenannten Benetzungsiibergang gibt.
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Abbildung 7.12: Benetzungsiibergang im Phasendiagramm in der p-T-Ebene der intensiven Kon-
trollparameter (links) und im Phasendiagramm in der T-p-Ebene der Dichte p und
der Temperatur (rechts). Am Benetzungsiibergang bildet sich fiir T, > T > T, ein
makroskopischer flissiger Film auf der Oberflache. Fiir T' < T}, liegt nur teilweise
Benetzung vor.

Der Ubergang von Gas zu Fliissigkeit entlang der Koexistenzlinie (siehe Abb.[7.12) ist diskontinu-
ierlich, so dass fliissige und Gasphase immer durch eine Grenzfliche mit Oberflichenspannung o
getrennt sind. Am kritischen Punkt verschwindet dann der Unterschied zwischen Gas und fliissiger
Phase so dass am kritischen Punkt auch o verschwinden wird. In der Theorie des Phaseniiberganges
von der Gasphase in die fliissige Phase miissen dann Oberflichenenergien mitberiicksichtigt werden
bei der sogenannten Keimbildung oder Nukleation der fliissigen Phase.

Nukleation eines Tropfens der fliissigen Phasen findet im metastabilen Bereich unmittelbar oberhalb
der fliissig-Gas Koexistenzlinie im Phasendiagramm in der p-T-Ebene statt. Dort sind sowohl die
fliissige als auch die gasférmige Phase metastabil, wobei fiir die chemischen Potentiale pg < figas
gilt, d.h. die Umwandlung von Gas in Fliissigkeit in einem Volumen V (d.h. die Bildung eines
fliissigen Tropfens mit Volumen V') fithrt zu einem Gewinn AGyv = pa(pa — fgas)V < 0 an freier
Energie. Allerdings hat jedes endliche Volumen V eine berandende Grenzfliche A, an der eine Grenz-
flichenenergie AG4 = 0 A > 0 aufgebracht werden muss. In Abwesenheit irgendwelcher Oberflichen
wird die aufzubringende Grenzflichenenergie bei gegebenem Volumen fiir einen runden Tropfen mit
Radius R (V = 47R?/3) am kleinsten, wie in gezeigt wurde. Dieser Tropfen hat dann eine
Oberfliche A = 47 R? und die freie Energie fiir Tropfenbildung,

i
AG(R) = AGy + AG4 = _?pﬂmﬂ — Hgas| R® + 4To R?,
hat eine Energiebarriere AGh,, o 02 /(palpa — fgas|)? bei einem kritischen Radius

Re =20/ (palun — NgaS|)-

Diese Energiebarriere muss beim Tropfenwachstum iiberwunden werden, z.B. durch thermische
Aktivierung, d.h. durch Ausnutzen thermischer Fluktuationen durch das umgebende Wirmebad.
Dieser Vorgang wird Nukleation genannt. Tropfen mit einer iiberkritischen Gréflie R > R, kénnen
dann spontan weiterwachsen durch freien Energiegewinn. Die Dynamik solcher Nukleationsvorginge
durch thermisch aktiviertes iiberwinden einer Energiebarriere wird in Kapitel[9.2.5 beschrieben. Dor
finden wir das die Nukleationsgeschwindigkeit proportional zum Arrhenius-Faktor e~ 2Gvar/ksT
sein sollte.

Die Anwesenheit einer Oberfliche kann den Nukleationsprozess erleichtern, indem die Nukleations-
barriere gesenkt wird. Dies geschieht, wenn die Oberflichenspannung der fest-fliissig Grenzfliche oy
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kleiner als die Oberflichenspannung der fliissig-Gas Grenzflache oy, ist, o < oy - E| In diesem Fall
ist es energetisch von Vorteil, wenn der Tropfen auf der Oberfliche kondensiert, wie wir dies z.B.
auch von Wasser aus dem Alltag kennen. Man spricht dann auch von heterogener Nukleation
(statt homogener Nukleation im Volumen).

Die Nukleation der fliissigen Phase verlduft jedoch qualitativ unterschiedlich unterhalb (Pfad A in
Abb. und oberhalb (Pfad B in Abb. der sogenannten Benetzungstemperatur T, fiir
die normalerweise T,, < T, gelten sollte, wie wir unten zeigen werden:

A) Fir T < T, finden wir teilweise Benet-
zung (partial wetting). Dann bildet sich
ein Tropfen an der Oberfléiche, der eine Kon- mikroskopisch
taktwinkel 6 mit diinner flissiger Film

(74.1)

mit der Oberflache bildet. Neben dem Trop- A / s S f S /S
fen bleibt nur ein mikroskopisch diinner ' ‘ '
fliissiger Film an der Oberfliche.

Kontaktlinie

B) Fiir T > T, finden wir dagegen vollstéindige

Benetzung (complete wetting). Dann bildet

sich kein Tropfen, sondern ein makroskopischer l

Film an der Oberfliche, der einen Kontaktwinkel W4
=X

qay S

s

hat.

"4

_ L4 (\ '\\Ae el

SR e

Abbildung 7.13: Mechanisches Gleichgewicht der drei Grenzflichenspannungen in der Young-
Gleichung.

Bei teilweiser Benetzung stellt sich der Kontaktwinkel 6 auf Grund der drei Grenzflachenspan-
nungen oy, (fliissig-Gas, liquid-vapor), oy (fest-fliissig, solid-liquid) und o, (fest-Gas, solid-vapor)
ein, die in mechanisches Gleichgewicht gebracht werden miissen, siche Abb.

Im mechanischen Gleichgewicht verschwindet die erste Variation AF der Gesamtenergie beziiglich
einer Variation der Kontaktlinienposition um Al. Bei einer Kontaktlinie der Lénge L fiithrt dies zu
Anderungen der Grenzflichen AA,; = LAl, AA,, = —LAl und AA;, = LAl cos# (sieche Abb.

und damit zu

AF = UslAAsl + USUAASU + UZUAAZU
= LAl (0s — 05y + 015, cOS0)

2 y=vapor, l=liquid, s=solid
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Die Gleichgewichtsbedingung AF/Al = 0 fithrt dann auf die Young-Gleichung

‘ Osy = Og] + Oy COS 07 (743)

die den Benetzungswinkel 6 aus den drei Grenzflichenspannungen bestimmt.

Bei vollsténdiger Benetzung gilt dagegen
Osy > Osl + O,

und es ist energetisch vorteilhaft, die fest-Gas Grenzfliche (os,) durch eine fest-fliissig und ei-
ne fliissig-Gas Grenzfliche (zusammen oy + 0y,,) zu ersetzen durch Bildung des makroskopischen
fliissigen Films auf der festen Oberflache.

Der Benetzungsiibergang ist der Ubergang von teilweiser Benetzung mit § > 0 zu vollstéindiger
Benetzung mit § = 0 bei T' = T, entlang der fliissig-Gas Koexistenzlinie. Fiir T' T, gilt dann
Osv /051 + 01, und damit 6 0.

Wir wollen nun zeigen, dass der Benetzungsiibergang bei T, auf der Koexistenzlinie immer vor dem
kritischen Punkt bei T, liegt, also T, < T, gilt. Das folgende Argument geht auf Cahn zuriick [9).
In der Néhe von T, (t = |T — T.|/T.) verschwindet die fliissig-Gas Grenzflichenspannung mit einem
kritischen Exponenten g,

Oy X t“a

da fliisssige und Gasphase identisch werden an T. In der Ginzburg-Landau Mean-Field-Theorie
hat die fliissig-Gas Grenzflache eine Breite £ von der Groflenordnung der Korrelationslange, iiber
die sich die freie Energie proportional zum Quadrat des Ordnungsparameters (p; — p,)? fndert,
o X (pr — py)?/€. Die Korrelationslinge ¢ o« t~¥ divergiert mit einem Exponenten v, der in
der Mean-Field-Theorie den Wert vyp = 1/2 annimmt. Der Ordnungsparameter p; — p, th
verschwindet am kritischen Punkt mit einem Exponenten [, fiir den in der Mean-Field-Theorie
Bur = 1/2 gilt (siehe GL. (3.2.3)). Daher gilt in Mean-Field-Theorie

Orw o (p1 — pu)? /€ oc AT also e = 28ur + iy = 3/2

Auflerdem verschwindet der Unterschied o, — 0 zwischen den Grenzflichenspannungen mit der
festen Phase. Dieser Grenzflichenspannungsunterschied ist proportional zum Dichteunterschied p; —
Py und damit gilt

0-51)_0-sl0(pl_p'uO(’fﬁ

mit Syrp = 1/2 in Mean-Field-Theorie. In Mean-Field-Theorie (und auch allgemeiner) gilt also
@ > B und daher fir t — 0
18 X gy — 05 > Opp X tH. (7.4.4)

Also finden wir immer oy, > 04 + 0, und damit vollsténdige Benetzung in der Ndhe des kritischen
Punktes. Dies impliziert die Existenz eines Benetzungsiibergangs vor dem kritischen Punkt, also
T, <T..
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7.6 Ubungen Kapitel

1. Rayleigh-Instabilitét

Wir betrachten eine zylindrische fliissige Grenzfliche mit Radius R, Zylinderlinge L und Ober-
flichenspannung ¢ und wollen ihre Stabilitdt beziiglich Kapillarwellen untersuchen, d.h., wir addie-
ren eine entlang der Lingsrichtung (z-Richtung) oszillierende Stérung zu der zylindrischen Ober-
fliche (natiirlich in Zylinderkoordinaten). Die gestorte Zylinderoberfléche ist dann wie folgt para-
metrisiert durch ¢ und z:

r(2) cos ¢
r(¢,2) = | r(z)sing | (0<z<L) mit
z

r(z) = R(1 + esin(kz))

wobei k = 2w /L die Wellenléinge der Storung ist und € < 1 ihre Amplitude beschreibt.

a) Berechnen sie das Volumen V (¢) des gestérten Zylinders. Das Volumen Vy = mR3L soll erhalten
bleiben bei der Stérung. Dann muss der Radius R = R(e) eine Funktion von € werden. Bestimmen
Sie R(e).

b) Berechnen Sie den metrischen Tensor der gestorten Oberfliche und ihren Fldcheninhalt A(e) bis
zur fiihrenden Ordnung in e.

c) Benutzen Sie ihr Resultat aus a) um den gestérten Flicheninhalt A(e)|y =y, bei festem Volumen
V(e) = V, bis zur fithrenden Ordnung in € zu berechnen.

d) Berechnen Sie mit Hilfe des Ergebnisses aus c¢) die Anderung der Oberflichenenergie AF =
o[A(e) — A(0)] bei festem Volumen V(e) = V; bis zur fiihrenden Ordnung in e. Unter welchen
Bedingungen wird der Zylinder instabil gegeniiber der Kapillarwellenstérung, d.h., AF < 0?7

2. Minimalflichen in Monge-Parametrisierung
Wir betrachten eine Flidche in Monge-Parametrisierung z = z(z, y).
a) Wie berechnet sich der Flicheninhalt A (siehe auch Aufgabe 2 in Kapitel [6))?

b) Zeigen Sie, dass die verschwindende erste Variation des Flidcheninhalts, 6 A = 0, auf die Gleichung

d O n d Oyz
dz /14 (0:2)% 4+ (0y2)>  dy \/1+ (0,2)2 + (9y2)?

fithrt. Zeigen Sie die Aquivalenz zur Lagrange-Gleichung
(14 (8:2)%) (“)iz —20,20,20,0y% + (14 (9y2)*) 922 = 0. (7.6.1)

Zeigen Sie die Aquivalenz zu H = 0 (siche auch Aufgabe 2 in Kapitel @
c) Folgern Sie, dass die Héhenfunktion einer fast ebenen (9,2, 0,z < 1) Minimalfliche die Gleichung

Vi2=Az=0 (7.6.2)

erfilllt, vgl. auch Gl. (6.3.11)).
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3. Katenoid

Das Katenoid ist eine Rotationsfliche und in Zylinderkoordinaten
durch p(z,¢) = ccosh(z/c) mit einem Parameter ¢ # 0 und z € R
gegeben:

p(z,¢) cos d ccosh(z/c) cos ¢
™(z,¢,¢) = | p(z,¢)cos¢p | = [ ccosh(z/c)cos¢ | . (7.6.3)
z z

a) Zeigen Sie, dass das Katenoid eine Minimalfléiche ist. Wieso bilden Seifenhéute zwischen zwei
parallelen ringfoérmigen Drihten einen Katenoid aus (siehe Abb. ?

b) Das Katenoid entsteht als Rotationsfliche der Katenoide oder Kettenlinie p(z, ¢) = ccosh(z/c).
Zeigen Sie, dass sich diese Kettenlinie als Konfiguration minimaler Gravitationsenergie einer durch-
hingenden Kette fester Lange und konstanter Massendichte ergibt. Zeigen Sie weiter, dass ¢ dann
der Kriitmmungsradius im Scheitel (tiefster Punkt) der durchhéngenden Kette ist.

4. Blasenwachstum

Zwei Seifenblasen sind wie in der Abbildung prépariert. Was
passiert wenn der Hahn in der Mitte gedffnet wird? Wel-
che Seifenblase wéchst, welche schrumpft? Reprisentiert die
Konfiguration, wo beide Blasen gleiches Volumen haben, ein
stabiles Gleichgewicht? Was passiert, wenn das Experiment / \ y
auf drei Seifenblasen mit Volumenaustausch erweitert wird?

«p°
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8 Membranen

Literatur zu diesem Teil: Selbst-Assemblierung von Lipidmembranen wird in [1] diskutiert. Diffe-
rentialgeometrie und Mathematik in [2} |3} 4], siehe Kapitel@ Elastische Eigenschaften von Vesikeln
in [5} |6l |7], Formen von Vesikeln in [5} §].

Amphiphile Molekiile mit einem hydrophoben und einem hydrophilen Teil, wie Lipidmolekiile,
Surfactants (z.B. Tenside) oder amphiphile Block-Copolymere, kénnen sich in Wasser auf Grund
des hydrophoben Effekts in komplexere Strukturen wie Mizellen, Zylinder oder Membranen und Ve-
sikel selbst-assemblieren. Diese Strukturen haben ein hydrophobes Inneres, um Kontakt mit Wasser
zu vermeiden, und eine hydrophile Hiille, die dem Wasser zugewandt ist. Sie bilden sich auf Grund
des hydrophoben Effekts durch die durch das Wasser vermittelte Anziehung zwischen den hy-
drophoben Molekiilteilen. Wir werden uns in diesem Kapitel insbesondere mit Lipiden und ihrer
Selbst-Assemblierung in Membranen, die aus einer typischerweise 4 — 5nm dicken Lipiddoppel-
schicht bestehen, befassen.

o=
../ f\sg

4 OO
i ) Prosphaiia
N bieyer

Hydrophobic tail

Hydrophilic head group

Abbildung 8.1: Links: Selbstassemblierte Lipidstrukturen in Wasser. Rechts: Aufbau eines Lipid-
molekiils und einer Lipiddoppelschicht (aus Lodish, Molecular Cell Biology).

Solche Lipiddoppelschichten sind auch der Hauptbestandteil vieler biologischer Membranen, die in
jeder eukaryontischen Zelle die d&uflere Zellmembran bilden, verschiedene funktionale Kompartimen-
te oder Organellen trennen (Zellkern, Mitochondrien, Golgi-Apparat, endoplasmatisches Retiku-
lum) oder auch Transport-Vesikel umschliefen. Membranen erlauben selektiven Transport zwischen
den abgetrennten Kompartimenten (z.B. Ionentransfer); dieser wird durch in der Membran loka-
lisierte Ionenkanile oder -pumpen ermdoglicht. Auflerdem sind in Membranen zahlreiche Proteine
(Rezeptoren, Ionenkanéle und -pumpen, Enzyme) lokalisiert, die durch Wechselwirkungen mit dem
hydrophoben Kern der Doppelschicht in der Membran gehalten werden.

Lipidmembranen liegen in einer Zelle als zweidimensionale Fliissigkeit vor, da sie oft aus Mischungen
verschiedener Lipide bestehen (fluid mosaic model [9]), siche Abb. links und Abb. Li-
pidschichten kénnen jedoch bei tieferen Temperaturen auch in eine sogenannte Gelphase iiberfithrt
werden, die teilweise feste Eigenschaften besitzt. Lipidmembranen bilden bevorzugt geschlossene
Fldchen, die auf Grund ihrer Fluiditat flexibel sind, aber trotzdem ihre Struktur auch bei grofien
Deformationen nicht verlieren, da einzelne Lipidmolekiile nahezu unléslich in Wasser sind. Lipid-
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Abbildung 8.2:  Organisation einer typischen eukaryotischen Tierzelle: 1. Nucleolus
(Kernkorperchen). 2. Zellkern (Nukleus). 3. Ribosomen. 4. Vesikel. 5. Raues
(Granuldres) endoplasmatisches Retikulum (Ergastoplasma). 6. Golgi-Apparat.
7. Mikrotubuli. 8. Glattes (Agranulires) endoplasmatisches Retikulum. 9. Mit-
ochondrien. 10. Lysosom. 11. Cytoplasma. 12. Peroxisomen. 13. Zentriolen. Quelle:
Wikipedia (MesserWoland und Szczepan1990 - Eigenes Werk)

membranen als Hiillen der Zelle selbst und einzelner Kompartimente innerhalb der Zelle stellen
damit eine flexible adaptive Hiille dar, die aber unterphysiologischen Bedingungen auch sehr stabil
ist.

B
e

R, -

Td =4-5nm (b)

Abbildung 8.3: Links: Cartoon einer Zellmembran als fluides Mosaik verschiedener Bestandteile,
z.B. Kanalproteine oder Ankerproteine fiir Filamente. Rechts: Lipiddoppelschicht
(4 — 5nm dick) um ein Vesikel (Phasenkontrastmikroskopie) mit Durchmesser ~

15pm. (Quelle: Ref. )

Unter einer Membran wollen wir im Folgenden eine Lipidmembran, die aus einer Doppelschicht von
Lipiden besteht, verstehen. Wie in Kapitel [6] hergeleitet, beschreiben wir die fluidle Membran als
zweidimensionale Fliissigkeit durch die die Canham-Helfrich-Energie

H= /dA {o+2k(H - Co)* + kxK}. (8.0.1)

Diese bestimmt Gleichgewichtsformen und Fluktuationen von Membranen. Bevor wir Gleichge-
wichtsformen und thermische Fluktuationen von Membranen diskutieren, beschéftigen wir uns noch
einmal mit dem Phasenverhalten und der Selbst-Assemblierung von Lipiden. Wir werden auch dis-
kutieren, welche Werte die Materialparameter der Helfrich-Energie , die Oberflichenspannung
o, der Biegemodul k, die spontane Kriimmung Cy und der Gauflscher Biegemodul kg fiir Lipid-
Doppelschichten typischerweise annehmen.
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8.1 Phasenverhalten, Selbst-Assemblierung von Lipiden

Lipidmolekiile bilden auf Grund des hydrophoben Effekts verschiedene Aggrega-
te aus, wie Mizellen, Zylinder, lamellare Doppelschichten und Vesikel. AuBerdem
kann innerhalb einer Doppelschicht, die Kohlenwasserstoffketten unterschiedliche
Grade von Ordnung aufweisen und es gibt Ubergénge von einer fluiden Phase in
verschiedene Gelphasen bei abnehmender Temperatur. Welche Aggregatphase sta-
bil ist, kann mit Hilfe des sogenannten Packungsparameters qualitativ verstanden
werden.

Fin Lipidmolekiil besteht aus einer hydrophilen Kopfgruppe, die entweder geladen oder po-
lar ist und hydrophoben Kohlenwasserstoffketten, die zu Fettsiduren gehoren. Lipidmolekiile
in Zellmembranen sind Phospholipide. Diese bestehen aus zwei langen Fettsdureketten, die
iiber eine Estherbindung an eine kleinere polare oder geladene Kopfgruppe gebunden sind, die eine
polare Phosphatgruppe enthilt, siehe Abb. rechts. Fettsduren bestehen aus einer langen Koh-
lenwasserstoffkette und einer Carboxyl-Sauregruppe R-COOH. Es gibt geséttigte und ungeséttigte
Fettsduren; ungeséittigte Fettsduren haben einzelne C=C Kohlenstoffdoppelbindungen, die zu einer
abgewinkelten Struktur der Kohlenwasserstoffkette fithren, siche Abb. 8.1] rechts.

Gy | | g
B o E

E F G H
VRUBOGY Al ddddddd)  EESERE

g (T (gt | 35350

TIENIRT prrrerer TTIPPRTT amonxe
il N B “ :
® & 4P 3=

Saturated

Double
" bond

Monounsaturated

Mixed saturated and unsaturated

Abbildung 8.4: Links: Unsaturierte und saturierte Lipide in einer Membran. Unsaturierte Lipide
bevorzugen eine fluide Phase. Rechts: I. Verschiedene lamellare Gel-Phasen [(A)
subgel, L¢; (B) gel, untilted chains, Lg; (C) gel, tilted chains, L; (D) rippled gel,
Pl; (E) fully interdigitated gel, Lié‘t; (F) partially interdigitated gel; (G) mixed in-
terdigitated gel; (H) liquid crystalline, L,, fluid]. II. Verschiedene Aggregate [(A)
Sphérische Mizellen; (B) Zylindrische Mizellen (tubules); (C) Scheiben; (D) Inver-
tierte Mizellen; (E) Fragment einer rhombohedrischen Phase; (F) Lamellare Phase,
Doppelschichten; (G) Invertierte hexagonale Phase; (H) Invertierte mizellare kubi-
sche Phase; (J) Kubische Im3m-Phase aus Doppelschichten; (K) Kubische Pn3m-
Phase aus Doppelschichten; (L) Kubische Ia3d-Phase aus Doppelschichten.] (aus

[12)).
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Auf Grund ihrer amphiphilen Struktur zeigen Lipide in Wasser ein auflerordentlich reiches Phasen-
verhalten. Die hydrophoben Ketten machen ein einzelnes Lipidmolekiil im wesentlichen wunldslich
in Wasser. Daher gibt es eine sehr kleine kritische Konzentration, oberhalb derer Lipide sich
spontan selbstassemblieren zu verschiedenen Aggregaten, wie Mizellen, Zylindern, planaren
Doppelschichten (Lamellen) oder Vesikeln (kugelférmig geschlossene Doppelschichten), sie-
he Abbn. (rechts) und (links). Die treibende Kraft bei der Bildung aller dieser Aggregate
ist der hydrophobe Effekt, der durch das umgebende Wasser eine anziehende Wechselwirkung
zwischen den hydrophoben Molekiilteilen vermittelt, siche Kapitel Welches dieser Aggrega-
te sich bildet, héngt von dem Anteil geloster Lipidmolekiile bzw. dem Wasseranteil ab, sowie der
molekularen Geometrie der Lipidmolekiile.

Die Bildung verschiedener Aggregate ist nicht der einzige Aspekt des Phasenverhaltens von Lipi-
den. Auch innerhalb einer lamellaren Doppelschichtphase kénnen Lipide noch verschiedene Phasen
ausbilden durch Ordnung ihrer Kohlenwasserstoffketten. In einer lamellare Doppelschicht sind Li-
pide typischerweise frei beweglich, d.h. sie kénnen frei innerhalb jeder der beiden Monoschichten
diffundieren und sind nicht an einen Platz gebunden. Dies beschreibt die sogenannte fluide Phase
(manchmal auch als fliissigkristalline Phase bezeichnet), die auch in biologischen Membranen unter
physiologischen Bedingungen normalerweise realisiert ist. In der fluiden Phase sind die Kohlen-
wasserstoffketten ungeordnet. Lipidmembranen kénnen bei tieferen Temperaturen allerdings auch
in diverse lamellare Gelphasen iibergehen, in denen die Kohlenwasserstoffketten verschiedene
Ordnungen annehmen, sieche Abb. (rechts).

Wir kommen zuriick zur Selbstassemblierung in Aggregate. Welche Aggregatstruktur (Mizelle, Zy-
linder oder planare Doppelschichten) sich bildet, hingt entscheidend von der Geometrie der Lipid-
molekiile ab, die mit Hilfe des sogenannten Packungsparameters
v
P =— mit 8.1.1
- i (8.1.1)
v = Lipidvolumen , a = Kopfgruppenfliche , [ = Kettenlédnge

charakterisiert wird. Dieser wird auch vom Wasseranteil beeinflusst, da sich durch den Hydratati-
onszustand z.B. auch die Grofle der Kopfgruppe a &ndern kann, die bei hohem Wassergehalt wachsen
wird.

e Eine Mizelle ist kugelférmig mit Radius R. Wenn die Mizelle N Lipidmolekiile enthélt, gilt

4tR* = Na 30
4 = —.
gR?’ = Nv }:>R a

Mizellen werden sich bilden, wenn [ > R, sonst entsteht ein energetisch ungiinstiger “Hohl-
raum” im Inneren der Mizelle. Das heifit 3v/a < I, und wir erhalten damit die Bedingung

p="2< (8.1.2)

=~
Wl =

a

fiir die Bildung von Mizellen.

e Wenn P grofler wird und das Mizellen-Kriterium (8.1.2) verletzt, kénnen sich Zylinder
(worm-like micelle) bilden mit Radius R und Linge L. Wenn dieses Aggregat N Lipide
enthilt, gilt

TR = No (BT

a
Zylinder kénnen sich nur bilden, wenn [ > R, sonst entsteht wieder ein energetisch ungiinstiger
“Hohlraum” im Inneren des Zylinders. Das heifit 2v/a < [ oder P = v/al < 1/2, und wir haben
insgesamt die Bedingung

2rRL = Na} 2v

<P<

(8.1.3)

DN | =

Wl
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Abbildung 8.5: Packungsparameter und bevorzugte Aggregatstruktur (aus

fiir die Bildung von Zylindern.

e Fiir noch grofleres P konnen sich planare Aggregate, also planare Lamellen oder auch
randlose geschlossene Vesikel bilden, wenn

(8.1.4)

DN =
IA
e
IA
—_

8.2 Materialparameter von Lipiddoppelschichten

Wir diskutieren, wie die Materialparameter der Helfrich-Energie (8.0.1]) - Ober-
flichenspannung (Fliche), Biegemoduln, spontane Kriimmung und Druck (Volu-
men) - fiir Lipidmembranen zu wéhlen sind.

Wir betrachten nun wieder speziell planare Aggregate, d.h. Lipidmembranen, die aus einer Lipid-
Doppelschicht bestehen, die eben oder gekriimmt vorliegen kénnen. Von besonderem Interesse als
Modellsysteme fiir Zellhiillen sind dabei randlose geschlossene Vesikel. Diese fluiden Lipidmem-
branen werden durch die Helfrich-Energie beschrieben, wobei sich aber einige spezielle Ein-
schrinkungen der Materialparameter im Falle von Lipidmembranen ergeben.

206



8.2.1 Oberflachenspannung, Fliche

Die Oberflichenspannung ¢ in der Helfrich-Energie ist verbunden mit der Einstellung der
Fliache der Lipidmembran. Die Spannung von Membranen ist eine etwas problematische Grofle, da
o(A) einmal als echte mechanische Dehnungsspannung interpretiert werden kann, aber auch als ein
Lagrange-Multiplikator, der eine vorgegebene Fliache einstellt.

Folgende Punkte spielen dabei eine Rolle:

e Einzelne Lipidmolekiile sind nahezu unléslich in Wasser. Daher ist die Zahl Ny von Lipidmo-
lekiilen in der Doppelschicht fest.

e Auflerdem gibt es eine bevorzugte Fliche ag pro Kopfgruppe, was dann zu einer bevorzugten
Flache Ay = Npag der Membran fiihrt. Daher liegt eine Dehnungselastizitdt vor, wo die
mechanische Dehnungsspannung proportional zur Flicheninderung ist,

K 4 ist dabei der Fliachen-Kompressionsmodul. Typische Werte fiir Lipid-Doppelschichten sind
K4 ~ 200mJ/m?.

e Die Lipidmembran ist allerdings wenig dehnbar. Bei Dehnungen (A — Ag)/Ag ~ 1% reifdt
eine Lipidmembran bereits (d.h. kleine durch thermische Fluktuationen erzeugte Poren sind
bereits grofi genug, um spontan zu wachsen unter der Membranspannung). Dies fiihrt dazu,
dass 0(A) < 2mJ/m? < K4 bis zum Reifilen, was ein kleiner Wert ist, z.B. im Vergleich zu
o ~ 40mJ/m? (siehe (7.0.2)) fiir fliissige Grenzfliichen.

o Effektiv lisst sich die Fléche einer Lipidmembran also nur wenig dndern. Daher ist es sinnvoll,
statt einer expliziten Dehnungselastizitét einfach einen festen Flicheninhalt A vorzuschrei-
ben (der wegen der kleinen Dehnbarkeit nur wenig von Ay abweichen kann). Dann kann o
in der Helfrich-Energie auch einfach als ein Lagrange-Multiplikator angesehen werden,
um die Fliche A einzustellen. o hat dann die physikalische Bedeutung eines “chemischen Po-
tentials fiir Fldche” (wie bei einem fliissigen Tropfen). Nur wenn sich die Fliche frei einstellen
konnte durch Aufnahme oder Abgabe von Lipidmolekiilen in die umgebende Fliissigkeit, wére
o = 0. Dies ist aber nicht der Fall, die Zahl der Lipidmolekiile ist fest, No = Ag/ao.

e Beide Deutungen von o, als Lagrange-Multiplikator und als Dehnungsspannung sollten kon-
sistent sein [6]. Dies impliziert, wenn ein Lagrange-Multiplikator o = f(A) notwendig ist,
um eine bestimmte Fliche A einzustellen, sollte gleichzeitig f(A) = 0(A) = Ka(A — Ag) /Ao
gelten, damit genau dieser Wert auch durch die mechanische Spannung aufgebracht wird. Aus
dieser letzten Beziehung bestimmt sich dann eine Gleichgewichtsfliche A bei gegebenem Ag
und K 4. Nur wenn A = A die energetisch optimale Fldche ist, gilt ¢ = 0. Wegen der geringen
Dehnbarkeit wird die Gleichgewichtsfliche A nur wenig von Ay abweichen.

e Da die Membran nur wenig dehnbar ist, sind Biegungen (bei nahezu konstanter Fliche) die
vorherrschenden Deformationsmoden von Membranen.

8.2.2 Biegemoduln

Typische Werte fiir den Biegemodul « in der Helfrich-Energie sind k ~ 20kpT fiir Lipid-
Doppelschichten. Diese Werte sind auch konsistent mit der Dehnungselastizitéit, wenn wir die Mem-
bran als elastische Haut mit Dehnungselastizitit und verschwindendem Schermodul psop = 0 ver-
stehen. Fiir ein zweidimensionales isotropes elastisches Medium gelten die Beziehungen
zwischen den elastischen Konstanten (hier K4 = Kap). Wir haben in Kapitel in Gleichung
(6.4.16)) eingesehen, dass der Biegemodul Ep dann mit dem Kompressionmodul K4 iiber Ep =
E3ph?/12(1 — v?) zusammenhéngt und Eyp = E3ph gilt. Eine Lipiddoppelschicht kann nun als ein
ungekoppelter Stapel von zwei fliissigen Filmen mit h = d/2 verstanden werden, wobei d = 4 — 5nm
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nun die Dicke der Lipiddoppelschicht ist, siehe Fig. [8.3] Fiir einen fliissigen Film mit puop = 0 kann
man formal vop = 1 setzen (siehe letzte Gleichung in 16.4.14)) und erhélt

Espd® K ad? K ad?
k=2Eg(h=d/2) = ——22 A =4

= = = 8.2.1
48(1 - 1/22D) 24(1 + V2D) 48 ’ ( )

wo wir K4 = E3pd/2(1 — v) benutzt haben. Mit K4 ~ 200mJ/m? und d = 5nm erhalten wir
Kk ~ 25kpT.

Fiir den Gauf3schen Biegemodul xx findet man mit dhnlicher Argumentation aus der Elasti-
zititstheorie negative Werte rkx = —k = —Kad?/48, die also eine positive Gausche Kriimmung
bevorzugen. Dies hingt allerdings auch stark von der molekularen Architektur der Lipidmolekiile
ab. In Kapitel [7.2] hatten wir ein Beispiel diskutiert, wo negative Gaufische Kriimmung bevorzugt
wird. Fiir geschlossene Lipidmembranen, wie sie z.B. in Vesikeln vorliegen, ist der Wert von kx auch
unerheblich. Dort gilt némlich nach dem Satz von GauB-Bonnet (6.3.18)), dass der Energiebeitrag
von der Gauflschen Kriimmung in der Helfrich-Energie (8.0.1))

HK%dAK = krdr(l—g)

eine topologische Invariante ist, also nur von der Topologie der geschlossenen Fléiche und nicht
ihrer genauen Gestalt abhéngt. Dabei ist g der Genus der geschlossenen Fliche und g = 0 fiir alle
Vesikelformen mit Kugeltopologie.

8.2.3 Spontane Kriimmung

Die spontane Kriimmung ) in der Helfrich-Energie héngt von der Asymmetrie der
beiden Monolagen in der Lipid-Doppelschicht ab. Fiir symmetrische Schichten ergibt sich Cy = 0.
Die beiden Lipidlagen kénnen asymmetrisch sein, z.B. weil das Volumen innen und auflen andere
molekulare Zusammensetzung haben oder weil bestimmte Molekiile nur auf einer Seite adsorbieren.
Eine starke Anisotropie tritt auf, wenn es eine Fliachendifferenz zwischen beiden Lipid-Schichten
gibt. Hier spielt dann auch die Zeitskala fiir sogenannte “flip-flop”-Prozesse, d.h. den Austausch
von Lipidmolekiilen zwischen den beiden Schichten, eine entscheidende Rolle:

e Normalerweise ist der flip-flop-Prozess langsam, da dafiir der hydrophile Kopf des Lipidmo-
lekiils durch den von den Schwénzen gebildeten hydrophoben Teil der Doppelschicht wandern
muss, was zu einer freien Energiebarriere fiihrt fiir diesen Prozess. Wenn der flip-flop-Prozess
langsam ist und deshalb auf experimentellen Zeitskalen nicht stattfindet heifit das, dass die
Fldchen der beiden Lipidlagen erhalten sind. Auch eine Flichendifferenz AA = Ay — Ay zwi-
schen beiden Lipidschichten bleibt dann erhalten. Sind beide Lipidlagen parallel und haben
einen Abstand ! ~ d/2, der ungefihr der halben Dicke der Doppelschicht entspricht, liegen
zwei Parallelfliichen vor, wie wir sie aus Kapitel [6.3.3] kennen.
Eine Fliachendifferenz AA # 0 impliziert dann eine Kriimmung.
In GL.[6.3.16 hatten wir bereits die Differenz der Flichenelemente
zweier gekriimmter Parallel berechnet: /g1 — /g =~ —2IH,/g. y
Damit heit AA = [ dudv(\/g1 — /g) auch :

AN A,

AA = —/dA2lH = —d/dAH = dMp, (8.2.2) G %

d N\ dA = A, - A,

d.h. die integrierte mittlere Kriimmung M, = — [dAH

wird durch Vorgabe der Fliachendifferenz A A festgelegt.

In der Helfrich-Energie (8.0.1) bendtigen wir dann einen entsprechenden Lagrange-Multipli-
kator Cy, der die Grofle integrierte mittlere Kriitmmung M, auf den durch AA vorgegebenen
Wert einstellt. Dieser Lagrange-Multiplikator ist die spontane Kriimmung.
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e Wenn der flip-flop-Prozess schnell ist, kann sich die Flachendifferenz AA und damit die inte-
grierte mittlere Kriimmung M frei einstellen. Flip-flops kénnen z.B. durch spezielle Enzyme
(“Flipasen”) beschleunigt werden; auflerdem kénnen einige Lipide wie Cholesterin schnell flip-
pen, so dass z.B. alle Membranen, die Cholesterin enthalten, Flichendifferenzen ausgleichen
kénnen. Kann sich die Flachendifferenz A A und damit die integrierte mittlere Kriimmung M
frei einstellen, entspricht dies einem Wert Cy = 0 des entsprechenden Lagrange-Multiplikators.

e Aus der Helfrich-Energie (8.0.1) wird in diesem Spezialfall Cy = 0, wenn zusétzlich noch
o = 0 gilt (Flidche kann sich frei einstellen) und eine geschlossene Fliche vorliegt, so dass die
GauBsche Biegeterm eine topologische Invariante ist, dann eine reine Biegeenergie

H=2§/muﬁ. (8.2.3)

Das Funktional [ dAH? heifit auch Willmore-Funktional in der Mathematik. Es wird dort
ohne Volumen- oder Fliachenconstraint betrachtet und wird minimiert durch die sogenannten
Willmore-Flichen. Zu jedem Genus g gibt es eine Klasse von Willmore-Fléchen, dies sind
Kugeln fiir g = 0, der sogenannte Clifford-Torus (und die Dupin-Zyklide) fiir g = 1 und
die Lawson-Fléchen fiir g = 2.

Dabei ist interessant, dass die Biegeenergie keine Groflenabhéngigkeit mehr aufweist.
Betrachten wir z.B. eine Kugel mit Radius R (H = —1/R) gilt H = 2kdnR*(1/R)? = 87k
unabhéngig von R. Die Biegeenergie ist also skaleninvariant, d.h. bei der reinen Biegeenergie
legt die Energieminimierung nicht die Gréfle der optimalen Form fest. Man kann sogar
allgemeiner zeigen, dass die Biegeenergie konform invariant ist, d.h. invariant unter
Translation, Rotation, Skalentrafo und auch einer “Inversion” 7 — 7 + (7 — 70)/|(F — 70)|?
mit einem Inversionszentrum 75 [13].

8.2.4 Vesikelbildung

Die fehlende Groflenabhéngigkeit der Biegeenergie ist auch der Grund fiir die ausgeprigte Tendenz
von planaren Lipid-Doppelschichten sich zu Vesikeln zu schlieffen. Dieser Prozess wird getrieben
von der Linienenergie, die die die hydrophoben Lipidschwinze am Rand der Doppelschicht durch
Kontakt mit Wasser hervorrufen. Fiir eine quadratische planare Membran der Kantenlénge L ist die
Fliche A = L? und die Randenergie E; = 4\L, wenn A die hydrophobe Kontaktenergie pro Linge
ist. Eine planare Membran hat keine Biegeenergie E, = 0. Schlifit sich die Membran zu einem
kugelférmigen Vesikel gleicher Fliche (also A = L? = 47 R? und damit L ~ R), gibt es keinen Rand
mehr, also F; = 0, allerdings eine Biegeenergie Ej, = 8mk. Da diese nicht vom Radius R abhéngt,
ist ein Vesikel immer energetisch bevorzugt fiir

| R~L>2m/) | (8.2.4)

d.h. fiir Membrangréfien oberhalb einer festen Grenze.

8.2.5 Volumen

Schliefllich miissen wir noch im Falle geschlossener Vesikel das Volumen V eine Vesikels diskutieren.
Hier liegt tatséchlich oft auch ein festes Volumen V' =V}, vor. Dies liegt daran, dass die Membran
zwar durchléssig ist fiir Wasser, aber oft undurchléssig fiir groflere Molekiile. Dadurch erzeugen
solche grofleren Molekiile einen osmotischen Druck. Ein osmotischer Druck stellt (bei geniigend
groer Konzentration osmotisch aktiver Molekiile) ein osmotisch bevorzugtes Volumen V; in sehr
engen Grenzen ein. Daher wird das Helfrich-Energiefunktional dann auch oft noch durch
einen Volumenterm —ApV ergénzt, wo die Druckdifferenz Ap = p;,, — pe, der Lagrange-Parameter
ist, der das Volumen auf den vorgegebenen Wert V;, einstellt.
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8.3 Gleichgewichtsformen von Vesikeln

Gleichgewichtsformen von Vesikeln minimieren die Helfrich-Energie bei gegebener

Fldche und gegebenem Volumen. Auch die integrierte mittlere Kriimmung oder
Fléchendifferenz zwischen den Lipidlagen kann vorgegeben sein. Wir diskutieren
verschiedene Klassen von Gleichgewichtsformen (mit konstanter und rdumlich va-
riierender mittlerer Kriimmung H , Formdiagramme ohne und mit gegebener mitt-
lerer Kriimmung und Formen mit héherem Genus).

Fiir geschlossene Vesikel minimieren wir also die Biegeenergie

H= /dAQn:HQ (8.3.1)

(die GauBsche Biegeenergie [ dArg K ist eine Invariante nach GauB-Bonnet) unter den 3 Nebenbe-
dingungen

o feste Fliche A = Ay, der entsprechende Lagrange-Multiplikator ist eine Spannung o,

o festes Volumen V' =V}, der entsprechende Lagrange-Multiplikator ist eine (osmotische) Druck-
differenz Ap = pip — Pew, oft benutzt man das dimensionslose reduzierte Volumen

v
(47 /3) G

v =

mit A = 47 R, (8.3.2)

o feste integrierte mittlere Kriimmung My = — [ dAH ~ AA/d bzw. Flichendifferenz AA (siehe
Gl. (8.2.2))), der entsprechende Lagrange-Multiplikator ist die spontane Kriimmung Cy (wir

verwenden 4xCy in (8.3.3)).

Damit ist insgesamt folgendes Energiefunktional zu minimieren:

F= / dA2kH? + 45CoMy + 0 A — ApV, (8.3.3)

wobei 0 — o + 2kC2 hier um einen Beitrag von der spontanen Kriimmung erginzt wurde [6].

Fiir dieses Funktional kann tatséichlich in einer lingeren Rechnung (die wir hier nicht reproduzieren,
siehe z.B. |7]) die erste Variation berechnet werden mit differentialgeometrischen Methoden, wie wir
sie in Kapitel bei der Herleitung der Laplace-Gleichung bereits fiir fliissige Tropfen ver-
wendet haben. Es ergibt sich schliellich aus der Bedingung einer verschwindenden ersten Variation
die folgende Verallgemeinerung der Laplace-Gleichung,

Ap+2Ho — k [4(H — Co)(H? — K + CoH) + 2AH] =0, (8.3.4)

die sich fiir kK = 0 wieder auf die Laplace-Gleichung reduziert. In GI. ist AH der kovariante
Laplace-Beltrami-Operator angewandt auf die mittlere Kriimmung. Losungen von sind sta-
tionére Vesikelformen. Die Gleichung ist kovariant formuliert: Es tauchen nur geometrische
Groflen auf, die unabhéngig von der Parametrisierung sind.

8.3.1 Losungen mit konstanter mittlerer Kriimmung H

Wir wollen im Folgenden zuerst mogliche Losungen mit konstanter mittlerer Kriimmung H (also
AH = 0) zunichst fiir den symmetrischen Fall Cy = 0 diskutieren.
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Zunichst sind dann wieder Kugeln, also sphérische Vesikel mit Radius R eine Losung. Eine Kugel
hat H? = K = 1/R?, so dass der dritte Term in (8.3.4)) vollstindig verschwindet. Die ersten beiden
Terme sind aber wieder die Laplace-Gleichung ((7.1.8)), so dass der Kugelradius R sich wieder aus
Ap =20 /R ergibt.

Eine andere Losung sind Zylinder (“tethers”) mit Radius Ry, fiir die K =0 und H = —1/2R,,
gilt. Die mittlere Kriimmung ist dann durch eine kubische Gleichung bestimmt, die Druck und
Oberflichenspannung als Parameter enthlt,

Ap+2Ho — 4xH? = 0. (8.3.5)

Diese kann eine, zwei oder drei Losungen fiir H besitzen.

Ein interessanter Spezialfall ist Ap ~ 0, also wenn z.B. ein diinner Zylinder mit Radius R,y mit
einem grofien sphérischen Vesikel mit Radius Rspn > R,y verbunden ist, siehe auch Abb.
Da Volumen und Flédche ausgetauscht werden kann zwischen verbundenen Zylinder und Kugel,
miissen Druck Ap und Spannung o in Zylinder und Kugel gleich sein. Fiir die Kugel soll der
Radius Rgpn so grof} sein, dass in der ersten Variation die ersten beiden Terme dominieren
und néherungsweise die Laplace-Gleichung Ap = 20/Rgpp gilt. Im Zylinder soll R,y wiederum so
klein (bzw. H so grofl) sein, dass die letzten beiden Terme in dominieren, so dass sich die
Zylinderkriimmung auf |H| = (0/2k)/? einstellt bzw. der Zylinderradius auf

1
= ——— = (rk/20) /2.
R vl 2|H| (KJ/ J)
Mit 0 = RypnAp/2 gilt dann R,y = (k/RspnAp)'/? fiir den kleinen Zylinderradius als Funktion
des groflen Kugelradius bzw. der Druckdifferenz. Die Energie eines Zylinders der Lange L ist nach
(8.0.1))
F(L) = A(o + 26H?) = 27 L(0 Ry + K/2Ry51). (8.3.6)

30
20
10

Force (pN) |
(=]

20

(=B

—
o
~—

10
length (um)

Abbildung 8.6: (a) Membranzylinder, der mit Hilfe eines durch eine optische Falle gehaltenen
Kiigelchens (rechts) aus einem (PEG-dekoriertem) EPC-Vesikel gezogen wird [14].
Durch die Aspiration in einer Mikropipette (links) wird die Membranspannung o
dabei konstant gehalten. (b) Es ergibt sich eine konstante Kraft von f,y1 ~ 16 pN, im
Einklang mit den unabhéngig bestimmten Werten o = 0.06 mN/m und k = 12kpT,

siehe GI. . (Abbn. aus )

Membranzylinder (tubes, tethers) kénnen auch im Experiment aus Vesikeln gezogen werden, siehe
Abb. Dazu muss eine Gesamtkraft f,y1 = dF,,1/dL aufgewendet werden, mit der am Zylinder
gezogen wird. Diese ergibt sich aus (8.3.6) als

fust = dFyg1/dL = 2(0 Ryy1 + £/2Ryy1) = 21(2k0) /2

und hiéngt von Membranspannung ¢ und Biegesteifigkeit « ab.

Eine weitere wichtige experimentelle Geometrie ist die Mikropipetten-Aspiration, siche Abb.
wo ein Vesikel (Radius R) in eine Mikropipette (Radius a < R) gesaugt wird durch einen
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Abbildung 8.7: Mit Hilfe von Mikropipetten-Aspiration kénnen Vesikel manipuliert werden und
ihre Spannung o kann iiber die Druckdifferenz Ap = py — p; kontrolliert werden

nach GL (Abb. aus )

Unterdruck Ap = pg — p1 > 0. Alle Teile des Vesikels kénnen Fléche austauschen und haben daher
die gleiche Spannung o. Betrachtet man nur die beiden Kugelkappen auflerhalb der Pipette und
innerhalb der Pipette, gilt dort jeweils eine Laplace-Gleichung

p—po =20/R (auBerhalb) , p—p; =20/a (innerhalb),

wobei wir Korrekturen durch die Kriimmungsenergie (letzter Term in der ersten Variation (8.3.5)
und mogliche Adhésion der Membran an der Pipettenwand vernachléssigt haben. Insgesamt ergibt
sich durch Subtraktion

1 1
po—p1 =20 <a - R> . (8.3.7)

Die Membranspannung o lisst sich also durch den Saugdruck Ap = py — p1 > 0 einstellen und
kontrollieren.
8.3.2 Losungen mit variabler mittlerer Kriimmung H

Nun betrachten wir Vesikelformen, in denen die mittlere Kriimmung H rdumlich variieren kann.

Willmore-Flachen

Im Spezialfall o = 0 (freie Einstellung der Fldche), Ap = 0 (freie Einstellung des Volumens) und
Cyp = 0 (symmetrischer Fall) ergibt sich das Willmore-Funktional H = 2« [ dAH? (siehe Gl.
(8.2.3)) und die Gleichgewichtsbedingung wird

2H(H? - K)+ AH = 0.

Losungen sind dann die oben bereits erwéihnten Willmore-Flichen, also Kugeln fiir Genus g = 0,
der sogenannte Clifford-Torus fiir ¢ = 1 (siehe auch Abb. flir eine Realisierung durch ein
Vesikel), und die Lawson-Flichen fiir g = 2, sieche Abb. Der Clifford-Torus zeichnet sich
durch Axialsymmetrie und das Radienverhiltnis R/r = /2 aus. Er hat ein reduziertes Volumen
v = 0.71 und entspricht dem Minimum H = 472k der Biegeenergie .

Symmetrischer Fall (keine spontane Kriimmung)
Im physikalisch realistischen symmetrischen Fall (verschwindende spontane Kriimmung Cy = 0) sind

Fliche A = Ay und Volumen V =V vorgegeben und ¢ und Ap miissen entsprechend eingestellt
werden, um diese constraints zu verwirklichen (im Gegensatz zu den Willmore-Flichen, wo Fliche

212



Abbildung 8.8: Willmore-Flichen, d.h. geschlossene Flichen, die die Biegeenergie oh-
ne Flichen- oder Volumenconstraint minimieren. Links: Clifford-Torus (Ge-
nus g = 1, reduziertes Volumen v = 0.71). Mitte: Lawson-Fliche (Ge-
nus ¢ = 2) und Button(“Knopf”)-Flidche (ebenfalls Genus g = 2). Lawson-
und Button-Fliche sind durch eine konforme Transformation verbunden und
haben gleiche Biegeenergie. [Xavier Michalet Webseite “Holes in Lipsomoes”
http://www.chem.ucla.edu/ michalet/papers/lvmh/e-lvmh.html].

und Volumen nicht vorgegeben sind). In dem Problem kann die Lingenskala gewiihlt werden, so
dass man als dimensionslosen Kontrollparameter ein dimensionsloses reduziertes Volumen durch
Vo

=——— mit Ay =47R}] 3.
v TR mit Ay = 47 R; (8.3.8)

einfithren kann (indem Léngen in Einheiten von Ry gemessen werden). Gleichgewichtsformen kénnen
daher in Abhéngigkeit des reduzierten Volumens vollsténdig klassifiziert werden (bei verschwinden-
der spontaner Kriitmmung Cy = 0).

Eine Bestimmung von Gleichgewichtsformen durch Lésung des Variationsproblems fiir Cy = 0, also
durch Losung der Gleichung (8.3.4)),

Ap+2Ho — k [AH(H? — K) +2AH] =0, (8.3.9)

ist nicht ohne Weiteres moglich. Daher wurden numerische Rechnungen zu Vesikelformen durch-
gefithrt, insbesondere unter Beschrinkung auf axialsymmetrische Formen, d.h. Formen mit einer
Rotations-Symmetrieachse (siehe z.B. E und Referenzen dort). Anstatt der parametrisierungs-
unabhéngigen geometrischen Gleichung @ wird dann die Form in Zylinderkoordinaten para-
metrisiert und in die Biegeenergie inklusive der Lagrange-Multiplikatoren fiir Volumen und Fliche
in dieser Parametrisierung ausgedriickt. Aufstellung der Euler-Lagrange-Gleichungen, um die Bie-
geenergie in dieser Parametrisierung zu minimieren fiithrt auf einen Satz von Formgleichungen fiir
Vesikelformen, die Extrema der Biegeenergie entsprechen. Diese Formgleichungen kénnen numerisch
mit Hilfe von Schussverfahren gelost werden.

Es ergeben sich verschiedene Losungszweige fiir Vesikel mit Kugeltopologie (Genus g = 0 ohne
Locher), ndmlich Stomatozyten, prolate und oblate (auch Diskozyt) Vesikelformen. Fiir je-
den Losungszweig kann auch jeweils die Energie bestimmt werden, siehe Abb. (links). Der
Losungszweig mit der niedrigsten Biegeenergie sollte der stabilen Gleichgewichtsform entsprechen.
Die sich ergebende Abfolge der Gleichgewichtsformen als Funktion des reduzierten Volumens v ist
in Abb. (rechts) gezeigt. Die Formen geringster Energie sind prolate fiir groie v > 0.65, oblat
in einem kleinen Wertefenster 0.65 > v > 0.59 und stomatocyt fiir kleine v < 0.59. Zwischen den
Formen gibt es dann Formiiberginge. Schneiden sich zwei freie Energiezweige, wie beim Prolat-
Oblat-Ubergang (D) und Oblat-Stomatozyt-Ubergang (D**°), erwarten wir einen diskontinuier-
lichen Formiibergang mit Hysterese und Bistabilitdt genau wie bei einem Phaseniibergang 1.
Ordnung, wo sich auch zwei freie Energiezweige (der beiden koexistierenden Phasen) am Ubergang
schneiden. Diese Koexistenz zweier Formen und Bistabilitdt des Systems ist auch experimentell be-
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Abbildung 8.9: Links: Biegeenergie Fj,/8mk von geschlossenen Vesikeln als Funktion des reduzier-
ten Volumens v fiir verschiedene Losungszweige (Stomatozyten, prolat und oblat;
die oblate Form heifit auch Diskozyt) der Formgleichungen im symmetrischen Fall
Coy = 0. Die Form mit der niedrigsten Energie sollte jeweils die global stabile Gleich-
gewichtsform des Vesikels représentieren. Rechts: Formdiagramm mit der jeweiligen
Gleichgewichtsform minimaler Energie als Funktion des reduzierten Volumens v.
(Abbn. aus [5])

obachtbar: in Abb. ist gezeigt, wie thermische Fluktuationen am Prolat-Oblat-Ubergang ein
bistabiles Schalten zwischen prolater und oblater Form im Experiment bewirken.

Der oblate Diskozyt ist bikonkav und weist eine gewisse Ahnlichkeit mit der Form roter Blut-
koérperchen auf. Darauf wurde bereits von Canham hingewiesen in der ersten Verdtffentlichung zur
Canham-Helfrich-Energie [10]. Es hat sich allerdings herausgestellt, dass die Formen roter Blutkér-
perchen nicht befriedigend durch ein einfaches Vesikel-Modell beschrieben werden kénnen. Bei roten
Blutkorperchen spielt auch das Spektrin-Skelett eine wichtige Rolle fiir die Form. Dieses Netzwerk
aus Spektrin-Filamenten ist in der Lipidmembran verankert und gibt der Hiille roter Blutkérperchen
eine zusétzliche Scher- und Kompressionselastizitéit, die nicht vernachldssigt werden kann.

Formen mit spontaner Kriimmung

Sind Flip-Flop Prozesse langsam, bleibt einer Fldchendifferenz AA zwischen beiden Lipidschichten
erhalten, die zu eine spontanen Kriimmung Cj # 0 fiihrt, siehe Gleichung . Die erste Variation
ist dann durch den vollen Ausdruck gegebenen und Berechnungen von axialsymmetrischen
Vesikelformen konnen nur numerisch durchgefiihrt werden wie schon bei Cy = 0 diskutiert. Die spon-
tane Kriimmung Cj kann auch als Lagrange-Multiplikator verstanden werden, um eine vorgegebene
Flichendifferenz AA = —21 [ dAH zu realisieren, die mit der integrierten mittleren Kriimmung und
dem Abstand [ = d/2 der beiden Lipidlagen zusammenhingt, siehe Gl. .

Wenn die Fléchendifferenz oder die integrierte mittlere Kriimmung M = — [dAH = A/2l vor-
gegeben ist, konnen wir als weiteren dimensionslosen Kontrollparameter (neben dem reduziertem
Volumen v aus (8.3.8))) die reduzierte integrierte Kriimmung oder reduzierte Flichendifferenz

AA M|
mo = = —

T 2Ry, Ry

(8.3.10)

einfithren [5]. Wird mit der Fliachendifferenz eine weitere Grofie (neben Volumen und Fliche) festge-
halten, werden dadurch mehr Formen stabilisiert. Daher ist das entsprechende Formendiagramm in
der v-my, das in Abb. (links) die jeweiligen Gleichgewichtsformen zeigt sehr viel reichhaltiger
im Vergleich zu Abb. echts). Insbesondere treten nun auch z.B. “birnenférmige” (pear) Vesikel
als Gleichgewichtsformen auf.
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Abbildung 8.10: Links: Formdiagramm mit der jeweiligen Gleichgewichtsform minimaler Energie als
Funktion des reduzierten Volumens v und der reduzierten Fléchendifferenz mig/4m
(Abb. aus [5]). Rechts: Vergleich einer experimentellen Formsequenz (von Diskozyt
nach Stomatozyt) bei Erhohung der Temperatur und damit Verringerung des re-
duzierten Volumens v (wegen thermischer Ausdehnung der Fliche) und Erhéhung
der Flidchendifferenz (wegen unterschiedlicher Ausdehnungskoeffizienten beider Li-
pidlagen) mit einer theoretischen Formensequenz, die durch Energieminimierung
gewonnen wurde (startend bei v = 0.65) [15] (Abb. aus [@)

Die experimentelle Formensequenz in Abb. (rechts) wurde durch Erhohung der Temperatur
gewonnen. Experimentell ist es nicht moglich, Fliache, Volumen oder Flichendifferenz kontrolliert
zu #ndern. Eine Anderung der Temperatur bewirkt im wesentlichen eine Flichenausdehnung und
damit eine Erniedrigung des reduzierten Volumens v. Wenn diese Flichenénderung in den beiden
Lipidlagen unterschiedlich ist wegen unterschiedlicher Flichenausdehnungskoeffizienten, wird auch
die Flichendifferenz gedndert. Damit ergibt sich eine bestimmte Trajektorie im Formendiagramm
in Abb. (links). Der Vergleich der Gleichgewichtsformen entlang dieser Trajektorie stimmt gut
iiberein mit den experimentell beobachteten Formen [15].

Toroidale Formen (Formen mit Genus g > 0)

Auch Vesikelformen mit Genus g > 0 lassen sich experimentell beobachten, sieche Abb. 811} Toroi-
dale Formen sind torusartige Formen mit g = 1.

Ohne Volumen- oder Fléchenconstraint und im symmetrischen Fall (Cy = 0) bleibt nur die Biege-
energie und wir erhalten das Willmore-Funktional H = 2k [ dAH? (siehe Gl. ) Die toroidale
und axialsymmetrische Form minimaler Biegeenergie ist genau der oben bereits erwidhnte Clifford-
Torus, der ein Radienverhiltnis R/r = v/2 und ein reduziertes Volumen v = 0.71 hat, und das
Minimum H = 472k der Biegeenergie (8.2.3) erreicht [13], siehe Abb. (links).

Wir hatten weiter oben in Kapitel auch bereits bemerkt das die Biegeenergie alleine skalenin-
variant und sogar konform invariant ist, d.h. invariant unter Translation, Rotation, Skalentrafo
und auch einer “Inversion” 7 — 7 + (F— ) /| (F — 7o) |* mit einem Inversionszentrum 7. Solche In-
versionen iiberfithren toroidale Formen in toroidale Formen wobei die Biegeenergie erhalten bleibt,
aber das reduzierte Volumen sich dndert. Transformieren wir den axialsymmetrischen Clifford-Torus
sind die entstehenden Formen i.Allg. nicht mehr axialsymmetrisch und haben 1 > v > 0.71. Al-
lerdings haben auch die so entstehenden Formen minimale Energie unter allen toroidalen Formen
mit gleichem v > 0.71 . Fiir v > 0.71 sind die Formen minimaler Biegeenergie also nicht mehr
axialsymmetrisch; dies sind die sogenannten Dupin-Zykliden, siehe Abb. (rechts).
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Abbildung 8.11: Toroidale Vesikelformen (Genus g = 1). Links: Clifford-Torus (reduziertes Vo-
lumen v = 0.71) und eine zugehorige Dupin-Zyklide (bei v = 0.80) fiir Genus
g = 1, (MafBistab entspricht 10um). Rechts: Bei Erhéhung der Temperatur dehnt
sich die Lipid-Doppelschicht und das reduzierte Volumen V' nimmt ab. Fiir v = 0.71
ist der Clifford-Torus mit mittigem Loch das Energieminimum, fir v > 0.71
Dupin-Zykliden, bei denen das Loch des Torus sich zunehmend zur Seite ver-
schiebt bei fester Topologie g = 1. [Xavier Michalet Webseite “Holes in Lipsomoes”
http://www.chem.ucla.edu/ michalet/papers/lvmh/e-lvinh.html].

(a) (b) (c)

Abbildung 8.12: Alle drei Vesikelformen mit Genus g = 2 bei v = 0.78 und festem mg sind energe-
tisch entartet und gehen durch konforme Diffusion auseinander hervor ||

Die konforme Invarianz fithrt auch zum Phénomen der konformen Diffusion fiir noch héheren
Genus g > 2 (siehe z.B. die Lawson-Fléche in Abb. . Die Invarianz der Biegeenergie fithrt dann
zu einem Kontinuum energetisch entarteter Zusténde, auch wenn v und mg vorgegeben werden, wie
im physikalisch relevanten Fall. Es existieren daher experimentell beobachtbare “Goldstone-Moden”,
die zu energetisch nicht bestraften kontinuierlichen Formverdnderungen solcher Vesikel fithren ,
siche Abb.[R12

8.4 Thermische Fluktuationen

Membranen zeigen thermische Fluktuationen. Wir berechnen die thermische Rau-
higkeit, die Persistenzlédnge von Membranen und die entropische Fluktuationskraft
vor einer Wand.

Lipidmembranen oder fliissige Grenzflachen sind sehr weich. Bei typischen Lipidmembranen liegt der
Biegemodul im Bereich k ~ 20kpT. Zudem ist der Biegeenergiebeitrag von der Lingenskala (Grofle
des Vesikels) unabhiingig und gibt daher auch die Skala der Biegeenergie der Lipidmembran. Dies
zeigt bereits, dass die thermische Energie von 1kgT nicht ausreichen sollte, um eine Gleichgewichts-
form zu zerstoren, allerdings sollten thermische Formfluktuationen ohne weiteres méglich sein. Diese
sind experimentell beobachtbar, ein Beispiel ist in Abb. [B13] gezeigt.
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Abbildung 8.13: Thermische Fluktuationen eines DMPC-Vesikels am Prolat-Oblat-Ubergang (Auf-
nahmen im Abstand von At ~ 6s) [17]. Die Formen fluktuieren bistabil zwischen
prolat und oblat.

Ist die Membran zusétzlich unter Spannung, z.B. durch einen Flidchenconstraint, erhebt sich aufler-
dem die Frage, ob Formfluktuationen hauptséchlich durch die Biegesteifigkeit oder die Membrans-
pannung limitiert werden.

Wir betrachten den symmetrischen Fall (Cy = 0) und vernachlissigen in der Helfrich-Energie
wieder den Gauflschen Kriimmungsterm, da dieser nach dem Satz von Gauf}-Bonnet entwe-
der eine topologische Invariante (geschlossenes Vesikel) oder einen Randterm ergibt, der unabhingig
von Formfluktuationen sein sollte. Damit arbeiten wir im Folgenden mit dem Energie-Funktional

Hz/dA{U—l—QﬁHQ}. (8.4.1)

8.4.1 Thermische Rauhigkeit

Um thermische Fluktuationen quantitativ zu beschreiben, betrachten wir zunichst ein planares
Membranstiick, und zwar in der Monge-Parametrisierung (6.0.2)).

Die schwach gekriimmte Fléche wird dabei iiber einer

~ ;« ), 9) planaren Referenzfliche mit kartesischen Koordinaten
P IR e W (x,y) durch ein Hohenfeld z(z,y) parametrisiert:
x
(%) (x,y) = Yy (8.4.2)
z(z,y)

Wir hatten in Kapitel auch bereits Metrik und Kriimmungen in der Monge-Parametrisierung
berechnet. Insbesondere ergab sich fiir mittlere Kriimmung und Flidchenelement

1, o 1
H= 5((%2 +0,2) = iAZ
. 1/2
dA = dxdy\/g ~ dxdy (1 + (VZ)Q) (8.4.3)
Aus dem Energiefunktional (8.4.1) wird dann in der Monge-Parametrisierung

H = /dx dy (1 + (62’)2>1/2 {o+ QK(AZ/2)2}

~2 const + /d:vd {;0’(62)2 + g(Az)z} ) (8.4.4)
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Um thermische Fluktuationen zu quantifizieren miissen wir die Zustandssumme berechnen bzw. die
thermische Rauhigkeit (z(x,y)?) der Membran. Dazu miissen wir iiber alle Formfluktuationen,
d.h. alle Konfigurationen z(z,y) mit ihrem jeweiligen Boltzmann-Gewicht absummieren. Dies fiithrt
auf Pfadintegrale

Z = /'DZ(J},y)e_,’LL[{Z(‘Tvy)}]/ICBT7
1
<Z(l‘7y)2> - E/DZ(JE,y)Z(m,y)QefH[{z(mﬁ‘/)}]/kBT

dhnlich wie fiir Polymere, z.B. fiir ein Gaufisches Polymer in Gl. (5.2.17) oder ein semiflexibles
Polymer in (5.6.19)).

Ein dhnliches Problem wie die Berechnung der Rauhigkeit hatten wir bei der Beschreibung thermi-
scher Fluktuationen semiflexibler Polymere in Kapitel kennengelernt. Deren Konfigurationen
und Biegeenergie lielen sich in d = 2 Raumdimensionen durch eine Winkelkonfiguration ¢(s) be-
schreiben (siehe Gl. ) und bei der Berechnung von Tangentenkorrelationen mussten wir Kor-
relationsfunktionen dieses Winkels mit Hilfe des Energiefunktionals Gl. (5.6.18)) berechnen dhnlich
der Berechnung der thermischen Rauhigkeit (z(z,y)?) hier. Sowohl die obige Energie (8.4.4) als auch
die Energie des Polymers haben die wichtige Eigenschaft, quadratisch in den entsprechen-
den Feldern z(z,y) bzw. ¢(s) zu sein. Daher fiithrt die Boltzmannverteilung auf eine Gaufiverteilung
und wir miissen im Prinzip nur Gauflintegrale berechnen. Allerdings besteht in beiden Fillen das
Problem, dass die Felder z(x, y) bzw. ¢(s) als Gradient oder sogar Laplace-Operator in den Energien
erscheinen. Damit sind bei der Membran z(z, y) und z(x+dz, y+dy) gekoppelt und kénnen nicht un-
abhingig sofort abintegriert werden. Wie im Falle des Polymers miissen wir daher Normalmoden
durch Fouriertransformation einfiihren:

2(%) = 7 Z (€T auf & = <y) e [0, L)

- 2
z2(q) = /dez(f)e_lq'r mit ¢ = (Z;) = fﬂ- (:1) , n,m € Z. (8.4.5)

Die ¢ sind also diskret mit (Aq)? = (27/L)?. Fiir reelles z(Z) gilt
A(=q) = Z7(q) (8.4.6)

wird aus der Energie (8.4.4)

ng{"u M EGEE

a 1 - .
L 12 {Eq2 + §q4} [Re®2(q) + Im?2(q)] (8.4.7)
7
wobei die Summe Z(j, . = Zm>0 - liber die Hélfte aller ¢’s lduft. In entkoppeln alle
auftretenden Moden ReZ(§) und ImZ( _) Daher kénnen wir nun folgende Korre atlonen durch GauB-

Mittelungen sofort angeben (Aqu1part1t10nstheorem)

((Re,ImZ(q))(Re,Im2(¢"))) = 0 fir §# ¢
((Rez(9)(Imz(q))) =
2z = mzz 7k T 2
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Damit erhalten wir die Korrelationen des Hohenfeldes z im Fourierraum

i kBT
<Z(®Z(q )>_ 0'(]2+:‘€q4L
———

=G

Wir konnen sofort ablesen, dass fiir kleine ¢ oder grole Wellenldngen die thermische Fluktuationen
spannungs- oder o-dominiert sind, wogegen sie fiir grofie ¢ oder kleine Wellenléingen Biegesteifigkeits-
oder k-dominiert sind. Dieses Crossover findet bei ¢ = q., statt mit 0¢?. = kq?, oder einer entspre-
chenden Crossover-Linge

207+q.0 (8.4.8)

1 K
Ly ~—=4/—. 8.4.9
qCT g ( )

Die Spannung dominiert fiir L > L., (groe Membranen), die Biegesteifigkeit fir L < L, (kleine
Membranen).

Mit (8.4.8)) konnen wir die thermische Rauhigkeit im Ortsraum durch Fourier-Riicktransformation
berechnen:

(@) = 73 3 DT T

1 ksT
18 1 8.4.10
L2 - oq® + kgt ( )

Die Rauhigkeit (z(%)?) = (22) ist unabhingig von # auf Grund der Translationsinvarianz des Pro-
blems. Im Ergebnis (8.4.10|) gibt es einen divergenten Beitrag fiir ¢ = 0:

e Die zugehorige Mode ¢ = 0 entspricht der Schwerpunktposition der Membran,
2(0) = / d?72(Z) = (2)L?

e Wenn nur Z(0) (um AZ(0)) gedndert wird und alle anderen Z(§) mit ¢ # 0 festgehalten werden,
ist dies fiquivalent zu einer Translation der gesamten Membran: 2(Z) — z(¥) + AZ(0)/L2.

Diese kostet aber keine Energie in (8.4.4), ist also eine “weiche Mode” (Goldstone-Mode) und
gibt daher einen divergenten Beitrag von ¢ = 0.

e Wenn wir den Schwerpunkt (z) = 2(0)/L? festhalten, bzw. ((z — (2))?) statt (2?) betrachten,
heifit das daher, dass wir den Beitrag ¢ = 0 aus dem Ergebnis in genau herausnehmen.
Dann gilt also

|41 > gmin = 27/ L
in (D).

e Auflerdem gilt |§] < gmax = 7/a (Summation nur iiber die 1. Brillouin-Zone), wobei a eine
molekulare Lénge ist, die z.B. durch die Membrandicke ~ 4nm oder den Kopfgruppenabstand
gegeben ist. Kleinere Fluktuationswellenldngen als a sind sinnlos.

Dann kénnen wir die Summation in (8.4.10) durch ein Integral annéhern,
L72Y =) Ag/(2m).. = /dch/(%)?...,
7 7

und erhalten
d?q kgT
<(Z <Z>) > /(27T)2 (Tq2+/"\?q4
Gmax kBT

N — dqq——
2m 4 cq® + kgt

Gmin
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was auf

ety ~ 2L (L) - (L ) fir o =0

T ) g T dnk \ 27
kgT kgT L
~ —— Ing|™> = Z—In| = fii =0 8.4.11
or  Uamin = oy <a> e ( )
fiihrt. Eine gute Ndherung fiir beliebiges ¢ und « ist
Gmax

(2 = (D)%) ~ In (ql T ) |

g

Gmin

((z—(2)") = % In (1 += <2L7T> ) (8.4.12)

was

ergibt. Wir finden also:

o Lipidmembranen (und fliissige Grenzfldchen) sind thermisch rauh, d.h. die Rauhigkeit ((z —
(2))?) divergiert mit der SystemgroBe L.

e Membranfluktuationen mit ¢ = 0 sind skaleninvariant mit einem selbstéhnlichen Potenzge-
setz

((z = () ~ L?

((z = (2))?) ~ L* mit Rauhigkeitsexponent ¢ = 1

e Das o0 = 0 Resultat gilt fiir L < L., das k = 0 Resultat dagegen fiir L > L.

Um einen Eindruck von der Gréflenordnung von {(z — (z))?) zu gewinnen betrachten wir zwei
typische Zahlenbeispiele:

e Eine typische fliissige Grenzfliche (k = 0) hat o = 100% =~ 25 ’flf;fg, a = 3A und damit

(z = (z2)DY2~15A fir L=100A wund ((z—(z)))"?~3A fir L=1cm

e Eine typische spannungsfreie (¢ = 0) Lipidmembran hat x = 20kgT und

(z—= (z2)DY2 ~2A fir L=100A und {((z— (z))>)"?2~02um fir L =10um

Das heifit also, spannungsdominierte Membranen zeigen eine nahezu gréffenunabhéngige Rauhigkeit
im A-Bereich, withrend eine Membran im 10pm-Bereich bereits sichtbare Fluktuationen im pm-
Bereich aufweisen sollte, weil die sehr viel weicheren Biegemoden dominieren.

Solche Formfluktuationen von Vesikeln sind in Abb. gezeigt. Wie bei semiflexiblen Polymeren
(siehe Kapitel , konnen auch bei Vesikeln die sichtbaren thermischen Fluktuationen vermessen
und analysiert werden, um so die Biegesteifigkeit x zu bestimmen.

8.4.2 Persistenzlinge
Wir konnen nun auch eine Persistenzlinge fiir Membranen definieren, d.h. eine Lingenskala

auf der Orientierungskorrelationen zwischen Membranstiicken verloren gehen (analog zur Persis-
tenzlinge semiflexibler Polymere, siche Kapitel Dazu betrachten wir im Fall ¢ = 0 die Mem-
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branfléche in Undulationen (siehe (8.4.3)))
2 L .y2
(AA) = (4)— L x/dmdy§<(v,z) )

~ L2592 = 3 5056

q

E23) 1 [fdmax kT kT L
—in/ dqq3%q4:inln

AT J i dmk 2a
Damit ist
(AA) kT L
—r —1 . 4.1
A 4k " 2a (8.4.13)

Fiir ein Membranstiick der Gréfie L ~ 10 pm mit Cutoff @ ~ 5 nm (Dicke oder Kopfgruppengrofie)
und k ~ 20kgT folgt, dass nur ein kleiner Teil (AA)/A ~ 3% der Fliche in thermischen Undula-
tionen steckt.

Erst wenn (AA)/A 2 1 wiirde man sagen, die Membran hat ihre Orientierung verloren und “krum-
pelt” (engl. crumpling). Dies ist der Fall wenn L grofler wird als die so definierte Persistenzlinge
L

D>

4
L2 L,=2aexp <k§;> (8.4.14)

Fiir k ~ 20kpT finden wir eine exponentiell groBe Persistenzlinge L, ~ 2ae'’. Daher krumpeln
Membranen nicht auf im Labor zugénglichen Léngenskalen.

8.4.3 Fluktuationskrafte

Membranen kénnen wie Polymere abstoflende entropische Fluktuationskrifte auf einschrin-
kende Winde ausiiben, da die Einschrankung durch die Wand zu einem Entropieverlust fiihrt.

Wir betrachten eine Membran (o = 0) mit (z) =

0, die zwischen zwei Wéinden im Abstand 2¢ . ?l
(bei z = +/¢) eingeschriinkt ist, und berechnen 1 s MRS, o
die Fluktuationskraft mit einem Skalenargument ¢ = < i R
dhnlich wie bei der entropischen AbstofSung eines , S J/

idealen Polymers zwischen zwei Winden in Kapi-

tel E.5.11

Dazu stellen wir fest, dass Kollisionen mit der Wand stattfinden werden, sobald (2?2) = ¢? erfiillt ist.
Mit fiir o = 0 finden wir, dass es jeweils eine Kollision pro Flichenstiick L2, ~ (r/kpT)¢?
geben wird. Mit einem Entropieverlust von ~ kg pro Kollision folgt daraus eine Erhchung der freien
Energie um

kT (kpT)?
~ o~

coll

7 x (72,
K

Af

(8.4.15)

also eine entropische Abstoflung, die wie /=2 mit dem Abstand zur Wand abfillt (d.h. mit dem
gleichen Exponenten wie bei einem idealen Polymer, siehe (5.5.16))).
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8.6 Ubungen Kapitel

1. Membran-R6hren

Wir betrachten ein réhren- oder zylinderférmiges Membranstiick mit Radius R und Lénge L. Welche
Werte haben Gaufische und mittlere Kriitmmung? Am Rand des Zylinders werde mit einer Gesamt-
kraft f (in Richtung der Zylinderachse) gezogen und es soll keine Druckdifferenz zum Auflenraum
geben (offener Zylinder). Wie lautet die Energie des Membranstiicks? Welcher Radius R stellt sich
im Gleichgewicht ein?

Warum platzen zu heile Wiirstchen ldngs und nicht quer? (Stichwort: Spannungen)

2. Persistenzlidnge

a) Warum kann man die Persistenzlinge auch sinnvoll iiber das Kriterium ((Vz)2) > 1 definieren?
Berechnen Sie ((Vz)2) und zeigen Sie, dass dieses Kriterium auch auf (8.4.14) fiihrt.

b) Wie lauten die vernachlissigten Terme O(z%) in (8.4.4)? Berechnen Sie den Erwartungswert dieser
Terme mit dem quadratischen Hamiltonian (8.4.4). Wann konnen diese Korrekturterme klein?
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9 Stochastische Dynamik

Literatur zu diesem Teil:

Fiir eine Einfiihrung in stochastische Bewegungsgleichungen siehe z.B. Schwabl [1] oder Chaikin
und Lubensky [2]|. Eine detaillierte Darstellung der Theorie stochastischer Prozesse findet man im
van Kampen [3]. Eine Diskussion interessanter biologischer Diffusionsprobleme findet man in dem
Buch von Howard Berg [4], stochastische Prozesse in der Biologie werden auch in [5] behandelt.

Biologische Systeme sind dynamisch. In einer Zelle gibt es beispielsweise Transport von Proteinen
oder diverse chemische Reaktionen, die permanent ablaufen, eventuell bewegt sich auch die gesamte
Zelle oder sie dndert ihre Form, z.B. durch Wachstum. Bewegung, Formveréinderung und Wachstum
erfordern wiederum, dass in der Zelle auch mechanische Kréfte erzeugt werden, was auch durch
Umwandlung chemischer Energie in mechanische Arbeit geschieht.

Auf den mikroskopischen Langenskalen der Zelle ist die Dynamik von Transport oder chemischen
Reaktionen aber stochastisch, da es sich um den Transport kleiner Objekte handelt bzw. um
chemische Reaktionen einer kleinen Zahl einzelner Molekiile. Grund fiir die Stochastizitat sind
dann thermische Fluktuationen, d.h. stochastische Energiezufuhr und -abfuhr an das “Warmebad”
Umgebung, z.B. durch Stofe mit umgebenden Fliissigkeitsteilchen (Wassermolekiile) im Cytosol.

9.1 Brownsche Bewegung, Langevin-Gleichung

Die Brownsche Bewegung von Teilchen in Fluiden lésst sich durch die Langevin-
Gleichung beschreiben, die eine stochastische Bewegungsgleichung mit Rei-
bung und stochastischer thermischer Kraft darstellt. Wir betrachten Geschwin-
digkeitskorrelationen und leiten das Fluktuations-Dissipations-Theorem ab fiir
den Zusammenhang zwischen der stochastischen Kraft, Temperatur und Rei-
bung. Wir betrachten auch die mittlere quadratische Auslenkung und leiten
die Einstein-Relation fiir die Diffusionskonstante her. Die Brownsche Dynamik
stellt den tiberddmpften Limes der Langevin-Gleichung dar.

Wir betrachten ein Teilchen, das in Kontakt mit einem Wirmebad steht, das in Form eines um-
gebenden Fluids (Gas oder Fliissigkeit) aus vielen, noch kleineren Teilchen realisiert sein soll, bei
einer Temperatur 7', die durch das Warmebad festgelegt wird. Das Teilchen bewege sich zudem in
einem Hufleren Potential U(7), dass eine Kraft F = —VU erzeugt, und habe eine Masse m. Im
Vakuum wére die Newtonsche Bewegungsgleichung des Teilchens also

-

mi = —VU(F) (9.1.1)

In einem umgebenden Fluid (unserem Wirmebad) gibt es dagegen zusiitzlich eine Reibungskraft.
Diese kommt dadurch zustande, dass Impuls und kinetische Energie vom Teilchen auf das Bad
iibertragen und dort in Wirme (d.h. ungeordnete Bewegung der Bad-Teilchen, die wir nicht im
Detail verfolgen werden) umgewandelt werden. In einer viskosen Fliissigkeit beispielsweise (also
eine Fliissigkeit mit kleiner Reynoldszahl Re = pvL/n, wo p die Fliissigkeitsdichte, v die typische
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Geschwindigkeit von Fliissigkeitsteilchen, L eine typische Lingenskala und n die Viskositit sind)
gilt die Stokes-Reibung

\ Fr=-TF \ (9.1.2)

mit einem Stokes-Reibungskoeffizienten

019

fiir eine Kugel mit Radius R in einer Fliissigkeit mit dynamischer Viskositit 7 (Wasser hat n =
10~%kg/ms). Fiir hinreichend kleine Geschwindigkeiten 7 sollte die Reibungskraft Fr des Bades als
linearer Response immer linear sein.

Das Wérmebad hat aber noch einen anderen, komplementéren Effekt: Es iibertrigt durch Stoe der
Bad-Teilchen auch Kriifte auf unser Teilchen. Dies fiihrt zu ciner stochastischen Kraft ¢(t), dem
“thermischen Rauschen” oder der thermischen Kraft auf das Teilchen. Diese Stéfe erfolgen
zuféllig (wir wollen keine Information iiber die ungeordnete Bewegung der Bad-Teilchen nachver-
folgen), daher fiihrt die stochastische Kraft zu einer Zufallskomponente in der Geschwindigkeit
unseres Teilchens. Experimentell wurde genau das von dem Botaniker Robert Brown im Jahr 1827
beobachtet an der Bewegung von Bliitenpollen unter dem Mikroskop [6], der den Teilchen damals
falschlicherweise eine gewisse eigene “Lebendigkeit” oder “Aktivitdt” zuschrieb. Diese sogenannte
Brownsche Bewegung kleiner in einem Fluid suspendierter Teilchen wurde 1905 von Einstein
erklirt durch die St68e mit den (unsichtbaren) Bad-Teilchen |[7].

Abbildung 9.1: Links: Robert Brown (1773-1869), Botaniker. (Quelle: Wikipedia). Rechts: Brown-

sche Bewegung eines Teilchens in zwei Raumdimensionen.

Wir betrachten ein Beispiel: Eine Kugel bewege sich in einer viskosen Fliissigkeit im Schwerefeld,
siehe Abb. Eine makroskopische Kugel mit Radius R ~ m im Meterbereich wird mit konstanter
Geschwindigkeit v = mg/T" gerade nach unten sinken. Mikroskopische Teilchen mit einem Durch-
messer im Mikrometerbereich R ~ pm werden dagegen eine iiberlagerte Zufallskomponente zeigen,
da die stochastische thermische Kraft 5 (t) vergleichbar mit mg o< R* (wegen Masse oc R? bei fester
Dichte) oder T'v ~ R (Stokesreibung) wird.

—

Mit der Reibungskraft und der stochastischen Kraft {(¢) wird aus der Newtonschen Bewegungsglei-
chung (9.1.1) die Langevin-Gleichung (Langevin 1908)

mi = —IF — VU (7) + ((¢). (9.1.4)

Wir wollen uns nun klarmachen, welche Eigenschaften eine stochastische Kraft, die durch St68e mit
den Bad-Teilchen hervorgerufen wird, besitzen muss:

e Die Eigenschaften einer solchen Kraft kénnen nur “im Mittel” bekannt sein. Im Folgenden sei

—

(...) = Mittel iiber viele Trajektorien 7(¢t) mit verschiedenen Realisationen von ((t).

225



v=mg/T [ ]

Radius R
makroskopisch

Radius R
mikroskopisch

Abbildung 9.2: Teilchen in einer viskosen Fliissigkeit im Schwerefeld. Makroskopisch grofie Teil-

chen sinken mit konstanter Geschwindigkeit. Mikroskopische Teilchen zeigen eine
iiberlagerte Brownsche Zufallsbewegung.

Abbildung 9.3: Links: Albert Einstein (1879-1955). Rechts: Paul Langevin (1872-1946),
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franzosischer Physiker. (Quelle: Wikipedia).

Diese Mittelung sollte gleich dem thermodynamischen Mittel im kanonischen Ensemble aus
der statistischen Physik sein (wie die identische Schreibweise andeutet), da die umgebende
Fliissigkeit ja auch unser Wérmebad ist.

Die Kollisionen sind isotrop, also

—

() = 0 (0.15)

Andernfalls wiirde sich ein Teilchen auf Grund von thermischen Stéflen in eine gerichtete
Bewegung versetzen lassen, was 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik verletzen wiirde.

Die Kollisionen sind schnell (Kollisionszeit 7) und statistisch unabhingig, also sollte
(G¢GE)) = 0 fir [t — | > 7 gelten. Fiir t = ' wird (¢?(t)) proportional zur Stirke
der stochastischen Krifte sein. Wir schreiben insgesamt

| (GWOGE) = Aot —1), | (9.1.6)

wobei der Parameter A\ die Stirke der stochastischen Kraft beschreibt. Aus der Isotropie der
Krafte folgt hier der Faktor 6;;, d.h. die statistische Unabhéngigkeit der rdumlichen Kom-
ponenten der Kraft. Das Subskript 7 an der §-Funktion verdeutlicht die zeitliche Breite der
d-Funktion, die durch die kleine Kollisionszeit 7 gegeben ist. Wir betrachten im folgenden
den Limes 7 = 0; eine stochastische Kraft mit §-Zeitkorrelationen springt dann instan-
tan zwischen beliebig kleinen Zeitabstdnden auf jeweils neue zuféllige Werte und wird damit
unstetig in der Zeit.



e Die letzte wichtige Eigenschaft ist die Tatsache, dass die Kraft ((¢) die Summe vieler un-
abhéngiger Kollisionskréifte darstellt. Dann kénnen wir aber den zentralen Grenzwertsatz
anwenden und folgern, dass die Kraft {(¢) Gauf3verteilt sein muss. Dann reichen die beiden
ersten Momente (9.1.5) und aber bereits aus, um die Verteilungsfunktion vollstéindig
anzugeben:

< 1

P[C(t)] = N exp (— / . dtQ/\f?(t)) (9.1.7)

—

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein ganzer Funktionsverlauf {(t) auftritt, also eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir eine Funktion. Den Normierungsfaktor A" werden wir nicht berechnen.
Die stochastische, nicht stetig fluktuierende Kraft 5 (t), die der Verteilug unterliegt,
heiit auch Wiener-Prozess.

—

Uns ist auch intuitiv klar, dass die Zufallskraft ((¢) etwas mit der Temperatur T' des Bades zu
tun haben muss, da die Mittelung (...) ja am Ende das thermodynamische Mittel im kanonischen
Ensemble sein sollte. Sie sollte auch etwas mit dem Reibungskoeflizienten I' zu tun haben, weil
ja auch die Reibung im gleichen umgebenden Fluidbad zustande kommt. Diese Zusammenhéinge
werden wir noch kldren.

Dazu lésen wir die Langevin-Gleichung (9.1.4) zunéchst fiir ein freies Teilchen, also U = 0.
Dabei miissen wir erst die Losung, also die Teilchentrajektorie 7(¢), bestimmen fiir eine gegebene

beliebige Realisation ((t) der stochastischen Kraft und dann eine Mittelung (...) durchfiihren iiber
alle Realisationen von ((¢) mit Hilfe von (]9.1.5[) und (19.1.6|) oder der Verteilung 1]

Zuerst 16sen wir also die Bewegungsgleichung fiir die Geschwindigkeit v = 7 fiir eine gegebene

—

Realisation ((t) der stochastischen Kraft

mi = —T7 + ((t)
U= —T+it) mit v=T/m und 7t)=C(t)/m (9.1.8)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit Inhomogenitét 77(t), bei der ein Ansatz #(t) = C(t)e™*
(Variation der Konstanten) zur Losung fithrt. Letztlich finden wir fiir die Geschwindigkeit

i(t) =e [6(0) + / t dt’e”f’ﬁ(t’)] (9.1.9)

0

Die Trajektorie 7(t) bekommt man nach nochmaliger Integration, 7(¢t) = 7(0) + fg dt'o(t).

Nun fiihren wir die Mittelung (...) iiber die Realisationen von {(¢) durch mit Hilfe von (9.1.5) und
(9.1.6). Wegen () = 0 ist der Mittelwert der Geschwindigkeit dann

(@(t)) = e"5(0)
Die Geschwindigkeitskorrelationen sind
11 to
(3(0) 7)) = 72 0)e 1 1) [T [Car o) ) e
0 0 —_——
axo
= —0(t-t)
m
t
tlétz 172(0)677(“4»252) + %E*W(tlthQ) / 1 dtez'yt
0

d\ 1 d\ 1

— =2 = — (t1+t2) _'Yltl_t2‘

— 0 ¥
(U 0) m2 27)6 +m2 276
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wobei d die Raumdimension ist (7€ R?). Mit (9.1.5)) bekommen wir also

oy
m2 2y

(#(t) - 1(t2)) = (0(12)) - (7(t2) = 55 (e7700+) — 77wl (9.1.10)

1

~~1 spielt die Rolle einer Korrelationszeit. Fiir ¢t; = ¢, > ! erhalten wir die stationiren

Geschwindigkeitsfluktuationen

1

(T2(t)) = (9.1.11)

m2 2y

In der statistischen Mechanik gilt nach dem Aquipartitionstheorem %m(ﬁ % = d"“’%. Wenn die

Mittelung iiber ¢(t) gleich dem thermodynamischen Mittel sein soll, muss also gelten

—

A = 2kgTmy = 2kgT T (9.1.12)

Fluktuation Dissipation

Dies ist eine Version des Fluktuations-Dissipations-Theorems, das in seiner allgemeinen Form
aussagt, dass die dissipative Antwort einer Grofie auf eine kleine duflere Kraft proportional zu den
thermischen (oder auch quantenmechanischen) Fluktuationen dieser Grofe ist. In ist der
Reibungskoeffizient T" der dissipativen Kraft, der die dissipative Antwort der Geschwindigkeit auf
eine duflere Kraft beschreibt, proportional zu den Geschwindigkeitsfluktuationen, die von den Fluk-
tuationen der stochastischen Kraft herriihren, und damit proportional zu A sind. Das Fluktuations-
Dissipations-Theorem zeigt den intuitiv erwarteten Zusammenhang zwischen stochastischer Kraft
((t), Reibung T' und Temperatur T, da alle drei GroBen letztlich auf das umgebende fluide Bad
zuriickgehen.

Aus den Geschwindigkeitskorrelationen ((9.1.10f) kénnen wir auch die mittlere quadratische Schwan-
kung der Teilchenposition berechnen:

(7(t) — 70))?) = / dt, / dt(T(t1) - T(t2)

dx 1\ 1 2 dh 1 ¢ t
= (d2(0) - = — ) = (1—¢ 772/ dt / dtoe—Y(t1—t2)
<U (0) m2 2y ) 2 ( € ) + m2 2y~ Jo ! o 2¢

1
?

— Lo (1—e

2~

Wir koénnen zwei Regimes unterscheiden. Fiir Zeiten ¢ < v~ ! kleiner als die Korrelationszeit =1

finden wir sogenanntes ballistisches Verhalten

\ ((F(t) = 70))*) = 2(0)*  fir t <y~ " \ (9.1.13)

wo das Teilchen noch in Richtung der Anfangsgeschwindigkeit @(0) praktisch “geradeaus” fliegt.
Fiir Zeiten t > vy~ ! groer als die Korrelationszeit finden wir diffusives Verhalten

((7(t) = 7(0))*) ~ %7—1215 fiir > 47" (9.1.14)

mit ((7(t) — 7(0))?) o t. Dies ist genau das Diffusionsgesetz ((7(t) — 7(0))?) = 2dDt mit einer
Diffusionskonstanten D, fiir die wir durch Vergleich mit (9.1.14)) dann die Einstein-Relation
(von 1905 [7]) finden:

p_ A @I ksT _ ksT

9.1.15
2m2~2 my r’ ( )
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die eine andere Form des Fluktuations-Dissipations-Theorems darstellt und die Diffusionskonstante
D (das die Fluktuationen von 7 beschreibt) mit dem Reibungskoeffizienten I' verbindet.

Wenn wir den Inertialterm ms in der Langevin-Gleichung l) vernachléssigen, erhalten wir den
iiberddmpften Limes der Langevin Gleichung

I = —VU(7) + {(t) (9.1.16)

Dieser Limes wird auch als Brownsche Dynamik bezeichnet.

Der iiberdampfte Limes ist gerechtfertigt, wenn fiir ein Teilchen, dass sich typischerweise in einer
Zeit At iiber eine Distanz dr bewegt,

Ar Ar .
Im#| ~ mag < FA ~ |I'f] oder

At > m/T =~~! (iiberdimpfter Limes)

gilt, was gleichbedeutend mit dem diffusiven Limes ist. Es ist instruktiv, einmal die typische Zeits-
kala y~! fiir ein pum groBes kugelférmiges Teilchen von einer Dichte vergleichbar mit Wasser ab-
zuschétzen:

R=1um, 7m0 = 10"3Pas = 10"%kg/ms

ar kg

4
m = —pu,oR® = hall 10_15Mm (1pm)® ~ 4 - 10" kg

3 3
1 m _ 2pu,0R?
- 6mR  9m,0

~(0.2-107

Auf allen Zeitskalen At > y~! ~ 107 %s kann die Bewegung als iiberdimpft und diffusiv angesehen
werden. Dies ist der typische Fall in der weichen Materie. Fiir ein cm grofies Teilchen bekommt man
dagegen v~ ! ~ 0.2-10%s und die Bewegung kann nur noch auf sehr langen Zeitskalen als iiberdampft
angesehen werden.

Im tiberddmpften Limes finden wir aus der Brownschen Dynamik (9.1.16f) eine mittlere quadratische
Schwankung der Teilchenposition eines freien Teilchens (U = 0)

(7(t) — 7(0))?) B2 2 / dt, / dt(C(t) - k)

im Einklang mit dem Langevin-Ergebnis (9.1.14)) im diffusiven Limes. Allerdings gilt in der Brown-
schen Dynamik

— —

(U(t1) - 0(t2)) o< (C(t1) - C(t2)) ox 6(t1 — t2)

d.h. die Geschwindigkeiten sind nicht mehr wohldefiniert im Gegensatz zu Formel (9.1.10) in der

Langevin-Dynamik. Dies liegt daran, dass die stochastische Kraft 5 (t) mit 0-Zeitkorrelationen
nicht mehr stetig ist in der Zeit. In der Brownschen Dynamik fiihrt dies zu Unstetigkeiten bereits
in der ersten Ableitung ¥ = ¥ in der Bewegungsgleichung erster Ordnung , wahrend in der
Langevin-Dynamik mit der Bewegungsgleichung zweiter Ordnung (9 nur dle Beschleumgungen
7 unstetig werden.
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9.2

Fokker-Planck-Gleichung, Smoluchowski-Gleichung

Fokker-Planck-Gleichung (Rayleigh-Gleichung), Klein-Kramers-Gleichung und
Smoluchowski-Gleichung sind Bewegungsgleichungen fiir die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen, die den stochastischen Langevin-Gleichungen oder Brown-
scher Dynamik entsprechen. Das thermodynamische Mittel entspricht dann ei-
nem Mittel mit stationdrer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Wir betrachten spe-
ziell Diffusion und thermische Aktivierung als wichtige Anwendungen.

Bei der Beschreibung stochastischer Bewegung oder stochastischer Prozesse gibt es grundsétzlich
zwei Moglichkeiten:

1)

Langevin-Gleichungen:

Hier formulieren wir, wie in den letzten Kapiteln beschrieben, eine stochastische mikrosko-
pische Bewegungsgleichung, z.B. fiir ein Teilchen die Langevin-Gleichung . Dies ist
eine gewdhnliche DGL in ¢ fiir die Trajektorie 7(¢). Um Mittelungen (...) analytisch oder
numerisch durchzufithren, miissen wir eine Losung finden fiir eine beliebige gegebene Realisa-

—

tion der stochastischen Kraft ((¢) und anschlieend iiber all Realisationen der stochastischen

—

Kraft ¢(t) mitteln.
Fokker-Planck-Gleichungen:

Hier formulieren wir eine deterministische Bewegungsgleichung, allerdings fiir Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen, z.B. fiir die Wahrscheinlichkeit P(7, ¥, t), ein Teilchen zur Zeit
t am Ort 7, mit Geschwindigkeit ¢ anzutreffen. Dies ist dann eine partielle DGL, allerdings
ist die DGL deterministisch, Mittelungen iiber die stochastische Kraft sind bereits in der DGL
selbst ausgefiithrt worden.

Abbildung 9.4: Links: Adriaan Daniél Fokker (1887-1972), niederléndischer Physiker (und Musi-

ker), Cousin des Flugzeugbauers. In seiner Promotion bei Max Planck (1858-1947),
mittleres Bild, formulierte er die Fokker-Planck-Gleichung. Rechts: Marian Smo-
luchowski (1872-1917), polnischer Physiker.

Wir wollen im Folgenden verschiedene Varianten von Fokker-Planck-Gleichungen herleiten. Da-
bei beschriinken wir uns auf ein Teilchen (N = 1). Die Rechnungen fiir N Teilchen wiren wieder
analog mit entsprechend hoéherdimensionalen Vektoren, was mehr Schreibaufwand erfordert und
etwas uniibersichtlich wiirde.
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9.2.1 Fokker-Planck-Gleichung (Rayleigh-Gleichung)

Zunéchst betrachten wir ein freies Teilchen (U = 0) mit der Langevin-Gleichung

—

mv = =T + {(t) (9.2.1)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(#,t), das Teilchen zur Zeit ¢ mit einer Geschwindigkeit ¢/
anzutreffen lisst sich als Mittelwert einer entsprechenden d-Funktion formulieren:

| P@,1) = (0F-u() | (9.2.2)

wobei ¥(t) eine stochastische Trajektorie des Teilchens nach der Langevin-Gleichung (9.2.1) be-
schreibt (die wiederum von der stochastischen Kraft ((¢) abhéngt). Wir sehen, dass die Mittelung
itber die Realisationen der stochastischen Kraft unmittelbar in die Definition der Wahrscheinlich-

keitsverteilung selbst eingehen:

e Wenn P(¥,t) bekannt ist, kann jede Mittelung als

(O(F(#), ) = / 45O (1), ) P (@, 1)

durchgefiihrt werden.
e Die Formulierung (9.2.2) stellt sicher, dass P(¥,t) zu jeder Zeit ¢ normiert sein wird:
[ d%oP(v,t) = 1.
Nun werden wir eine partielle DGL fiir die Verteilung P(¥,t) herleiten. Dazu schreiben wir die
Langevin-Gleichung als

T=—7+7(t) mit y=T/m und ) = ((t)/m (9.2.3)
wie in (9.1.8) und differenzieren P(#,t) an der Stelle ¥ = ¥ nach der Zeit, indem wir zunéchst den
Differenzenquotienten mit kleinem At¢ — 0 bilden

OuP (i 1) ~ 5 [(5(7 — 8t + AD)) — (5(5 — (1))

1 - L . 1o I
~ap |V (0(vo — U(t))Au(t)) + ; 2 9ug,0v0, (0(vo — v(t))Av;i(t)Av; (1))
(9.2.4)
wo wir in AG(t) = 0(t + At) — U(t) entwickelt haben. Im Limes At — 0 iiberleben nur Terme bis
O(At) in der Klammer [...], die Frage ist, welche Beitréige das eigentlich sind. Dazu machen wir uns
zuerst klar von welcher Ordnung eigentlich A¢(t) ist:
t+At
AG(t) = 5t + At) — (1) = / drii(r)
t
t+At
(9.2.3) " _
B2 [ ar (vt + i)
¢
t+At
= —yi(T) At + / drij(t) +O(At?) (9.2.5)
%/—/A t
o0(as) O(AY )
weil
t+At t+At A
/ dTl/ dT2 <’I7i(7'1)77j(7'2>> = ﬁ&jAt: O(At) (926)
t t ——

A
Wéij(;(Tl - T2)
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Also ist A#(t) tatsichlich von der Ordnung O(At'/?), d.h. beide Terme in der Klammer [...] in
(9.2.4) tragen in der Ordnung O(At) bei und miissen mitgenommen werden:

> . t+At
Oy P (o, t) Ait [Vﬂo . <5(170 —9(t)) (717(7’)At+/t dTﬁ(T)) > +

1 2 t+At t+At ”
+; §m <6(U0 - 'U(t)) </t dTl‘/t dTQni(Tl)nj(T2)> > + O(At )

Auf Grund der Kausalitit kann ¥(¢) nur von 7(7) abhéingen mit 7 < t. Daher sollten ¥(t) und
ft+At

. drij(t) unkorreliert sein und es folgt:

t+At t+At
<5(770 () ( / dTﬁ(T)) > — (5(5 — 7)) < ( / dTﬁ(T)) > ~0

=0

und

t+At t+At
<5(170 —4(t)) ( /t dm /t dem(T1)77j(Tz)>>
t+At t+At
— (6(7 — (1)) <( / dn, / drami(r); (72>>>

(9-2.6) . N A
= <(5(1}0 — ’U(t))>ﬁ(5ijAt

Damit erhalten wir mit der Definition (9.2.2)) von P (v, t)

" = Lo 1o A
Oy P (o, t) = Vg, - (Yo P(v0,t)) + §V1270 (mgP(Uo,f)>

und damit schliefllich wieder eine kompakte Gleichung

r- A =
O P(U,t) = —Vs- (TP(7,t)) + ﬁV%P(ﬁ, t) (9.2.7)

Dies ist die Fokker-Planck-Gleichung oder auch Rayleigh-Gleichung. Nach dem Fluktua-
tions-Dissipations-Theorem bzw. der Einstein-Relation (9.1.15) gilt \2/2m? = D(I'/m)? fiir den
Koeffizienten im letzten Term.

Wir kénnen die Fokker-Planck-Gleichung (9.2.7)) auch als Kontinuitétsgleichung schreiben

O, P(0,t) = =V - j(7,t) mit
- r

J(3.t) = ——GP(5.1) A VsP(7,1), (9.2.8)

- 2m?

was einen Wahrscheinlichkeitsstrom im Geschwindigkeitsraum darstellt. Dass hier wieder eine
Kontinuitétsgleichung herauskommt, macht Sinn, weil ja die Gesamtwahrscheinlichkeit nach (9.2.2))
erhalten ist.

Im thermodynamischen Gleichgewicht sollten alle Strome verschwinden (detailed balance), d.h.

j(U,t) = 0 gelten. Dies fiihrt dann nach der Kontinuitéitsgleichung auf eine stationiire Gleichge-
wichtsverteilung P, (V) (0;Peq = 0) mit

4 or
ViPeg(¥) = —mi=- ey ()
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was durch

P.,(U) = Nexp (—;mUQQ)?> (9.2.9)

gelost wird (A ist ein Normierungsfaktor). Dies ist aber gerade die Boltzmannverteilung, wenn
das Fluktuations-Dissipations-Theorem ((9.1.12)) gilt:

| A =2kpTT |

Damit haben wir dann (fir U = 0) wieder das Fluktuations-Dissipations-Theorem gezeigt und
dariiberhinaus ganz allgemein, dass (...) identisch ist mit dem thermodynamischen Mittel mit der
kanonischen Boltzmannverteilung.

9.2.2 Klein-Kramers-Gleichung

Fiir die allgemeine Langevin-Gleichung ((9.1.4))

mi* = —IF — VU(7) + C(t)

mit Kriiften —VU # 0 betrachtet man analog eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(7,7,t), das
Teilchen zur Zeit ¢ mit einer Geschwindigkeit ¢ und am Ort 7 anzutreffen

P(7,7,t) = (8(7 — 7(t))8(7 — #(t))) (9.2.10)

Eine ldngere Rechnung nach dem gleichen Schema wie fiir die Fokker-Planck-Gleichung fiithrt in
diesem Fall auf die sogenannte Klein-Kramers-Gleichung

= = F = 1 - )\ —
O P(F,U,t) = =0-VeP+Vy- (| =V + —V:U | P+ VP (9.2.11)
m 2m?2

wo wir nach dem Fluktuations-Dissipationstheorem A\?/2m? = D(I'/m)? finden fiir den letzten
Koeffizienten.

Wir stellen fest, dass fir P(v,t) = [d4P(7,v,t) und VU = 0 sich wieder die Fokker-Planck-
Gleichung (9.2.7) aus der Klein-Kramers-Gleichung (9.2.11)) ergibt.

Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt auch wieder detailed balance und 9;F,; = 0 mit
einer stationédren Gleichgewichtsverteilung

P.,(7,7) = N exp ( <;mv2 + U(f’)) 2;) (9.2.12)

(N ist ein Normierungsfaktor). Dies ist wieder gerade die Boltzmannverteilung, wenn das Fluk-
tuations-Dissipations-Theorem ({9.1.12f) gilt. Damit haben wir dann ganz allgemein gezeigt, dass
(...) identisch ist mit dem thermodynamischen Mittel mit der kanonischen Boltzmannverteilung.

9.2.3 Smoluchowski-Gleichung

Fiir die Brownsche Dynamik im {iberddmpften Limes (mf" < 1"7%') betrachtet man eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung

| PR = (6(F-7(1) | (9.2.13)

das Teilchen zur Zeit t am Ort 7 anzutreffen.
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Mit analogen Methoden wie fiir die Fokker-Planck-Gleichung leitet man die Smoluchowski-Glei-
chung

. 1> - A
OP(7,t) = £V {(V;U)P} + 553

her, wobei A\/2I'2 = D im letzten Term. Wir sehen hier, dass such im Spezialfall U = 0 deshalb
genau die bekannte Diffusionsgleichung 9;P = DV2P ergibt.

Vip (9.2.14)

Auch die Smoluchowski-Gleichung ldsst sich als Kontinuitédtsgleichung schreiben

8, P(F,t) = =V j(Ft) mit

. . 1 -

j(7,t) = —DVzP —=(V:U)P (9.2.15)
I L
diffusiver Strom Drift-Strom

<

—

wobei der Drift-Strom durch die duflere Kraft —V U hervorgerufen wird und mit Geschwindigkeit
76;[]/ I' stromenden Teilchen entspricht. Im thermodynamischen Gleichgewicht sollten alle
Strome verschwinden (detailed balance), d.h. j(7,t) = 0 gelten. Dies fiihrt dann nach der Konti-
nuitétsgleichung auf eine stationiire Gleichgewichtsverteilung P.,(7) (0;P.y = 0) mit

\ Poy(5) = N exp (—U () /kpT) \ (9.2.16)

also genau die Boltzmannverteilung im Ortsraum (ohne kinetische Energie in der Exponenti-
alfuntion, da wir den Inertialterm vernachléssigt haben: Teilchen kommen im {iberddampften Li-
mes sofort zur Ruhe ohne duflere Kraft und haben deshalb keine kinetische Energie), wobei wir
das Fluktuations-Dissipations-Theorem , A = 2kgTT, bzw. die Einstein-Relation
(9.1.15), D = kpT/T benutzt haben. Damit gilt auch fiir die Brownsche Dynamik, dass (...) iden-
tisch ist mit dem thermodynamischen Mittel mit der kanonischen Boltzmannverteilung.

9.2.4 Diffusion

Fiir U = 0, d.h. ohne externes Potential, ergibt sich aus der Smoluchowski-Gleichung ([9.2.14]) mit der
Diffusionskonstanten D = kT /T = \/2I'? (nach Einstein-Relation (9.1.15) und Fluktuations-
Dissipationstheorem (9.1.12))) im letzten Term der wichtige Spezialfall der Diffusionsgleichung

8,P(F,t) = DVZP. (9.2.17)

Der zugehorige rein diffusive Teilchenstrom ist dann nach GI. ((9.2.15)) j(f', t) = —DV:P.

Diffusion stellt in der biologischen Physik die wichtigste und einfachste Art des Transports von
Molekiilen auf kleinen pm-Skalen in der Zelle dar. Fiir diffusiven Transport von Nanometer grofien
Molekiilen in wissrigen Losungen werden wir unten D ~ 100um? /s finden, d.h., diffusiver Transport
in einer Zelle der Grofle ~ 10pum wére in Sekunden moglich. Durch sogenannte “Crowding”-Effekte,
d.h., die Anwesenheit anderer Molekiile in hohen Konzentrationen in der Zelle kann diese Diffusi-
onskonstante allerdings auch stark herabgesetzt sein. Eine andere Art des Transports in einer Zelle
ist gerichteter Transport mit Hilfe von prozessiven Motorproteinen (z.B. Kinesin) entlang von Fi-
lamenten (z.B. Mikrotubuli) in einer Zelle, der iiber grofiere Distanzen effektiver ist.

Die Green’s-Funktion der Diffusionsgleichung, d.h. die Losung “ohne Randbedingungen” (also
mit P(7t) = 0 fiir |F] — oo) mit einer Punktquelle bei ¢ = 0, also mit der Anfangsbedingung
P(7,t =0) = §(F — ), lautet (in d Dimensionen)

d/2
P t) = [ P o ann 9.2.18
O =\mpi) © ’ (9-2.18)
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d.h. eine sich zeitlich verbreiternde Gauf}-Verteilung. Dies lédsst sich am einfachsten durch Fourier-
trafo P k )= dFeik TP(#,t) der Diffusionsgleichung herleiten:

/{J,t) — ezk-roefk Dt

)

Riicktrafo dieser Gauf-Funktion liefert dann die Gauf-Verteilung (9.2.18)). Die Breite der Gauf-
Verteilung (9.2.18]) gibt die mittlere quadratische Schwankung der Teilchenposition

| (7)) e = (7() — 7(0)*) = 24Dt, | (9.2.19)

also das bekannte Diffusionsgesetz (A7?)  t.
Diffusion ist in der Biologie allgegenwértig. Als ein biologisches Besipiel betrachten wir das diffusive
Auffinden eines chemischen Bindungspartners, z.B. ein in einer wissrigen Fliissigkeit diffundierender

Ligand, der einen auf einer sphérischen Zelle verankerten Rezeptor finden soll, um eine Rezeptor-
Ligand-Bindung einzugehen (die dann z.B. weitere Signalkaskaden in der Zelle auslosen konnte).
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Abbildung 9.5: Links: Schema eines diffundieren Liganden, der an auf einer Zelle veran-
kerte Rezeptoren binden soll. Rechts: Konzentrationsprofil ([9.2.22)) bei hoher
Rezeptorkonzentration.

In dieser Situation diffundieren also Liganden (also Proteine), die typischerweise eine Grofle Ry
von mehreren Nanometern haben. Eine Abschétzung der Diffusionskonstanten des Liganden in
wissriger Losung ergibt mit Stokes-Reibung (1kgT ~ 4pN nm bei Raumtemperatur, die Viskositét
von Wasser ist 7,0 =~ 103Pas und wir nehmen R; = 3nm an),

kT kT 4pN nm _ 10_1011172 B 102um2

D = = ~ =
r 6mnR; 67 -103Pas- 3nm S s

(9.2.20)
Wir wollen die Ligandenkonzentration im Bulk (Volumen) vorgeben, d.h. wir geben ¢(7) — ¢ fiir
|7 = oo vor. Wir nehmen auch eine hohe Rezeptorenbedeckung der Zelle an (Ng > 1) und stellen
die Frage, wieviele Liganden an die Zelle binden (pro Sekunde)?

Dazu miissen wir die Diffusionsgleichung (9.2.17) fiir die Ligandenkonzentration ¢(7,t) im stati-
ondren Grenzfall d;c(7,t) = 0 in einer Kugelgeometrie (also in Kugelkoordinaten) 16sen:

=92 Kugelkoord.
VT—:C =

0 = Owe(7,t) = D%@T(W&,C)

5
= const =120,c, c(r) =7 coo

o(r) = coo (1 - Con5t> (9.2.21)

r
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Die Integrationskonstante bestimmt sich aus der Randbedingung auf der Oberfliche der Zelle bei
r = R = Rccn. Dabei kann man zwei Félle unterscheiden, hohe und niedrige Rezeptorkonzentration:

236

e Bei hoher Rezeptorkonzentration werden Liganden sofort bei r = R gebunden, was zu

einer sogenannten absorbierenden Randbedingung ¢(R) = 0 bei r = R fiihrt. Die Kuge-
loberfléche stellt also eine ideale Teilchensenke dar. Damit ergibt sich fiir die Integrationskon-

stante in ([9.2.21} const = R, also

c(r) = oo (1 - R) . (9.2.22)

r

Wir kénnen aus der Stromdichte j = —DVe (siche Gl. (9.2.15)) dann auch den Teilchenstrom
auf die Kugeloberfliche berechnen. Der Teilchenstrom zeigt in radiale Richtung, j = j(r)é,,
mit
. R
j(r)=—Do,c = Dcooﬁ
1

Damit erhalten wir fiir den Gesamt-Teilchenstrom auf die Zelloberflache

| J =47R*j(R) = 4nDReo. (9.2.23)

Bei niedriger Rezeptorkonzentration oder bei einer langsamen Bindungsreaktion an
der Zelloberfliche werden Liganden mit einer Rate kc(R) gebunden, wobei k die Bindungsrate
dieser Reaktion ist (mit einer Einheit [k] = 1/mols, wenn ¢ in mol/] gemessen wird). kc(R) ist
dann die Zahl der Liganden, die pro Zeit gebunden wird. Dann wird die Integrationskonstante
in aus folgender Bedingung an den Gesamtstrom auf die Zelloberfliche bestimmt:

J = —4nR*D0,¢(R) = ke(R),

woraus sich

t kR
e(r) = ¢ (1 - CO:S ) mit const = DRI (9.2.24)
ergibt. Wir kénnen dann eine effektive Reaktionsrate
J  4nDRk 11\
kep=—=—7"—"=|—+~+ 9.2.25
= e 4nDR+k <k:d+k> ( )
definieren, wobei
kg =4wDR (9.2.26)

die rein diffusive Rate darstellt, die wir auch im Fall eine hohen Rezeptorkonzentration, d.h.
einer unendlich schnellen Bindungsreaktion mit GI. erhalten wiirden. Wichtig ist, dass
diese Rate nicht von der chemischen Reaktion abhéngt (Rate k), sondern nur vom Diffusions-
koeffizienten und der Geometrie der Zelle.

Es gilt also im Allgemeinen

1 1 1
= — 4+ = 9.2.27
ke ka + k ( )

Im Fall k4 > k folgt keg = k und man spricht von einer reaktionskontrollierten Bindung.
Im Fall kg < k folgt keg ~ kg und man spricht von einer diffusionskontrollierten Bin-
dung. Im Limes k — oo erhalten wir dann auch wieder die Resultate aus dem Fall hoher
Rezeptorkonzentration als Spezialfall.



Typische Werte fiir die diffusive Rate sind kg ~ 47r10_10%25,um ~ 4-10"1/mols (1lmol = Ny =

610%3), wo wir D ~ 102"Trn2 (siehe obiges Zahlenbeispiel zur Diffusion) und R ~ 5um
benutzt haben. Fiir den reaktiven Anteil gilt bei Rezeptoren k ~ Ng(10%...107)1/mols < k4. Damit
ist die Ligandenbindung typischerweise reaktionskontrolliert, d.h. die Diffusion ist “schneller” als
die Bindungsreaktion, solange N < 10°, also die Rezeptorzahl nicht sehr grof§ wird.

0.2.5 Thermisch aktivierte Prozesse

Ein wichtiges Problem in der chemischen Kinetik ist das thermisch aktivierte Uberqueren einer
Potentialbarriere, das durch die sogenannte Kramers-Theorie beschrieben wird.

f U(x) x)‘a
o ||
T‘Au\ //1
u, v \"7 -
L ",

)<

Abbildung 9.6: Potentialbarriere als Funktion einer Reaktionskoordinate x.

Durch thermische Energie, z.B. Stole mit Molekiilen des Warmebades, kann ein Teilchen bei Tempe-
raturen 7' > 0 mit nicht verschwindender Wahrscheinlichkeit genug Kraft bzw. Energie aufnehmen,
um aus dem lokalen Energieminimum A in Abb. die Potentialbarriere der Hohe AU = Upy; —Ua
mit Maximum M zu iiberwinden und im tieferen Minimum B zu landen. Dies ist in der klassischen
Mechanik (bei T' = 0) natiirlich unmdoglich, wenn das Teilchen zu Beginn ruht, in der Quanten-
mechanik wére es durch Tunneln moglich, bei Raumtemperatur ist aber das thermisch aktivierte
Uberqueren der Barriere viel wahrscheinlicher. Das Uberqueren der Barriere ist auch noch méglich,
wenn AU > kgT, d.h. wenn die typische thermische Energie kgT nicht ausreicht.

Wenn ein Teilchen das Potentialminimum bei B erreicht, wollen wir es aus dem System entfernen
(und eventuell wieder bei A einsetzen). Dadurch wird das System zu einem Nicht-Gleichgewichtssys-
tem, da sich ein stationdrer Zustand mit einem Teilchenstrom iiber die Potentialbarriere einstellen
wird. Das Vorliegen eines Stromes ist in einem Gleichgewichtszustand (der sogenanntes detaillier-
tes Gleichgewicht (detailed balance), d.h. Abwesenheit aller Strome erfiillen soll) nicht moglich
und das definierende Merkmal von stationédren Nicht-Gleichgewichtszusténden (obwohl der Zustand
stationdr ist, sich also zeitlich nicht &ndert, liegt ein konstanter Strom vor und daher kein Gleichge-
wicht). Wir sind daran interessiert, diesen stationiren Teilchenstrom jo iiber die Potentialbarriere
zu berechnen.

Der Vorgang wird durch eine Reaktionskoordinate z beschrieben, fiir die wir eine iiberdampfte
Dynamik (in einer Dimension) in dem Potential U(z) annehmen wollen wie bei der Brownschen

Bewegung (9.1.16):
Ti = —0,U + ((t). (9.2.28)

Das thermisch aktivierte Uberqueren einer Potentialbarriere ist auch das Standardmodell fiir ei-
ne Beschreibung chemischer Reaktionen. Dabei ist A der Anfangszustand der Reaktanden, B der
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Endzustand nach der Reaktion und M der aktivierte oder Ubergangszustand. Geeignete Reaktions-
koordinaten z sind dann z.B. die Entfernung der Reaktionspartner.

Zur Berechnung des Teilchenstroms wollen wir die zur Brownschen Bewegung (9.2.28)) gehorige
Smoluchowski-Gleichung ((9.2.14))
10U

16sen. Das System wird einen stationédren Nichtgleichgewichtszustand annehmen, in dem ein Teil-
chenstrom iiber die Barriere vorliegen wird:

Ozatpzf z]

Daran sieht man, dass im stationdren Zustand j(z,t) = jo = const, d.h. der Strom von A nach B
muss auch rdumlich konstant sein, was nach Gl. (9.2.29)) dann auf die gewohnliche lineare Differen-
tialgleichung erster Ordnung fiir das stationédre P(x) fiihrt,

1 oUu
—jo == To.P+ —P 2.

in der jo eine Inhomogenitéit darstellt. Der Strom jg ist der Wahrscheinlichkeitsstrom iiber die
Barriere, d.h. die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, dass sich ein Teilchen iiber die Barriere bewegt,
und die gesuchte Grofe, die sich aus Randbedingungen ergeben wird, die wir an P(z) bei A und B
stellen werden.

Zunéchst 16sen wir die zu gehorige homogene Differentialgleichung mit jo = 0, wo wir
P(z) = e~U@)/ksT finden. Dies ist genau die Boltzmann-Gleichgewichtsverteilung (9.2.16)), die wir
ja in der Gleichgewichstsituation j, = 0 wiederfinden miissen. Die volle inhomogene Gleichung ldsst
sich dann durch Variation der Konstanten losen, d.h. wir starten mit einem Ansatz

P(x) = pla)e V@ /keT,
FEinsetzen in ((9.2.30)) fiihrt auf

—jo = De VKT, p
. ap
= plep) —plxa) = P(zp)eVs/*sT — Pz )eVa/keT = —JBO/ dx eV @)/ kpT (9.2.31)

A

Wenn also durch Randbedingungen P(z4) und P(zp) festgelegt sind, ergibt sich daraus und aus
dem Potentialverlauf U(z) ein Resultat fiir jo. Die Randbedingungen sind dabei folgende:

e Um das metastabile Minimum A werden sich Teilchen niherungsweise dquilibrieren, wenn der
Nichtgleichgewichtsstrom jg klein bleibt. Dann sollte dort in guter Ndherung eine Boltzmann-
verteilung vorliegen:

P(x) ~ P(xA)e_(U($)_U($A))/kBT

Integration iiber ein kleines Intervall A < Entfernung zur Barriere liefert die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit P4 um A:
TA+A TA+A
Py = / dx P(x) =~ P(xA)eUA/kBT/ dx eV @)/ kBT
xA—A xA—A

P4 kann als die Menge an Teilchen interpretiert werden, die sich im stationédren Zustand in
A befindet.

e Um das absorbierende Minimum B nehmen wir
P(.’EB) ~0

an, da wir Teilchen dort entfernen wollen (dies war der Grund fiir den Strom j).
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Mit diesen beiden Randbedingungen wird aus (|9.2.31))

Py _Jo [P d U@/ kBT

fo+AA dre-U@/ksT D [,

raA—

Der Wahrscheinlichkeitsstrom kann als jo = Pak geschrieben werden, wobei k die “Fluchtrate”
(escape rate) eines einzelnen Teilchens bei A ist, d.h. die Wahrscheinlichkeit pro Zeit, dass ein
bestimmtes Teilchen in A die Barriere iiberquert (oder: k = jo/Pa ist der auf ein Teilchen bezogene
Strom, wihrend jg der auf alle Teilchen in A bezogene Gesamtstrom ist). Wir finden als wichtiges

Zwischenergebnis
TA+A -1 rB
/ dx e U@/ksT [/ dx eU(”“')/kBT} . (9.2.32)
xA—A TA

k héngt also nur noch von der Diffusionkonstanten D und den Eigenschaften der Potentiallandschaft
U(zx) ab. Hier kénnen wir weitere Ndherungen machen bei der Auswertung der beiden Integrale:

Jo
k=>—=0D
Py

e Im 1. Integral entwickeln wir im Exponenten um das Energieminimum bei x4 (Sattelpunkts-
néherung):

1 1
U(x) =~ Uy + §U"(x,4)(1: —24)? = U+ —mwi(z — 2a)?

2
zA+A e
/ dpe VT U kaT (WBQT)

Ta=a mwj

e Auch im 2. Integral machen wir eine Sattelpunktsniherung. Hier entspricht das Maximum der
exp-Funktion auch dem Maximum der Energie bei x;; und wir entwicklen um diesen Punkt:

1 1
Uz) ~ Uy — §|U”(xM)|(x —24)?=Upy — —mwi;(z — zpr)?

2
’ 1/2
[ ettt s i fian (m)
A

2
mwys

Damit erhalten wir dann insgesamt die Kramers-Formel (Kramers, 1940)

k~D (";:]‘;‘:;4) e~ (Un=Ua)/kpT (9.2.33)

Die Frequenzen w, und wy; heiflen auch “attempt frequency”. Sie entsprechen der Frequenz von
Oszillationen um Energieminimum und (umgekehrten) Energiemaximum eines Teilchens der Masse
m. Man kann den gesamten Vorfaktor als proportional zur Zahl der Versuche pro Zeit auffassen,
die ein Teilchen unternimmt, um die Barriere zu iiberqueren. Der exponentielle Faktor e~ 2U/ksT
wird als Arrhenius-Faktor bezeichnet. Die exponentielle Ddmpfung der Rate k& mit der Hohe der
Energiebarriere AU stammt aus der Boltzmannwahscheinlichkeit.

Angewandt auf die Kinetik chemischer Reaktionen ist k dort die Geschwindigkeitskonstante
einer Reaktion

A—55B
Die Geschwindigkeitskonstante k& wird nach dominiert von der Energiebarriere zwischen
Ausgangszustand A und Ubergangszustand M. Das Arrhenius-Gesetz besagt in diesem Kontext,
dass Geschwindigkeitskonstanten wie Ink = const — AU/kgT von der Temperatur abhéngen und

folgt sofort aus ((9.2.33]).

Wenn wir die Annahme P(zp) = 0 treffen, d.h. Teilchen in B werden entfernt, entspricht das der
Situation, wo die chemische Reaktion A — B nicht riickwérts ablaufen kann. Weil die entsprechende
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Riickreaktion nicht stattfindet, ergibt sich ein Nettostrom jy # 0 und wir erreichen kein Gleichge-
wicht. Wenn Teilchen nicht automatisch von B nach A geseetzt werden, nimmt die Konzentration
P4 von Teilchen in Zustand A geméf
dPy
—— =—kPy=—j
at A Jo

Pj x et

exponentiell ab.
Normalerweise kann eine chemische Reaktion aber auch

riickwérts ablaufen, da auch der Zustand B ledig- A
lich einem tiefer liegendem Potentialminimum Upg ent- 1 =2
spricht. Die Barriere, die dann die Geschwindigekit \‘ i
der Riickreaktion bestimmt ist die (hohere) Barriere | ® 3
Upy — Upg. Dann erhilt man fiir die Reaktion -
Aetp
k.

die Geschwindigkeitskonstanten

mw AW N _ _
ko~ D (Un—Ua)/kpT
* ( 2rkpT ) ¢

mwpWns _ _
k_~D| —— (Unmr UB)/ICBT.
( 2rkpT ) ‘

Die zeitliche Entwicklung der Konzentrationen P4 und Pp von Teilchen in Zustéinden A bzw. B ist
dann

b

dp .

ditA = —kyPa+k_Pp=—jasn

dp

TtB = +kyPs—k_Pg=—jp_a. (9.2.34)

Diese Gleichungen haben aber einen stationdren Zustand, der ein echter Gleichgewichtszustand
ist mit “detailed balance”, d.h. der Abwesenheit aller Stréme js4 .5 = jp4 = O:

Py _ ko — YB —(Ua-Up)/kpT _ ,~(Fa—Fp)/ksT _ é7 (9.2.35)
PB k+ wA ZB

mit der freien Energie F4 und der zugehdrigen Zustandssumme Z4 in Zustand A,

e FalksT _ 7 /dzef(UAJr%mwi(mfmAf)/kBT

(und analog in B). Gl. (9.2.35) ist aber gerade wieder die Boltzmannverteilung fiir zwei Zusténde
mit den freien Energien F4 und Fp. Im Gleichgewicht erreichen wir also wieder die Boltzmannver-
teilung aus der statistischen Physik des Gleichgewichts.

0.2.6 Chemische Reaktionen unter Kraft

Ein Kennzeichen lebender Zellen ist, dass sie intern Krifte erzeugen kénnen, z.B. zwecks Formén-
derung, aber auch Krifte auf ihre Umgebung ausiiben kénnen, z.B. bei der Migration, der Adhésion
oder auch in Muskeln. Auch chemische Bindungen kénnen daher unter Kraft stehen bzw. Reaktion
laufen gegen mechanische Krifte ab, z.B. die Aktinpolymerisation, wenn die Zellhiille ihre Form
dndert durch Wachstum im Aktinkortex.
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In der Biologie sind Bindungen nicht kovalent, trotzdem gibt es viele relativ starke spezifische
Bindungen (siehe auch Kapitel :

e Wasserstoffbriicken oder Disulfidbriicken, die Proteine stabilisieren.

e Rezeptor-Ligand Bindungen, die oft nach dem “Schliissel-Schloss”-Prinzip funktionieren,
d.h. Rezeptor- und Ligandprotein passen wie Schliissel und Schloss zusammen und bilden
starke Bindungen aus. Dies ergibt sich oft aus dem Zusammenspiel mehrerer H-Briicken die
sich an verschiedenen Stellen der Proteinen ausbilden kénnen. Ein Beispiel ist der Streptavidin-
Biotin-Bond mit AE ~ 18kcal/mol ~ 30kgT.

e Die DN A-Basenpaare binden spezifisch nur als Watson/Crick-Basenpaare A-T und C-G.
Die Bindung wird durch Wasserstoffbriicken vermittelt und zwar 3 H-Briicken beim Cytosin-
Guanin (C-G) Bond und nur 2 H-Briicken beim Adenin-Thymin (A-T) Bond.

e Im Immunsystem ist die Antikérper-Antigen Bindung extrem spezifisch.

Experimentell ist es seit einigen Jahren moglich, diese wichtigen Bindungen auch in Einzelmo-
lekiilexperimenten unter mechanischer Kraft zu testen; dieses Feld heifit Kraft-Spektroskopie
(force spectroscopy). Hierzu gibt es verschiedene experimentelle Techniken, die es erlauben, Kriifte
bis hinunter in den relevanten pN-Bereich zu messen (z.B. optische Pinzetten, AFM), sieche Abb.

9.7
———e \ e - S
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—(®—< S - PR ¢ —_—
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Abbildung 9.7: Verschiedene Methoden der Kraftspektroskopie a) mit AFM (atomic force micros-
copy), b) mit sogenannten biomembrane force probes (BMP) oder ¢) mit optischen
Pinzetten.

Wir wollen nun betrachten, wie sich die Energielandschaft einer chemischen Bindung unter Kraft
verdndert und welche Auswirkungen das fiir die thermische Aktivierung, d.h. die Kramers-Formel
bzw. das Arrhenius-Gesetz und die Geschwindigkeitskonstante & hat. Dazu betrachten wir
eine Energielandschaft wie in Abb. ) Diese Uberlegungen gehen auf Bell 8] zuriick.

Wir schreiben die Kramers-Formel (9.2.33)) fiir das Reiflen der Bindung als

\ kog = ke~ Po/kBT (9.2.36)

wobei Ej, die Hohe der Energiebarriere vom gebundenen Zustand fiir kleine x hin zum gerissenen
Zustand fiir grole x (typisch sind hier Ej, ~ 20kpgT fiir eine spezifische Bindung) und 1/kg = to die
“attempt time” ist, die typischerweise im ns-Bereich liegt. Die Reaktionskoordinate z ist hier die
Entfernung der Bindungspartner in Kraftrichtung. Der Ubergangszustand soll bei einer Entfernung
xp liegen, typisch sind hier x, ~ nm.

241



?E JZIHD{'M‘UJC‘-‘JV re
I
{;‘L)(t«jo,»\j& &,:;qh}{ /‘LVGEJ;J\KGS L“‘QL[ )
//4\
- — // \ e o I
/ igb
=—Xg—="

- V‘H>< 75( «/«Amq\( L,,or&/

E. = Bwergicbavrivre ~ 20k
L V4 8
X, = Uietonz 24 Barrier

£1 1< 2 Zlr EA4d

a) — e —cC &= A e

i'\, - ’//
5 N // ~
. \
Y
—=

N
N~

/

b)

Abbildung 9.8: a) Energielandschaft E(z) der chemischen Bindung als Funktion der Reaktionsko-
ordinate x, die hier die Entfernung der Bindungspartner in Kraftrichtung ist. Die
spezifische Bondstérke bestimmt die Energiebarriere Ej, typisch sind ~ 20kgT. Die
Entfernung der Bindungspartner in diesem Ubergangszustand z; ist typischerweise
im nm-Bereich. b) Gekippte Energielandschaft E(x) — Fx unter einer mechanischen
Kraft F.

Wird nun eine Kraft F' ausgeiibt, kippt die Energielandschaft E(z) um die zusitzliche mechanische
Energie —F'z, siche Abb. ) Dadurch dndert sich die Hohe der Energiebarriere in fithrender
Ordnung von Ej nach E, — Fz g, so dass die Kramers-Rate unter Kraft

ko (F) = kge™(Be=Foo)/keT — f o (o F/Fo (9.2.37)

ist, wo Fp, = kpT/z;, als Bindungskraft (typisch sind F, ~ 10kgT/nm ~ 40pN, also Kréfte im
pN-Bereich) und k:;éo die typische Lebensdauer eines Bonds ohne Kraft ist (typisch sind hier

k;ﬁ}’O ~ s im s-Bereich). Typisch und wichtig ist hier das exponentielle Ansteigen der Geschwin-
digkeitskonstanten mit der Kraft F'. Daraus kann im Experiment letztlich die Grole Fj, bestimmt
werden, die Auskunft gibt iiber die Bindungslinge x;. Dieses exponentielle Gesetz unter Kraft
geht auf Bell [8] zuriick.

Der Prozess des Bondreiflens ist nun ein zeitabhéngiger stochastischer Prozess dhnlich einem Poisson-

Prozess. Sei

s(t) = Wahrscheinlichkeit, dass der Bond noch intakt ist zur Zeit ¢
= s(t)kog(t)dt = Wahrscheinlichkeit, dass der intakte Bond im Intervall [¢,t 4 dt] reifit.

Daher gilt
s(t+dt) = s(t) — s(t)kog(t)dt = s(t)(1 — koge(t)dt)
% = —ko(t)s(2) (9.2.38)
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mit der Losung

s(t) = exp (— /Ot dt’koﬂ(t’)) : (9.2.39)

Wir wollen nun zwei Situationen diskutieren: 1) eine konstante Kraft ' und 2) eine lineare Kraftram-
pe F(t) = rt.
Konstante Kraft

Beim Bond-Reiflen unter einer konstanten Kraft F' gilt kog(t) = const = kOH’OCF/Fb nach ((9.2.37)

und wir erhalten einen echten Poisson-Prozess mit

| s(t) = exp (~kont) .| (9.2.40)

Die mittlere Lebensdauer des Bonds lésst sich nun aus der Lebensdauerverteilung
p(t) = s(t)kot(t) = Wahrsch. pro Zeit, dass Bond zur Zeit ¢ reifit

(die Lebensdauerverteilung ist geméf fooo p(t)dt = 1 normiert, wegen (9.2.38) und s(0) = 1, s(o0) =
0: [ p(t)dt = — [;° 5(t) = 5(0) — s(00) = 1). Aus der Lebensdauerverteilung kénnen wir dann die
mittlere Lebensdauer des Bonds berechnen:

> 1 L Fr/p,

d.h. mittlere Lebensdauer des Bonds nimmt exponentiell mit der Kraft ab.

Lineare Kraftrampe

Beim Bond-Reiflen unter einer linearen Kraftrampe F = rt gilt

koff(t) - koff,O ert/Fb

t
s(t) = exp (—/ dt'koﬁ,UeTt//Fb) .
0

Wir fithren dimesionslose Parameter 7 = kog ot und p = 7/kog,0Fp ein und erhalten

s(t) = exp (- /0 ’ dT’eW’) = exp (—; (et — 1))

koﬁr(T) = koﬁ‘70€MT.

und nach (9.2.39)

und

Damit ergibt sich eine Lebensdauerverteilung

p(7) = s(7)kost(T) = Kofr,0 €xp (—i (el"™ —1)+ /U) .

Hier kann man nicht elementar eine mittlere Lebensdauer ausrechnen. Die Lebensdauerverteilung
hat aber ein Maximum bei einer charakteristischen dimensionslosen Zeit 7*, die durch —e*™ +pu = 0
gegeben ist (wenn p > 1), also

o lnp

I
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7* ist die wahrscheinlichste Reifizeit, die auch in Experimenten am h&ufigsten gemessen werden

sollte. Entsprechend kénnen wir diese haufigste Reifizeit und damit auch die hidufigste Reiflkraft
auch in den urspriinglicehn Einheiten angeben

, F*=rt*=Fhn (9.2.42)

'
kog,0Fp

Experimentell zuginglich ist auch die Verteilung der Reiflkriifte, die wir direkt aus der Verteilung
der Bond-Lebensdauern bekommen:

pr(F) = Verteilung der Reiflkriifte

_ _ dt  kofio L/ pm, F
=p(t=F/r) Ty exp( . (e 1) + 7 (9.2.43)

Die Form von pp(F) und die logarithmische Abhéngigkeit der wahrscheinlichsten Reiflkraft in
(19.2.42)) sind auch experimentell bestiitigt worden [9].

9.3 Diskrete stochastische Prozesse, Markov-Prozesse

Markov-Prozesse, Diffusion auf Gitter, multiple Bonds unter Kraft.

Bei diskreten stochastischen Prozessen befindet sich das System in diskreten Zustinden i (statt kon-
tinuierlicher “Zusténde” 7 oder v) und wechselt stochastisch als Funktion der Zeit ¢ zwischen diesen
diskreten Zustdnden. Die Dynamik ist stochastisch und wird vorgegeben durch Ubergangsraten

K- Ubergangswahrscheinlichkeit
v Zeit

(9.3.1)

fiir die Ubergéinge von einem Anfangszusatnd i und einen Endzustand j.

Ein Markov-Prozess liegt dann vor, wenn die Ubergangsraten K;; nur vom Anfangszustand ¢
zur Zeit t und dem Endzustand j zur Zeit t 4+ dt abhéngen und nicht von der “Vorgeschichte”
des Systems. P;(t) sei die Wahrscheinlichkeit, das System in Zustand ¢ zu finden zur Zeit ¢. Die
P;(t) erfiillen dann eine Master-Gleichung (analog zu Fokker-Planck-Gleichung und Smoluchowski-
Gleichung im kontinuierlichen Fall).

Abbildung 9.9: Schema eines Markov-Prozesses mit Ubergangsraten K;;.

Die Master-Gleichung beschreibt die zeitliche Anderung von P;(t) auf Grund von Ubergéingen von
i in andere Zusténde j (Verlust) oder aus anderen Zustéinden j in i herein (Gewinn). Dabei ist
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dtK;; P;(t) die Wahrscheinlichkeit, dass System zur Zeit ¢ in Zustand j zu finden und zur Zeit d+dt
im Zustand ¢. Damit wird

Pi(t+dt) — Py(t) = > _dtK;;P;(t)— Y dtK;;Pi(t)

Gewinn Verlust

Hier heben sich die Terme ¢ = j in beiden Summen genau heraus, da ein Verbleiben in Zustand ¢
(mit Wahrscheinlichkeit dtK;; P;(t)) keine Anderung von P;(t) hervorruft. Damit gilt die Master-
Gleichung

OuPi(t) = Y [K;iP;(t) — Kij Pi(t)]. (9.3.2)
J(#1)

e Die Markov-Eigenschaft spiegelt sich auf der rechten Seite darin wieder, dass hier keine Zeitin-
tegrale ft, <t dt’... auftauchen, iiber die die Anderung 9;P;(t) von vergangenen P;(¢') abhéngt.

e Es gilt > j dtK;; = 1, da immer “irgendetwas” passieren muss in einem Zustand i. Diese
Bedingung bestimmt normalerweise K;; tiber dtK;; = 1 — Zj(#) dtK;j, wenn alle K;; fiir
J # i gegeben sind.

e Wegen ) j dtK;; = 1 erhélt die Mastergleichung auch automatisch die Normierungsbedingung

Z Pt + d:li — Bi(t) ~ 0, ZPi(t) = Z [K;iPj(t) — Kij Pi(t)]

1 1
= %(Z P;(t)) — a(zi: Pi(t)) = 0.

J

%

(beachte, dass die K;; i. Allg. nicht symmetrisch sind, d.h. K;; # Kj;).

Der Gesamtstrom von ¢ nach j ist
Jij = Kij Py — Kji Py = —Jji
Die Master-Gleichung (9.3.2]) kann damit auch als Kontinuitétsgleichung

OPi(t) =~ D Jy (9-3.3)
J3(#4)

geschrieben werden.

Oft sind wir an stationiren Zustidnden des Systems interessiert, in denen sich die Wahrschein-
lichkeiten P;(t) nicht mehr &ndern, d.h. 0; Py ; = 0. Wegen der Kontinuititsgleichung ist das gleich-

bedeutend mit
> Jii=0,
J(F#1)

d.h. die Summe der Stréme von i nach j verschwindet. In einem solchen stationéren Zustand kénnen
dann aber immer noch Stréme im System auftreten, und zwar Kreisstrome.

In der statistischen Physik assoziiert man mit echtem Gleichgewicht eines Systems nicht nur Sta-
tionaritét, sondern die Abwesenheit aller Strome, d.h. die starkere Bedingung

Jij =0 fir alle Z,]

Diese stiirkere Bedingung heifit auch detailliertes Gleichgewicht (detailed balance). Dann gilt
in so einem Gleichgewichtszustand

PeyiKij = Peg; Kj; ‘ (9.3.4)

245



Wir diskutieren im Folgenden zwei Beispiele von diskreten stochastischen Prozessen, die mit Master-
Gleichungen beschrieben werden.

9.3.1 Diffusion auf einem Gitter

FEin einfaches mikroskopisches Modell fiir Diffusion ist das stochastische Hiipfen auf einem Gitter
mit Gitterkonstante a, siche Abb.

Abbildung 9.10: Diffusion als Hiipfprozess auf einem Gitter mit Gitterkonstante a.

Bei ungerichteter Diffusion kann in jede Raumrichtung gleich wahrscheinlich gehiipft werden. Bei
einem Gitter mit z ndchsten Nachbarn (z = 2d in einem d-dimensionalen kubischem Gitter) und
bei einem Teilchen, dass im Mittel um eine Gitterkonstante a pro Zeit 7 springt gilt dann
B % 1,7 néchste Nachbarn
Y10 i# 4 sonst.

Damit kénnen wir eine entsprechende Mastergleichung (9.3.2) fiir Hiipfprozesse formulieren. In
d = 1, also fiir Hiipfen auf einer Linie mit z = 2, erhalten wir

1
OP;(t) = o> (Piy1(t) — 2P(t) + Pi—1 (1))
Wir erhalten wieder die kontinuierliche Diffusionsgleichung (9.2.17)), wenn wir vom Gitter zum
Kontinuum iibergehen mittels ia — x im Limes a — 0; dann wird aus dem Differenzenquotienten
auf der rechten Seite genau die zweite Ableitung 92P(x) ~ (P(z + a) — 2P(x) + P(z — a))/a*:

2
8, P(z,t) ~ %aﬁp(az,t) (9.3.5)

Dies ist genau die Diffusionsgleichung (9.2.17) mit der Diffusionskonstanten D = a?/27 fiir
Hiipfen um a pro Zeit 7.

Auch in hoheren Dimensionen d > 1 erhilt man auf einem kubischen Gitter mit 2 = 2d im Kon-

tinuumslimes die Diffusionsgleichung (9.2.17), mit D = a?/2dr. Damit gilt nach (9.2.19) immer
((7(t) — 7(0))?) = 2dDt = at/7, was auch sofort wegen 7(t) — 7(0) = >, A7; mit unkorrelierten
(Hiipfen ist ein Markov-Prozess ohne Gedéchtnis) Schritten der Lénge a aus (A7 - A7;) = §;;a>
folgt.

9.3.2 Multiple Bonds unter Kraft
Als nicht-triviales biologisches Beispiel betrachten wir wieder das Reiflen molekularer Bonds. Nun

betrachten wir allerdings N Bonds, die parallel unter einer konstanten Kraft F' stehen, siehe Abb.
[10, |11]. Solche Cluster aus vielen Bonds haben die biologische Funktion eine Bindung zu
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verstérken, z.B. bei der Zelladhésion oder wenn gréflere Molekiile durch mehrere identische Bonds
zusammengehalten werden. Da die Bonds parallel belastet werden, teilen sich die Bonds die Kraft
und man erhélt eine erhdhte Stabilitéit des gesamten Bond-Clusters. Dies wollen wir quantitativ mit
Hilfe eines diskreten stochastischen Prozesses beschreiben.

F

I !

[

f

L

(\Q-‘_J —

|

l

L

__

P
Abbildung 9.11: N molekulare Bonds unter Kraft F'. Intakte Bonds teilen sich die Kraft F'.

Da die Bonds parallel unter Kraft stehen, teilen sich alle n intakten Bonds die Kraft F' und stehen
individuell unter einer Kraft F/n. Wir konnen das Reiflen des gesamten Clusters aus N Bonds nun
als stochastischen Prozess in der diskreten Variable n =0, ..., N verstehen.

Die Wahrscheinlichkeit k,, ,,_; (F) fiir einen Ubergang von n zu n — 1 pro Zeit ist daher die Wahr-
scheinlichkeit, dass einer von n intakten Bonds reifit, die alle unter Kraft F'/n stehen und daher

Epm_1(F) = nkog(F/n) = nkog oef/™ (9.3.6)

mit einem kraftabhiingigen kog(F) aus der Bell-Theorie (9.2.37). Ein Ubergang von n — 1 nach n
entspricht einem “Zuriickbinden” der Bonds; diese Moglichkeit wollen wir vernachléssigen. Dann
erhalten wir als Mastergleichung fiir die Wahrscheinlichkeit P, (t) zur Zeit ¢ genau n intakte Bonds
zu finden

atpn - *kn,nfl(F)Pn + kn+1,n(F)Pn+1 (1 S n S N)
0Py = —kn N-1(F)Pn,
8:Py = ky.o(F)Py. (9.3.7)

Da wir Zuriickbinden vernachléssigen wollen, ist der Zustand n = 0 ein absorbierender Zustand, aus
dem das System nicht mehr zuriickkommt. Wenn am Anfang alle Bonds intakt sein sollen, miissen
die Mastergleichungen (9.3.7) mit der Anfangsbedingung P, (0) = d,, v gelost werden.

Mastergleichungen des Typs konnen tatsdchlich exakt gelost werden [11]; da der unterliegende
stochastische Prozess sich nur in der diskreten Variable n abspielt, die sich in jedem Zeitschritt auch
nur um +1 dndern kann, bezeichnet man diese Klasse von Prozessen auch als 1-Schritt Prozesse
(one step processes). Wir wollen hier nicht die umfangeichen Methoden zur exakten Losung
betrachten (siehe z.B. [3]), sondern uns lediglich eine n&herungsweise Losung fiir die mittlere Zahl

(n) = 25:1 nP,(t) intakter Bonds iiberlegen [10]. Dazu betrachten wir die Zeitentwicklung dieses
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Mittelwerts, die sich aus der Zeitentwicklung (9.3.7) der P, ergibt:

d N-1 N-1
5 = —knN_1 NPy — > knnonPot D kni1nnPag
n=1 n=1

N
Z kn,n_l(n — I)Pn
n=2

N
= —k1oP1 =Y knn-1Pn
n=2

= _<kn,n71> = _<nkoff(F/n)>
meakﬁeld

K ) ko (F () BED () o g P P

In der letzten Zeile haben wir durch eine recht grobe mean-field Naherung eine geschlossene Be-
wegungsgleichung fiir (n)(¢) gewonnen. Dabei haben wir alle Korrelationen in Mittelwerten von
Potenzen (n*) ~ (n)* vernachlissigt.

Losungen dieser geschlossenen Bewegungsgleichung zur Anfangsbedingung (n)(0) = N sind formal
durch Separation der Variablen sofort zu gewinnen.

N
/ dnn—le—F/an
() (1)

-1
L= koHO

s

(n)(t) fillt exponentiell ab nach einer Zeit ¢ > k:o_ﬂl’o, da ein lawinenartiger Prozess auftritt: Reifit
der erste Bond durch eine stochastische Fluktuation, teilen sich weniger verbleibende Bonds die
Kraft, wodurch sich deren Reifirate wiederum exponentiell vergréfiert und so fort.
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9.5 Ubungen Kapitel @

1. Aktives Teilchen

Wir betrachten ein aktives Teilchen in 2 Raumdimensionen in einer viskosen Fliissigkeit: Das Teil-
chen hat eine Antriebskraft F (z.B. ein chemischer Antrieb), der das Teilchen in eine Richtung

7 [cos ©
~ \sin®
antreibt, die durch einen Winkel © vorgegeben ist. Die Antriebsrichtung 7 ist eine zusétzliche Eigen-

schaft des Teilchens, die durch den Antriebsmechanismus zustande kommt; diese Antriebsrichtung
soll nicht durch externe Felder ausgerichtet sein sondern zuféllig rotieren durch thermische Kréfte.

Die Teilchenbewegung wird dann durch Brownsche Dynamik mit Antriebskraft beschrieben, der
Winkel O soll zufillig rotieren, also einer Rotationsdiffusion unterliegen:

—

T0,7 = Fyit(t) + C(t)
F'ed© = (o (t)

mit einer thermischen Kraft (¢;(¢)(;(t)) = 2kpTT'd;;0(t —t'), siehe (9.1.16) und (9.1.12) und einem
thermischen Drehmoment (Cg(t)Co(t')) = 2kpTTod(t —t').

a) Berechnen Sie die mittlere quadratische Auslenkung ((©(t) — ©(0))?). Bestitigen Sie diffusives
Verhalten und berechnen Sie die Rotations-Diffusionskonstante.

b) Berechnen Sie damit die Orientierungskorrelationen (7i(t) - 7(0)). Argumentieren Sie dazu wie
bei der Tangentenkorrelation eines semiflexiblen Polymers, Gl. ((5.6.21]).

¢) Berechnen Sie die mit Hilfe der Orientierungskorrelationen die mittlere quadratische Auslenkung
((7(t) — 7(0))?). Finden Sie diffusives Verhalten? Wenn ja, fiir welche Zeiten ¢ und mit welcher
Diffusionskonstanten? Ist die Diffusionskonstante grofier oder kleiner als die rein thermische Diffu-
sionskonstante Dy = kT /T'?

d) Wie lautet die Diffusionsgleichung fiir P(0,t), d.h. die Wahrscheinlichkeit das Teilchen mit Win-
kel © zur Zeit t zu finden? Wie lautet die Smoluchowski-Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte
P(7,0,t), das Teilchen am Ort 7 mit Orientierung © zu finden? Wie hiingen P(©,t) und P(7,0,t)
zusammen?
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10 Filamente und molekulare Motoren

Literatur zu diesem Teil:

Eine gute Einfiihrung findet sich in |1} (chapter 15 und 16). Ein ausfiihrliches Lehrbuch zu moleku-
laren Motoren und der Physik des Zytoskeletts ist . Auch [3] enthéilt ein interessantes Kapitel zu
molekularen Maschinen. Der Teil {iber isotherme Ratschenmodelle folgt |§|, Eﬂ

Wir wollen uns detaillierter mit der (stochastischen) Dynamik der Prozesse befassen, die auf mole-
kularer Ebene der Krafterzeugung und Bewegung von Zellen (Motilitéit) zu Grunde liegen. Dies sind
die Polymerisationsdynamik von Filamenten des Zytoskeletts (Aktinfilamente und Mikrotubuli)
sowie die Bewegung molekularer (Schritt)-Motoren wie Kinesin und Myosin. Beide Prozesse sind
chemisch angetrieben durch die Hydrolyse von ATP (bzw. GTP). Diese chemische Energie kann in
Bewegung umgesetzt werden.

Die Polymerisationsdynamik von Aktinfilamenten ist wichtig fiir die Zellbewegung (Motilitéit) und
die Krafterzeugung, die zu Zellbewegung oder auch Formverinderung einer Zelle fithren. Polyme-
risationsdynamik von Mikrotubuli ist entscheidend bei der Zellteilung in der Mitose, wenn Chro-
mosomen auseinandergezogen werden. Der Aufbau von helikalem F-Aktin und Mikrotubuli-R6éhren
aus normalerweise 13 Protofilamenten aus G-Aktin bzw. Tubulin-Dimeren ist in Abb. gezeigt.
Aktinfilamente bauen den Zellkortex auf, wo sie verschiedene Strukturen annehmen, z.B. verzweigte
Strukturen oder Aktinbiindel. Diese Strukturen kénnen durch Polymerisation Krifte erzeugen und
Ausstiilpungen und Zellbewegung hervorbringen. Sie sind zusammen mit Myosin-Filamenten wich-
tiger Bestandteil von Muskeln und bilden auch kontraktile Stressfasern in nicht-muskulédren Zellen.
Mikrotubuli gehen vom organisierenden Zentrum in der Ndhe des Zellkern aus und durchziehen
von dort die ganze Zelle bis in den Kortex. Sie sind integraler Bestandteil der Mitosespindel, wo
depolymerisierende Mikrotubuli auch die Chromosomen auseinanderziehen. Sie dienen auch als als
Transportpfade fiir Kinesin- und Dynein-Motoren.

Cilie,
Ausstlilpungen (Protrusions) Kraftlibertragung eukariotisches Flagellum

Biindelung \ / (Stress-Fibers)
7 e

MICROTUBULES

ACTIN FILAMENTS

\ «starr, Réhren / [Alberts]

[Alberts] svom Zentrosom mitotische Spindel,

«fadenartig, flexibel
+im Kortex Muskeln ausgehend Zellteilung

Abbildung 10.1: Links: Aktinfilamente in der Zelle. Rechts: Mikrotubuli in der Zelle (Quelle: Ad-
aptiert aus Alberts).

Molekulare Motoren sind Enzyme (ATPasen), die chemische Energie, die in ATP gespeichert ist,
in Bewegung entlang von Filamenten umsetzen. Sie sind biologisch wichtig fiir gerichteten intrazel-
luldren Transport (der schneller als durch Diffusion stattfinden soll) und wihrend der Zellteilung,
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und sie sind die mikroskopische Basis der Muskelfunktion. Es gibt drei Familien von Schrittmo-
toren, Myosine, Kinesine und Dyneine. Im Normalfall sind Myosin-Motoren mit Aktin-Filamenten
assoziiert, Kinesine und Dyneine mit Mikrotubuli.

10.1 Chemische Kinetik

Wir charakterisieren chemisches Gleichgewicht und die Kinetik elementarer
chemischer Reaktionen. Eine wichtige Mehrschritt-Reaktion ist die Michaelis-
Menten Enzymkinetik.

Wir betrachten im folgenden chemische Reaktionen. Chemische Reaktionen werden durch Re-
aktionsgleichungen beschrieben, z.B. die Ammoniaksynthesereaktion

N 4+ 3Hy; = 2NH3

(diese Reaktion benotigt einen Katalysator). Die Reaktionspfeile in beide Richtungen signalisieren,
dass chemische Reaktionen prinzipiell immer reversibel sind, d.h. in beide Richtungen verlaufen
konnen. In welche Richtung eine Reaktion verlduft, wird von den Konzentrationen der Edukte auf
der linken Seite bzw. der Produkte auf der rechten Seite abhéngen. Es wird sich normalerweise ein
chemisches Gleichgewicht einstellen, in dem die Konzentrationen von Produkten und Edukten
zeitlich konstant sind.

Konzentrationen werden iiblicherweise als molare Volumenkonzentrationen

N;
Cj = Wmol (10.1.1)

angegeben, wenn die Molekiilanzahlen N; in mol angegeben werden als (N;/N4)mol mit Ny =
6,022 - 10%3. Oft wird dann dann das Symbol

[B] =CB
fiir die molare Konzentration einer Komponente B verwendet. Als Zahlbeispiel betrachten wir N =

60 Proteine in einem Bakterium mit Volumen V = (1pum)® = 107¥m3 = 107'°1. Die molare
Volumenkonzentration ist dann

1
c= gl =107 % =10""M = 100nM
wobei ) |
mo mo
IM=1—=10""— 10.1.2
die wichtige Konzentrationseinheit Mol pro Liter ist.
Wir geben eine allgemeine chemische Reaktion in der Form
> uiSi=0 (10.1.3)

an, wobei die v; die ganzzahligen stochiometrischen Koeffizienten in der Reaktionsgleichung sind
und wir die Edukte durch v; > 0 und Produkte durch v; < 0 beschreiben. Zum Beispiel sind in
der obigen Ammoniaksynthese die Edukte S; = Ny mit v1 = +1, So = Hs mit 1o = +3 und die
Produkte Sg = NH3 mit Vs = —2.
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10.1.1 Chemisches Gleichgewicht

Typische Reaktionsbedingungen sind gegebene Temperatur T' (z.B. Raumtemperatur) und gegebe-
ner Druck p (z.B. Luftdruck). Daher ist das geeignete thermodynamische Potential zur Beschreibung
chemischer Reaktionen von K Spezies die freie Enthalpie

G =G(T,p,Ny,...Ng)=E —TS +pV

mit dem Differential

K
dG = —SdT + Vdp+ Y _ ;dN;, (10.1.4)

j=1

und den entsprechenden chemischen Potentialen

_ 96
:U’JiaNj

(10.1.5)

Tp

Chemisches Gleichgewicht ist dadurch definiert, dass sich die Molekiilanzahlen N; nicht mehr
andern.

Nun wollen wir untersuchen, wie sich die entsprechenden Teilchenzahlen N; dndern, wenn diese
Reaktion A-mal in Vorwirtsrichtung und A/"-mal in Riickwirtsrichtung abléduft. Dann &dndern sich
die Teilchenzahlen N; wie folgt:

AN]V = —Nv; durch Vorwérts-Reaktion

ANJR = +N'v; durch Riickwirts-Reaktion

Die Teilchenzahlinderungen haben eine Anderung der freien Enthalpie G zur Folge. Fiir konstante
T und p wéahrend der Vorwértsreaktion gilt nach (10.1.4)

K K
AGY =) AN = =N vp;. (10.1.6)
j=1

Jj=1

Nach dem 2. Hauptsatz muss eine spontan ablaufende chemische Reaktion das thermodynamische
Potential G minimieren. Also ergeben sich aus (10.1.6)) drei Falle:

e AGY <0 (<= AGF >0), d.h. die Reaktion verliuft spontan in Vorwirts-Richtung genau
dann, wenn

AG == v, <0, (10.1.7)
J

wo AG die Enthalpieinderung pro Vorwiirtsreaktion ist. Solche Reaktionen heiflen exergon.

e AGY >0 (<= AG?® <0), d.h. die Reaktion verliuft spontan in Riickwirts-Richtung genau
dann, wenn

AG ==Y vjp; >0 (10.1.8)
J

Solche Reaktionen heiflen endergon.
e Chemisches Gleichgewicht erfordert AGY =0 (< AGT =0), d.h.

AG == vjp; =0 (10.1.9)
J
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Die chemischen Potentiale ji; sind in der Regel steigende Funktionen der Teilchenzahlen IV;.
Daraus folgt, dass das chemische Gleichgewicht stabil ist: Wenn Reaktionen aus dem Gleich-
gewicht (3 Vil = 0) in Vorwirtsrichtung stattfinden, werden die chemischen Potentiale so
verschoben, dass AN} < 0 fiir Edukte mit v; > 0 (und AN}" > 0 fiir Produkte mit v; < 0)
und bei steigendem p; damit ) Vit < 0. Dann lauft aber die entsprechende Riickrichtung
der Reaktion spontan ab zuriick ins Gleichgewicht. Den gleichen Effekt erzielt man, wenn man
die Anzahl der Produktmolekiile durch Zugabe von auflen erhtht. Diese Stabilisierung wird
als Prinzip von Le Chatelier bezeichnet (auch: Prinzip des kleinsten Zwanges).

Wir stellen also fest: Die chemischen Potentiale u; der Komponenten kontrollieren die Reaktions-
richtung bzw. das chemische Gleichgewicht.

Fiir verdiinnte Losungen (analog zu idealen Gasen) sind die chemischen Potentiale als Funktionen
wi = wi(T,p,{c;}) explizit bekannt und man kann damit aus der allgemeinen Gleichgewichtsbedin-
gung (|10.1.9) das Massenwirkungsgesetz herleiten:

o
1 (c;) = pd(T) + kpTn C% (10.1.10)
J

mit den molaren Volumenkonzentrationen nach lb Die Konzentration c? = 1M bezeichnet
man als Standardbedingung; bei Standardbedingungen stellt sich das chemische Potential ,u?(T)
ein. Der Ausdruck ist komplett analog zum chemischen Potential von idealen Gasen, wenn
man N,;/V — ¢; setzt, weil die gelosten Molekiile weder untereinander noch mit dem Lésungsmittel
wechselwirken und nur kinetische Energie haben wie beim idealen Gas.

Im Gleichgewicht gilt dann nach ({10.1.9))

Cj ’
0=AG=— Zyjuj =— Zujug?(T) +kBT1nH (Cg)) . (10.1.11)
J J J

AG°

Hier ist AGP die Standardenthalpie fiir eine Hinreaktion. Dies ergibt das Massenwirkungsgesetz

lvjl
—v; 1_.[ i Produkt Cj ! —vy
ch i = 7—|le = H(c?) texp(—AG?/kpT) = K., (10.1.12)
j Hj Edukt &5 J

mit der Gleichgewichtskonstanten K., = K.,(T'), die eine chemische Reaktion charakterisiert.
Es gilt dann

riickwérts

- i s -
AG 20 — Hcl 2 K.4(T) <= Reaktion lduft spontan { vorwirts

Bei grofier Produktkonzentration ([, ¢;"" > Kcq(T), also grofler als im Gleichgewicht) lauft die
Reaktion riickwérts und entsprechend umgekehrt. Dies kann auch wieder iiber das Prinzip von Le
Chatelier sofort verstanden werden.

10.1.2 Reaktionskinetik

Wir betrachten zuerst eine einfache unimolekulare chemische Reaktion

k
AéB
k.
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die A in B umwandelt (und umgekehrt) und mit Geschwindigkeitskonstanten & in Hinrich-
tung (und k_ in Riickrichtung) ablduft. Bei der unimolekularen Reaktion ist jeweils nur ein Teilchen
(A hin, B zuriick) am wesentlichen Reaktionsschritt beteiligt. Die Geschwindigkeitskonstante k.

(k—) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit pro Zeit die Hinreaktion A RN (Riickreaktion

A <k; B) ablduft. Dies kann als stochastischer Markov-Prozess im Raum der Molekiilzahlen N4
und Np beschrieben werden [10] (siche auch Ubung 1). Bei unimolekularen Reaktionen (zu denen
auch der radioaktive Zerfall gehort), ist dies ein Poisson-Prozess und Fluktuationen werden durch
die Poisson-Verteilung beschrieben. Wenn die mittlere Molekiilanzahl (N4) = ¢4V sehr grof ist
(was normalerweise der Fall ist), spielen Fluktuationen keine Rolle, und ky(N4) gibt an, wie oft
die Hinreaktion A — B im Mittel pro Zeit ablauft. Da die Hinreaktion bei einer unimolekularen
Reaktion A — B nur ein A-Molekiil erfordert, ist diese mittlere Reaktionsgeschwindigkeit der Hin-
reaktion unabhingig von Np (und damit ¢g) und proportional zur mittleren Zahl (N4) und damit
zur Konzentration c4. Die Reaktionskonstanten haben daher fiir unimolekulare Reaktionen die Ein-
heit einer inversen Zeit (1/s). Wenn die Hinreaktion A — B im Mittel k; (N 4)-mal pro Zeit ablauft
(und die Riickreaktion k_(Np)-mal), dndert dies die Mittelwerte (N4) = c4V und (Ng) = cpV
entsprechend und wir erhalten das Geschwindigkeitsgesetz

d

% = —kyca+k_cp

d

% = tkyca —k_cp (10.1.13)

fiir die Teilchenkonzentrationen. Es gilt insgesamt Teilchenzahlerhaltung %(CA + ¢g) = 0. Dies
ist die gleiche Gleichung wie in Kapitel wo wir auch bereits chemische Reaktionen
diskutiert haben. Dort haben wird diese Gleichung aus der Fokker-Planck-Gleichung fiir eine Reak-
tionskoordinate x hergeleitet und damit auch eine Theorie fiir die Reaktionskonstanten k_ und k.
geliefert bei einer thermisch aktivierten Reaktion.

Im Gleichgewicht &ndern sich die Konzentrationen nicht mehr, also dca,p /dt = 0 oder

k 3
== Z—j Keq. (10.1.14)

Dies stellt den Anschluss an das vorangehende Kapitel zum chemischen Gleichgewicht her.
Einige Bemerkungen zum Geschwindigkeitsgesetz ((10.1.13)):

e Unimolekulare Reaktionen sind Reaktionen 1. Ordnung, bei der die Reaktionsgeschwindig-
keit kyca fiir die Hinreaktion allein proportional zur Konzentration der A-Teilchen ist (und
entsprechend fiir die Riickrichtung).

e Das Geschwindigkeitsgesetz ist eine Aussage iiber die Mittelwerte ca = (Na)/V.
Fluktuationen sind vernachléssigt, was bei typischen grofien Molekiilzahlen gerechtfertigt ist.
In Zellen konnen aber z.B. auch niedrige Molekiilzahlen auftreten. Dann ergibt sich eine
stochastische Kinetik, in der Fluktuationen beriicksichtigt werden miissen.

e Wenn die Reaktion durch thermische Aktivierung iiber eine Energiebarriere stattfindet, wie in
Kapitel diskutiert, sollte die Temperaturabhéngigkeit der Reaktionskonstanten ki und
k_ selbst einem Arrhenius-Gesetz

ky =kyoexp(—AUL /kpT)
folgen. Damit folgt auch
Keq = Kegoexp(—(AUy — AU-) /kBT)
einer Boltzmann-Verteilung, siehe Gl. in der Diskussion in Kapitel
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e Wir haben hier implizit angenommen, dass die Konzentrationen ¢4 und cg homogen sind, d.h.
dass das System “gut durchmischt” ist. Rdumliche Ausbreitung in Losung erfolgt normalerwei-
se iiber Diffusion (wenn Stromungen abwesend sind). Es kénnen entsprechende Reaktions-
Diffusions-Gleichungen fiir Felder c4(7) und cp(7) eingefiihrt werden, wenn Diffusion
beriicksichtigt wird. Dies kann zu i.Allg. zu chemischer Musterbildung fithren (Turing pat-
terns), allerdings nicht bei einfachen unimolekularen Reaktionen.

Nun betrachten wir eine “multimolekulare” chemische Reaktion beliebiger Ordnung

aA +bB 5 P

von Reaktanden A und B in ein Produkt P. Da hier a+b Molekiile am wesentlichen Reaktionsschritt
beteiligt sind ist die eine Reaktion a 4 b-ter Ordnung. In diesem Fall ist die Reaktionsgeschwin-
digkeit proportional zur Kollisions- oder Begegnungswahrscheinlichkeit der a A-Molekiile und b
B-Molekiile. Wenn wir wieder rdumlich homogen verteilte Molekiile der Konzentrationen c4 und
cp annehmen, ist diese Kollisionswahrscheinlichkeit proportional zum Produkt der Konzentrationen
c%ch. Daher gilt hier ein Geschwindigkeitsgesetz

de

b
T~ kedacs
dc
7? = —ak, c4ch
dc
d—f = —bk, c4c

Es gilt insgesamt Teilchenzahlerhaltung 4 ((a + b)cp + ca + cp) = 0, da fiir jedes Produktmolekiil
P a + b Molekiile A und B reagiert haben miissen. Die Reaktionskonstanten haben daher fiir eine
Reaktion (a+ b)-ter Ordnung die Einheit Zeit™ Konzentration™(“**~1 Wir kénnen dieses Reakti-
onsschema auch wieder um Riickreaktionen erweitern analog zum obigen unimolekularen Beispiel.
Die Riickreaktion wére in diesem Fall wieder unimolekular.

10.1.3 Michaelis-Menten Enzymkinetik

Bisher haben wir nur elementare Reaktionen betrachtet. Wichtige biologische Reaktionen invol-
vieren aber oft mehrere Reaktionsschritte. Ein prominentes Beispiel ist die Enzymkinetik. Hier
katalysiert ein Enzym E die Umsetzung eines Substratmolekiils S in ein Produktmolekiil P. Dabei
entsteht in einem nicht zu vernachlissigendem Zwischenschritt ein Enzym-Substrat-Komplex ES.
Dies fiihrt auf ein mehrschrittiges Reaktionsschema

k
E+sk:*EsL>E+P. (10.1.15)

Wichtig ist hier, dass das Enzym (oder der Katalysator) nach der Reaktion wieder im Zustand E
auf der rechten Seite vorliegt und eine weitere Reaktion katalysieren kann. Der zweite Reaktions-
schritt, in dem der ES-Komplex in das Produkt umgewandelt und das Enzym wieder freigesetzt
wird, verlduft langsam mit kleiner Rate k. Man sagt auch, dieser zweite Schritt ist limitierend.
Daher sammelt sich ES in nicht zu vernachléssigender Konzentration an, und die Enzymreaktion
muss als Zweischritt-Prozess behandelt werden. Beim zweiten Reaktionsschritt kann auflerdem die
Riickreaktion vernachléssigt werden.
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Abbildung 10.2: Links: Enyzmreaktionsschema. Rechts: Reaktionsgeschwindigkeit v als Funkti-
on der Substratkonzentration [S] (adaptiert von Wikipedia). Die Reaktionsge-
schwindigkeit saturiert fiir grole [S] > K, nach vpyax. An der Michaelis-Menten-
Konstante [S] = K,, ist die Geschwindigkeit halb so grofl v = vyax/2.

Die Enzymkinetik wird dann insgesamt beschrieben durch

dlE] _

= = — ki [E]IS] + k_[ES] + k[ES]] (10.1.16)
% = —k,[E][S] + k_[ES] (10.1.17)
@ = k., [E][S] - k_[ES] - k[ES) (10.1.18)
ap] _
— = HES] (10.1.19)

Wir kénnen diese gekoppelten Gleichungen in mehreren Schritten 16sen. Dabei sind wir letztlich an
der Geschwindigkeit v = d[P]/dt interessiert, mit der das Produkt erzeugt wird:

e Die letzte Gleichung (10.1.19) fiir [P] entkoppelt komplett.
e Die Gesamtenzymkonzentration [F] 4+ [ES] ist erhalten,

dlE] | d[ES] 0

- - = FEio = [E] + [ES] = const,

da das Enzym ja “recyclet” wird in unserem Schema.

e Da der k klein ist und der zweite Schritt limitierend sein soll, stellt sich fiir den ersten Reak-
tionsschritt in und ein Quasi-Gleichgewicht ein zu jeder Zeit (“FlieBgleich-
gewicht”),

[ES] | ket

7%7:}'{

]~ 5 = Ken (10.1.20)

wobei K4 die Gleichgewichtskonstante des ersten Reaktionsschrittes ist. Diese Approximation
ist entscheidend bei der Losung der Kinetik. Damit ergibt sich

Eior = [E] + Keg[E][S] = [E](1 + Kq[9)). (10.1.21)
e Aus der letzten Gleichung folgt bereits die Geschwindigkeit

P T T T K.
dlP] KES] kK g E][S] KBioi [‘;[S%S] (10.1.22)
eq

V= ——

dt
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Die Reaktionsgeschwindigkeit v saturiert bei grofien Substratkonzentrationen [S] > 1/K., = K.,
zu einer maximalen Geschwindigkeit vmax = kEyor. Die Konstante K,,, = 1/K.,, die die Einheit
einer Konzentration hat, heifit Michaelis-Menten-Konstante. Die Geschwindigkeit kann dann
auch geschrieben werden als

[5]

it (10.1.23)

UV = VUmax

Dies ist die Michaelis-Menten-Gleichung. Wie in Abb. gezeigt, steigt die Reaktionsge-
schwindigkeit fiir kleine Substratkonzentrationen [S] < K, ungeféhr linear an v ~ vyax[S]/Km =
kKcqFEio[S]. Es stehen genug Enzyme zur Verfiigung und eine Erhohung der Substratkonzentra-
tion erhsht auch die Produktproduktionsrate. Fiir [S] = K., ist v = vpax/2 erreicht. Bei grofien
Substratkonzentrationen [S] > K, saturiert die Geschwindigkeit, weil dann alle Enzyme gebunden
sind:

[ES]

Etot

[ES] _ KelS]
[E](1+ Keo[S]) 14 KeglS]

= Anteil gebundenen Enzyms =

Es steht nicht genug Enzym zur Verfiigung, um die Produktproduktionsrate weiter zu erhdhen.

Diese Sittigung mit [S]~! ist vollig analog zur Langmuir-Adsorptionsisotherme, die die Ad-
sorption eines Gases oder von gelosten Molekiilen an einer Oberfliche beschreibt. Dort sind die
Bindungsplitze auf der Oberfliche begrenzt, und die Besetzung der Oberfliche saturiert mit dem
Gasdruck bzw. der Molekiilkonzentration.

Wir betrachten ein anderes analoges Problem, die Rezeptor-

Ligand-Bindung bei begrenzter Rezeptor-Anzahl. Hier binden

ein Ligand X an einen Rezeptor P zu einem gebundenem Kom-

plex PX, Xe ® -

P+ X —= PX, -

mit Gleichgewichtskonstante K, so dass im Gleichgewicht = ~—

[PX]

~[PIxT
Fiir den Anteil © von gebundenem P an der Gesamt-P-Anzahl gilt dann
[PX]  # gebundene P K[P][X] K[X]

0= [P]+[PX] #alleP [P+ K[P][X] 1+K[X]

Hier stellt sich eine zur Michaelis-Menten-Kinetik analoge Séttigung ein fiir K[X] > 1, weil dann
alle Rezeptoren besetzt sind.

10.1.4 ATP-Hydrolyse

Die Michaelis-Menten Enzymkinetik ist beson-

ders wichtig im Hinblick auf die Dynamik von ADP
Motorproteinen, die chemisch gesehen Enzyme . S
fir die ATP-Hydrolyse (ATPasen) sind. ATP S \/_7
(AdenosinTriPhosphat) ist ein “energiereiches” Mo-

lekiil, dass die Zelle synthetisiert , um Energie aus \{‘Synthese Hydmlys%/ 1
Stoffwechselprozessen zu speichern und hydrolysiert in

ADP (AdenosinDiPhosphat) plus einen Phosphatrest, s % g

um Energie freizusetzen, AR SN W

Hydrolyse ATP
—_ N\

ATP ADP + P,.

Synthese
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Wie bei allen chemischen Reaktionen die Enthalpieinderung AG der ATP-Hydrolyse konzentrati-
onsabhéngig (siehe (10.1.11))). Unter physiologischen Bedingungen gilt

\ AGhryar = tapp + f1p — ptatp ~ —50kJ/mol ~ —20kzT < 0 \ (10.1.24)

Damit ist die ATP-Hydrolyse unter physiologischen Bedingungen exergon und kann prinzipiell
spontan ablaufen. AGnyqdr < 0 kann verwendet werden, um andere endergone Reaktionen (AG > 0)
anzutreiben. Eine effiziente Hydrolyse-Rate erfordert aber oft Enzyme (ATPasen). Sowohl Motor-
proteine als auch F-Aktin und Mikrotubuli sind solche ATPasen. Motorproteine verwenden das
AGuyar < 0, fur eine mechanische Konformationsdnderung, so dass chemische Energie in me-
chanische Energie oder Bewegung umgesetzt wird. Polymerisierende Filamente wie F-Aktin und
Mikrotubuli verwenden AGhyar < 0 weniger offensichtlich, um thermodynamisch indquivalente Po-
lymerenden zu generieren, was das Treadmilling und Recycling von Monomeren erméoglicht.

10.2 Polymerisationskinetik

Die chemische Kinetik von Polymerisationsreaktionen, wie sie beim Wachs-
tum von Filamenten Im Zytoskelett auftreten, fiihrt zu exponentiellen
Léangenverteilungen und einer Wachstumsrate, die linear von der Monomerkon-
zentration abhédngt. Polymerwachstum setzt oberhalb einer kritischen Mono-
merkonzentration ein.

Aktin-Filamente oder Mikrotubuli wachsen durch Additionspolymerisation, d.h. durch Addition
von Monomeren am Polymerende.

Kon
[ ] + [ ] : [ ]
Kogt

Kon
0 {0 —— o0
Kotr

Kon
n-mer + @ == (n+1)-mer
off

Kon
An + Al S An+1
Kot
Hier sollen die on- und off-Raten ko, und kog unabhdngig vom Polymerisationsgrad n sein, wenn
wir annehmen, dass die Reaktivitét eine Eigenschaft der Polymerenden ist.

10.2.1 Exponentielle Langenverteilung im Gleichgewicht unterhalb der
kritischen Konzentration

Im Gleichgewicht ergibt sich fiir die Konzentrationen der verschiedenen n-mer Spezies A,

[An] [Al] koff _ 1

[A’ﬂ+1] B kon B Keq

=K (10.2.1)

mit der Dissoziationskonstanten K, die auch wieder unabhingig von n sein sollte. Fiir a, =
[A,]/K erhalten wir eine Rekursion a,,+1 = a,, - a1, die sich fiir a; < 1 sofort losen lésst,

an = al = e ™™ mit ng = —Ina; (a; <1). (10.2.2)

Fiir a1 < 1 (kleine Monomerkonzentration [4;] < K) bekommen wir also eine exponentiell abfallen-
de Langenverteilung der Polymere. Im Experiment kann entweder a; der Kontrollparameter sein,
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wenn eine feste freie Monomerkonzentration vorgegeben ist (Puffer), oder die Gesamtmonomer-
menge et = » ., ~; N4y (in einem abgeschlossenen System). Der Zusammenhang zwischen beiden
Situationen ist durch

ai
Atot = Z nan = m

n>1

gegeben. Fiir die mittlere Polymerlidnge (n) erhalten wir

(n) = Znzaln 1 ]2 fror < 1 (10.2.3)
ZnZQ An l-—a 1—1a1 ~ \/m Aot > 1 -

Fiir a; 1 1 oder [A;] 1 K divergiert also atot und die mittlere Polymerlinge. Fiir a; > 1 geht das
System in einen kontinuierlich wachsenden Zustand ohne stationére Langenverteilung iiber. Daher
heiBt [4;] = K die kritische Monomerkonzentration. Fiir a; > 1 erreicht das System keinen
Gleichgewichtszustand mehr und ist dauerhaft im Nicht-Gleichgewicht. Wenn at,; der Kontrollpa-
rameter ist, kann dieser Zustand nicht erreicht werden, da nach einer Wachstumsphase irgendwann
so viele Monomere in Polymere eingebaut sind, dass fiir die freien Monomere wieder a; < 1 gilt,
und sich ein Gleichgewicht einstellt.

4 SRS
L Lt ‘
i kelp He o vy ..4;%
| | o
5 | { 7 Wachstum
o
Sclﬁrumpfen
“&oﬂ r
[A1] =K 14,7

Abbildung 10.3: Mittlere Wachstumsrate (n) eines Polymers als Funktion der Monomerkonzen-
tration [A;]. Bei der kritischen Konzentration [A;] = K findet ein Ubergang von
Schrumpfen zu Wachstum statt.

10.2.2 Konzentrationsabhidngige Wachstumsrate

Wir wollen uns nun noch mit dem Fall a; > 1 beschéftigen und betrachten die chemische Kinetik fiir
ein einzelnes Filament in einer Lésung mit Monomerkonzentration [A;] (normalerweise nukleieren
automatisch viele Polymere; wir nehmen hier an, dass wir nur einen Nukleationskeim fiir ein Polymer
haben). Wir haben dann einen Markov-Prozess im diskreten Raum n der Filamentléingen und fiir die
Wahrscheinlichkeit p,, (), dass das Filament zur Zeit ¢ die Lénge n hat, gilt dann die Mastergleichung
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d

%pn = kon[Al](pn—l - pn) - kof‘f(pn _pn—i-l) (?’l > 2)

d

2Pt = ~kon[Au]p1 + Kostp2. (10.2.4)

Fiir (n) = ZnZl np, (hier wird n = 1 mitgezéhlt im Gegensatz zur Definition in (10.2.3)) folgt

d
7 (1) = kon[A1] S A Dpn—> mpn—p1 | = kot [ D mpn — > _(n—1)pn — p2
n>1 n>2 n>2 n>3

= kon[Al] - koff(l - pl)

Fiir p; < 1 (in einem wachsenden Zustand erfiillt) folgt

D tn) = konl A1) — bt (10.2.5)

Dies ist die mittlere Wachstumsrate eines Polymers. Wie sehen, dass sich fiir [41] > kog/kon =
K, also iiber der kritischen Monomerkonzentration, unbegrenztes Wachstum mit (n) ~ ¢ einstellt.
Die Polymere erreichen dann keinen Gleichgewichtszustand (es sei denn [Ayot] wird kontrolliert und
nicht [A44], siehe oben).

Fiir [A1] < K unterhalb der kritischen Monomerkonzentration schrumpft das Polymer im Mittel. In
einer Losung mit vielen Polymeren werden dadurch wieder Monomere frei, und es stellt sich nach
einer anfinglichen Transiente ein Gleichgewichtszustand ein, in dem sich (n) nicht mehr &ndert. E|
In diesem Gleichgewichtszustand gilt dann wieder K = [A1][4,]/[An+1]-

Die Gleichung stellt ein wichtiges Ergebnis fiir die weitere Analyse von komplexerem ATP-
Hydrolyse-gekoppeltem Wachstum dar und ist in Abb. nochmal graphisch dargestellt.
Wir kénnen auch eine Enthalpie AG angeben, fiir die Polymerisationsreaktion nach
[A1]°[An41]

[An][Ad]
mit der Standardenthalpie AG® bei der Standardkonzentration [A4,]° = 1 M. Fiir AG > 0 ist die

Polymerisation exergon und lduft spontan ab, fiir AG > 0 endergon, was zu Depolymerisation fiihrt
und bei AG = 0 sind wir im Gleichgewicht. Dann gilt ((10.2.1)), was auf

AG = AG® + kgTln

T Aq]° A1]%on o
0 AG® 4+ kgTln A ago s kpT In il Fon oy g — Kot _ [41]02C° k5T (10.2.6)

K koff kon
fithrt. Also konnen wir auch schreiben
K[A;41] Apt1 kot [A1][An] Ac
AG = kgTn =kgTln oder K = = LT AG kBT 10.2.7
PERATAD T N Fon ~ Ansi] (10.2.7)

Dann wird nach ((10.2.1) wieder AG = 0 im Gleichgewicht klar. Andererseits wird auch klar, dass
AG < 0, wenn die Monomerkonzentration aus dem Gleichgewicht heraus erhoht wird, so dass
ay > api1/an.

Dann wird die Polymerisationsreaktion exergon und lduft spontan ab. Der freie Enthalpiegewinn
AG < 0 kann genutzt werden, um eine mechanische Polymerisationskraft zu erzeugen.

IDie vier Terme in (10.2.4) entsprechen (der Reihe nach) den beiden on-Prozessen n — 1 — n, n — n + 1 und den
beiden off-Prozessen n — n — 1, n + 1 — n. Fiir n = 1 gibt es nur den on-Prozess 1 — 2 und den off-Prozess
2— 1.

2 Hier ist p1 = a1/(>°,,>1 an) = 1 — a1 im Gleichgewicht. Die p1-Korrektur ist dann wesentlich in der Gleichung
(n) = kon[A1] — kog(1 — p1), denn nur so ergibt sich auch wirklich (n) = 0 fiir die Gleichgewichtsverteilung
an = af.
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10.3 Krafterzeugung durch Polymerisation

Der freie Enthalpiegewinn, der die Polymerisation antreibt, kann zur Krafter-
zeugung genutzt werden. An der stall force hélt die Polymerisation an, unterhalb
der stall force ist sie exponentiell verlangsamt durch Kraft.

Ohne &duflere Krifte wird die Polymerisationsreaktion von einem freien Enthalpiegewinn AG < 0
angetrieben. Dieser tritt auf, wenn nach [A1] > K[A,+1]/[A,] gilt. In einer Energieland-
schaft fiir die Polymerisationsreaktion muss der Zustand n 4+ 1 dann eine um AG < 0 abgesenkte
freie Enthalpie haben gegeniiber dem Ausgangszustand n haben. Ist die Polymerisation thermisch
aktiviert, sind die Zustédnde n und n—+1 durch eine Barriere getrennt, was zu einer Energielandschaft
wie in Abb. in der “Reaktionskoordinate” n fiihrt.

/%0-1
4 - A === /J.ﬂ
Je’ﬁ i "y

Abbildung 10.4: Polymerisation unter Kraft. Bei F' = 0 wird pro Polymerisationsschritt eine freie
Enthalpie AG < 0 gewonnen. Unter Kraft wird daraus AG + Fb, weil die mecha-
nischer Energie, um ein Monomer der Gréfe b einzusetzen, zusétzlich aufgebracht
werden muss. Dies erschwert die Polymerisation. Rechts ist eine Energielandschaft
fiir die “Reaktionskoordinate” n gezeigt, wenn die Polymerisation ein thermisch
aktivierter Prozess ist.

Wir wollen nu