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1 Einleitung

Die “Sprache”, in der physikalische Gesetze formuliert werden, ist die Mathematik. Das beherrschen-
de Thema im ersten Semester wird die Beschreibung von Bewegungen von einem oder mehreren
punktformigen oder ausgedehnten Korpern im dreidimensionalen Raum unter dem Einfluss von
Kréaften sein. Die wichtigsten betrachteten Krifte werden die Gravitation und Federkrifte sein.
Grvitationskréfte fiihren auf einfache Bewegungen wie den freien Fall oder den schiefen Wurf (wenn
wir uns nicht “weit weg” von der Erdoberfliche bewegen), aber auch auf die Planetenbewegung;
Federkrafte fithren auf Schwingungen. Diese Themen werden im Normalfall auch bereits im Schul-
unterricht behandelt worden sein, allerdings fehlen dort oft die eigentlich nétigen mathematischen
Methoden fiir eine vollstandige und saubere Herleitung aller Resultate ausgehend von den New-
tonschen Axiomen. Dies wird im Rahmen der Physikl-Vorlesung geschehen: Wir werden alle ma-
thematischen Werkzeuge bereitstellen, um die Bewegungen aus den Newtonschen Axiomen und der
sich daraus ergebenden Bewegungsgleichung liickenlos ableiten zu konnen. Der Vorkurs soll den Teil
der mathematischen Grundkenntnisse, die dabei verwendet werden und bereits Teil des Schulstoffs
Mathematik waren oder direkt daran ankniipfen, in Erinnerung rufen.

Eine groflere Hiirde im ersten Semester stellt erfahrungsgeméafl die konsequente mathematische For-
mulierung in drei Raumdimensionen und in Form von Differentialgleichungen dar:

e Differentialgleichungen sind notwendig, da der Zusammenhang zwischen Ort, Geschwindig-
keit und Beschleunigung (und damit Kréften) immer durch Differentialoperationen (Ableiten,
Integrieren) gegeben ist fiir beliebige Bewegungsformen. Hier versucht der Schulunterricht
manchmal, “padagogische” Zugestandnisse (der Art “Geschwindigkeit ist Weg durch Zeit”)
zu machen; dies ist bei einer physikalisch korrekten und allgemein giiltigen Beschreibung einer
Bewegung allerdings nicht mehr mdoglich.

e Auflerdem spielen sich Bewegungen im uns umgebenden dreidimensionalen Raum ab. Auch
hier macht der Schulunterricht typischerweise vereinfachende Zugestdndnisse und betrachtet
gerne spezielle Bewegungen, die nur entlang einer Geraden stattfinden. Auch dies ist bei einer
physikalisch korrekten und allgemein giiltigen Beschreibung der Bewegung nicht mehr méoglich.

Deswegen miissen physikalische Vorgénge durch Vektoren und in Abhéngigkeit von drei Koordi-
naten im Differentialkalkiil mathematisch formuliert werden. Dies erfordert (i) Lineare Algebra
und (ii) (mehrdimensionale) Analysis.

Die zu bewaltigenden mathematischen Probleme werden sofort deutlich, wenn wir im Vorgriff auf
die Physikl die Newtonsche Bewegungsgleichung eines einzelnen Massepunktes in einem Kraftfeld
F(7) betrachten:

mi = F(7) (1.0.1)
Diese Gleichung folgt direkt aus den Newtonschen Axiomen und stellt den Ausgangspunkt dar, von
dem aus wir die Bewegung 7(t) des Massepunktes herleiten miissen. Auf der linken Seite steht die
Beschleunigung @ = 7 in drei Raumdimensionen, die wir als zweifache Zeitableitung des zeitabhangi-
gen Ortsvektors 7 = 7(¢) (Punkte bedeuten iiblicherweise Zeitableitungen in der Physik) schreiben
miissen. Auf der rechten Seite steht das Kraftfeld F(7), also eine dreidimensionale Funktion fiir die
Kraft als Funktion des dreidimensionalen Ortsvektors. Zusammengenommen haben wir eine Glei-
chung fiir die Funktion 7(t), die man als Differentialgleichung bezeichnet, da in dieser Gleichung
Zeitableitungen vorkommen. Die grundlegende Gleichung zeigt also schon, was wir uns ma-
thematisch erarbeiten miissen im Rahmen der Physikl. Darauf soll der Vorkurs vorbereiten und
den Ubergang von der Schule zur wissenschaftlichen Beschéftigung mit Physik erleichtern.



Entsprechend dem obengesagten wird es zwei grofiere Teile geben. einen Teil zur linearen Alge-
bra, also der “Vektorrechnung” und einen Teil zur Analysis, also der “Differentialrechnung”. Bei
der Differentialrechnung bleiben wir im Vorkurs noch grofitenteils bei einer Raumdimension, also
Funktionen einer Variablen wie in der Schule. Die notwendige Verallgemeinerung auf vektorwertige
Funktionen, die auch von Vektoren abhéngen kénnen, wird auch Teil der Vorlesung Physikl sein.
Wir werden aber auch hier schon vektorwertige Funktionen und partielle Ableitungen (und den
“Nabla-Operator”) einfithren. Es schlieit sich ein dritter Teil zu komplexen Zahlen an, die oft
nicht Teil des Schulstoffs sind, aber fiir die Beschreibung von Schwingungsvorgéngen ein wichtiges
mathematisches Werkzeug sein werden, das hier schon einmal kurz eingefiithrt werden soll.

Alles weitere werden Sie dann in der Physik1l und den H6Ma-Vorlesungen lernen, insbesondere auch,
wie man systematisch Differentialgleichungen wie die Bewegungsgleichung (1.0.1]) 16st.

Mit einem Stern (*) gekennzeichnete Kapitel sind schon weiterfithrend und nicht unbedingt Teil des
Vorkurses.

Sie sollten beim Lesen des Skripts beachten, dass im Vergleich zum Schulunterricht in einer Vorle-
sung der umfangreiche Stoff doch sehr viel ziigiger durchgenommen wird; dies ist moglich, weil die
Physik ab jetzt nicht mehr ein Schulfach unter vielen ist, sondern tatséchlich ihr “Beruf”. Dement-
sprechend intensiv sollten Sie sich mit der Nachbereitung auseinandersetzen. Auflerdem steht bei der
Vermittlung das “wissenschaftliche Gedankengebaude” im Vordergrund. Das soll heiflen, dass The-
men wie die Definition eines Vektorpfeils und die Definition eines Kreuzproduktes natiirlich beides
wichtige Bausteine der Vektorrechnung sind. Das Kreuzprodukt wird Thnen beim ersten Kontakt
aber ungleich schwieriger erscheinen als das Konzept eines einfachen Vektorpfeils, und Sie werden
etwas ldnger brauchen, um das Kreuzprodukt zu verstehen und zu verinnerlichen (was allerdings
nur daran liegt, dass Sie im Moment noch nicht an Kreuzprodukte gewthnt sind; im zweiten Se-
mester werden dann wieder die Kreuzprodukte in der Elektrodynamik ihr geringstes Problem sein
...). Trotzdem nehmen Vektorpfeile und Kreuzprodukte im Skript und in einer Vorlesung durch-
aus vergleichbaren Raum ein. Diese Ausrichtung an der Wissenschaft und nicht an der (subjektiv
gefiihlten) “Schwierigkeit” der Themen (die meist nur dadurch bestimmt ist, wie “neu” das Thema
fiir Sie ist und nicht wie schwierig es wirklich ist) wird ein Hauptunterschied zum Schulunterricht
sein. Das soll natiirlich nicht heiflen, dass wir hier nicht trotzdem bemiiht sind, solche padagogischen
Aspekte soweit wie moglich zu beriicksichtigen.

Auflerdem gibt es aus diesem Grund die iiberaus wichtigen “Ubungen” zu den jeweiligen Vorlesun-
gen (und auch zum Vorkurs). Dort werden die Probleme dann eher an Schwierigkeit und weiterem
praktischen Nutzen orientiert aktiv eingeiibt. Die Betonung liegt hier auf “aktiv”’: Die aktive Beherr-
schung des Stoffs, wie sie in den Ubungen erarbeitet wird, unterscheidet sich noch einmal qualitativ
von der passiven Aufnahme des Stoffes in der Vorlesung. Daher ist der Besuch der Vorlesung immer
nur (hochstens) die Hélfte wert ohne den Besuch der entsprechenden Ubungen. Dies gilt auch und
insbesondere fiir den Vorkurs.

SchlieBlich sollten sie beachten, dass dieser Vorkurs auch eher einer kleinen Mathematik-Vorlesung
als einer Physik-Vorlesung dhnelt: Wir werden hier kaum tuber Physik sprechen, geschweige denn,
Experimente vorfithren. Dies wird in den Grundvorlesungen Physikl bis Physik4 ganz anders sein.



1.1 Literatur

Sie sollten sich daran gewOhnen, parallel zu einer Vorlesung nicht nur ein evtl. vorhandenes Skript
nachzuarbeiten sondern auch in verschiedene Lehrbiichern zu schauen. In Lehrbiichern werden Sie
oft noch detailliertere Darstellungen finden (in der Vorlesung muss man sich aus Zeitmangel oft auf
das Wesentliche beschrinken); auBerdem gefallen einem alternative Darstellungen manchmal besser
als die Darstellung aus der Vorlesung (Geschmécker sind verschieden).

Fiir das im Vorkurs behandelte Material gibt es zahlreiche Lehrbiicher. Hier einige Beispiele:

e H.J. Korsch, Mathematik- Vorkurs, Binomi-Verlag 2004.

o K. Hefft, Mathematischer Vorkurs zum Studium der Physik, Spektrum Akademischer Verlag
2006.

e H.J. Korsch, Mathematische Erginzungen zur Einfihrung in die Physik, Binomi-Verlag 2007.
Geht iiber den Vorkurs hinaus, deckt die gesamte in den ersten 3-4 Semestern bendtigte
Mathematik ab.

e Siegfried Grofimann, Mathematischer FEinfihrungskurs fir die Physik, Vieweg+Teubner 2005.
Ein “Klassiker”, geht iiber den Vorkurs hinaus, deckt die gesamte in den ersten 3-4 Semestern
bendétigte Mathematik ab.

e W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 1: Klassische Mechanik, Springer 2008.
Hier entspricht das erste Kapitel (Mathematische Vorbereitungen) einem Vorkurs, weitere
Kapitel decken dann bereits Teile der Vorlesung Physik 1 ab.

e C.B. Lang, N. Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Spektrum Verlag 2005.
Geht tber den Vorkurs hinaus, deckt die gesamte in den ersten 3-4 Semestern bendtigte
Mathematik ab. Behandelt auch numerische Techniken.

e K.F. Riley, M.P. Hobson, S.J. Bence, Mathematical methods for physics and engineering - A
comprehensive guide, Cambridge University Press 2006.
Some people prefer the anglo-american style of writing and presentation. This book goes far
beyond a “Vorkurs” and covers all the mathematics needed during the first two years.

e [.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, G. Musiol, H. Muehlig, Taschenbuch der Mathematik,
Verlag Harri Deutsch 2008.
“Der Bronstein” ist das klassische Nachschlagewerk fiir mathematische Formeln aller Art.
Mittlerweile angereichert mit etwas mehr Text. Wird Sie durch das gesamte Physikstudium
begleiten.
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2.1 Vektoren und Skalare

In der Physik unterscheiden wir zwischen Skalaren und Vektoren, spater werden auch noch Ten-
soren (Matrizen) hinzukommen.

2.1.1 Skalare

Ein Skalar ist eine ungerichtete Grofle oder vereinfacht gesagt, eine physikalische Grofle, sie sich
nur durch Angabe einer einfachen Zahl beschreiben ldsst, die wir in der Physik dann natiirlich auch
noch mit einer Einheit versehen miissen.

Beispiele fiir Skalare in der Physik sind:

e die Temperatur 7', die in Kelvin (K) oder Grad Celsius (°C) gemessen wird, z.B. T =
273K =0°C,

e die Masse eines Korpers mit der Einheit Gramm (kg), z.B. m = 1kg
e Lingen, die in Metern (m) gemessen werden, z.B. L =1m

e die Zeit, die in Sekunden (s) gemessen wird, z.B. ¢t = 1s

2.1.2 Vektoren

Physik spielt im uns umgebenden dreidimensionalen Raum. Daher gibt es neben den skalaren Gréfien
auch Vektoren. Dies sind gerichtete Grofien, die man sich durch Pfeile veranschaulichen kann,
und die durch Angabe ihres Betrages (Pfeillinge), der selbst wieder ein Skalar ist, und ihrer
Richtung bestimmt sind. Vektoren werden in der Mathematik durch Buchstaben mit einem Pfeil
dariiber, also z.B. @ bezeichnet.

B

Wir fithren zwei wichtige Vektoren ein:

e Den Verschiebungsvektor von Punkt A nach Punkt B,
den wir mit AB bezeichnen wollen. Der Vektor @ = AB Ae
zeigt von Punkt A nach Punkt B, seine Lange ist die Ent-
fernung zwischen A und B.

e Den Positionsvektor P eines Punktes P bezgl. eines Ko-
ordinatenursprungs O. Er ist definiert als der Verschie-
bungsvektor vom Ursprung O nach Punkt P, also P = 0P.

Oe
Beispiele fiir vektorielle Groflen in der Physik sind:

e die Position 7 eines Teilchens/Massepunktes
e die Geschwindigkeit v des Massepunktes
e die Beschleunigung a des Massepunktes

e die Kraft F auf einen Massepunkt



Physik spielt im 3-dimensionalen Raum R®, Vektoren werden
dann durch 3 (kartesische) Koordinaten z, y und z in ei-
nem rechtshindigen rechtwinkligem (kartesischem) Ko-
ordinatensystem angegeben,

(2.1.1)

3
I
ISEEN-JE

die man in einem Spaltenvektor zusammenfasst. Jede Koor-
dinate ist eine reelle Zahl, also z,y,z € R. Der Koordinatenur-
sprung 0 liegt im Koordinatenkreuz z = y = z = 0 und der Vek-
torpfeil 7 zeigt vom Koordinatenursprung zum Punkt mit den
Koordinaten z, y und z.

Manchmal betrachten wir auch Physik oder Bewegungen in einer
2-dimensionalen Ebene R%. Dann verwenden wir entsprechend
nur 2 Koordinaten x und y:

V= <‘;) , (2.1.2)

Ganz allgemein konnen wir auch den R™ betrachten. Dann ist ein Vektor durch Angabe von n
Koordinaten

Z1

8
I

(2.1.3)

bestimmt.

2.1.3 Vektoraddition

Vektoraddition erfolgt einfach und anschaulich, indem entsprechende Pfeile “aneinandergehéangt”
werden. Mathematisch bedeutet das, dass die kartesischen Koordinaten jeweils addiert werden: []

a1 . by . ay + by
a= as | , b= bg y C_I:—i-bE a2+b2 (214)
as b3 as + b3

Diese koordinatenweise Addition lisst sich sofort auf Vektoren @ und b aus dem R™ mit n Koordi-
naten a; und b; verallgemeinern:

(@+0b) =a;+b; firallei=1..n (2.1.5)

Um Vektordifferenzen zu bilden, definieren wir zuerst einen inversen Vektor durch Pfeilumkehr,
bzw. durch Vorzeicheninversion aller Komponenten:

—b=-b|. (2.1.6)

-,

Der inverse Vektor hat offensichtlich die Eigenschaft, dass b + (—b) = 0 ergibt, wobei 0 der Null-
vektor, also ein Vektor mit Lange Null ist.

IDas Symbol “=" bezeichnet ein definierendes Gleichheitszeichen.
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Eine Vektordifferenz konnen wir nun als Addition des inversen Vektors definieren: Vorzeichenin-

version aller Komponenten: . .
a—-b=d+ (-b) (2.1.7)

Anschaulich bedeutet Subtraktion also Addition des umgekehrten Pfeils.

Ql

_l_

S
St

ST

S
|
>

2a

—b
! 7 . (ni=-a

Abbildung 2.1: Links: Vektoraddition und Vektorsubtraktion. Rechts: Skalarmultiplikation.

So ist der Verbindungsvektor AB zwischen zwei Punkten A und B mit Koordinaten

- al - bl —
0A=|az | =d und 0B=|[by] =0 (2.1.8)
as b3
durch die Differenz . . . .
AB=0B—-0A=b—-a (2.1.9)

gegeben, siehe Zeichnung.

2.1.4 Skalarmultiplikation

Eine weitere wichtige Operation mit Vektoren ist die Skalarmultiplikation eines Vektors mit
einem Skalar o € R, die einer Streckung oder Stauchung der Pfeillinge um den Faktor « entspricht
bei gleicher Richtung:

aay
ad = | aag (2.1.10)
aas

Diese koordinatenweise Skalarmultiplikation lasst sich auch sofort auf Vektoren @ aus dem R™ mit
n Koordinaten a; verallgemeinern:

(ad); = aa; firallei=1....,n (2.1.11)

Wenn « < 0 kehrt sich die Pfeilrichtung um, daher kann man den inversen Vektor —a auch als
(—=1)d@ = —d schreiben.

Die Koordinatendarstellung (2.1.1]) kann man dann mittels der kartesischen Einheitsvektoren

1 0 0
=10 , g=|1 , e&=10 (2.1.12)
0 0 1

11



und Vektoraddition und Skalarmultiplikation auch als
T = T€y + Y&, + 2€,

schreiben (oft benutzt man auch die Bezeichnungen €, €> und €3 statt €, €, und €.).

Wir sehen, dass Vektoren, Vektoraddition und Skalarmultiplikation im R3 anschaulich klare Kon-
zepte sind. Was ist aber die mathematische “Essenz” dieser Begriffe? Dazu fithren wir im nachsten
Abschnitt den Begriff des Vektorraumes ein.
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2.2 Vektorraum

In der Mathematik werden Vektoren als Elemente eines Vektorraumes eingefiihrt, der durch einige
Vektoraxiome definiert wird (die fiir Vektorpfeile im R?® die mathematische Abstraktion unserer
anschaulichen Definitionen aus dem vorherigen Abschnitt darstellen). Dieses abstrakte Konzept ist
dann auch iibertragbar auf andere Vektorraume als den R3.

Ein Vektorraum ist eine Menge V' von Vektoren, fiir die eine Verkniipfung “+” (die Vektoraddi-
tion) definiert ist, also eine Vorschrift um “@ + b” zu bilden fir @,b € V, wobei diese Verkniipfung
folgende Vektoraxiome erfiillen muss:

(i) das Assoziativgesetz

-,

(@+b)+c=a+ (b+?) (2.2.1)
(ii) Es gibt ein neutrales Element 0 bezgl. der Vektoraddition mit

@a+0=0+a=a firalled (2.2.2)

(iii) Zu jedem @ € V existiert ein Inverses —d@ mit
i+ (—d)=d—-a=0 (2.2.3)

(iv) das Kommutativgesetz

i+b=b+a (2.2.4)
Die Eigenschaften (i)—(iii) definieren eine Gruppe bezgl. der Verkniipfung “+4”; die zusétzliche
Kommutativitdt (iv) eine abelsche Gruppe.

Neben der Verkniipfung (Addition) “+” ist in einem Vektorraum auch eine Skalarmultiplikation
«.a oder einfacher ad definiert mit

(v) einem Distributivgesetz, das die Vertriglichkeit von Vektoraddition und Skalarmultiplika-
tion sichert

(a+ B)d = ad+ pa
a(@+b) = ad +ab (2.2.5)
(vi) einem Assoziativgesetz
a(pd) = (af)d (2.2.6)
(vii)
1.d=4a (2.2.7)

Die Vektorraumaxiome (i)—(vii) definieren einen R-Vektorraum V. Weitere Eigenschaften folgen
aus den Axiomen, z.B.

(=1}

0.d = (2.2.8)

Der wichtigste R-Vektorraum in der Physik ist der R?, der dreidimensionale Raum mit der Vektor-
addition und der Skalarmultiplikation , der offensichtlich alle Axiome erfiillt. Dies
gilt aber nicht nur in 3 Dimensionen, sondern ganz allgemein erfiillt der n-dimensionale R™ alle
Vektorraumaxiome.
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2.3 Gerade, Ebene, Basis

Um Geraden und Ebenen zu diskutieren, fiihren wir zunéchst den allgemeineren Begriff der Line-
arkombination von m Vektoren dy, ..., d,, ein. Jede Summeﬂ

A1d1 + Aol + ... + A, = Z i (2.3.1)
=1

mit Skalaren (d.h. Zahlen) A; € R wird als Linearkombination der Vektoren dy, ..., @, bezeichnet.
Die \; heilen auch Koeffizienten der Linearkombination.

2.3.1 Gerade

Wir konnen jetzt z.b. alle Linearkombinationen der Form

F=d+ M\ \ (2.3.2)

im R3 betrachten. Wenn \ durch alle reellen Zahle_p lauft beschreiben die Punkte Z eine Gerade
durch den Aufpunkt @ in Richtung des Vektors b. Fiir @ = 0 in 1] erhalten wir eine Gerade
durch den Ursprung.

S

ST
)

Abbildung 2.2: Gerade und Ebene

2.3.2 Ebene

Wir konnen auch Linearkombinationen der Form

T=a+ Ao+ puc (2.3.3)

im R? betrachten, wobei nun A und p durch alle reellen Zahlen laufen. Die so entstehende Menge von
Punkten Z beschreibt dann eine Ebene durch den Aufpunkt @ und mit den Tangentialvektoren
b und ¢ Fiir @ = 0 erhalten wir eine Ebene durch den Ursprung. Dabei ist die Ebenengleichung
offensichtlich nur sinnvoll, wenn die Vektoren b und & nicht parallel sind, d.h. nicht in die
“gleiche Richtung” zeigen.

2 “3>7" ist das Summenzeichen: Y 7", a; = a1 + ... + am bezeichnet eine Summe, bei der der Index ¢ von 1 bis m
13uft.

14



Wir definieren Vektoren b und ¢ als parallel, wenn ein X\ € R existiert mit A # 0, so dass sich b als
b=\ (2.3.4)

schreiben lasst.

2.3.3 Lineare (Un-)Abhéangigkeit

Der Begriff der Parallelitét ldsst sich nur auf jeweils zwei Vektoren anwenden. Fiir mehr Vektoren
gibt es noch den allgemeineren Begriff der linearen Unabhéngigkeit bzw. linearen Abhangig-
keit.

Man nennt m Vektoren djy, ..., d,, linear abhingig, wenn sich ein @; als Linearkombination der
anderen d; (j # ) schreiben lasst.

Als Beispiel betrachten wir die 3 Vektoren

1 0 1
a=(1],6=|1], ¢=[-1
0 -2 4

Weil sich € als &= 1d@ — 2b schreiben lasst, folgt, dass a, b und ¢ linear abhéngig sind.

Wenn die Vektoren di, ..., d,, nicht linear abhéngig sind, also keiner der Vektoren sich als Line-
arkombination der anderen schreiben lasst, werden sie linear unabhingig genannt. Fiir lineare
Unabhangigkeit gibt es folgendes Kriteriumﬂ

@1, ..., dy, sind linear unabhingig <=

die Gleichung 0 = it Aid; hat nur die Losung Ay = ... = Ay, = 0. (2.3.5)

Als Beispiel betrachten wir wieder die 3 Vektoren

1 (0 1
i=1], 0=[(1], e=[-1
0 2 4

(wir wissen bereits, dass diese linear abhéngig sind, s.o.). Die Priifung auf lineare Abhéingigkeit
erfordert die Losung eines linearen Gleichungssystems

0 1 0 1
0 :>\1 1 +)\2 1 +)\3 —1
0 0 2 4

das auf drei lineare Gleichungen fiir die A; fiihrt:

1) 0=\ + A3
ID 0= A + Az — A
IIT) 0 = 2\ — 43

Ein lineares Gleichungssystem wird gelost, indem Gleichungen geschickt addiert werden, so dass
nach und nach alles \; bis auf eines eliminiert werden (Eliminationsverfahren). Hier folgt aus I)
A1 = —As, aus III) folgt Ao = 2)A3. Eingesetzt in II) ergibt sich 0 = —A3 + 2A35 — A3, also ist II)
immer erfiillt, wenn I) und III) erfiillt sind. I) und III) lassen sich z.B. mit A3 = 1, Ay = —1 und
52 = 2 erflillen, also existiert eine Losung, wo nicht alle A; = 0 sind und somit sind die Vektoren a,
b und ¢ linear abhéngig.

3 Das Symbol “ <= ” bezeichnet die Aquivalenz: Es gilt also sowohl “aus der linken Seite folgt die rechte Seite”,
also “=", als auch “aus der rechten Seite folgt die linke Seite”, also “<”.
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2.3.4 Basis

Man kann sich nun fragen, ob man beliebig viele voneinander linear unabhéangige Vektoren finden
kann. Dazu gibt es folgenden wichtigen mathematischen Satz iiber Basen des R® (der Beweis
wird in der Mathematik-Vorlesung geliefert):

e Im R3 sind hdchstens 3 Vektoren linear unabhingig

e Beliebige 3 linear unabhéngige Vektoren @y, da, ds spannen den gesamten
R? auf, d.h. alle # € R? lassen sich als Linearkombination

T'= ANd1 + Aodo + A3ds (236)

schreiben.

Man sagt: Je 3 linear unabhiingige Vektoren bilden eine Basis des R3.

Die Darstellung in (2.3.6) bezgl. einer Basis a1, d2, ds ist eindeutig, d.h. wenn
A1d1 + Mgl + A3d3 = T = p1dy + poda + pads

dann folgt A\; = p; fiir ¢ = 1,2, 3. Dies nennt man Koeffizientenvergleich bezgl. einer Basis.

Man withlt eine Basis natiirlich gerne moglichst einfach. Im R3 wiihlt man aus diesem Grund {ibli-
cherweise die kartesische Basis é,, €, und €, aus kartesischen Einheitsvektoren, siche (2.1.12)).
Diese 3 Vektoren sind offensichtlich linear unabhingig und jeder Ortsvektor 7 im R? ist eindeutig

darstellbar als
T

T=x6 +yéy+z2e.= [y
z
Der Begriff der Basis verallgemeinert also letztendlich den Begriff der kartesischen Koordinaten auf

Koordinaten bezgl. beliebiger Basen. In der Physik rechnen wir natiirlich normalerweise genau in
der einfachen kartesischen Basis.

Bemerkung: Der obige Satz iiber Basen gilt natiirlich vollig analog in der Ebene R? und sogar
ganz allgemein im R™, wobei wir dann iiberall 3 durch 2 bzw. n ersetzen.
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2.4 Langen und Skalarprodukte von Vektoren

2.4.1 Lange

Die Lange oder Norm eines Vektors

ist definiert als

|d| = \/a? + a3 + a3 (2.4.1)

Diese Definition ist offensichtlich verniinftig, da sie auf dem Satz des Pythagoras basiert, nach
dem fiir die Hypothenusenlédnge a in einem rechtwinkligen Dreieck mit Schenkelldingen a; und as
(hier unsere kartesischen Koordinaten) a? = a? + a3 gilt.

Im R”™ gilt entsprechend

(2.4.2)

2.4.2 Skalarprodukt

Wir definieren weiter das Skalarprodukt oder innere Produkt a- b zweier Vektoren @ und b. Das
Skalarprodukt ist selbst wieder ein Skalar, und zwar

@-b=|d|blcose (2.4.3)

wobei ¢ der von den Vektoren @ und b eingeschlossene Winkel ist.

— Wegen
a Ankathete

oSy = Hypothenuse
¥

——

|@| cos ¢

S

|@| cos ¢ = Projektion von @ auf b

(&

-~

15| |b| cos ¢ = Projektion von b auf @

Also gilt fiir das Skalarprodukt

-,

@-b = (Lénge von b) x (Projektion von @ auf b)

= (Liinge von @) x (Projektion von b auf @) (2.4.4)
Das Skalarprodukt ist daher immer dann wichtig in der -
Physik, wenn es in einem Produkt von Vektorlangen nur F,
auf die projezierte Lénge eines Vektors in Richtung des .3
anderen Vektors ankommt. Das wichtigste Beispiel ist die

Definition von Arbeit als “Kraft mal Weg”. Wenn eine Kraft F entlang eines Vektors § (Weg) wirkt,
zéhlt nur die Kraftkomponente, die in Richtung des Weges zeigt bei der Verrichtung von Arbeit,
also

verrichtete Arbeit = Kraft mal Weg
=F.F
= (Projektion von F auf §) x Weg
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Die Arbeit kann daher nur korrekt mit Hilfe des Skalarproduktes geschrieben werden.
Das Skalarprodukt besitzt folgende wichtige Eigenschaften:

(i) Es ist symmetrisch (es ist gleichgiiltig, welcher Vektor auf welchen projeziert wird):

a-b=>b-a (2.4.5)

(ii) Es gilt Linearitét:
a-b+d)=a-b+a-¢ (2.4.6)
(ad@)-b=ad- (ab) = a(@-b) (2.4.7)

weil Projektionen sich addieren und bei Multiplikation mit einem Skalar entsprechend strecken.
(iii) Es ist positiv definit:
d-d=|a*=a>>0 fira#0 (2.4.8)
(iv) Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

G- 5] < |allB (2.4.9)

weil |cosp| <1

Die Eigenschaften (i)—(iii) werden in der Mathematik auch verwendet, um beliebige Skalarprodukte
in einem Vektorraum axiomatisch zu definieren.

Da cos ¢ = 0 fiir Vektoren die senkrecht aufeinander stehen (p = 7/2,37/2), gilt

alb (@ senkrecht auf 5) — cosp=0 < aG-b=0 (2.4.10)

(wenn @, b # 0). Dann sagen wir auch: Die Vektoren @ und b sind orthogonal.

Insbesondere stehen natiirlich unsere kartesischen Einheitsvektoren entlang der x-, y- und z-Achsen
senkrecht aufeinander, daher gilt E|

s g g =4 L 1=
ei.ej_aw_{o P2 (2.4.11)

Die erste Zeile bedeutet, dass die kartesischen Einheitsvektoren normiert sind, d.h. Lange 1 haben;
die zweite Zeile bedeutet, dass sie paarweise orthogonal sind. Daher ist wird die Basis €7, €5 und
€3 auch als Orthonormalbasis bezeichnet.

Die Orthonormal-Eigenschaft (2.4.11)) erlaubt es uns nun, das Skalarprodukt zweier Vektoren

ap . b1
C_l: = a2 und b = bg
as b3

im R? sehr einfach mit Hilfe ihrer kartesischen Koordinaten zu berechnen. Dazu benutzen wir die
Linearitétseigenschaft (ii) des Skalarproduktes, die ein “Ausmultiplizieren” erlaubt:

@ b= (018 + asé + az@s) - (b1&1 + bals + b33)

Ausmultiplizieren

= a1bi€) - €1+ a1b2€; - €2 + a1bse] - €3 + asbiés - €1 + ...

@A)
= a1bi + azxbz + asbs

4 Das in (2.4.11) definierte Symbol d;; ist das sogenannte Kronecker-Symbol.
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also

G b= ai1bi + asby + azbs ‘ (2.4.12)

Diese Darstellung des Skalarproduktes kann man auch auf Vektoren im R™ verallgemeinern:

G b= arb; + ...+ ayb, = Zaibi. (2.4.13)
i=1

GeméB seiner Definition @-b = |@||b| cos ¢ enthilt das Skalaprodukt Information iiber den Winkel ¢
zwischen zwei Vektoren @ und b. Man kann (2.4.12f) daher auch nutzen, um den Winkel ¢ zwischen
zwei Vektoren @ und b im R3 iiber ihre kartesischen Komponenten zu berechnen:

—

_aiby + agby + azbs
|a][b]

cosp = Ci (2.4.14)
a

b
|| |b]

|
Das Skalarprodukt ist ein Produktbegriff zweier Vektoren, der wieder einen Skalar ergibt. Die Re-

chenregeln in den Eigenschaften (i)-(iv) haben einige Ahnlichkeit mit Rechenregeln, die man von
“normalen” Produkten von Zahlen kennt. Allerdings gibt es auch grofie Unterschiede:

1) Das Skalarprodukt von Vektoren ist nicht assoziativ, d.h. i.Allg. (also fiir Vektoren, die nicht
gerade paarweise parallel sind) gilt

a(b- &) #(@-b)-¢
2) Eine Gleichung 7- & = « kann nicht eindeutig gelost werden, es gibt also keine “Division durch

einen Vektor”

Dreiecksungleichung

Aus der der Cauchy-Schwarz-Ungleichung | - b| < |d@||b|, siche (2.4.9), kann man auch sofort die
Dreiecksungleichung

@+ b| < |a@| + |b| (2.4.15)

herleiten:

s 2 e inearita ii) ¢ 5 7 - - 7 N
(\6+b\) — @D G2 oz BB = (a2 + 23 b+ [B?

<ol L
< |a|*+2|a@- b+ |b]
Cauchy-Schwarz (iv)

- N N\ 2
@2 + 21l 8] + 1512 = (1al +151)

Die Dreicksungleichung ist natiirlich auch anschaulich klar: Die lange Seite ¢ = a + b eines Dreiecks
ist kiirzer als die Summe seiner kurzen Seiten.

2.4.3 Skalarpodukt und Ebenen
Wir wollen uns abschliefend die Gleichung
i-ZF=a (2.4.16)

noch einmal genauer anschauen. Hierbei handelt es sich um eine Ebenengleichung im R3, wie wir
nun zeigen wollen.
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Dazu machen wir uns zuerst klar, dass die Gl. flir
a = 0 eine Ebene durch den Ursprung beschreibt (& = 0
erfillt Gl. (2.4.16))) mit einem Normalenvektor 7, der
senkrecht auf der Ebene steht. Im R? kann man eine Ebene
némlich nicht nur durch Angabe zweier Tangentialvekto-
ren, die in der Ebene liegen, beschreiben wie in GI. ,
sondern auch durch Angabe eines Normalenvektors, der
senkrecht auf der Ebene steht.

Dann besagt Gl. (2.4.17)), dass alle Vektoren Z — @ in einer
Ebene mit Normalenvektor 77 durch den Ursprung liegen.
Damit liegen alle Punkte Z in einer parallelen Ebene durch den Aufpunkt a.

Ist die Ebene parallel verschoben aus dem Ursprung und geht durch einen Aufpunkt a, liegen
alle Vektoren & — @ in einer Ebene mit Normalenvektor 7 durch den Ursprung. Damit erfiillt die
verschobene Ebene die Gleichung

it (#—a) =0,

-

Si
Si

i =a. (2.4.17)
a = 7 - d ist dann gerade die Projektion des Aufpunktvektors auf den Normalenvektor mal der

Lénge von |77|. Wenn der Normalenvektor die Lange |77| = 1 hat, ist damit « genau die Projektion
des Aufpunktvektors auf den Normalenvektor und damit der Abstand der Ebene vom Ursprung.
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2.5 Vektorprodukt

Das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt oder Aufleres Produkt a x b (oder @ A b in engl.
Literatur) zweier Vektoren @ und b ist selbst wieder ein Vektor ¢ = a@ x b mit

1) einer Richtung, die durch

gld ud 710 (2.5.1)

gegeben ist, d.h. das Vektorprodukt @ x b ist ein Normalenvektor zur ab-Ebene, die durch die
Tangentialvektoren @ und b aufgespannt wird,

2) einer Lénge

- - axb
|d@ x b| = |d]||b] sing (2.5.2)
die durch den Flacheninhalt des von |b] sin b |||b] sin ¢ //
a und b aufgespannten Parallelogramms " -7
gegeben ist. a
3) einer Orientierung:
die Orientierung von ¢ ist so Té
gewdhlt, dass die Vektoren a, b
b und ¢ ein Rechtssystem B
bilden, d.h. der “rechte-Hand-
Regel” folgen. e
axb

Das Vektorprodukt besitzt folgende wichtige Eigenschaften:

(i) Es ist antisymmetrisch (weil sich bei Vertauschung von @ und b die Orientierung genau

dndert):
Axb=-bxa (2.5.3)
(ii) Es gilt Linearitat:

ix(b+&)=axb+iaxc 2.5.4
(a@) x b=a x (ab) = a(@ x b) (2.5.5)

(iii) Es gilt @ x @ =0 (wegen sin ¢ = 0).

Da sin ¢ = 0 fiir parallele Vektoren, gilt

d@|lb (@ parallel b) <= sing=0 < axb=0 (2.5.6)

(wenn @,b # 0).

Wenn wir einen Vektor @ in Komponenten parallel zu b und senk-
recht zu b aufteilen,

G+, i
. .. a| -
dann gilt also fiir Skalar- und Vektorprodukt: b,
= >
b=, b=l I
axb= a; X b
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Fiir die kartesischen Einheitsvektoren gilt

— — — — — — — —

€1X52:€3, 2o X€eé3=¢€, €3XeL=¢er, € xXe =0 (257)

Die erste Formel besagt, das die kartesischen Einheitsvektoren in x-, y- und z-Richtung in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Mit Hilfe von (2.5.7) kénnen wir dann auch das Vektorprodukt
zweier Vektoren

ay b1
a= as und b= bg
as bs

im R® mit Hilfe ihrer kartesischen Koordinaten berechnen. Dazu benutzen wir die Linearititseigen-
schaft (ii) des Vektorproduktes, die ein “Ausmultiplizieren” erlaubt:
axb= (a1€1 + a2€ + azes) x (b1€1 + baés + bzés)

fromtize (agbs — azba)éy + (azby — a1bz)és + (a1by — agby)es

also
ay by asbz — azby
a X g: a9 X bg = a3b1 — a1b3 (258)
as b3 a1by — azb;

Um die 1. Komponente zu berechnen, multipliziert man die 2. und 3. Komponenten “iiber Kreuz”.
Dann geht man zyklisch, d.h. in der Reihenfolge 1231231... weiter: Um die 2. Komponente zu
berechnen, multipliziert man die 3. und 1. Komponenten “iiber Kreuz” und um die 3. Komponente
zu berechnen, die 1. und 2. Komponenten.

Wir bemerken, dass sich das Kreuzprodukt nicht so offensichtlich und einfach wie das Skalarpro-
dukt auf den allgemeinen Fall von Vektoren im R™ verallgemeinern lasst. Wir iiberlassen dies den
Mathematikern.

Das Kreuzprodukt ist insbesondere bei der mathemati-
schen Beschreibung von Drehbewegungen wichtig in der
Physik. Das Drehmoment, das man von den Hebelgesetzen
als “Kraft mal Hebelarm” kennt, ist ein Beispiel fiir eine
physikalische Gréfle, die sich nur mit Hilde des Kreuzpro-
duktes korrekt formulieren lasst. Das Drehmoment Kraft
F mal Hebelarm 7 setzt einen Korper in Drehbewegung
um eine Drehachse, die durch den Ursprung 7 = 0 unseres
Koordinatensystems geht. Dabei kann natiirlich nur die
Komponente F| senkrecht zum Angriffspunkt 7 eine Drehbewegung verursachen. Die Drehachse
wird auBerdem senkrecht auf 7 und F stehen. Daher ist die Definition M = 7 x F des Drehmomen-
tes mit Hilfe des Kreuzproduktes als ein Vektor in Richtung der Drehachse hier sinnvoll. Sie werden
in der Physik1-Vorlesung sehen, dass es auch genau die so definierten Drehmoment-Vektoren sind,
die sich bei einem Hebelgleichgewicht zu Null addieren miissen.
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2.6 Kombinierte Produkte

Im R3 kénnen wir nun auch verschiedene mehrfache Produkte betrachten, wo wir auch Kreuz- und
Skalarprodukte kombinieren kénnen.

2.6.1 Spatprodukt

Das wichtigste Produkt dieser Art ist das Spatprodukt

(@ x b) - @ = Volumen des durch a,b, ¢ 7 7
aufgespannten Parallelepipeds (2.6.1) s i
Das Spatprodukt hat die wichtige Eigenschaft c [/
- — — b // ////
(@xb)-¢=(Cxa)-b=(bx?e-a (2.6.2) iy

d.h. es ist invariant unter zyklischer Vertauschung. Dies
kann man durch Ausschreiben in den Komponenten zei-
gen, was allerdings ein etwas ldnglicher Beweis ist, den wir
hier nicht aufschreiben.

oy

Es gibt auch eine enge Verbindung zwischen dem Spatprodukt und der Determinante einer 3x3
Matrix. Matrizen und Determinanten werden erst weiter unten eingefiihrt, aber wir geben der
Vollstandigkeit halber diese Verbindung bereits hier an. Es gilt

. aq bl C1
(C_L' X b) - ¢=det as bQ Co (263)
az by c3

2.6.2 =-Tensor

Das Spatprodukt kartesischer Einheitsvektoren folgt aus den Beziehungen (2.4.11)) und (2.5.7)) und
hat folgende Eigenschaften

€1-(€y x €3) =€y (E3x €1) =e3- (€1 xep) =1
é}) (€2X€1):€2 (_’1 X _‘3):6’1'(53Xé’2):—1
€ (€ x€,)=0, wenni=joderi=Fkoderj= (2.6.4)

d.h. wenn die Indizes ijk in €;-(€; x €}) zyklisch und verschieden sind, ergibt sich +1, wenn die Indizes
antizyklisch und verschieden sind, ergibt sich -1, wenn irgendwelche der Indizes iibereinstimmen,
ergibt sich 0.

Dies kann man verwenden, um den total antisymmetrischen Tensor 3. Stufe, den “c-Tensor”
zu definieren als:

1 falls ijk zyklisch
gijk = €; - (€5 x &) =< —1 falls ijk antizyklisch (2.6.5)
0 sonst

Dieses Objekt heifit “Tensor”, weil es mehr als einen Index hat und es heifit genauer “Tensor 3.
Stufe”, weil es 3 Indizes hat. [ Mit Hilfe dieses Tensors lisst sich das Kreuzprodukt (2.5.8)) zweier

5 Tensoren in der Physik sind eigentlich noch mehr als Objekte mit einer gewissen Zahl von Indizes und definieren
sich zuséatzlich iiber ihr Transformationsverhalten beim Wechsel des Koordinatensystems. Das werden Sie aber
erst im Laufe der eigentlichen Physikl- bis Physik4-Vorlesungen kennenlernen.
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Vektoren @ und b nun noch etwas kiirzer schreiben:

j=1 k=1
3 3
= E E i (ej X ek)ajbk
j=1k=1
3 3
= E Ewka]bk
j=1k=1

also

(@x b)i = Z Z5ijkajbk (2.6.6)

j=1k=1

Oft werden in der Physikliteratur die Summationssymbole ¥ auch ganz weggelassen, weil man
vereinbart {iber doppelt auftretende Indizes zu summieren (“Einsteinsche Summenkonvention”).

2.6.3 Doppeltes Kreuzprodukt

Schlielich betrachten wir noch doppelte Kreuzprodukte der Form a x (5 x &). Fir diese kann man
die sogenannte bac-cab Formel zeigen:

— -,

x (bx &) =bd-é) —aa-b) (2.6.7)

Dies kann man durch Ausschreiben in den Koordinaten nachrechnen, z.B. fiir die 1. Komponente:

(@x (bx @)1 =as(bx &3 —as(b x ),

(
ag(b Coy — bQCl) — ag(bg,cl — blcg)

1(agca + azez) — c1(azbs + asbs)

= ba(
= b1(a1c1 + azca + ascs) — ci(arby + azbe + asbs)
— (@) — er(@- D)

Die anderen Komponenten rechnet man analog nach.

Wir machen uns auch klar, dass der Vektor @ x (5 x @) senkrecht auf (b x &) stehen muss nach .
Nach gilt aber auch, dass der Vektor (5 x €) senkrecht auf der be-Ebene steht. Daher muss
der Vektor @ x (5 x €) wieder in der be-Ebene liegen und muss sich daher als Linearkombination
Ab + u€ schreiben lassen. Die rechte Seite in ist gerade von dieser Form.

1
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2.7 Matrizen

2.7.1 Definition

Wiéhrend die Koordinaten a; eines Vektors @ sich mit Hilfe eines Index 4 schreiben lassen, ist eine
mxn Matrix

a1 ai2 e A1n
a21 as9 . a9n

A=| . , (2.7.1)
am1 QAm2 oo Qmn

erst einmal ein Objekt, dessen Komponenten oder Matrixelemente (A);; = a;; sich nur noch mit
Hilfe von 2 Indizes schreiben lassen. Der erste Index indiziert die m Zeilen ¢ = 1, ..., m, der zweite
Index indiziert die n Spalten j = 1,...,n. Manchmal verwendet man auch doppelt unterstrichene
Symbole A fiir Matrizen.

Ein n-dimensionaler Spaltenvektor
i=|: . b= : (2.7.2)

ist damit der Spezialfall einer nx1 Matrix. Ein n-dimensionaler Zeilenvektor
b = (b1 bn) (2.7.3)

ist damit eine 1xn Matrix. Das hochgestellte “t” steht fiir “transponiert”.

2.7.2 Transponierte

Mit A bezeichnet man ganz allgemein die zu A transponierte Matrix, die durch Spiegelung an
der Diagonalen aus A hervorgeht:

ail a1 e Am1

. a2 a9 e Am2
A= . , (2.7.4)

A1p A2n ceo Qmn

Wenn A eine mxn Matrix mit den Matrixelementen (A);; = a;; ist, dann ist A* eine nxm Matrix
mit Matrixelementen

(AYij = (A)ji = aji. (2.7.5)
Als Beispiel:
(2 3 —1>t_ ; (1)
Lo o2) 77,

2.7.3 Matrixmultiplikation

Wofiir brauchen wir solche Matrizen? Zum Beispiel, um ein lineares Gleichungssystem kompakt
aufzuschreiben.
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ein allgemeines lineares Gleichungssystem mit n Variablen z, ..., 2, und m Gleichungen lasst
sich in der Form

> agzi=b (i=1,..,m) (2.7.6)
j=1

schreiben mit Koeffizienten a;; und rechten Seiten b;. Weil ¢ = 1,...,m und j = 1, ..., n, kénnen wir
die Koeffizienten a;; in eine mxn Matrix A zusammenfassen und die Gleichungen (2.7.6) mit Hilfe
der Matrixmultiplikation auch kompakt als

A-Z=b (2.7.7)
schreiben.

Allgemein definieren wir die Matrixmultiplikation folgendermafien:

1) Die Matrixmultiplikation A - B einer m4 X n, Matrix A mit einer mp X np Matrix B ist nur
definiert wenn

’ na =mp , also # Spalten von A = # Zeilen von B ‘ (2.7.8)

2) A- B ist dann eine m4 x np Matrix mit

na
(A-B);; = Z a;;bi; = (i-ter Zeilenvektor) - (j-ter Spaltenvektor) (2.7.9)
k=1

Das lineare Gleichungssystem (2.7.7)) ist also der Spezialfall B = Z mir mp = n =ny4 und ng = 1.
Als weitere Beispiele betrachten wir

= N

1-140-042-(—1) 1-240-142-0
(37
-1 2
2 3\ (1 2\ _ (21430 2.2+3-1\ _ (2 7
1 0)\o 1) \1-140-0 1-240-1) ~\1 2

1
1 2

(? g) . 1 nicht definiert
-1 0

2 3 -1 1 2 . .
(1 0 2 ) . <0 > nicht definiert

Aus den Regeln der Matrixmultiplikation folgt, dass das Produkt zweier quadratischer nxn Ma-
trizen wieder eine nxn Matrix ist. Fiir quadratische nxn Matrizen gilt aulerdem:

G g —21> (1)1 O :<2~1+3.0+(—1)~(—1) 2~2+3.1+(—1)~0>

o

[t

(i) Es gilt das Assoziativgesetz
(A-B)-C=A-(B-0). (2.7.10)

(ii) Die nxn Einheitsmatrix

=
Il

oder (]]-)'L'j = 51']' (2711)

nxn
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ist das neutrale Element bezgl. Matrixmultiplikation:

| A1=1-4=4 | (2.7.12)

(iii) Die inverse Matrix A~! mit

| AAal=A7 A=1 | (2.7.13)

existiert nicht immer.

Die inverse Matrix A~! kann konstruiert werden, indem man folgende n lineare Gleichungen
16st:

A-lz toadm b T le e e (2.7.14)

A1 1
Wir miissen also n lineare Gleichungssysteme der Form A-Z; = €; (i = 1,...,n) (mit jeweils n
Gleichungen fiir die n Variablen x;1, ..., ;) 16sen, um die Inverse zu bestimmen (also insgesamt
n? lineare Gleichungen fiir die n? Elemente der inversen nxn Matrix, unten wird dies an einem
Beispiel nochmal erliutert). Wenn diese n linearen Gleichungssysteme 1sbar ist, existiert A~!
und die Matrix A heifit invertierbar.

Wenn die Inverse A’l_'existiert und berechnet wurde, kann damit jedes andere lineare Glei-
chungssystem A - & = b (Gleichung 1} gelost werden, indem man auf beiden Seiten die
Inverse anwendet

—

AV A F=2=A4""0

(iv) Die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ. Im allgemeinen gilt
A-B#B-A (2.7.15)
Aus diesen vier Eigenschaften folgt, dass die invertierbaren nxn Matrizen eine (nicht-abelsche)

Gruppe bezgl. der Matrixmultiplikation bilden, siehe Seite

Als Beispiel fiir die Bestimmung einer inversen Matrix betrachten wir
-1
G ?)) = <21 22) = gesucht
(2 3) . (:cn 1:12> _ (1 0)
1 0 To1 X929 0 1
Dies fiihrt auf 4 Gleichungen (2 lineare Gleichungssysteme fiir Vektoren der Dimension 2)
I) 2211 + 3221 =1

IT) 2x12 4+ 3222 =0

III) 1211 + 0xz21 =0 = 211 =0

IV) lz12 4+ 0z92 =1 = z12=1
die weiter aufgelost werden kénnen:

I),10) = w5 =1/3
II),IV) = 1‘22:*2/3

G g>1<1(/)3 —21/3>

Also insgesamt:
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2.8 Weitere Matrixoperationen

2.8.1 Transponierte

Fiir die in (2.7.4)) eingefiihrte Transponierte einer Matrix ergénzen wir einige wichtige Eigenschaf-
ten:

1) Die Transponierte eines Spaltenvektors ¥ ein Zeilenvektor Z* und damit lisst sich ein Matrix-
produkt Z* - ¢ auch als Skalarprodukt schreiben:

Y1
o= (v1 w2 ms)- || = T-7 (2.8.1)
~—
Y3 Skalarprodukt
2) Es gilt
(A=A (2.8.2)

3) Fiir die Transponierte eines Matrixproduktes gilt

(A B=pBA | (2.8.3)

2.8.2 Matrixaddition

Ahnlich wie fiir Vektoren ist auch die Matrixaddition zweier m xn Matrizen elementweise definiert:

’ (A+ B)ij = aj + byj ‘ (2.8.4)

RO

Als Beispiel:

2.8.3 Skalarmultiplikation

Ahnlich wie fiir Vektoren ist auch die Skalarmultiplikation einer mxn Matrix mit einem Skalar
a € R elementweise definiert:

’ (@A) = aag ‘ (2.8.5)

(1869

Als Beispiel:
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2.9 Lineare Abbildungen

mxn Matrizen sind sehr eng mit sogenannten linearen Abbildungen des Vektorraumes R™ auf
den Vektorraum R™ verkniipft. Man nennt eine Abbildung A : R™ — R™ linear, wenn die Vektor-
addition und Skalarmultiplikation mit der Abbildung “vertréglich” ist:

| Alo7 + B7) = 0 A(D) + BA(G) | (2.9.1)

Man kann lineare Abbildungen auch geometrisch charakterisieren, als diejenigen Abbildungen, die
Geraden (im R™) auf Geraden (im R™) abbilden.

Alle diese linearen Abbildungen konnen dann mit Hilfe einer bestimmten mxn Matrix als

| A@ =47 | (2.9.2)

geschrieben werden. |§| Der Grund dafiir ist letztendlich, dass auch die Matrixmultiplikation linear
ist:

| A-(aB+BC)=aA-B+pA-C | (2.9.3)

Dieser enge Zusammenhang mit linearen Abbildungen von Vektoren auf Vektoren ist ein weite-
rer wichtiger Grund, warum Matrizen an vielen Stellen in der Physik auftreten. Zum einen bilden
alle Koordinatentransformationen (z.B. beim Wechsel des Bezugssystems) Ortsvektoren auf Orts-
vektoren ab und sind damit durch Matrizen darstellbar. Zum anderen gibt es viele physikalische
Zusammenhange zwischen vektoriellen Groflen, z.B. der Zusammenhang zwischen dem Vektor Kraft
und dem Vektorfeld, dass die Verformungen eines Korpers beschreibt, wenn wir die Kraft auf den
Kérper wirken lassen. Ein anderes Beispiel (aus der Physikl) ist der Zusammenhang zwischen dem
Vektor Drehimpuls und dem Vektor, der die Winkelgeschwindigkeit beschreiben wird (Drehachse
und Rotationsgeschwindigkeit). Solche physikalischen Zusammenhénge lassen sich nur durch Ma-
trizen mathematisch beschreiben.

Die Hintereinanderausfithrung (Verkniipfung) zweier linearer Abbildungen A4 : R™ — R™ mit
zugehoriger mxn Matrix A und B: R™ — RF mit zugehériger kxm Matrix B kann dann mit Hilfe
des Matrixproduktes A - B geschrieben werden:

| B(A@)=(B-4)-7 | (2.9.4)

Wir betrachten nun speziell lineare Abbildungen
R® —» R?
T — y=AZ)
und wollen die 3x3 Matrix A bestimmen, die zur linearen Abbildung A gehort:

e Wir benutzen zunéchst, dass fiir den Bildvektor

gilt:
&=y i=12.3 (2.9.5)
6 Die Matrix A heifit dann auch darstellende Matrix oderAbbildungsmatrix der linearen Abbildung A. In der

Mathematik werden Sie auch darstellende Matrizen allgemeiner linearer Abbildungen A : V — W zwischen zwei
beliebigen Vektorrdumen beziiglich einer Basis im “Quellraum” V und einer Basis im “Zielraum” W kennenlernen.
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e Dann betrachten wir die Bilder der Einheitsvektoren A(&;) € R® und definieren

] ay; = A(&) - & \ (2.9.6)

e Damit erhalten wir schliefllich
3
lD N o o
yi =" A@E) & = A x;€) - &
j=1

3
53 SN =
= E xz; A(€;) - €
j=1 = aij

3
Z“

Jj=1

i ]

also tatséchlich § = A - & mit der in (2.9.6)) definierten Matrix (A);; = a;;.
Wir betrachten ein Beispiel, und zwar die Abbildung, die durch das Vektorprodukt mit einem
festen Vektor w definiert ist:
To>yY=0x7Z
Diese Abbildung ist eine lineare Abbildung R® — R3, weil des Kreuzprodukt linear ist. Also muss

sie sich auch durch eine Matrix A schreiben lassen, die wir nun bestimmen mé&chten. Nach unserer
Vorschrift (2.9.6) konnen wir die Matrixelemente a;; aus

- .. _ Spatprodukt ,_, I
aij:(wxej)oei = (ejxei)'w

bestimmen. Als Ubung zeigen Sie leicht selbst

0 —Ws w2
—Wwo w1 0
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2.10 Spezielle quadratische Matrizen

Es gibt einige spezielle Arten quadratischer nxn Matrizen, die auch in der Physik eine wichtige
Rolle spielen.

Symmetrische Matrizen sind “spiegelsymmetrisch”,

(2101)

also z.B.

1 21
A=A=(2 5 3
1 3 4

Antisymmetrische Matrizen sind “spiegel-antisymmetrisch”, also
A=At (2.10.2)

Ein Beispiel ist die Matrix (2.9.7) oben.
Orthogonale Matrizen sind durch die Eigenschaft

| AA'=AA=1 ako A=A (2.10.3)

definiert. Das Inverse einer orthogonalen Matrix ist also ihre Transponierte. Solche orthogonalen
Matrizen sind in der Physik sehr wichtig bei der Beschreibung von Drehungen.

Eine Drehung ist eine lineare Abbildung R?® — R?, die
Winkel und Lingen von Vektoren — also deren Skalar-
produkte — nicht dndert:

e also gilt fiir eine Drehmatrix D insbesondere

(D-&)-(D-&)=¢-¢ (2.10.4)

e allgemein gilt

(A-2)-(B-) =D | D ayz; > biyn

| S ——
=(A"-B-9);
=i (A" B-9)
Also folgt aus (2.10.4))
gi.(Dt.D.gj):gi.gj

Da dies fiir alle 7 und j gilt, heifit das aber

| D' D=1 | (2.10.5)

und jede Drehmatrix ist also orthogonal.

Als Beispiel betrachten wir eine Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢. Eine solche Drehung
wird durch eine Matrix

cose sing 0
D=|—-sinp cosp 0 (2.10.6)
0 0 1

beschrieben.
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2.11 Determinante

Eine wichtige Zahl, die jede quadratische Matrix kennzeichnet, ist ihre Determinante.

Wir betrachten zunachst einer beliebige 2x2 Matrix
a b
A= ( d) |

_ 1 d —b
A7l = — (_C a) (2.11.1)

Verifizieren Sie selbst, dass A- A7 =1 = A"1. A gilt!

Dieses Inverse existiert offensichtlich nur, wenn ad — c¢b # 0. Diese Grofle heifit Determinante der
2x2 Matrix,

Das Inverse ist dann

det A=|A|=ad—cb (2.11.2)

Wenn wir die Determinante einer 2x2 somit definiert haben, kénnen wir die Determinante einer
beliebigen grofleren nxn Matrix nun rekursiv definieren tiber die Entwicklung nach Unterde-
terminanten:

11 ai2 @iz ... Qin
a21 Q22 G423 ... d2pn
det A =
an1l aAn2 an3 e Ann
= a1 — a124i2 + a13413 — + .. a1l (2.11.3)

wobei Ay die Unterdeterminante derjenigen (n — 1) x (n — 1) Matrix ist, die durch Streichen der
Zeile k und Spalte 1 entsteht. Die Entwicklung (2.11.3)) ist genauer die Entwicklung nach der ersten
Zeile der Matrix.

Fiir eine 3x3 Matrix ergibt dies beispielsweise

a11 ai2 a3

_ a2 Aa23 a1 az3 a1 a2
21 Q22 Q23| = a1 —a12 +ais
az2 Aass aszi ass a3y as2
aszi asz as3
=An = Ao = A3

Dann geht es weiter mit (2.11.2)) fiir die 2x2 Unterdeterminanten. Das Endergebnis fir die 3x3
Matrix lésst sich dann auch mit Hilfe des Spatproduktes schreiben:

aq bl C1 B
det a9 b2 Co = (5: X b) -C (2114)
as b3 C3

siehe auch GI. lb Dies ist gleich dem Volumen des von a, bund @ aufgespannten Parallelepipeds.
Wir geben jetzt (ohne Beweis) einige wichtige Eigenschaften der Determinante an:

1) Die Determinante ist linear in jeder Zeile oder Spalte (dies wird auch als multilinear be-
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zeichnet):

AG" 4 pbt a* bt

SI
+
=

S

AT+ pb b T AL

2) Jedes Vertauschen von 2 benachbarten Zeilen oder Spalten gibt einen Faktor (—1):

5}' bt
Boo|=-| @
3)
det A = det A (2.11.5)
4) Es gilt der Multiplikationssatz
| det(A: B) = (det A)(det B) | (2.11.6)
5)
det1 =1 (2.11.7)

Aus dem Multiplikationssatz folgt dann
(det A)(det A™') =det(A- A" =det1 =1

also gilt fiir die Determinante der Inversen

1
det A™' = —— 2.11.8
© det A (2.11.8)
Auflerdem gilt fiir eine beliebige nxn Matrix
A invertierbar <= det A#0 ‘ (2.11.9)

Fiir lineare Gleichungssysteme ergibt sich damit

lineares Gleichungssystem A - & = b eindeutig l6sbar
<= Ainvertierbar, &= A"1. b
<~ detA#0

Der Multiplikationssatz hat auflerdem eine wichtige Konsequenz fiir orthogonale Drehmatrizen D,
die ja D - D* = 1 erfiillen:

(det D)? = (det D)(det D) = det(D - D*) = 1
=1
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also gilt det D = £1. Genauer unterscheidet man

eigentliche Drehung det D = +1
Drehspiegelung det D = —1 (2.11.10)

Man kann Drehmatrizen also auch an ihrer Determinante erkennen.

Wir haben Determinanten rekursiv definiert. Man kann auch eine explizite Berechnungsformel fiir
eine nxn Matrix A mit Elementen a;; angeben, die sogenannte Leibniz-Formel

det A = Z (sgn(a)Hai,a(i)> (2.11.11)
i=1

oESy

Hier ist S, die sogenannte symmetrische Gruppe der Permutationen vom Grad n, also der n
Elemente (1,...,n). Jedes Element o € S,, ist eine Permutation dieser n Elemente, also

Solche Permutationen kénnen als Produkte von Vertauschungen (Transpositionen) von jeweils
2 Elementen dargestellt werden. Das Vorzeichen sgn(o) einer Permutation ist +1 (—1), wenn sie
als Verkettung einer geraden (ungeraden) Anzahl von Transpositionen dargestellt werden kann.
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2.12 Ubungen Kapitel

1. Rechnen mit Vektoren

Gegeben sind die Vektoren

Berechnen Sie:

a)@+b,da—b

b)@-b, (@+b)-C

¢) (@-b)é, a(b-e)

d) lal, [o], |a+0 [a-b|

Fertigen Sie zu Teil a) eine Skizze an.

2. Geraden
Berechnen Sie den Schnittpunkt der beiden Geraden

()0 7~ (D)

Fertigen Sie eine Skizze an.

3. Kreisgleichung

Im zweidimensionalen Raum ist ein Kreis gegeben durch

a) Befinden sich folgende Punkte innerhalb, aulerhalb oder auf dem Kreis?

=) ()5~ (3) 5 ()

Fertigen Sie eine Skizze an.

b) Geben Sie eine Gleichung fiir die Tangente an den Kreis an in demjenigen der vier Punkte, der
auf dem Rand liegt.

c) Geben Sie eine Gleichung an fiir eine Gerade, die orthogonal zu der Tangente durch diesen Punkt
geht.

4. Kosinussatz
Zeigen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung und des Skalarproduktes den Kosinussatz

2 =a® +b? — 2abcos~y

in einem Dreieck mit Seiten a, b und ¢ und ~ der der Seite ¢ gegeniiberliegende Winkel.
Tipp: Bilden Sie Vektoren aus den Dreiecksseiten (z.B. so, dass ¢ = @ — b) und betrachten Sie - C.

5. Sinussatz
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Zeigen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung und des Skalarproduktes den Sinussatz

a b c abe

sina  sinf - sin 7y T 24

in einem Dreieck mit Seiten a, b und ¢ und «, 3, v als den Seiten gegeniiberliegende Winkel. A ist
der Flacheninhalt eds Dreiecks.

Tipp: Bilden Sie Vektoren aus den Dreiecksseiten (z.B. wieder mit ¢ = @ — 5) und betrachten Sie
|@ % b|, |bx & und |@ x &@. Wie hingt die Dreiecksfliche A mit |@ x b], |b x & und |@ x & zusammen?

6. Schnittpunkt der Seitenhalbierenden (etwas schwerer)

Zeigen Sie im Vektorkalkiil, dass sich die Seitenhalbierenden in einem Dreieck ABC in einem Punkt
schneiden.

Anleitung: Wir legen den Ursprung des Koordinatensystems in Punkt A und nennen @ = AB und
b= AC. Stellen Sie Geradengleichungen fiir die 3 Seitenhalbierenden auf; alle Geradengleichungen
kénnen durch die Vektoren @ und b ausgedriickt werden. Geradenschnittpunkte kénnen dann durch
Koeffizientenvergleich beziiglich der zwei linear unabhéngigen Vektoren @ und b berechnet werden.

7. Vektorraume

Benutzen Sie die Vektorraumaxiome, um 0.@ = 0, G1. l) Zu zeigen.

8. Lineare Unabhangigkeit

Sind die Vektoren @, 5, ¢ aus Aufgabe 1 linear unabhéngig?

9. Produkte
Gegeben sind die Vektoren

2 . 4 5
a=|(1) ,b=[-3] ,c=1{0
0 1 2

Berechnen Sie:

a)dxl;, bx ¢, axc

b) (@xb)-¢ (bx?d)-a

c) Den Winkel zwischen @ und b mit Hilfe des Skalarproduktes
d) Den Winkel zwischen @ und b mit Hilfe des Vektorproduktes

10. Matrixmultiplikation
Gegeben sind Matrizen

1 2 100 cos¢ —sing
a3 A} (o) e (e )
0 3 0 0 1

a) Berechnen Sie (falls méglich) die Produkte AB, BA, A?, B2
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b) Gegeben sei auflerdem der Vektor d= (0

1). Was erhélt man fiir C(¢) - d fiir ¢ = 0,7/2, 7, 37/2?

11. Lineare Gleichungssysteme

Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

2v1 + 3x2 + 4x3 + 6z, = 10
xr1 + Tro + T3 + 21‘4 == 6
X1 + T3 = 4

12. Inverse Matrizen
Bestimmen Sie das Inverse

a) der Matrix

b) der Matrix C(¢) aus Aufgabe 9.

13. Vektorprodukt

Mit welcher Matrix A kann die lineare Abbildung ¥ — & X & auch als £ — AZ geschrieben werden?

14. Determinante
a) Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen
1 9 1 2 3 cos¢ —sing 0
A= (2 _1) , B=[0 1 1| , D(¢)=|sing cos¢ 0
4 0 1 0 0 1
Sind die Matrizen invertierbar? (Optional: Wenn ja, berechnen Sie die Inverse.)

b) Ist das Gleichungssystem

201 + 3z + 4dz3 = 10
xr1 + To + xr3 = 6
T + 2x3 = 4

eindeutig l6sbar?
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3 Analysis
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3.1 Funktionen

Wir beginnen mit einigen Begriffen zu Funktionen. Eine Funktion ist ganz allgemein eine Abbil-
dung aus einem Definitionsbereich D in einen Wertebereich W:

f: D—=>W
x— f(x) (3.1.1)

In der Physik und in der eindimensionalen Analysis betrachten wir insbesondere reelle Funktionen,
wo D CRund W CR.

Es folgen einige wichtige Begriffe und Definitionen fiir Funktionen:

(i) Zu jedem x € D aus dem Definitionsbereich sollte es immer genau ein f(xr) € W aus dem
Wertebereich geben, siche Abb.

f(x) f(x)
erlaubt: /\/

X ! X

verboten:
“mehrwertige” Funktion

Abbildung 3.1: Der Funktionswert sollte eindeutig definiert sein. Sonst spricht man von einer
“mehrwertigen Funktion”.

(i)

Eine Funktion f heifit injektiv, wenn es auch um- f(x)
gekehrt zu jedem y € W genau ein x € D gibt mit  nicht

y = f(z). Die Funktion f ist dann lokal umkehr- injektiv:
bar.

(iii) Eine Funktion f heifit surjektiv, wenn f(D) = W und jeder Wert aus dem Wertebereich
“erreicht” werden kann.

(iv) Eine Funktion f heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
(v) Wenn eine Funktion bijektiv ist, gibt es eine Umkehrfunktion f~!: W — D mit
FHf@) =z und f(fH(y) =y
fl@)=y <= [y == (3.1.2)

(vi) Die Komposition (Hintereinanderausfithrung) von Funktionen wird als

(fog)x) = flg(x))
geschrieben.
(vii)

. . . . fallend
Eine Funktion f heiffit monoton steigend, wenn aflen

f(x) /
B <2 = f(1) < fla2) /\/
1 i 1 : A\ \ steigend

und monoton fallend, wenn

r1 <2 = f(z1) > f(22) steigend
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3.2 Differenzieren

3.2.1 Grenzwerte, Stetigkeit

Wir sagen, dass eine Funktion f(x) ge-

gen einen Grenzwert oder Limes g g
konvergiert, wenn x gegen a geht und

schreiben dafiir lim,_,, f(x) = g, wenn

folgendes gilt:

v
X

lim f(z) =g SLIN Ve>030>0:|z—a|<d=|f(zx)—g|<e (3.2.1)

r—a

E| Man muss also durch Einengung der x-Werte auf ein Intervall der Lénge 20 um a die Funktions-
werte auf ein beliebig kleines Intervall der Linge 2¢ um den Grenzwert g einengen koénnen (siehe
Bild rechts).

Ein Beispiel fiir einen Grenzwert, der nicht
existiert, ist lim,_,osin(1/x), da die Funkti-
on beliebig schnell zwischen —1 und 1 oszil-
liert wenn z immer kleiner wird, lassen sich
die Funktionswerte nicht auf ein beliebig klei-
nes Intervall einengen und es existiert kein
Grenzwert.

Man kann auch Grenzwerte definieren, wenn wir x gegen “unendlich” (Symbol o) bzw. “minus
unendlich” (Symbol —oco) gehen lassen, also beliebig grofi oder beliebig klein machen:

lim f(z)=g & Ve>035>0:2>5=|f(z)—gl<e (3.2.2)

r—00

z.B. wird die Funktion f(x) = 1/2 immer kleiner fiir immer gréfiere 2 und es gilt lim, o 1/ = 0.

Den Grenzwertbegriff konnen wir benutzen, um

Stetigkeit einer Funktion f zu definieren: f(x) nicht stetig:
fstetiginae D €% 1im f(x) = f(a) f(a) /
r—a q
(3.2.3) /
Eine stetige Funktion konvergiert also in jedem 'a

Punkt gegen ihren Funktionswert. Anschaulich
heifit dies, dass die Funktion keine Springe aufweist
wie das Gegenbeispiel im Bild rechts.

Zur Stetigkeit gibt es folgende wichtigen mathematischen Satze:

1 Wir fiihren hier zwei neue mathematische Symbole fiir sogenannte Quantoren ein, die beschreiben, fiir welche
Elemente einer Menge die Aussagen nach dem Doppelpunkt gelten:

e V (umgedrehtes “A”) steht fiir “fiir alle”
e 3 (umgedrehtes “E”) steht fiir “es existiert ein”.

Damit heifit die Aussage auf der rechten Seite von (3.2.1): Fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, so dass aus |z —a| < §
folgt: | f(z) — g| < e.
f ”

AuBerdem bezeichnet “ <=4 ” ein definierendes Aquivalenzzeichen.
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(i) Wenn f(z) und g(z) stetig sind, dann sind auch

ftg. fog, L,

g Y
stetig.

(ii) Alle “iblichen” Funktionen wie Polynome, rationale Funktionen, trigonometrische Funktio-
nen, Exponentialfunktion und Logarithmus sind stetig.

3.2.2 Differentiation

Die Steigung einer Funktion f(z) in =g

. R () T " Sekante
kann durch Konstruktion einer Tangente an angente
den Graphen von f(x) in © = z( berechnet Funktionsgraph
A flx g+t A%)

werden. Dazu betrachten wir die Anderung
Af = f(xo+ Az) — f(xo) der Funktion iiber /f(xomx) o)

fi
das Intervall Az und definieren den Diffe- o / AX
renzenquotienten /

f(.’E()—f—Ail?)—f(fL'o) _g X WA
AI = Ax / 8] 0]

Mit Hilfe dieses Differenzenquotienten konnen
wir die Sekantengleichung

A
(@) = (o) + 32 (2 — o)
angeben, d.h. die Gleichung einer Geraden durch den Punkt (z, f(z,)) und einen zweiten Punkt

(z, f(x)).

Im Limes Az — 0 wird daraus die Tangentengleichung und wir definieren die Steigung der
Tangente als Ableitung von f in zg:

:ﬁ = lm 2L~ hm f(xo + Az) — f(z0)
dr|,_,, ~ A2=0Ar  Az—0 Ax

(3.2.4)

In der Physik betrachten wir sehr oft zeitabhéngige Funktionen f = f(¢) und deren Ableitungen
nach der Zeit. Diese werden dann auch gerne mit einem “Punkt” geschrieben:

Damit in der Definition (3.2.4) der Grenzwert auf der rechten Seite iiberhaupt existiert, muss auf
jeden Fall der Zahler verschwinden bei Az — 0. Daher gilt:

f differenzierbar in xy = f stetig in g

Differenzierbarkeit ist also die “stéarkere” Figenschaft als Stetigkeit.

Ein wichtiges Beispiel fiir eine Funktion, die stetig, aber nicht differenzierbar ist, ist die Betrags-
funktion f(z) = |z| im Punkt x = 0. Differenzierbarkeit heifit, das wir eine eindeutige Tangente
an den Funktionsgraphen legen konnen. Bei Funktionen mit “Kinken” oder “Zacken” wie der Be-
tragsfunktion im Punkt x = 0 geht das offensichtlich nicht. Diese Funktion ist nicht differenzierbar:
Wegen (f(Axz) — f(0))/Ax = |Ax|/Az, ergibt sich nicht eindeutig +1, wenn man Az von oben
gegen Null gehen lésst, aber -1, wenn man Az von unten gegen Null gehen lésst.
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Auch fir die Differenzierbarkeit gilt: »
(i) Wenn f(x) und g¢(z) differenzierbar usf |X|
sind, dann sind auch /

fj:gaf'g7i7f_l .
g Cosf

differenzierbar.

(ii) Alle “iblichen” Funktionen wie Po-
lynome, rationale Funktionen, trigo-
nometrische Funktionen, Exponential-
funktion und Logarithmus sind differenzierbar.

3.2.3 Ableitungsregeln

Uberaus wichtig fiir das tégliche Rechnen sind natiirlich die Ableitungsregeln:

(i) Sind f und g differenzierbare Funktionen, dann gilt

| (af +89) (@) = af (@) + B9 (2). ]

Die Ableitung ist also eine lineare Operation.

(ii) Es gilt die Produktregel

| (9 @) = [ (@)gl) + f0)g (@) |

Beweis:

f(z+ Az)g(z + Az) — f(x)g(x) _
Az

flz+ Ar)g(x + Ax) — f(x)g(z + Ax) + f(z)g(x + Az) — f(x)g(x)

~JEHBD IO o0 4 Ay + (2

Az
Axz—0

= ['(@)g(@) + f(2)g (2)

Ax
g(z + Az) — gx(z)
Ax

(ii) Es gilt die Kettenregel

oder

df (g(x)) _ df(g) dg(x)

dx dg dx

Beweis:

flgle + Ax)) = flg(x)) _ flg(z + Ax)) — f(9(x)) g(z + Ax) — g(x)

Ax glx + Az) — g(x) Ax
Ag=g(athaa)-g() [g(x) + Ag) = [9(x)) Ag
Ag Az
SIS0 p(g(a))g ()
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(iv) Das wichtigste Beispiel ist die Ableitung von Potenzfunktionen:

(") =na™ " fiir alle ganzen n (auch negative) (3.2.9)

Beweis:
Fiir n = 0 ist 2° = 1 eine konstante Funktion mit (z°)" = 0.

Fiir natiirliche n = 1,2, ... folgt die Regel aus dem binomischen Satz

(a4 b)" = zn: (") aibn (3.2.10)

7

mit dem Binomialkoeffizienten

(n) ol n(n-1)- (it 1) (3211)

i) = iln—i) 1-2- .. i

wo il =1-2-... -7 die Fakultat ist.
Mit dem binomischen Satz (3.2.10) gilt
(x+ Ax)" — 2™ >, (”)J;"_iAxi) — "

i

Ax a Ax
1 -1
= Az (x” +nz" Az + %x"iQAa:Q + .= x”)
-1
=nz" !+ %l‘n_2A$ + ...

Az—0 _
= ™ 1

Damit ist (3.2.9) fir positive n gezeigt.
Fiir negative Potenzen =" (n = 1,2,...) nutzen wir die Bezichung 1 = 7" - 2™ und leiten
auf beiden Seiten der Gleichung nach z ab, wobei wir rechts die Produktregel beachten:

n

O _ 1/ — (mn . .,L,—’!L)/ — (xn)/m—n + IAYL(.,L,—’I‘L)/

— nxnflen + Jsn(mfn)l _ Tll’il + xn(xfn)/

Durch Umstellen folgt auch wieder die Regel (3.2.9) fir —n:

1
nw e
= _—ng "}

(x—n)/ - _ —

Damit ist der Beweis abgeschlossen.

(v) Es gilt die Quotientenregel

(f>/ (z) = 1 2)9@) ~ J(@)g' (@) (3.2.12)

Beweis:
Zuerst bekommen wir aus (1/z)’ = —1/2% in Kombination mit der Kettenregel (3.2.7)

(;) (@) = /(@)
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und dann weiter mit der Produktregel (3.2.6))

<f;> ~ f() (;) @+ e ()

_ f'(@)g(@) — f(2)g' (z)
g% (z)

(vi) Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt

YY) = s (3.2.13)

Beweis:

Diese Regel folgt aus f(f~'(y)) = y (also der Definition der Umkehrfunktion, siehe (3.1.2))),
indem wir auf beiden Seiten nach y ableiten und dabei die Kettenregel (3.2.7) benutzen:

L=y = (f(f7 W) =) ()W)
woraus sich sofort ergibt.

3.2.4 Hohere Ableitungen

Wenn f in seinem ganzen Definitionsbereich D differenzierbar ist, dann definiert die Ableitung
f'(z) eine neue Funktion auf D. Wenn die Ableitungsfunktion f’(z) auch wieder differenzierbar ist,
kénnen wir die zweite Ableitung definieren:

_ @f
a2

= (f)(z) = % (31;) (3.2.14)

Dies konnen wir natiirlich weiterfithren und eine n-te Ableitung definieren:

f(x)

xT

af d d

(n) R
f@) = T = f (3.2.15)

T N——r

n—mal

Als Beispiel betrachten wir die héheren Ableitungen von x™:

3.2.5 Kurvendiskussion

Ableitungen sind sehr niitzlich bei der Kurvendiskussion, wo wir uns den Verlauf eines Funk-
tionsgraphen und die Lage der Maxima, Minima, Sattelpunkte und Wendepunkte klarmachen. Es
gilt:

(i)
f'(x) >0 <= f streng monoton steigend bei x
fl(z) <0 <= f streng monoton fallend bei z
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(i)

(iii)

f"(x) >0 <= f “nach oben” gekriimmt (konvex) bei \/

() <0 <= f “nach unten” gekriimmt (konkav) bei x A

f hat Extremum bei z = f'(z) =0 (3.2.16)

d.h. f'(z) = 0 ist notwendig fir ein Extremum. Hinreichende Bedingungen fiir ein Minimum
oder Maximum sind

f(z)=0und f’(z) >0 = f hat Minimum bei x \/ (3.2.17)

f(z)=0und f"(z) <0 = f hat Maximum bei = /\ (3.2.18)

In einem Sattelpunkt verschwindet die erste Ableitung, die Funktion hat aber kein Extremum.
Fiir Sattelpunkte gilt die notwendige Bedingung

f hat Sattelpunkt bei z = f'(x) =0 und f"(z) =0 /
Hinreichend ist z.B.
f(z)=0und f’(z) =0 und f”(z) #0 = f hat Sattelpunkt bei x
Ein Wendepunkt ist definiert als Punkt, an dem das Vorzeichen der Kriimmung wechselt:

f"(x) =0 und f” wechselt Vorzeichen bei x = f hat Wendepunkt bei = /\‘\/

Die erste Ableitung enthélt also die Information iiber die Steigung des Funktionsgraphen,
die zweite Ableitung die Information iiber die Kriimmung des Graphen.
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f(x)=0 und f’(x
x)<0

/
K \ >x\ f'(x)>0

f(x)>0 f(x)=0 und f’(x)>0

Abbildung 3.2: Schematische Kurvendiskussion.

3.3 Wichtige Funktionen und ihre Ableitungen

In diesem Abschnitt wiederholen wir nochmal die Definitionen der wichtigsten Funktionen (die aus
der Schule aber auch bekannt sein sollten) und ihre Ableitungen (sollten mehrheitlich auch bekannt
sein).

Polynome

Das allgemeinste Polynom vom Grade n lautet:

p(x) = ap + a17 + azx® + ... + apa" = Z apz® (3.3.1)

mit Koeffizienten a;. Wichtigste Beispiele sind Konstanten (Polynom vom Grad 0), lineare
Funktionen oder Geraden (Polynom vom Grad 1) und quadratische Funktionen oder Parabeln
(Polynom vom Grad 2).

Die Ableitung eines solchen Polynoms folgt sofort aus (3.2.9):

n—1

p'(x) = ay + 2097 + ... + naz" "t = Z kapz" ' = Z(k + 1agyz” (3.3.2)
k=0

Nullstellen von Polynomen

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Polynomen sind ihre Nullstellen. Im reellen Zahlenraum
hat ein Polynom n-ten Grades (mit reellen Koeffizienten) hochstens n Nullstellen zq, ..., 2. E|

2 Im letzten Rechenschritt verschieben wir den Summationsindex, was sehr oft hilfreich sein kann:

ke+1 ke—1

ka— Z frer= > fen

k=kq k=kq+1 k=kq—1
3 Wenn wir den Zahlenraum auf die komplexen Zahlen erweitern (siche Kapitel, hat jedes Polynom n-ten Grades

(sogar mit komplexen Koeffizienten a,) tatsichlich genau n Nullstellen. Diese Losbarkeit beliebiger komplexer
Polynomgleichungen ist eine definierende Eigenschaft der komplexen Zahlen.
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Fiir jede Nullstelle lasst sich ein Linearfaktor (z — z;) abspalten, und wir konnen ein Polynom
q(z) (n-1)-ten Grades finden mit

p(x) = (x — z;)q(x). (3.3.3)
Bei einer einfachen Nullstelle bei x = z; ist dann ¢(z;) # 0. Bei einer mehrfachen Nullstelle
konnen wir den entsprechenden Linearfaktor mehrmals abspalten, also bei einer doppelten Nullstelle
bei x = z; gilt
p(z) = (z — z)%q(x) mit g(z) #0.

Wenn wir n Nullstellen 21, ..., z,, finden (wobei mehrfache Nullstellen mehrfach vorkommen in dieser
Liste), konnen wir das Polynom vollstiandig in Linearfaktoren zerlegen:

p(x) = an(x — 21)(x — 22)...(x — 2p). (3.3.4)

Das Polynom ¢(z) in Gleichung (3.3.3) wird aus p(x) durch Polynomdivision durch den Linearfaktor
r — z; gewonnen. Bei der Polynomdivision und der Zerlegung in Linearfaktoren macht man sich
die Moglichkeit des Koeffizientenvergleichs zu Nutze. Das bedeutet, dass zwei Polynome n-ten
Grades p(z) = Y p_, axz” und r(z) = >__, bez® genau dann als Funktionen {ibereinstimmen (d.h.
es gilt p(z) = r(x) fir alle x), wenn alle n Koeflizienten iibereinstimmen, alsoﬁ

| pa)=r(@) VeeR = a=b ¥k {0,1,...,n}. | (3.3.5)

Wenn wir das Polynom in (3.3.4)) ausmultiplizieren, konnen wir diesen Satz z.B. auf die Koeffizienten

von ¥ anwenden und finden sofort den Vietasche Wurzelsatz

ap = (—1)"2129...2,. (3.3.6)

Auch bei der Polynomdivision, d.h. der Bestimmung des Polynoms ¢(z) (n-1)-ten Grades in
Gleichung macht man sich den Koeffizientenvergleich zu nutze. Wir diskutieren dies kurz an
Hand eines Beispiels. Das Polynom p(x) = 2* — 322 4+ 3z — 1 hat die Nullstelle z = 1 (Einsetzen
ergibt Null). Es muss also ein Polynom ¢(x) = azx® + a22? + a1z + ag geben mit

p(z) = (z — 1)q(x)
2t =322 + 3z — 1 = (z — 1)(asz® + azz® + a1z + ao)
A Itiplizi
usmuiziphzieren asx* + (ag — ag):v?’ + (a1 — ag):cQ + (ap — a1)xz + —ag

Koeffizientenvergleich ergibt dann fiinf Gleichungen, die sich ausgehend vom hochsten Koeflizienten
auflosen lassen:

(Zg:]., CLQ*CLgZO, a17a2:73, ao—a1:3, 7&0:71

= az3=1, asc=a3=1, a1 =-34+a2=-2, aqg=34+a1 =1
und damit

q(z) = 2® + 2% — 2z + 1.

Fiir Polynome ersten Grades (lineare Funktionen) und Polynome zweiten Grades (Parabeln) kénnen
wir die Nullstellen sofort in geschlossener Form angeben. Fiir Polynome dritten und vierten Grades
gibt es auch noch (sehr lange) geschlossene Formeln, ab n = 5 muss man die Nullstellen “raten”
(oder Numerik zu Hilfe nehmen). Eine Gerade p(z) = ax-+b hat natiirlich immer eine reelle Nullstelle

4 Dieser Koeffizientenvergleich ist tatsichlich der gleiche Koeffizientenvergleich, den wir in Kapitel fiir Vek-
torrdume kennengelernt haben. Man kann die Polynome namlich auch als Linearkombination von Basis-Funktionen

20, x!, ... in einem Vektorraum von Funktionen f(x) auffassen.
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z1 = —b/a. Eine Parabel p(x) = az? + bz + ¢ hat eine Nullstelle, wenn 22 + bx/a + c¢/a = 0, d.h.
es reicht aus, Nullstellen von Polynomen der Form p(x) = 22 + px + ¢ zu suchen. Dazu miissen wir
die quadratische Gleichung x2 + pz + ¢ = 0 16sen. Die Losungen z = x4 sind durch die pg-Formel
gegeben (selbst nachrechnen, dass 2% + px + ¢ = 0 gilt):

(3.3.7)

Die rechte Seite ergibt keine reelle Zahl mehr, sobald p? < 4q ist. Dann hat das Polynom keine
reellen Nullstellen (wohl aber zwei komplexe Nullstellen, siehe Kapitel . Wenn p? > 4q ist die
rechte Seite in der pg-Formel reell und das Polynom hat zwei verschiedene reelle Nullstellen. Wenn
p? = 4q ist, gibt es eine zweifache reelle Nullstelle bei z = —p/2. Der Vietasche Wurzelsatz besagt
hier, dass ¢ = z_z gilt (selbst nachrechnen mit 3. binomischer Formel).

Rationale Funktionen

Rationale Funktionen sind Quotienten von Polynomen

_ Polynom p(x)

r(z) (3.3.8)

~ Polynom g(z)"

Entsprechend leitet man diese Funktionen nach der Quotientenregel (3.2.12)) ab.

Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion e* oder exp(z) ist direkt tiber folgende Eigenschaft ihrer Ableitung
(e*) =e” (3.3.9)

definiert. Man kann die Exponentialfunktion folgendermaflen definieren:

f(z) = e” ist die Exponentialfunktion £ f(x) = f(z) und f(0) =1 (3.3.10)

Die rechte Seite ist die einfachste Form einer Differentialgleichung, die eine Funktion durch eine
Beziehung zu und zwischen ihren Ableitungen beschreibt. Mit Differentialgleichungen werden Sie
sich noch systematisch in der Physik1-Vorlesung auseinandersetzen. E|

Aus dieser Differentialgleichung folgen alle wichtigen Eigenschaften der Exponentialfunktion (Beweis
in der Homa-Vorlesung):

5 Die Differentialgleichung f’(z) = f(z) aus (3.3.10) beschreibt exponentielles Wachstum: Die Rate f/(z), mit
der die GroBle f(z) zunimmt, ist dabei proportional zur Groe f(x) selbst. Alle (physikalischen) Vorgénge, mit
dieser Eigenschaft werden durch Exponentialfunktionen beschrieben.
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e Der Wert der sogenannten Eulerschen

Zahl
e=e' =2.71828... (3.3.11)
el die eine irrationale (d.h., nicht durch
< einen Bruch darstellbare) und transzen-
ol —e dente (d.h., nicht als Losung einer Poly-
— e nomgleichung darstellbare) Zahl ist.

e ¢” > () ist immer positiv.

-2 -1 0 1 2

e Die Exponentialfunktion ist monoton steigend. Sie beschreibt “exponentielles Wachstum”, bei
dem die Wachstumsrate f’(z) proportional zum Wert der Funktion f(z) selbst ist:

f(z) =af(z) mit f(0)=fo < f(z)= foe™". (3.3.12)

Viele Vorgange auch in der Physik lassen sich so beschreiben, daher ist die Exponentialfunktion
sehr wichtig in der Physik. Fiir grofie und kleine x gilt:

lim e =00 und lim e =0 (3.3.13)

Tr—r00 Tr—r—00

e Es gelten die Rechenregeln

eV = e%eY

eﬂ.fl‘,’ — (eil))(l — (ea)m

Man kann die Exponentialfunktion auch iiber diese Eigenschaften definieren.

Hyperbelfunktionen

Die Hyperbelfunktionen sinhz (Sinus-Hyperbolicus) und coshz (Kosinus-Hyperbolicus)
sind folgendermaflen iiber die Exponentialfunktion definiert:

1
sinhx = i(e” —e ¥ (3.3.14)

1
coshz = i(ex +e™ ) (3.3.15)

Die Ableitungen ergeben sich dann aus der Ableitungsregel (3.3.9)

sinh’x = coshz und cosh’z = sinhz ‘ (3.3.16)
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ol e Es gilt sinh0 = 0 und sinh ist monoton
steigend. Fiir groe und kleine x gilt:

lim sinhz = oo

Tr—r00
lim sinhx = —oc0
r—r — 00
-2 -1 1 2 e coshx hat ein Minimum bei z = 0, wo
cosh 0 = 1. Fiir grole und kleine z gilt:
—1k
lim coshx = o
T—r0o0
_o EEI,HOOCOth:OO
— snhx
— coshx
1

Logarithmus

Der natiirliche Logarithmus Inx ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion und damit
definiert durch

def

= f(y)=Iny et =M=y (3.3.17)

Wegen e¥ > 0 ist der Logarithmus dann nur fiir > 0 definiert. Die Ableitung des Logarithmus folgt
dann aus der Ableitungsregel (3.2.13) fiir Umkehrfunktionen mit x = f~!(y) = Iny und f(z) = €,
also f'(z) = e™:

/ —1y/ 1 1 1
In"y = (f )(y):m=m=§

also

1
In'z = — (3.3.18)
T
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e Den Graphen von Inz erhilt man damit durch
Spiegelung des Graphen von e” an der Winkel-
halbierenden y = x.

e Es gilt In1 = 0 (wegen ¢’ = 1) und Ine = 1

a (wegen el = e).
e Inx ist monoton steigend, positiv fiir x > 1 und
/ negativ fir z < 1.
-7 1 a R e Es gilt die Rechenregel
1l — Inx In(zy) =Inz +Iny
B :;:X 2" = (exp(Inz))" = exp(nlnz)
ol In(z") =nlnz

Reelle Potenzen

Potenzfunktionen z” mit beliebigem reellen Exponenten r sind iiber die Verallgemeinerung
der obigen Regel 2™ = exp(nlnx) definiert:

’ " = exp(rlnz) ‘ (3.3.19)

Dann ergibt sich die Ableitung von x" nach der Kettenregel und (3.2.7) und den Ableitungsregeln
(e*) =e® und In' z = 1/z:
(") = exp(rinz) = exp(r lnav)i =rg" !
x

also gilt die Regel (3.2.9)) tatséchlich fiir alle reellen Exponenten r:

’ (") =ra""" fiir alle r € R ‘ (3.3.20)

Ein wichtiges Beispiel sind die n-ten Wurzeln, die sich fiir » = 1/n ergeben:

Vo = 2" = exp((Inz)/n) (3.3.21)

Fiir Ableitung der n-ten Wurzel gilt natiirlich auch das allgemeine Ergebnis (3.3.20]). Fiir die wichtige
Quadratwurzel (n = 2) gilt damit

(\/E)/ _ (xl/Z)l _ %1’71/2 _ ﬁ

Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen sinz (Sinus), cosz (Cosinus), tanz = 2Z (Tangens)
konnen geometrisch am Einheitskreis (=Kreis mit Radius R = 1) definiert werden, siche Abb.

links:

e Tragen wir am Einheitskreis einen Winkel o an der z-Achse ab, so hat der Schnittpunkt auf
dem Einheitskreis die x-Koordinate cos o und die y-Koordinate sin a.

e Der Tangens ist als Quotient

definiert. Nach dem Strahlensatz gilt: Linge der blauen Linie in Abb. durch Radius 1 =
sin & durch cos a. Damit betréagt die Lénge der blauen Linie genau tan c.
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Q
oUI
oue)

cosa

sin o

am Einheitskreis. Rechts:

Abbildung 3.3: Links: Definitionen von sina, cosa und tana =
Plots von sin x, cosz und tan x.

COS &

e Die Kreiszahl 7 ist definiert durch den Umfang U des Einheitskreises oder seine Fléche F:
U:27rRR§127r, F =nR? Rglw
Fiir die Lange des Einheitskreisbogens zum Winkel « gilt
L=aR™"a

Damit entspricht ein Viertelkreis einem Winkel oo = 7/2.

e Aus der geometrischen Definition von Sinus und Cosinus folgen dann die Werte fiir Bruchteile
von 2m:

sin0 =0, sin(7/2) =1, sinm =0, sin(37/2) = -1, sin(27) =0
cos0=1, cos(n/2) =0, cosm=—1, cos(3n/2) =0, cos(2m) =1

und damit fiir den Tangens

tan0 =0, lim tanz =400, tan7 =0, lim tanz = —oco, tan(2w) =0
z—7/2 x—37/2

e Aus der geometrischen Definition folgt, dass sin z, cos z periodische Funktionen mit Periode
27 ( = Umfang des Einheitskreises) sind. Aus der geometrischen Definition folgt auch sofort
(betrachte gegeniiberliegende Punkte auf dem Einheitskreis), dass sin(z + 7) = —sinz und

cos(x + m) = —cosz und damit tanx = 5 eine m-periodische Funktion ist:

sinz = sin(x + 27) , cosx = cos(x + 27) , tanx = tan(x + 7).

Auflerdem folgen aus der Definition am Einheitskreis durch Symmetrie ber Drehung des Krei-
ses um 7/2 die Relation cosx = sin(w/2 + x), durch Symmetrie bei Spiegelung an der Achse
y = x die Relation cosz = sin(n/2 — z) und durch Symmetrie bei Spiegelung an der y-Achse
cosx = — cos(m — ) und sinz = sin(r — x).
Auflerdem ist der Sinus eine ungerade Funktion, wéhrend der Cosinus eine gerade Funktion
ist:

sin(—z) = —sinz , cos(—x) = cosx , tan(—z) = — tanx.
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e Aus der geometrischen Definition folgt auch, dass z- und y-Koordinate eines Punktes auf dem
Einheitskreis betragsméafig immer kleiner gleich dem Radius R = 1 sein miissen:

|sinz| <1, |cosz| <1

Dagegen kann der Tangens alle Werte von —oo bis 400 annehmen.

e Es gelten Additionstheoreme. Die wichtigsten sind

sin(z £ y) = sinzcosy + coszsiny

cos(x £ y) = cosx cosy Fsinxsiny (3.3.22)

Nach dem Satz des Pythagoras gilt nach der geometrischen Definition im rechtwinkligen Drei-
eck aus den roten Linien in Abb. [3:3] links, und dem Radius R = 1 als Hypothenuse:

sin?z 4 cos’z = 1 (3.3.23)

Die Ableitungen von Sinus und Cosinus sind

’ sin’z = cosz und cos'z = —sinz ‘ (3.3.24)

Entsprechend ergibt sich die Ableitung des Tangens aus der Quotientenregel ((3.2.12)):

. ’ s . / 2 in2
sinx sinzcosx —sinxcos’z  cos®x +sin“ x 1
tan’ z = = = = (3.3.25)
cos T cos? x cos? x cos? x
Beweis:
Wir beweisen exemplarisch sin’ 2 = cos z. Dies kann man direkt 1
aus der Definition der Ableitung (3.2.4]) iiber den Differenzen-
quotienten und mit Hilfe der Additionstheoreme ([3.3.22)) zeigen:
Y\ Q
sin(z + Az) —sinz _ sinzcos Az +sin Az cosx — sinx 1 a 3
Az Az
Az—0 Sin Az
cos T
Az—0
= cosw
Beim letzten Grenzprozess haben wir die wichtige Naherung
sina ~ « fir kleine a (3.3.26)

benutzt. Diese folgt aus der Zeichnung rechts am Einheitskreis: « ist die Lange des Kreisbogens
zum Winkel «, wéhrend sin a die y-Koordinate des Schnittpunktes auf dem Einheitskreis ist. Fir
kleine Winkel e ndhern sich diese beiden Grofien einander an.

Trigonometrische Umkehrfunktionen

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind arcsin z (Arcussinus), arccos x (Ar-
cuscosinus) und arctanz (Arcustangens). Da sin und cos periodische Funktionen sind, gibt es
verschiedene Moglichkeiten den Wertebereich der Umkehrfunktionen zu festzulegen, die in Abb.
erlautert sind.

Die Ableitungen folgen dann aus der Regel (3.1.2)) fiir die Ableitung der Umkehrfunktion:

N 1 1 1 1
resin’ y = — . = : = =
Y sin’(arcsiny)  cos(arcsiny) \/1 _ sin?(arcsin ) V1—1y?
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und mit (3.3.25)) fiir den arctan

ton 1 2( . ) 1 1
arctan’ y = ——— = cos“(arctany) = =
Y tan’(arctan y) =7 tan®(arctany) 1+ y2’
: 2, _ 2 _ 1
WO Wir cos® x = Sinf;’j_cisz = = tan? 271 benutzt haben.
\"
- ArcSin
- ArcCos
_‘5 —‘l i - ArcCos
- ArcTan
—_ak

Abbildung 3.4:

Trigonometrische Umkehrfunktionen. Auf Grund der Symmetrie und 27-
Periodizitat von sin und cos lassen sich verschiedene Definitionintervalle der Lénge 7
finden, so dass der alle Werte im Intervall [—1, 1] angenommen werden. Daher kann
man den Wertebereich von arcsin und arccos entsprechend verschieden wahlen, der
Definitionsbereich ist immer [—1,1]. Fir den arcsin (blau) wird tiblicherweise der
Wertebereich [—7/2,7/2] gewéhlt. Wegen cosz = cos(—z) kann der Wertebereich
von arccos x entweder als [0, 7] (rot, durchgezogen) oder als [, 0] (rot, gestrichelt)
gewahlt werden. Beim tan lassen sich auf Grund der w-Periodizitat verschiedene
Definitionintervalle der Lange 7 finden, so dass der alle Werte im Intervall | — oo, 00|
angenommen werden. Daher kann man der Wertebereich von arctan entsprechend
verschieden wéhlen, der Definitionsbereich ist immer | — 0o, 00[. Fiir den arctan
(blau) wird iiblicherweise der Wertebereich [—m/2, /2] gewahlt.

Zusammenfassung

Damit haben wir insgesamt folgende Liste von Funktionen und ihrer Ableitungen erarbeitet, die
man auswendig wissen sollte:
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fx) = f'(x)
" =zt (r eR)
e’ —e*

1
Inzx — —
T

sinx — cosx

cosx — —sinx

. 1
arcsinx — ——
V1—22
1
arctanr - ——
1+ 22
sinh z — coshx

coshz — sinhz




3.4 Integrieren

3.4.1 Bestimmtes Integral

Das bestimmte Integral ff dx f(x) einer
Funktion f(x) wird als Flache S unter dem A y
Graphen der Funktion zwischen a und b de-

finiert. Um diese Flache moglichst genau zu —
approximieren, teilen wir die Fliche in N / pY f( X)
Streifen der Breite -
b—a
Ar = ~
und approximieren die Fldche durch die Rie-
mannsumime -
a b x
S~Az(f(a)+ fla+ Az) + ...+ f(a+ (N — 1)Ax)]
N-1
= Z Az f(a+ kAx) (3.4.1)
k=0

Im Limes Az — 0 (also N — o0) wird daraus der exakte Flacheninhalt S. Daher definieren wir das
(bestimmte) Integral als

N-1

b
/ def(z)=S= Alim0 Z Axf(a+ kAx) (3.4.2)
a z— P

Wegen der Additivitdt von Flacheninhalten folgt dann auch die Additivitat des Integrals,

/ab dof(z) + /bcdxf(x) - / dz f(z) (3.4.3)

Wegen ff dxf(x) = 0 (eine solche “Fliache” hat offensichtlich den Inhalt 0), folgt dann auch
b a
/ def(z) = —/ dxf(x) (3.4.4)
a b

3.4.2 Hauptsatz und Stammfunktionen
Nun betrachten wir das bestimmte Integral F(b) = f: dz f(x) als Funktion der oberen Integrations-
grenze b. Es gilt

b+Ax

F(b—i—Aw):/ dz f(z)

a

= /abdxf(a:) —l—/bb+Amdxf(x)

b+Ax
:F(b)—|—/b dzf(x)

2290 B (b) + Az f(b)
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da im Limes Az — 0 die Riemannsumme nur aus einem Summanden besteht. Also gilt

sy F(b+ Az) — F(b)
PO=dmeT

= f(b)

Damit haben wir gezeigt:

Die Funktion F'(z) = / dz f(z) erfillt

d

Fla) = — / " di () = (@) (3.4.5)

Dies ist im Wesentlichen schon der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, der
besagt, dass Differentiation des Integrals als Funktion der oberen Grenze wieder den Integranden
f(z) ergibt: Integrieren ist also die “Umkehroperation” zum Differenzieren.

Man bezeichnet alle Funktionen F'(x) mit

| Fl@)=f(2) | (3.4.6)

auch als Stammfunktion einer Funktion f(x):

e Funktionen, die solche Stammfunktionen besitzen, heilen integrierbar. Einwichtiger mathe-
matische Satz der Integralrechnung besagt, dass z.B. alle stetigen Funktionen integrierbar
sind.

o Stammfunktionen sind immer nur bis auf eine Konstante bestimmt: Wenn F'(z) eine Stamm-
funktion zu f(x), dann ist auch F(z) + C eine Stammfunktion zu f(x), da Konstanten beim
Ableiten verschwinden.

Mit dem Begriff der Stammfunktion lasst sich der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung nun auch folgendermafien genauer formulieren:

1) Eine Stammfunktion von f(z) ist das Integral

Fo) = [ aa(a

2) Wenn (irgendeine) Stammfunktion F'(z) zu f(x) bekannt ist, kann man (3.4.7)

alle bestimmten Integrale berechnen:

b
[ dat@) = Pl = F®) - F@

Man nennt Stammfunktionen auch unbestimmte Integrale und schreibt dafiir ein Integral ohne
Grenzen:

/dxf(x) = F(z) (3.4.8)

Damit kann man also “einprégsam” schreiben:
& [ dei@) = P = @
af oy
[aaSh = [aor@) = sia)

was nochmal deutlich zeigt, dass Differenzieren und Integrieren ihre jeweiligen “Umkehroperationen”
sind.
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3.4.3 Integrationsregeln

Die Aufgabe beim Integrieren ist also, zu einer gegebenen Funktion f(z) eine Stammfunktion F(z)
mit F'(z) = f(z) zu finden.

Wiéhrend Differenzieren mit Hilfe der Ableitungsregeln aus Abschnitt “immer gehen” sollte, ist
Integrieren (manchmal) eine “Kunst”, da es nicht immer einfach oder sogar manchmal unmoglich ist,
eine Stammfunktion geschlossen anzugeben. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
erlaubt es aber, aus unseren Ableitungsregeln aus Abschnitt[3.2.3|Integrationsregeln zu gewinnen,
die dabei helfen konnen:

(i)

Sind f und ¢ integrierbare Funktionen, dann gilt

/dz(af(x) + Bg(z)) = oz/dxf(:c) + ,B/da:g(x) (3.4.9)

Die Integration ist also eine lineare Operation

Aus der Produktregel ergibt sich durch Integration die partielle Integration

(- 9)@) = [ dals -9 (@) = [ ' @)g(a) + [ daf(a)g' (@)

Nach Umstellen ergibt sich fiir bestimmte Integrale

b b b
/ dzf(2)g (@) = (- )@’ - / de ' (@)g(x) (3.4.10)

a

Fiir unbestimmte Integrale gilt

[ tat@y@ = (- 9)@) - [ dat (@)go) (3.4.11)

Partielle Integration ist nicht immer niitzlich, weil auf der rechten Seite ja wieder ein Integral
steht, was zu 16sen ist. Es ist immer dann ntitzlich, wenn das Integral auf der rechten Seite
bekannt ist oder einfacher zu integrieren ist oder auch mit dem Integral rechts tibereinstimmt.

Beispiele:

1) Das Integral [ dzxe® schreiben wir mit f(z) =z, ¢'(z) = €* und g(z) = €”, f'(x) =1 als

/d;mce“; ="z — /d;lce”J =e"(x—1)

Hier kénnen wir die rechte Seite (einfache Exponentialfunktion) dann leichter integrieren. Duch
Differenzieren rechts nach Produktregel (e*(x — 1))’ = xze® kontrollieren wir das Ergebnis.

2) Das Integral [ dzsinz cosa schreiben wir mit f(z) = sinz, ¢'(z) = cosz und g(z) = sinz,
f'(x) = cosz als
/dmsinxcosx =sinz — /da:cos:csin:z:
Q/dxsinxcosx =sin’z
/dxsinxcos:r =3 sin? z
Hier erhalten wir also nach partieller Integration rechts das gleiche Integral und kénnen dann

auflosen.
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(iii) Aus der Kettenregel folgt durch Integration auf beiden Seiten die Substitutionsregel

o8

b b
/ dz ' (g())g (x) = / dz(f o ) (z) = F(g(b)) — F(g(a))

g(b) .
= / dyf'(y)
g(a)

Mit f(z) statt f'(x) schreiben wir

g(b)

b
/ dzf(g(x))g (z) = / L, W (3.4.12)

wir gehen also von der Integrationsvariablen z zur neuen Variablen y = g(z) tiber. Nach
Umbennen der Integrationsgrenzen a = g=1(c), b = g~*(d) schreibt man auch oft

d 9 ()
[ awsw= [ aestotang @ (3413)

Eine einpragsamere Schreibweise fiir unbestimmte Integrale ist

F(o) = [ dgfto) = [ de 5 g(a) = Flg(w)). (3.414)

was mit jeder Funktion g(z) gilt. Wenn man nach einer Substitution eine Seite in
berechnen kann, muss man wieder ¢ = g(z) oder die Umkehrung « = x(g) einsetzen, um die
Stammfunktion in den “richtigen” Variablen zu bekommen (siehe Beispiel 1 unten). Wenn man
wieder zum bestimmten Integral {ibergeht ist aber unbedingt zu beachten, dass die Integrati-
onsgrenzen mittransformiert werden miissen: wenn auf der linken Seite g(x) von ¢ bis d lauft,
lduft auf der rechten Seite x von g=!(c) bis g~ !(d), und wir erhalten wieder die bestimmte
Version . Man braucht dazu also auch die Umkehrfunktion z(g).

Alle Versionen ((3.4.12), (3.4.13)) und (3.4.14)) der Substitionsregel sind in der Praxis je nach
Situation niitzlich. Oft erfordert es etwas Erfahrung, die “richtige” Substitution zu finden,
um ein Integral zu 16sen. Die Version (oder ausgehend von der rechten Seite)
benutzt man, wenn man einen Integranden hat, dem man “ansieht”, dass er sich in der Form
f(g(2))g'(z) schreiben lasst. Dann liefert die rechte Seite von (3.4.12)) (bzw. die linke Seite in
(3.4.14)) vielleicht ein einfacher zu lésendes Integral. Die Vers (oder aus-
gehend von der linken Seite) benutzt man oft, wenn der Integrand f(y) durch die Substitution
f(g(z)) “einfacher” wird; dann besteht Hoffnung, dass die rechte Seite von (bzw. die
rechte Seite in (3.4.14))) “einfacher” wird; der rechts zusétzlich auftretende Faktor ¢'(z) ist
aber zu beriicksichtigen und kann eine Vereinfachung auch wieder zunichte machen.

Beispiele:

1) Das unbestimmte Integral [ dz sin z cos z konnen wir auch mit der Substitution g(z) = sinz

16sen:
dsi d 1 1
/dxsinxcosx:/dxsinx E;Ix z/dxg(x)ﬁ = /dgg: §g2 = isin2m

Wir haben also die Substitutionsregel (3.4.14)) von “rechts nach links” benutzt mit f(g) = g
benutzt und mussten am Ende wieder g = g(z) einsetzen, um beide Seiten in der gleichen
Variablen z auszudriicken. Wir haben auBerdem [ dgg = g®/2 benutzt (siehe (iv)).




2) Im unbestimmten Integral f dyysin(y? + 1) stort uns auf den ersten Blick die Funktion
y? + 1 im Argument des Sinus. Also substituieren wir 2 = 32 + 1 baw. y = (z — 1)/ mit
dy/dz = (1/2)(x — 1)~1/?

d 1
/dyysin(y2 +1)= /dxﬁ(x —1)Y2sinz = /dIQ(x—l)l/Q(I DY2sinz

1. 1 1 9
= /dgc2 sing = —g cosz = 2cos(y +1)
Wir haben also die Substitutionsregel von “links nach rechts” benutzt und mussten
am Ende wieder z durch y ausdriicken, um beide Seiten in der gleichen Variablen y zu haben.
Bei der Rechnung hob sich dy/dx = (1/2)(z — 1)7'/2 = 1/2y gerade mit dem Faktor y
im Integranden, so dass die Substitution zu einer wirklichen Vereinfachung fiihrt; bei einem
Integral f dysin(y? + 1) hiitte uns die Substitution deshalb nicht wirklich weitergebracht. Wir
haben aufierdem [ dasinz = — cosz benutzt.

(iv) Das wichtigste Beispiel ist wieder das Integral von Potenzfunktionen:

1
ro__ r+1 g _
/dww =" fir aller e R, r# —1 (3.4.15)

Dies kann man sofort nachpriifen, indem man auf beiden Seiten differenziert.

3.4.4 Wichtige Funktionen und ihre Integrale

Aus den Ableitungen der wichtigsten Funktionen auf Seite ergibt sich nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung sofort eine entsprechende Tabelle fiir Stammfunktionen mit
F'(z) = f(x), die man ebenfalls auswendig wissen sollte:

f(x) = F(z)

1
x" = mxrﬂ (reR, r#-1)

1
— —Inz
T

e’ —e”
cosT — sinx
sinz — —coszx

sinh z — coshx

coshz — sinhz
1

V1—z2

— arcsinx

— arctan x

1+ 22

3.4.5 Uneigentliche Integrale

Oft mo6chte man in der Physik den Integrationsbereich nicht nur {iber ein einfaches kompaktes
Intervall [a, b] erstrecken, sondern bis ins “Unendliche”, d.h. man méchte {iber Intervalle | — oo, b,
[a, 0o[ oder auch iiber die gesamten reellen Zahlen | — oo, oo integrieren. Diese Integrale kann man
iiber einen Grenzwertprozess definieren, bei dem die Integralgrenzen gegen unendlich oder minus
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unendlich laufen:

00 b

/ def(x) = lgrolo dx f(z) (3.4.16)
b b

[ def(x) = aErEloo dz f(x) (3.4.17)

Diese Integrale existieren natiirlich nur, wenn der entsprechende Grenzwert auch existiert.

Ein einfaches Beispiel ist das Integral fooo dze™*. Dies konnen wir berechnen, indem wir zunéchst

b
/ dre ™ =1—¢""
0

berechnen. Wegen lim,_,, e ® = 0 (siehe (3.3.13)) gilt dann

/ dxe™™ hm 1-—e®=1

—r OO
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3.5 Folgen, Reihen, Potenzreihen und Taylorentwicklung

3.5.1 Folgen

Eine Folge a1, as, as, ... reeller Zahlen kann man mathematisch etwas abstrakter als eine Abbildung
aus den natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} in den reellen Zahlraum beschreiben:

N — R
n— a,

z.B. definiert a,, = 1/n eine Folge von immer kleiner werdenden Zahlen, die sich offensichtlich der
Null annédhern. Den Begriff des “Annéherns” fasst man mathematisch genauer durch den Begriff
der Konvergenz. Man sagt:

Eine Folge konvergiert gegen einen Grenzwert a, wenn zu jedem € > 0 ein
no € N existiert, so dass (3.5.1)
lan, —a] <& ¥Yn>ng

Im obigen Beispiel a,, = 1/n konvergiert die Folge gegen den Grenzwert a = 0: Fiir jedes kleine
e > 0, das wir uns setzen, gilt fir alle natiirlichen Zahlen n > 1/e dann |a,| = 1/n < &, d.h. die
Folge liegt komplett in einer e-Umgebung um den Grenzwert a = 0, wie in der Definition
verlangt. Wenn eine Folge a,, gegen den Grenzwert a konvergiert, schreibt man auch

lim a, =a (3.5.2)

n— oo

Folgen sind eher eine Doméne der Mathematik und fiir die Physik-Vorlesung nicht zentral wichtig.
In der Homa-Vorlesung werden Sie einige wichtige Sétze iiber Folgen kennenlernen, von denen wir
hier nur einige wenige angeben werden.

Ein wichtiger Satz ist das sogenannte Cauchy-Kriterium, dass es erlaubt, die Konvergenz einer
Folge zu priifen, ohne ihren Grenzwert zu kennen:
Eine Folge a,, konvergiert <
zu jedem e > 0 existiert ein ng € N, so dass (3.5.3)
lan —an| <& Vn,m > ng

Eine anschauliche Begriindung (wir werden hier keinen Beweis fithren) lautet: Wenn eine Folge
konvergiert, konnen Folgenglieder nicht sehr verschieden sein.

Ein weiterer wichtiger Satz gibt ein sehr einfaches Kriterium fiir Konvergenz:

Beschrankte, monotone Folgen konvergieren ‘ (3.5.4)

Dabei heifit eine Folge beschrankt genau dann, wenn es Schranken A und B gibt, so dass A <
a, < B fiir alle Folgenglieder a,. Eine Folge heiit monoton steigend bzw. fallend genau dann,
wenn fiir alle aufeinanderfolgenden Folgenglieder a,,+1 < a, bzw. a,4+1 > a, gilt. Eine anschauliche
Begriindung lautet hier: Wenn eine Folge immer steigt oder féllt, miissen sich die Folgenglieder
irgendwann von unten bzw. oben einem Grenzwert anndhern, wenn die Folge noch in ihre Schranken
“passen” soll.

Mit konvergenten Folgen kann man auflerdem “rechnen”: Wenn lim,,_, o, @, = @ und lim,,_,, b,, = b,
dann gilt auch

lim (an, +b,) =a+b

n—oo

nh_}n;o(anbn) =ab

lim (aa,) = aa
n—oo
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AuBlerdem gilt mit jeder stetigen Funktion f(x) die sogenannte Folgenstetigkeit:

lim f(an) = f(a)

n—oo

3.5.2 Reihen

Oft treten in der Mathematik und auch in der Physik Summationen von Folgengliedern auf, die
man auch Reihen nennt. Endlichen Summen

n
=D
k=0

nennt man endliche Reihen oder Partialsummen, daneben gibt es aber auch unendliche Rei-
hen

S = Zak = lim S, (3.5.5)

n—o0
k=0

Eine solche unendliche Reihe heif3t konvergent wenn die Folge S,, der Partialsummen konvergiert.

Ein auch in der Physik extrem wichtiges Beispiel einer Reihe ist die geometrische Reihe

Su=>_4q" (3.5.6)
k=0

Fiir diese Summe kann man eine geschlossene Formel finden. Dazu bilden wir
n n+1
Indexverschiebung
an = Z qurl = Z qk
k=0 k=1

nun bilden wir die Differenz

Sp—qSy =¢q° —¢"!
= S,(1—-¢)=1- gt

und damit

Xn: W St (3.5.7)

k=0 1=q

Wenn wir den Grenzwert n — oo bilden, erhalten wir daraus auch eine geschlossene Formel fiir die
unendliche geometrische Reihe

P n—oo 1 —gq 1—g¢q

n+1

Der Grenzwert lim, o, ¢" 1! existiert aber nur fiir |¢| < 1. Fiir |¢] > 1 wiichst |¢""!| ohne Be-
schrinkung immer weiter an, wihrend |¢"*!| immer kleiner wird fiir |¢| < 1. Damit gilt fiir |¢| < 1
dann lim,,_,oc ¢" 1! = 0 und damit fiir die geometrische Reihe

= 1
Y gt =—— (fiir |g] <1) (3.5.8)
k=0 1=q
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Mit Hilfe der geometrische Reihe lassen sich auch andere Reihen sehr erfolgreich abschitzen. Dazu
gibt es in der Mathematik wieder eine Reihe von mathematischen Sétzen, von denen wir hier die
wichtigsten kurz zusammenfassen wollen. Auch diese Sétze werden Sie noch ausfiihrlich in der
Ho6ma-Vorlesung kennenlernen.

Zunachst ist eine Reihe konvergent, wenn Sie sich durch eine konvergent Reihe “majorisieren” lasst:
e Definition: Eine Reihe Y7 aj heiBt absolut konvergent, wenn >~ |ax| konvergent ist.

e Majorantenkriterium:
Wenn Y-, aj absolut konvergent ist und |by| < |ai| fiir alle k gilt, dann ist auch Y 7o, by,
absolut konvergent.

Mit der geometrischen Reihe als Majorante kann man dann folgende beiden wichtigen Konvergenz-
kriterien beweisen:

¢ Quotientenkriterium:
Wenn man ein ¢ < 1 findet mit

Gx41

<q Vk>ko,

ist Y77, ar absolut konvergent.

e Wurzelkriterium:
Wenn man ein ¢ < 1 findet mit

(ax)"™ <q Yk >k,
ist -2 ar absolut konvergent.

Als Beispiel betrachten wir die Reihe

k

oo o0 T
;Oak = ;O o (3.5.9)

eine sogenannte Potenzreihe (siehe auch néchster Abschnitt). Es gilt

R I N
TlaFE+ k+1 10 7

Q41
ag

wenn k > 10|z|. Nach dem Quotientenkriterium ist > .-, %T damit konvergent fiir alle z € R und

definiert dort eine Funktion f(z) =Y -, Z—l: Es wird sich im néchsten Abschnitt zeigen, dass dies
genau die Exponentialfunktion ist:
oo k
x
xr __
e = Z k!
k=0

3.5.3 Potenzreihen

Eine Potenzreihe ist definiert als ein “unendliches Polynom” der Form

Zak(x — xo)* (3.5.10)

Der Wert z ist dabei der Entwicklungspunkt und man sagt auch (3.5.10) ist eine “Potenzreihe
um zo”; die ay, heifen Koeffizienten (wie bei einem Polynom).
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Wenn eine Potenzreihe konvergiert, dann fiir gentigend kleine |z—xo| < r. Man nennt das grofitmogli-
che r, so dass fiir alle |x — x| < r Konvergenz vorliegt, auch den Konvergenzradius der Potenzrei-
he. Innerhalb dieses Konvergenzradius um z definiert die Potenzreihe (3.5.10)) dann eine Funktion

o0

flz) = Zak(x —xo)®  fiir [z — 20| < 7 (3.5.11)
k=0

Innerhalb des Konvergenzradius ist diese Funktion unendlich oft differenzierbar mit

Zkakx—xo Zk+1ak+1 x—xo)k
k=0

"(z) = Z k(k — 1)ag(z — x0)" 2
k=2

usw.

Wir betrachten wieder das Beispiel (3.5.9) von oben:

> zk 1
:Zg (akzﬁ, .’L'Q:O)
k=0

Oben hatten wir mit Hilfe des Quotientenkriteriums gezeigt, dass diese reihe fiir alle x € R konver-
giert, daher ist der Konvergenzradius r = oco. Wir bilden nun die Ableitung

o0

1 1 -
Zk k17;(k_1)!xk1

Indexverschiebung 2z
= Z T f(x)
k=0
AuBerdem gilt
f(O) = ap = 1

Die beiden Eigenschaften f'(z) = f(z) und f(0) = 1 definieren aber gerade die Exponentialfunktion
f(z) = €*, siehe (3.3.10). Daher gilt

> gk 1 1 1
= — =1 3.5.12
kz::k +x+2x+6x+24 44 ( )

3.5.4 Taylorentwicklung

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass eine Potenzreihe (3.5.11)) im Konvergenzradius » um
den Entwicklungspunkt x( eine unendlich oft differenzierbare Funktion definiert.

Umgekehrt gilt auch (ohne Beweis): Ist eine Funktion unendlich oft differenzierbar in einem Intervall
um z, dann kann sie in eine Potenzreihe entwickelt werden, d.h. man kann Koeffizienten a, finden,

so dass (3.5.11)) gilt.

Dies ist ein typischer mathematischer “Existenzsatz”. Es bleibt allerdings die Frage, wie man denn
die Koeflizienten aj praktisch findet. Um darauf eine Antwort zu finden, betrachten wir die Ablei-
tungen f(™ () einer durch eine Potenzreihe (3.5.11)) dargestellten Funktion am Entwicklungspunkt
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Zo-
f(xo) = ap (nur der Term k=0 "iiberlebt” bei x = x)

fl(wo) =D kay, (x— )| _

k=1
=a7 (nur der Term k=1 "iiberlebt” bei x = z)

£'(w0) = 3" (k= Dar (2 =202, _,,

k=2
= 2a2

F™(ze)=n(n—1)...-1-a, =nla,

Also gilt

a4y = % £ (o) (3.5.13)

und wir konnen die Koeffizienten a,, durch die n-ten Ableitungen bei xy bestimmen.

Wenn wir das Resultat (3.5.13) in (3.5.10]) einsetzen, erhalten wir genau die sogenannte Taylor-
entwicklung einer Funktion f(x) um z¢ in eine Taylorreihe:

f@) =) an(e — o)
n=0

=3 )~ )"
n=0 "

= fao) + @)z~ w0) + 3 " w0 @ — 70)* + " (w0) & — 70)° + . (3.5.14)

Die unendliche Taylorreihe ergibt also genau die Funktion f(x). In der Physik benutzt man sehr
haufig, dass eine bei n abgebrochene Taylorreihe eine Approximation der Funktion f(z) ergibt:

e Eine bei n abgebrochene Taylorreihe einer Funktion f(x) ergibt einer Approximation der
Funktion in der Nahe von z¢ durch ein Taylorpolynom n-ten Grades. Dies ist in Fig. [3.5]
fir die Exponentialfunktion demonstriert.

e Die ersten beiden Terme n = 0, 1 ergeben genau die Tangente an f(z) in zg, also die Appro-
ximation durch eine Gerade, d.h. ein Polynom ersten Grades.

e Die Approximation wird besser, je groBer wir das n wéihlen, bei dem abgebrochen wird. Der
Fehler dabei ist ~ (z — x9)" L.

e Eine abgebrochene Taylorreihe um zy kann auch bei der Bildung von Grenzwerten z —
o nitzlich sein. Ein Beispiel dafiir ist die Regel von L’Hospital, die eine Aussage tiber
Briiche der Art “0/0” macht: Wenn wir zwei differenzierbare Funktionen f(z) und g(x) mit
limg 4, f(z) = 0 und lim,_,,, g(z) = 0 haben, dann kénnen wir diese in zy durch ihre
Tangenten (Taylorpolynom ersten Grades) f(z) = f'(zo)(x — zo) baw. g(z) ~ ¢'(xo)(x — x¢)
annahern und erhalten die Regel von L’Hospital

o T®) o F@o)(@—x0) _ f'(20)
A2, o) B Gl —w0)  g(a0) (3:5:15)

Wir betrachten einige wichtige Beispiele fiir Taylorentwicklungen (3.5.14]):
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Abbildung 3.5: Approximation der Funktion f(x) = e* durch Taylorpolynome vom Grad n =
1,2,3,6 um zy = 0.

Exponentialfunktion

Fiir die Taylorentwicklung von f(x) = e” benétigen wir die Ableitungen, die wegen (e”)’ = e® alle
gleich der Exponentialfunktion sind:

f@)=f(z)= @) =..= fP(2) =€

Wenn wir eine Taylorentwicklung um xg = 0 vornehmen wollen, benétigen wir die Ableitungen bei
xg = 0:
f(”)(xo) =e=1 Vn

FEinsetzen in die Taylorentwicklung (3.5.14)) ergibt dann
k

z
e“ﬂzg —
k!

k=0

wie auf anderem Wege schon in (3.5.12)) gezeigt.

Wir kénnen also die Exponentialfunktion e* mit in der Nahe von 0 durch 14+ x+ %xQ + ... annahern.

Wir kénnen auch um zg = 1 entwickeln mit
fM(zg)=el=e Vn
Einsetzen in die Taylorentwicklung (3.5.14)) ergibt dann

T — (x_]')k
ke

[}

Diese Gleichheit kénnen wir auch auf anderem Wege verifizieren:

r _ 1 x—1 __ Oo(x_]')k
e =ee —@ZT

Sinus

Fiir die Taylorentwicklung von f(z) = sinx bendtigen wir die Ableitungen

fl(x)=cosz, f'(x)=—sinx, f"(z)=—cosz, f"'(xr)=sinz,..
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also
£ (z) = {(l)k sinz flir n = 2k gerade

(=1 cosx fiir n = 2k + 1 ungerade

Wenn wir eine Taylorentwicklung um zy = 0 vornehmen wollen, bendtigen wir die Ableitungen bei
o = 0:

f(”)(O) _ 0 ) f{u" n = 2k gerade
(—1)® fir n =2k + 1 ungerade

Einsetzen in die Taylorentwicklung (3.5.14)) ergibt dann

- 1 1 1
S _1\k 2k+1 _ . 1.3 5 _
sinx = kg_o( 1) ot 1)!90 == + TR (3.5.16)
Es tauchen nur ungerade Terme auf (wegen Antisymmetrie sin(—x) = —sin ), und zwar mit alter-

nierenden Vorzeichen.

Kosinus

Die Taylorreihe von f(x) = cosz um xy = 0 konnen wir nun zum einen durch gliedweises Differen-
zieren von (3.5.16)) erhalten, f(x) = cosz = sin’ z, was folgendes ergibt:

d o 1 - 1
_ 4 _1)k 2k+1 _ _1)k 2k
cosa = > (=1) Qk+ 1) D=1 k)"

k=0 k=0

also
cos T = i(—mkix% 1ol + LIV (3.5.17)

i (2k)! 2t Tt T o

Hier tauchen nur gerade Terme auf (wegen Symmetrie cos(—z) = cosz), und zwar wieder mit

alternierenden Vorzeichen.

Zum anderen kénnen wir die Taylorreihe (3.5.17)) um 2y = 0 auch direkt herleiten durch Berechnung
der Ableitungen

fl(x)=—sinz, f’(x)=—cosz, f"(z)=sinz, f"(z)=-cosx,..

also

f(")(:v) _ (=1)*cos fiir n = 2k gerade
~ |(=1)**tsinz  fiir n = 2k + 1 ungerade

also bei zg = 0:

£ (0) = (—1)k fl:lI‘ n = 2k gerade
0 fiir n = 2k + 1 ungerade

Einsetzen in die Taylorentwicklung (3.5.14)) ergibt dann wieder die Taylorreihe (3.5.17)).
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Einige Taylorreihen wichtiger Funktionen sollte man durchaus auswendig wissen:

=1 1 1 1
r __ —n -2 — .3 — 4
e —T;)n!x —1—|—x+2m +3!x —|—4!.’L‘ + ...
= 1 1 1 1
In(1+2z) = ;(—1)"“53:” =z - §x2 + gz‘o’ - 1x4 + ...
. B - n 1 2n+1 _ I 4 154
cosx:i(—l)" L x2”:1_1x2+fx4_
= (2n)! 2 4!
. _ - 1 2n+1 __ 1 3 1 5
o0
_ 1 2n __ 1 2 1 4
coshm—;wx —1+§x +Ix + ...
-1 —1)(r—2
(l—i—x)T:l—&-rx—i—T(:Q)xQ r(rl';(.r:& )x2—|—...

wobei in der Physik oft die ersten ein bis zwei Glieder als Approximation geniigen.

Die Taylorreihen der Hyperbelfunktionen sinhz bzw. coshx sind bis auf die nicht alternierenden
Vorzeichen identisch mit den Taylorreihen der entsprechenden trigonometrischen Funktionen sin x
bzw. cos x. Dies liegt daran, dass bis auf ein Vorzeichen analoge Beziehungen sinh’ x = cosh z und
cosh’ z = sinh « fiir die Ableitungen gelten, was iiber die Definition der Taylorentwicklung
dann zu bis auf die Vorzeichen identischen Taylorreihen fiihrt.
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3.6 Ubungen Kapitel

1. Differenzieren

Berechnen Sie fiir folgende Funktionen f(x) jeweils die Ableitung f’(x). Welche Regeln zum Diffe-
renzieren benutzen Sie dabei jeweils?

(i) f(z) =32 + 22° + cos(32)
(i)  f(z)=3(z*+ 1)* — 2sin(z/2)
~ exp(a) + exp(—a)

) 72) = (@) — exp(—2)

v o) = exp(— cos(x))

() @)= T

V) fla) =2

(vi)  f(z) = In(In(z))

Uberlegen Sie sich zusétzlich, an welchen Stellen f (z) nicht differenzierbar ist.

2. Kurvendiskussion

Berechnen Sie Maxima, Minima und Wendepunkte der fiir x > 0 definierten Funktion
f(z) = alnz — 2bx + 2*

fiir a,b > 0. Skizzieren Sie den Funktionsverlauf.

3. Integrale

a) Berechnen Sie mit Hilfe partieller Integration folgende unbestimmte Integrale:
(i) / dxxsinx
(ii) /dxe cos T
(iii) /d:v Inz (Tipp: = /da:l ‘Inx)

(iv) / dra’e”

Berechnen Sie auch die enstprechenden bestimmten Integrale von der unteren Grenze x = 0 bis zur
1 .
oberen Grenze x = 1, also fo dxx sinx usw.

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Substitutionsregel folgende unbestimmte Integrale:
(1) /dx(er "

dze3®

tanx

dzr

(iii) /dm sin® x cos x

cos? x
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Wenn Sie analog bestimmte Integrale berechnen, z.B.

1
(i) / dr(x+1)"
0
(iii) / dx sin® z cos
0

miissen auch die Integrationsgrenzen mittransformiert werden.

4. Folgen und Reihen

a) Bestimmen Sie die Grenzwerte einiger Folgen:
@
(ii

(ii

) an ="

) an = cos(1/n)
Jan=04+q++¢+..+¢)" (0<qg<1)
(iv) ap, = nsin(1/n) (Tipp: Taylor)

S 2 2
3

—

b) Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:

DIk
@ Y
= 1

(i) Z n+lnn

5. Taylorreihen
a) Bestimmen Sie die Taylorreihen von f(z) =Inz um xy = 1 und von g(z) = sinhz um xy = 0.

b) Bestimmen Sie die Taylorreihe von zIn(z) um den Entwicklungspunkt xy = 1 bis zur dritten
Ordnung.

c) Bestimmen Sie die Taylorreihe von /1 + 2 um den Entwicklungspunkt zg = 0 bis zur dritten
Ordnung.
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4 Mehrdimensionale Analysis

(Differenzieren)

Dyf(F) = V(i) - &
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4.1 Vektorwertige Funktionen

Vektorwertige Funktionen einer Variablen spielen in der Physik eine grofie Rolle, da sich alle
Bewegungen im dreidimensionalen Raum R? abspielen. So wird die Bewegung eines Punktteilchens
durch einen zeitabhéngigen Vektor 7= 7(t) beschrieben, der 3 kartesische Komponenten hat:

= 2(1)8, + y(1)E, + 2(1)E.

Alle 3 kartesischen Komponenten kénnen sich gleichzeitig &ndern bei einer Bewegung auf einer

beliebigen “krummen” Bahn.

4.1.1 Ableitung vektorwertiger Funktionen

Die Ableitung einer zeitabhingigen vektor-
wertigen Funktion 7(t) nach der Zeit macht
nun eine Aussage tiber den Geschwindig-
keitsvektor des Punktteilchens in 3 Dimen-
sionen. Der Geschwindigkeitsvektor misst die
Positionsianderung pro Zeit zur Zeit to. Da-
her kénnen wir den Geschwindigkeitsvektor
zur Zeit tg zunéchst durch den dreidimen-
sionalen Differenzenquotienten zur Zeit
t=1op

Plto + At) = 7(ty)  AF
At N

approximieren. Dies ist ein Vektor, bei dem
wir den bekannten Differenzenquotienten in

» X

jeder Komponente bilden. Der Vektor ist parallel zum Verbindungsvektor von 7(tg) nach #(tg+ At).

Im Limes At — 0 erhalten wir dann die momentane vektorielle Geschwindigkeit ¥(¢g) des Punkt-
teilchens, die die vektorwertige Ableitung des Bahnvektors 7(¢) nach der Zeit ¢ definiert:

dr

(o) = 7

t=to

= — =1
Atbo A AtSo At

A7 it + At) — 7(ty)

(4.1.1)

(der “Punkt” steht wie iiblich fiir eine Zeitableitung). Die vektorwertige Ableitung zeigt in Richtung
der Tangente an die Bahn im Punkt 7(¢) und wird auch als Tangentenvektor an die Funktion (¢)
in tg bezeichnet. Da wir den Differenzenquotienten komponentenweise bilden, heifit die Vorschrift
, dass wir komponentenweise ableiten miissen

— i(0)e: + §(1)e, + 2(1)e.

(4.1.2)

um den Tangentenvektor zu erhalten. Diese wichtige Regel des komponentenweisen Differenzierens
einer vektorwertigen Funktion gilt natiirlich nicht nur fiir vektorwertige Funktionen der Zeit ¢ im
dreidimensionalen R?, sondern ganz allgemein fiir jede vektorwertige Funktion f f ( ), die von
einer beliebigen skalaren Variable u € R abhéngt und deren Werte in einem beliebigen Vektorraum
f € R™ liegen (lediglich die Schriebweise mit dem Punkt wird nur bei Zeitableitungen benutzt).
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Bei der Kinematik, d.h., der Beschreibung von Bewegungen von Punkten auf Bahnen 7(¢) im
dreidimensionalen Raum sind Zeitableitungen von vektorwertigen Funktionen zentral wichtig. Die
erste Zeitableitung ergibt die momentane Geschwindigkeit ¢(¢) des Punktes

#(t) = F(t), (4.1.3)

die zweite Ableitung die momentane Beschleunigung d(t) des Punktes

at) =ut) =), (4.1.4)

Beispiel Kreisbahn

Eine Kreisbahn mit Radius R in der xy-Ebene, die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w
durchlaufen wird, hat die Bahnkurve

R cos(wt) cos(wt)
7(t) = | Rsin(wt) | = R | sin(wt) (4.1.5)
0 0

Der Punkt bewegt sich gegen den Uhrzeigersinn auf der Kreisbahn. Eine Umdrehung findet in
einer Zeit T = 27 /w statt (die Zeit, in der sich das Argument von sin, cos um w7 = 27 &ndert).
Geschwindigkeit und Beschleunigung erhélt man durch komponentenweises Ableiten nach ¢ als

_ — sin(wt)
U(t) =7(t) = Rw | cos(wt)
0
) ) cos(wt)
a(t) = U(t) = 7(t) = —Rw? [ sin(wt) | = —Rw?#(t)

0

Die Beschleunigung ist bei einer Kreisbewegung immer zur Kreismitte hin gerichtet (@(t)|| — 7(t));
in der Physikl werden wir dies als Zentripetalbeschleunigung kennen lernen.

Y\
u(t)

LA

Abbildung 4.1: Kreisbahn mit Radius R und Winkelgeschwindigkeit w.

Beispiel Funktionsgraphen

Das komponentenweise Differenzieren einer vektorwertigen Funktion gilt nicht nur fiir Ableitungen
nach der Zeit und fiir beliebige Vektorraume R™. Wir konnen z.B. den Funktionsgraphen einer
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Funktion f(z) als Bahnkurve

o) = (fés))

im R? in Abhingigkeit von der Variable x auffassen. Die vektorwertige Ableitung nach x ist

i = (7t0)

und gibt die Richtung des Tangentenvektors an den Funktionsgraphen in = an. Die Steigung dieses
Tangentenvektors ist dann das Verhéltnis seiner y- zur z-Komponente, was f'(z)/1 = f'(x) ist und
damit wie gehabt die “normale” Ableitung der Funktion f(z) ergibt.

4.1.2 Rechenregeln

Auch fiir vektorwertige Funktionen kann man Ableitungsregeln wie z.B. Produktregeln formulieren.
Allerdings kann man mit Vektoren verschiedene Produkte wie Skalarprodukte und Kreuzprodukte
bilden. Daher gibt es hier mehr Produktregeln:

(i) Die Ableitung ist weiterhin linear:
df

2 (af + ) w) =t (w) + 5

dg
Zw) (4.1.6)

wenn die Skalare o und S Konstanten sind.

(ii) Es gelten nun aber drei Produktregeln (f(u) und §(u) sind vektorwertige Funktionen, a(u)
eine skalare Funktion):

d 2 ’ e df

Za(@D = @) + G ) (4.17)
L7 = L g + Flon - S w) (1.18)

L(7x ) = 2 @) x gty + 7w x L (119

Alle drei Produktregeln folgen durch komponentenweise Anwendung der “normalen” Produkt-
regel 1) Man beachte, dass beim Kreuzprodukt immer die Reihenfolge der Vektoren f
und ¢ wichtig ist.

—

(i) Auch die Kettenregel bleibt giiltig fiir eine Verkniipfung (fo g)(v) = f(g(v)) einer Funktion
f(u) mit einer skalaren Funktion g(v):

< o)) = Lg% ) (1.1.10)

4.1.3 Geometrie von Raumkurven*

Eine vektorwertige Funktion () im dreidimensionalen Raum R3 beschreibt dort eine Raumkurve;
t = 0 soll der Anfang und ¢ = T das Ende der Raumkurve sein. Oft interessiert man sich fiir
geometrische Groflen dieser Raumkurve. Besonders interessant sind Groéflen, die nur von der
Geometrie der Raumkurve abhéngen und nicht von der sogenannten Parametrisierung der Kurve,
d.h. GroBen die sich bei einer Umparametrisierung mit einer Funktion ¢ = f(f) auf einer “neue Zeit”
# mit 7(t) = 7#(f(f)) = 7(f) nicht &ndern. Beispielsweise konnten wir einfach eine doppelt so schnell
laufende neue Zeit ¢ = 2t einfiihren mit ¢t = f(f) = #/2; dann brauchen wir doppelt so lang, um die
gleiche Kurve zu durchlaufen (wie laufen also langsamer).

74



Bogenlange

Eine solche Groflie ist die Bogenlénge s(t), die die auf der Raumkurve bis zur Zeit ¢ durchlau-
fene Lange beschreibt. Es ist einleuchtend, dass man diese Lange erhilt, wenn man den Betrag
des momentanen Geschwindigkeitsvektors @(7) = #(7) von 7 = 0 (Anfang der Kurve) bis 7 = ¢
aufintegriert:

s(t):/o dr|o(r) :/0 dr|7(7)| (4.1.11)

(die Integrationsvariable 7 muss hier von ¢ unterschieden werden und bekam deshalb einen neuen
Namen). Dies kann man sich auch klarmachen, indem man {iberlegt, dass die in einem kleinen
Zeitintervall A7 zurlickgelegte Strecke gerade As & |0(7)|A7 ist. Addition aller Zeitintervalle und
Grenziibergang zu infinitesimalen Zeitintervallen fithrt dann auf das Integral in .

Die Bogenlange ist eine geometrische Grofle, die nicht von der Parametrisierung abhéngt: Durchlau-
fen wir die Raumkurve beispielsweise doppelt so langsam, indem wir die neue Zeit ¢ = 2t einfiihren,
brauchen wir die doppelte Laufzeit T = 2T, damit halbiert sich aber auch die Geschwindigkeit
|0] = |¥]/2 und das Integral liefert das gleiche Ergebnis. Wir wollen dies ganz allgemein
zeigen und durchlaufen die Kurve mit einer vollig beliebigen neuen Zeit t, die mit der alten Zeit
durch eine Funktion ¢t = f(f) zusammenhiingt. Dann gilt #(#) = #(f(#)) und damit fiir die neue
Geschwindigkeit 7(f) = d’Lf 4 — v(t)% nach Kettenregel . Wir messen nun die Bogenlange
nach obiger Formel bis zu einer Zeit £ = f~1(t) (die Funktion f sollte dafiir umkehrbar
sein), die dem Raumpunkt 7(f~1(t)) = 7(t) entspricht, und beginnen entsprechend bei = f~1(0)
beim Punkt 7(f~1(0)) = #(0):

@) )
dTUT’_/ dT‘()df
1(0)

/ £=1(0) dr
/ 1(0)
S

t
Lol = [ ariate)

wobel wir im letzten Schritt die Substitution 7 = f(7) vorgenommen haben. Wir sehen, dass wir

- unabhéangig von der gewahlten Zeit oder Parametrisierung - tatsédchlich exakt immer die gleiche

Bogenlange erhalten.

Als Beispiel betrachten wir einen Halbkreisbogen in der Ebene R2.

1) Wir kénnen den Halbkreisbogen einmal in kartesischen Koordinaten beschreiben und ihn z.B.
mit Hilfe des Koordinate x parametrisieren (z spielt also die Rolle von ¢ in (4.1.11))):

f<x><\/ﬁ> . x€[-R.E]

d . 1
—_—r = _
dx L
RZ — 12
. d | 22 1/2 R
@) = |27 _<1+R2—m2) VT

1 Wir werden uns auf monoton steigende Funktionen f() beschrinken, um zusitzliche Fallunterscheidungen zu
vermeiden: sonst gilt f~1(0) > f~1(¢), und wir miissen in der folgenden Formel die Integralgrenzen tauschen.
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Dann ergibt sich fiir die Gesamtbogenlange L des Halbkreisbogens nach (4.1.11)):
L= /R drli) = [ dr B
R _r VRZ—22
1
U=T 1
=/’ R/ du72 =R arcsinuﬁ1

—1 1—u

=nR

wie erwartet.

2) Wir kénnen den Halbkreisbogen aber auch ganz anders parametrisieren, ndmlich durch eine
Kreisbewegung mit fester Winkelgeschwindigkeit w (siehe Beispiel oben):

F(t)R(COS(WtD ,telo,

sin (wt w
5 — sin (wt)
r= 1w < cos (wt) )
|5(t)| = |F| = Rw = const

Dann ergibt sich fiir die Gesamtbogenlénge L des Halbkreisbogens nach (4.1.11)):

7 /w T/ w
L= / a5t = / dtRw = 7R
0 0

wieder wie erwartet und genauso wie in der Parametrisierung mit x.

Tangentenvektor, Normalenvektor, Kriimmung

Wir haben oben bereits festgestellt, dass die Geschwindigkeit 7#(£) = #(t) ein Tangentenvektor an
die Bahnkurve ist. Wir konnen durch Normierung aus diesem Vektor einen Tangenteneinheits-

vektor #(t) an die Raumkurve bekommen

(4.1.12)

(Achtung: Der Vektor t hat nichts mit der Zeit ¢ zu tun, obwohl hier gleiche Buchstaben verwendet
werden). Auch der Tangenteneinheitsvektor ist eine geometrische Grofle, da bei einer Umparame-
trisierung ¢ = f(#) die nach Kettenregel anfallenden Ableitungen df /dt sich in Zdhler und Nenner
wegheben (wenn f(#) monoton steigend ist, so dass sich der Tangentenvektor nicht genau umdreht).

Man kann nun auch die Bogenlénge s = s(t) selbst als “neue Zeit” benutzen. Diese Parametrisierung
erhélt man, wenn man die Umkehrung ¢ = ¢(s) bildet und einsetzt als 7'y = 75(s) = 7(t(s)); sie heifit
auch natiirliche Parametrisierung. In der natiirlichen Parametrisierung wird der Weg an jeder
Stelle mit der Geschwindigkeit vom Betrag 1 durchlaufen:

17, (s)] = dff‘; Kettenregel @ﬂ
B | ds N dt ds
1. rl 1
a1y (4.1.13)
dt | |7(¢)]

2 Ein “Dach” t iiber einem Vektor benutzt man haufig, um zu zeigen, dass es sich um einen Einheitsvektor handelt
mit |f] = 1.
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wo wir im letzten Schritt 42 = |7(t)| und damit a — 1/|7] benutzt haben, was sofort aus (4.1.11)
nach dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt. Da ein Geschwindigkeitsvektor in jeder Parame-
trisierung einen Tangentenvektor an die Bahn darstellt, ist der Geschwindigkeitsvektor Us(s) in der
natiirlichen Parametrisierung mit Bogenlinge immer schon der Tangenteneinheitsvektor #(s) an
die Raumkurve:

2, dr 2,
t(s) = vs(s) = dL ist der Tangenteneinheitsvektor mit |¢(s)| = 1. (4.1.14)
s

, X
i bnd
Krimmunys-
. \
kreis N Wy

------

=
{
VA
N—"
S

t

Abbildung 4.2: Bahnkurve r(?s) In zwei Punkten sind Tangenteneinheitsvektor #(s) und Norma-

leneinheitsvektor 7i(s) eingezeichnet, in einem Punkt auch der Kriimmungskreis mit
Krimmungsradius R(s) = 1/k(s).

=

Wir wollen nun diesen Tangenteneinheitsvektor ¢(s) nochmals nach der Bogenldnge s ableiten. Da
sowohl der Tangenteneinheitsvektor ¢ als auch die Bogenlinge s geometrische Gréfen sind, wird
auch diese Ableitung wieder eine geometrische Grofle ergeben.

Wir wollen zeigen, dass der durch Ableiten entstehende Vektor immer senkrecht auf der Tangente
t(s) steht. Dazu differenzieren wir die Beziehung #(s)-#(s) = 1 fiir den Einheitsvektor £(s) auf beiden
Seiten nach s und erhalten nach der Produktregel (4.1.8)

0= d% (?(s) : E’(s))

@ dt 5 n o di_dl
= .t t(s)-— =2— -t
g5 Hs) i) oo =22 1(s)

Wenn das Skalarprodukt der beiden Vektoren aber 0 ergibt, stehen sie senkrecht aufeinander.

Der Vektor g—g zeigt also senkrecht zur Bahn (die ja lokal in Richtung der Tangente 1?(5) zeigt).
dt

Diese Richtung wird auch als Normale der Bahn bezeichnet. Normieren wir 7, erhalten wir den
Normaleneinheitsvektor
ni(s) = Zi ist der Normaleneinheitsvektor (4.1.15)
i
ds

der einen Einheitsvektor senkrecht zur Bahn darstellt. Wie bereits festgestellt, ist auch der Norma-
lenvektor eine geometrische Grofe.

Ebenso wir auch der Betrag von j—g eine geometrische Grofle sein. Der Betrag von j—g ist ein Maf3
dafiir, wie schnell sich der Tangentenvektor édndert, wenn man sich mit immer gleicher Geschwin-

digkeit 1 entlang der Raumkurve bewegt. Diese Anderung geschieht dann nur noch auf Grund der
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Kriimmung der Bahn. Daher definiert man:

i
ds

2 =
d*7s
ds?

K(s) = ist die lokale Kriimmung der Bahnkurve (4.1.16)

Je grofler die Krimmung, desto starker gekriimmt ist die Bahnkurve. Die inverse Kriimmung ist
gleich dem lokalen Kriimmungsradius R(s) der Kurve:

1
R(s) = o) lokaler Kriimmungsradius der Bahnkurve (4.1.17)

Dies ist der Radius eines Kreises, der sich im Punkt 7(s) an die Bahnkurve “anschmiegt”, siehe
Abb. £2] Sowohl die Kriimmung als auch der Kriimmungsradius sind aus den bereits genannten
Griinden geometrische Grofien.

Es gilt also insgesamt mit diesen Bezeichnungen

— = k(s)ii(s) (4.1.18)

Dies ist die erste der wichtigen Frenetschen Gleichungen fiir Raumkurven in drei Dimensionen.
Wir werden es an dieser Stelle bei der ersten Frenetschen Gleichung belassen (insgesamt gibt es in
drei Raumdimensionen auch drei Frenetsche Gleichungen).

Man haben bereits gezeigt, dass Tangenteneinheitsvektor #(s), Normaleneinheitsvektor #(s) und
auch die Kriimmung k(s) echte geometrische GroBlen der Raumkurve sind, die nicht von der Para-
metrisierung abhéngen, genau wie die Bogenlénge (da sie sich ja nach (4.1.14]), (4.1.15) und (4.1.16])
durch Ableitungen nach der geometrischen Grole Bogenldnge ausdriicken lassen).

Man kann die Vektoren ¢ und # und die Kriimmung x auch direkt aus der urspriinglichen Parame-
trisierung mit einer beliebigen Zeit ¢ bestimmen. Die Umrechnungen von Bogenldnge s zuriick auf
¢ mittels Kettenregeln produzieren wegen %% = |(t)| (siehe ) viele Faktoren 7(t) und man
erhélt letztlich

- FO _

HOINCO]
ﬁ(t) — (F(t) X F(ﬂ) X ’F(t) B ({j(t) % ﬁ(t)) « ﬁ(t)
i) < ) f*’(t)‘ [5(t) x ()] [7(0)]
o(t) = 7(t) X rS(t)’ _ o) x a) -

7%(,5)‘ 5t

(hier ohne vollstdndigen Beweis und wie gesagt: Der Vektor t hat nichts mit der Zeit ¢ zu tun,
obwohl hier gleiche Buchstaben verwendet werden).

Beispiel Kreisbahn
Wir betrachten nochmal unser obiges Beispiel einer Kreisbahn, siehe Fig.
cos(wt)

7(t) = R | sin(wt)
0
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Um die Bogenldnge zu erhalten, berechnen wir zuerst den Betrag der Geschwindigkeit,
— sin(wt)

F(t) = 7(t) = Rw | cos(wt)
0

o(t)] = Rw.

Die Geschwindigkeit ist also konstant. Daher kann man hier sehr einfach die Bogenlinge

t
s(t) :/ dr|t(T)| = Rwt
0
angeben und die Kreisbahn auf Bogenldnge umparametrisieren, indem wir ¢(s) = s/Rw benutzen:
cos(s/R)

7is) = Tt(s) = £ sin(e/R)

Dann koénnen wir nach (4.1.14)) auch sofort den Tangenteneinheitsvektor t:’(s) und nach (4.1.16)) und
(4.1.15) die Kriimmung x(s) und den Normaleneinheitsvektor 7i(s) berechnen:

. a7 —sin(s/R)
t(s) = d; = | cos(s/R)
0
o —sin(s/R)
dt 1
=R COS(S/R)
R di —cos(s/R)
ni(s) = Z; = —| sin(s/R)
s 0

Der Normalenvektor zeigt also immer in Richtung Kreismittelpunkt (7(s)|| —7,) und die Kriimmung
ist genau der inverse Kreisradius 1/R. Der Kriimmungsradius ist hier also konstant gleich dem
Kreisradius R, wie es sein sollte.

Tangential- und Normalzerlegung der Beschleunigung

Wir kénnen den Beschleunigungsvektor @(t) = @(t) = 7(t) einer ebenen Bahn 7(t) (Gl. (4.1.4))
immer in eine Tangential- und Normalkomponente zerlegen:

@(t) = Gran(t) + norm(t) = @(1) - H(t) + (t) - H(t) (4.1.20)

Dies ist ein nicht-triviales Ergebnis, da wir eigentlich immer eine Zerlegung in drei Komponenten
brauchen bei einem Vektor im dreidimensionalen Raum. Wird werden sehen, dass die Beschleu-
nigung tatsédchlich immer in der von Tangential- und Normalenvektor aufgespannten Ebene liegt.
Dazu schreiben wir

B(t) = [F(0)|Ht) = v()Et)
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und leiten auf beiden Seiten nach der Zeit ¢ ab:

ds dt
—~ =~
=r(t)ni(t) =v(t)
= b()HE) + KOV ().
Wir sehen, dass wir nur Beschleunigungskomponenten in Tangential- und Normalenrichtung erhal-
ten! Fiir die beiden Komponenten bekommen wir

(an () = 0(1), (4.1.21)

tnorm (1) = K(£)02(1) = }’;2(8) (4.1.22)

wobei R(t) der lokale Kriimmungsradius der Kurve ist. Da 7 zum Mittelpunkt des Kriim-
mungskreises zeigt (siche Abb. , ist Gporm (t) wieder die zu diesem Mittelpunkt hin gerichtete
Zentripetalbeschleunigung, die wir fiir den Spezialfall einer Kreisbahn schon einmal berechnet
hatten; der Ausdruck ist die verallgemeinerte Version davon.

4.2 Partielles Differenzieren

4.2.1 Felder

Im vorangehenden Abschnitt haben wir vektorwertige Funktionen einer Variable betrachtet. In der
Physik gibt es aber auch sehr oft Funktionen, die von mehreren Variablen abhéngen, z.B. von den 3
Komponenten z, y und z eines Ortes im R3. Diese werden in der Physik auch als Felder bezeichnet.

Es gibt skalare Felder f(7), deren Wert an jedem Ort 7 im Raum eine reelle Zahl ist. In der
Physik1-Vorlesung wird beispielsweise die potentielle Energie V' (#) durch solch ein Feld beschrieben
werden. Insbesondere wird in der Physikl die potentielle Energie einer Masse m am Ort 7 im
Gravitationsfeld einer Masse M im Ursprung eine wichtige Rolle spielen; in diesem Fall ist

V() = —GmM% (4.2.1)

wobei G die Gravitationskonstante ist. [

Daneben gibt es auch Vektorfelder f(7), deren Wert an jedem Ort 7 im Raum selbst auch wieder
ein Vektor ist. In der Physik1-Vorlesung werden Kraftfelder F (7) eine zentrale Rolle spielen. Auch
hier wird die Gravitationskraft am wichtigsten sein: Die anziehende Gravitationskraft, die eine
Masse M im Ursprung auf eine Masse m am Ort 7 ausiibt, ist

—

;
Gl

[Bemerkung: Die potentielle Gravitationsenergie V() und die Gravitationskraft F/(7) schen nicht
zufillig sehr dhnlich aus. Sie werden in der Physikl lernen, dass diese Grofien iiber den Gradienten
F=-VV, derin unten eingefithrt wird, miteinander zusammenhéngen.|

F(7) = —GmM (4.2.2)

3G =6.67410" 1M m3kg s 2.
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Vektorfelder werden durch Pfeile visualisiert. Wir malen auf einem represantativem Raster von

—

Punkten 7 Pfeile in Richtung f(7). Entweder wir tragen die Pfeile {iberall gleichméfig ein und

—

symbolisieren den Betrag |f(7)| durch die Lange der Pfeile an diesem 7 oder wir wahlen immer die

—

gleiche Pfeilldinge und symbolisieren den Betrag | f(7)| durch die Dichte der Pfeile an diesem 7.

4.2.2 Definition der partiellen Ableitung

Wir betrachten nun eine reelle Funktion f, die von mehreren Variablen abhéngt, z.B. f =
f(z,y,2) (also ein skalares Feld). Dann kénnen wir sowohl Ableitungen nach x bilden bei festem
y und z oder Ableitungen nach y bei festem x und z usw. Diese Ableitungen heiflen partielle
Ableitungen und werden mit einem speziellen Symbol “9” geschrieben. Wir kénnen dann partielle
Ableitungen definieren, indem wir Funktionen fy, ., (z) = f(,%0, 20), fro.20(Y¥) = f(20,¥, 20) und
frowo(2) = f(0,y0,2) einfithren, die nur noch von einer der Variablen abhéngen, wihrend die
anderen beiden auf x = xg, y = yg oder z = x festgehalten werden: E|

B & yoon
o (o0 20) = T2 () = 1, (20)

0 d Z0,20

a—i(xo,yo,zo) = de(yo) = f;o,z[)(yo)

a d Z0,Y0

é(mo,ymzo) = 7fdzy (20) = fiy 4o (20) (4.2.3)

Ebenso kann man natiirlich ganz allgemein fiir ein skalares Feld f = f(z1, ..., 2, ) im n-dimensionalen
Raum Z € R™ n partielle Ableitungen 0f/0z; (x; = 1,...,n) einfithren.

Beispiele

1) Wir betrachten als erstes Beispiel f(z,y,2) = 22 + zyz + 23. Bei der Berechnung von 9f/0x
betrachten wir y und z als Konstanten und erhalten

of
e 2z + yz.

Analog betrachten wir bei der Berechnung von df /0y die Variablen = und z als Konstanten,
of _
oy

und bei der Berechnung von df/9z die Variablen x und y als Konstanten,

of _ 2
E—xy—i—Sz .

Tz,

2) Ein anderes Beispiel, das in der Physikl noch eine wichtige Rolle spielen wird, sind die parti-
ellen Ableitungen der Funktion g(z,y,z) = |7] = (2 + y? + 2%)1/2, also der Betragsfunktion des
Ortsvektors. Fiir diese erhalten wir (nach Kettenregel):

dg 1, , 2 2\—1/2 z x
A 27 = - =
dg 1 s 2 2\—1/2 Y Y
= _Z 2y) = =2
dg 1 , 2 2\—1/2 Z Z
I 22) = = 4.2.4

4 Wir werden auch oft kiirzer 9, f fiir f /0 fiir eine partielle Ableitung schreiben.
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3) Nach Kettenregel konnen wir dann auch partielle Ableitungen einer beliebigen Funktion V(x,y, z) =
h(]7]) der Betragsfunktion des Ortsvektors berechnen:

ov

G = W56+ + 2272 @w) = (i)

ov.-_ ; v

ov / z

5 = h (‘f‘l)ﬁ. (4.2.5)

4.2.3 Hohere partielle Ableitungen, Satz von Schwarz

Ebenso, wie wir eine Funktion f(z) mehrfach ableiten kénnen, also f(x), f”(z), usw. bilden kénnen,
kénnen wir auch mehrfach partiell ableiten. Dabei kénnen wir nun aber auch gemischte Ablei-
tungen nach verschiedenen Variablen bilden. Bei einer Funktion f(x,y) von zwei Variablen gibt es
beispielsweise vier Kombinationen von mdoglichen zweiten Ableitungen:

o*f 0 (0f
axz—am<ax>
o*f 0 (of
8y2_8y<8y>

aber auch die 2 gemischten Ableitungen
?f _ 0 (o
dzxdy Oz \ Oy

f 0 (of

oydx Oy \ Oz
Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(z,y) = 22 4+ zy? + %° und bilden alle méglichen zweiten
partiellen Ableitungen:

*f _ 9 2

0? 0

a—y]; = 8—y(2:cy+3y2) = 2x + 6y
’fo_ 0 2
9wy %(Qnyr?)y ) =2y

Pf 0.,

Wir stellen fest dass 02 f /0xdy = 92 f /Oydz, also das die gemischten Ableitungen vertauscht werden
konnen.

Dies gilt ganz allgemein und ist der Satz von Schwarz:

Wenn eine Funktion f(z,y, z) 2-mal differenzierbar ist und die 2-ten Ableitungen
stetig sind,
vertauschen die 2-ten Ableitungen, (4.2.6)

0% f 0% f O*f  0%f 0 f 0 f

0xdy  Oydx ' 0xdz 0z0x ' Oydz 020y

Da Funktionen in der Physik normalerweise unendlich oft differenzierbar sind und der Satz von
Schwarz fir p-mal stetig differenzierbare Funktionen auch fiir p-fache Ableitungen gilt, darf man in
der Physik in der Regel immer alle auftretenden partiellen Ableitungen vertauschen.
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4.2.4 Totales Differential

Als totales Differential wird die gesamte Anderung df einer reellen Funktion f (z,y,z) von meh-
reren Variablen bezeichnet, wenn sich die Variablen um dzx, dy und dz andern,

_of o o
= e @ v )t @y 2 dy + 5 (. 2) d (4.2.7)

wobei wir nur die fithrende lineare Ordnung im Limes kleiner dz, dy,dz — 0 betrachten. Fiir kleine
Anderungen der Variablen addieren sich also die verursachten Anderungen in df wegen:

=[fz +da,y+dy,z+dz) — f(z,y + dy,z + dz)]+
[f(w,y—&—dy,z—i—dz)—f(x,y,z—i—dz)]+[f(x,y,z+dz)—f(x,y,z)}

~ 9 of of
~ oo @y +dy, 2+ dz)de + ay(fc,y,z+d2)dy+ 5, (LY. %) dz
af af

of
~ %(I’,y,Z) dr + @(xvyaz) dy+ %(I’,y,Z) dz

4.3 Gradient, Divergenz, Rotation

Gradient, Divergenz und Rotation sind die grundlegenden Ableitungsoperationen fiir Felder. Sie
beruhen auf partiellen Ableitungen und werden mit Hilfe des sogenannten “Nabla-Operators” V
geschrieben.

4.3.1 Nabla-Operator

Der “Nabla-Operator” V ist ein vektorieller Differentialoperator, der in kartesischen Koor-
dinaten zunéchst einmal einfach eine Abkiirzung fiir den Vektor der drei Ableitungsoperationen ist:

Bl

£}
ox aw

V=|&|=19 (4.3.1)
9 0.
0z

—

Dieser Vektor kann nun auf skalare Felder f(x,y, z) oder Vektorfelder f(z,y, z) angewendet werden.
In welchen Formen dies mdoglich ist, wird in den néchsten Abschnitten deutlich.

4.3.2 Richtungsableitung und Gradient

Die Richtungsableitung Dy f(7) einer Funktion f(7) im Ort 7 in Richtung 7 = (v1,v2,v3)" misst
die Anderung der Funktion in dieser Richtung. Dazu bildet man die Funktion

gz(A) = f(F+ A0) (4.3.2)

einer Variablen A und leitet diese einfach nach A ab bei A =0 (wo ¥+ A\ = 7):

(0) = g5(0). (4.3.3)

5 9, f ist nur eine kiirzere Schreibweise fiir of/0x.
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Um diese Ableitung zu berechnen, brauchen wir nun eine neue Form der Kettenregel fiir gz(A) =
f(5(N)), d.h. die Verkniipfung mit einer vektorwertigen Argumentfunktion §(\) = ¥+ AJ. Dazu
konnen wir das totale Differential von f zusammen mit der Ableitung vektorwertiger Funktionen

verwenden. Fiir die vektorwertige Argumentfunktion §(\) gilt bei einer Anderung dX

ds o o
o v oder d§ = vd\.

Damit berechnet sich dg als totales Differential df nach (4.2.7) mit

dx dsq V1
dy | = | dsa | = | va | d\ = Ud\.
dz d$3 V3

Dies ergibt

0 0 0
dgg = afi(g) ’UldA —+ 875(5) 'UQdA + %(a ’U3d>\

9 2]
5L o 5L®

= E@ |- [v2]dr=|5E) |- vdA
S ¥ 53

Damit erhalten wir schliefSlich das wichtige Ergebnis

() a2 ()
dg* ox U1 ox
Dyf(f) = 1+ (0) = g ] =|E@O|T (4.3.4)
gn) N \E®

fiir die Richtungsableitung.

Dies ldsst sich einfacher schreiben, wenn wir den sogenannten Gradienten v f(7) des skalaren
Feldes f(7) einfiihren:

8 of
ox ox
grad f=Vf = 6% f= % (4.3.5)
a of
0z Oz

Der vektorielle Nabla-Differentialoperator V “wirkt” hier auf die skalare Funktion f, indem er in
jeder seiner Komponenten auf f wirkt, was einen Vektor mit allen partiellen Ableitungen von
f ergibt. Der Gradient Vf (7) einer skalaren Funktion f(7 ist damit selbst eine vektorwertige
Funktion.

Mit Hilfe des Gradienten lasst sich die Richtungsableitung (4.3.4) dann einfach als

Dyf(7) = Vf(i) -0 (4.3.6)

schreiben. Damit kénnen wir auch die Richtung des Gradientenvektors v f(7) etwas anschaulicher
deuten: Die Richtungsableitung lasst sich nach als Skalarprodukt des Gradienten v f(7) mit
der Richtung ¥, in die abgeleitet wird, schreiben. Ein Skalarprodukt wird (i) maximal, wenn beide
Vektoren parallel sind und in die gleiche Richtung zeigen, und es wird (ii) Null, wenn beide Vektoren
senkrecht aufeinander stehen. Daraus ergeben sich zwei wichtige Schlussfolgerungen:
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e Wenn ¢ parallel und in Richtung des Gradienten v f(7) zeigt, ist die Richtungsableitung

Dy f(7) mazimal. Das heifit aber:

Der Gradient Vf() zeigt in Richtung des stéirksten Anstiegs der
Funktion f(7).

Die Lange des Gradientenvektors misst dabei die Steilheit des Anstiegs.

(4.3.7)

e Wenn # senkrecht auf dem Gradienten V f(7) steht, ist die Richtungsableitung Dy f(7) gleich
Null. Das heifit aber, die Funktion f(7) &ndert sich in dieser Richtung nicht, also folgern wir:

Der Gradient V f(7) steht senkrecht auf den Kontourlinien (“Héhen-
linien”) f(7) = const.

(4.3.8)

Abbildung 4.3: Links: 3D Plot der Funktion h(z,y) = e~ (@=1?+v*)/3_ = (@*+u+1)*)/2 gin 2. Rechts:
Kontourlinien (“Hoéhenlininen”) h(x,y) = const und Pfeile, die das Gradientenfeld
Vh anzeigen. Man sieht: Der Gradient Vh steht immer senkrecht auf den Hohenli-
nien. Wo die Hoéhenlinien am dichtesten sind, steigt h(z,y) am stirksten und sind

die Gradientenpfeile am langsten

Beispiele

1) Der (zweidimensionale) Gradient der Funktion h(z,y) = e~ (#=17+¥")/3 _ o=@ +u+D*)/2 gip

aus Abb. ist

gh _ _g(x e @Ay e P GEDD2 gi oEHIEDD/2 g
X
aﬁh _ _gye—«z—lmy?)/s (4 De @O g

Yy

h— _g (’3 ) 1) o~ (a=149R)/3 (y : 1) )2

_ (é) o=@ HEEDD)/2 gos
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2) Der Gradient von f(x,y,2) = 32% + zyz ist

. 6x + yz
Vi(@yz) = a2z
Ty

Die Richtungsableitung in eine Beispielrichtung ' = (1, 1,1)? ist damit

. 6x + yz 1
Dyf(r)=Vf(z,y,2) - v= xz | 1) =(6x+yz)+zz+ay
Ty 1

Rechenregeln Gradient

Wir leiten noch einige wichtige Rechenregeln fiir den Gradienten her.
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e Ein wichtiges Beispiel in der Physik ist der Gradient des Betrages des Ortsvektors |7] =

(2% + y? + 2%)'/2. Mit den partiellen Ableitungen aus dem Beispiel (4.2.4)) gilt:

0 x 0 0 z
wl=m 5= &=
also
ﬁm:i z _ (4.3.9)
M\, I

Fiir Summen von skalaren Feldern f(7) und g(7) gilt Linearitat:

V(af () + Bg(F) = aV f(7) + BV (7). (4.3.10)
Dies folgt fiir jede Komponente des Gradienten aus der Linearitit der partiellen Ableitungen.

Fiir Produkte von skalaren Feldern f(7) und g(7) gilt die Produktregel:

V(f()9(7) = g(AV F(7) + f([7) Vg (). (4.3.11)

Auch diese folgt komponentenweise aus der Produktregel fiir partielle Ableitungen.

Aus unserer Motivation des Gradienten iiber die Richtungsableitung folgt sofort eine Ket-
tenregel fiir die Verkettung f(5())) eines Feldes f(7) mit einer vektorwertigen Funktion §()\)
eines skalaren Parameters A (siehe Gleichung (4.3.6) mit ¥ = (d3/dX)(N)):

d . - ds
S IE) = V@) SO (43.12)

Oft wird A =t eine Zeitabhangigkeit sein in der Physik1.

Fiir den Gradienten der Verkettung f(g(7)) einer skalaren Funktion f(x) mit einem skalaren
Feld g(7) gibt es eine weitere Kettenregel:

V £(g(M) = f'(g(7)) Vg(). (4.3.13)
Auch diese Rechenregel folgt komponentenweise aus der Kettenregel fiir partielle Ableitungen.

Mit (4.3.9) und (4.3.13) gilt fiir den Gradienten einer Funktion V(7) = h(|7]) des Betrages
des Ortsvektors |7]:

S V@) = () = K(17) 17 = K () (4.3.14)

Lk

siehe auch (4.2.5).



4.3.3 Divergenz*

—

Die Divergenz eine Vektorfeldes f(7) = (f,(7), f,(7), f-(7))" ist definiert als

5\ (D)
e % o\ on  of, | of
dvf=V-J=|5| [HD] =5 +5 +%, (4.3.15)
2 f2(7)

Die Divergenz ist also selbst wieder ein Skalarfeld. Die Divergenz hat die Bedeutung einer Quellstarke

und wird in der Physik2 (E-Dynamik) eine sehr wichtige Rolle spielen.

Wir wollen uns die Definition -
als Quellstarke eines Vektorfeldes ver- f(’F )
anschaulichen: Man sagt, ein Vektor- n M

feld hat eine Quelle im Punkt 7,

V z+Az

wenn wir einen kleinen Wiirfel um den
Punkt legen konnen und dort in der
Summe Vektorpfeile oder Fluss aus Z ——

der Oberfliche “entspringen” (div > < T @y.2) 4/
0) oder “verschwinden” (div < 0). Da-
zu messen wir die Summe der nach au- y ‘% j+ Ry 2=Az
Ben gerichteten Pfeilkomponenten. Im

Bild rechts ist eine Situation gezeigt, ~Y—Ay
wo alle Pfeile des Feldes j? auf den z-Az z+ Az
Quaderoberflichen nach auflen zeigen;
damit sollte in 7" eine Quelle des Vek- X

—

torfeldes sitzen, also div f(7) > 0 sein.

Wir legen also einen infinitesimal klei-
nen Quader
[x — Az, x4+ Az] x [y — Ay, y + Ay] X [z — Az, z + AZ]
mit Kantenldngen 2Az, 2Ay und 2Az um den Punkt 7 = (z,y, z). Die Quaderoberfliche besteht
aus sechs rechteckigen Flachen mit Fldcheninhalten AF = 4AzAy (oben, unten), AF = 4AzAz

(vorne, hinten) und AF = 4AyAz (rechts, links). Der Fluss eines Vektorfeldes f iiber eine dieser
kleinen Oberfliche AF' in Richtung der nach auflen gerichteten Normale 7 (mit |77| = 1) ist definiert

—

als AFf- f(7) mit i = £€, (oben, unten), 7 = %€, (vorne, hinten) und 7 = £€, (rechts, links). Die
Gesamtfluss ¢ f(F) der aus der Quaderoberfliche nach auflen austretenden Vektorpfeile ist dann
dAzAzfy(z,y + Ay, z) — dAzAz fy (2, y — Ay, z)]+
Tayl
e 8A1’AyAzan;Z (™) + SAIAyAzaa—J;y(F) + 8AszAz%(F)
_ Av(ﬁ . f)(m (4.3.16)

also gleich dem Produkt aus Quadervolumen AV und Divergenz (ﬁ . f)(f") des Vektorfeldes im Ort
7. Der nach auflen austretende Fluss ® f(F) iiber die Oberflache des kleinen Quaders ist ein Maf fiir

die Quellstarke des Vektorfeldes f bei 7. Daher ist nach (4.3.16) auch die Divergenz ein (auf das
Quadervolumen bezogenes) Maf} fiir diese Quellstéirke.

Unsere Umformungen in (4.3.16)) sind im Prinzip bereits der Kern eines Beweises fiir den Gauf3-
schen Integralsatz (fiir ein Integral eines Vektorfeldes iiber eine kleine Quaderoberflache), wie Sie
in den Physikl- und Physik2-Vorlesungen noch sehen werden.
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Beispiele
1) Die Divergenz von f(x,y,z) = (xy,yz, z2)t ist

Yy

- 0 0 0
Velyz | = —2y+ —2y+ —zz2=y+z2+2x
ox y 0z
xz
2) Die Divergenz von 7 = (z,y, z)! ist
x
- 0 0 0
V. =—c+—y+-—2=3
Z or + 8yy + 92"

Rechenregeln Divergenz

Auch fiir die Divergenz gibt es einige Rechenregeln.

—

e Fiir Summen von Vektorfeldern f(7) und g(7) gilt Linearitét:

V-(af+B7) =aV-f+BV-g.

Dies folgt aus der Linearitat der partiellen Ableitungen.

(4.3.17)

(4.3.18)

e Fiir Produkte von von skalaren Funktionen mit Vektorfeldern f(7)g(7) gilt eine Produktre-

gel:

V-(f5)=(V)-G+ V-9

(4.3.19)

wo V f der Gradient ist. Diese Rechenregel folgt komponentenweise aus der Produktregel fiir

partielle Ableitungen.

—

e Fir Kreuzprodukte von Vektorfeldern f(7) x g(7) gilt eine weitere Produktregel:

T (0) =5 (D)1 (F)

(4.3.20)

Hier taucht bei einem Term ein Minuszeichen auf, da im Prinzip in einem Spatprodukt antizy-
klisch vertauscht wurde. Diese Rechenregel folgt auch komponentenweise aus der Produktregel

fiir partielle Ableitungen.

4.3.4 Rotation*

—

Die Rotation eine Vektorfeldes f(7) = (f.(7), fy(7), f.(F))" ist definiert als

o) - df. af,

b fa(7) By~ or

Fe 0y = Ofs  Ofs
rot f=Vx f= 4| x| L0 =]%-%
2) \r®) \%-2

(4.3.21)

Die Rotation ist also selbst wieder ein Vektorfeld. Die Rotation hat die
belstarke und wird in Physikl und Physik2 noch wichtig werden.
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Wir wollen uns die Definition (4.3.21))

als Wirbelstiarke eines Vektorfeldes
veranschaulichen: Man sagt, ein Vek-
torfeld hat einen Wirbel z.B. in z-
Richtung im Punkt 7, wenn wir ei-
ne kleines Quadrat parallel zur xy- Z
Ebene (die die z-Richtung als Norma-
le hat) um den Punkt legen konnen
und dort in der Summe Vektorpfeile
links ((rot, > 0) oder rechts ((rot, <
0) um das Quadrat, also um die z-
Richtung, “herumlaufen” oder “zirku-
lieren”. Dazu messen wir die Summe
der gegen den Uhrzeigersinn gerichte- X

ten Pfeilkomponenten, die parallel zu

den Quadratseiten verlaufen. Im Bild

rechts ist eine Situation gezeigt, wo die Pfeile des Feldes f links herum zirkulieren; damit sollte in
7 (rot JF)Z(F') > 0 sein. Entsprechend kann man Quadrate in der xz-Ebene fiir die y-Komponente
der Rotation (Wirbelstérke in y-Richtung) und in der yz-Ebene fiir die x-Komponente der Rotation
(Wirbelstérke in x-Richtung) betrachten.

Wir legen also ein infinitesimal kleines Rechteck um 7 = (x, v, )¢ parallel zur xy-Ebene mit jeweils 2
Kanten der Lénge 2Az (vorne, hinten) und 2Ay (rechts, links). Die Zirkulation eines Vektorfeldes f
entlang ciner Rechteck-Kante der Lénge AL in Richtung § (mit |5] = 1) ist definiert als ALF: f(7) mit
§ = %€, (vorne, hinten) und § = +é), (rechts, links). Die Gesamtzirkulation C'z _(r) des Vektorfeldes
entlang des Rechtecks parallel zur xy-Ebene und damit um die z-Richtung herum ist dann

Cﬁz(f) = QAy[fy(x + Am,y,z) - fy(x - Ax,y,z)]
+ 20z (fo (2, y — Ay, 2) — fo(w,y + Ay, 2)]

ROV %(F) 4AA %’;fm
— AF(Y % f).(7) (4.3.22)

also gleich dem Produkt aus Rechteckfliche AF und der z-Komponenten der Rotation (V x f).(7)
des Vektorfeldes im Ort . Die Zirkulation C' fz(f") um das kleine Rechteck parallel zur xy-Ebene ist

ein Maf} fiir die Wirbelstarke des Vektorfeldes f bei 7 um die z-Richtung.

Daher ist nach (4.3.22) auch die Rotation in z-Richtung ein (auf die Rechteckfliche bezogenes)
MaB fiir diese Wirbelstérke in der xy-Ebene. Ebenso zeigt man, dass die Zirkulation Cz, (7) um
ein kleines Rechteck in der xz-Ebene ein Ma8 fiir die Wirbelstérke des Vektorfeldes f bei ¥ um die
y-Richtung ist und dass die Zirkulation C' fx(f") um ein kleines Rechteck in der yz-Ebene ein Maf fiir

die Wirbelstéarke des Vektorfeldes f bei ¥ um die x-Richtung ist. Dies motiviert die Einfithrung der
Rotation als Vektor, der die Wirbelstarken eines Vektorfeldes in allen drei mdéglichen Richtungen
zusammenfasst.

Unsere Umformungen in (4.3.22) sind im Prinzip bereits der Kern eines Beweises fiir den Integral-
satz von Stokes (fiir das Wegintegral eines Vektorfeldes ldngs einer kleinen Rechteckkurve), wie
Sie in den Physik1- und Physik2-Vorlesungen noch sehen werden.
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Beispiele

1) Die Rotation von f(z,y,z) = (vy,yz, z2)" ist

) d
. xry @1’2 - %yz -y
Vx|yz | = %xy — %xz =|—-z
xz Y%~ 5,7y —x

Rechenregeln Rotation

Auch fiir die Rotation gibt es einige Rechenregeln.

—

e Fiir Summen von Vektorfeldern f(7) und g(7) gilt Linearitét:

— —

V x (af 4+ 87) = aV x f + BV x §. (4.3.23)

Dies folgt aus der Linearitdt der partiellen Ableitungen.

e Fiir Produkte von von skalaren Funktionen mit Vektorfeldern f(7)g(7) gilt eine Produktre-
gel:

— —

Vx(f§)=(Vf)xg+Ff(Vxg) (4.3.24)

wo V f der Gradient ist. Diese Rechenregel folgt komponentenweise aus der Produktregel fiir
partielle Ableitungen.

4.3.5 Kombinationen von Gradient, Rotation und Divergenz*
Gradientenfelder sind rotationsfrei

Wir berechnen die Rotation eines Gradientenfeldes ﬁV, dass sich als Gradient einer skalaren
Funktion V (7) schreiben lasst:

9 9 9 9
Fy&v_&aiyv S Sch
= = o 9 o 0 atz v. Schwarz =
VvV x VV = E%V — %5‘/ = 0 (4.3.25)
9 9 a9 9
dcoyV " oyoaV

Dies ist im Prinzip die Identitidt @ x @ = 0, wobei V die Rolle von @ spielt. Wir sehen also:
Gradientenfelder sind immer rotationsfrei.

In Physik1 und Physik2 wird in der Theorie der Potentiale dann noch die wichtige Frage beantwortet,
ob denn auch umgekehrt alle rotationsfreien Felder als Gradientenfelder geschrieben werden konnen.
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Wirbelfelder sind quellfrei

Wir berechnen die Divergenz eines Wirbelfeldes V x A, dass sich als Rotation eines Vektorfeldes
A(7) = (Ay(7), Ay(7), AL (7))" schreiben lasst:

A, _ 94,
oy 0z
V(T xA) =V | 2 2
04,  9A,
ox oy
(8AZ B (‘3Ay) +ﬁ (aAm B OAZ) +ﬁ 04, B 8Am>
~ oz dy 0z oy \ 0z ox 0z \ Ox oy
0 0A, 0 0A,; 0 04, 0 04, 0 0A, 0 0A,
(ayaz (92'6y)+<8z6x 88>+<8a:6y_<9g/8x>
Satz v.:Schwarz 0 (4.3.26)

Dies ist im Prinzip die Identitat @ - (@ x 5) =b- (d x @) = 0, wobei wir im Spatprodukt zyklisch
vertauscht haben, siehe 1} dabei spielt V die Rolle von @. Wir sehen also: Wirbelfelder sind
immer quellfrei.

In der Physik2 wird in der Theorie der Vektorpotentiale (des Magnetfeldes) dann auch die Frage
beantwortet, ob denn auch alle quellfreien Felder als Rotationsfelder geschrieben werden koénnen.

Laplace-Operator

Der Laplace-Operator A ist ein Operator, der zweimal diefferenziert, und ist definiert als

2 2 2
vov-2L & & (4.3.27)

o oxr2  0y? 022

Er hingt mit Gradient und Divergenz zusammen (siehe Ubung):

div (grad V) = V- (VV) = AV

Produkt- und andere Rechenregeln fiir div, grad, rot

Hier eine Zusammenfassung diverser Rechenregeln, die man alle in mehr oder weniger langen Rech-
nungen verifizieren kann (was wir teilweise auch schon getan haben). f(7) ist ein Skalarfeld, A(7)
und B(7) sind Vektorfelder:

ﬁxﬁfzo
V-VA=0
Vx(VxA)=V(V-A) -V2A=(V-A) - A4
V- (fA)=A-Vi+f(V-A)
Vx (fA) =Vfx A+ f(Vx A
V- (AxB)=B-(VxA) —A-(VxB)
V(A-B)=(A-V)B+ (B-V)A+ Ax (VxB)+ B x (Vx A)
Vx(AxB)=AN -B) —B(V-A)+(B-V)A- (A-V)B
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4.4 Krummlinige Koordinaten®

Bisher haben wir alle Rechnungen in kartesischen Koordinaten durchgefiihrt. In diesem einfa-
chen Koordinatensystem habe wir gerade Koordinatenachsen in Richtung der drei Einheitsvektoren
€z, €y und €, die paarweise senkrecht aufeinander stehen und im ganzen Raum konstant sind.

Oft hat man es allerdings in der Physik auch mit “runden” Objekten oder Bahnen von Bewegungen
zu tun. Dann stellt es sich als zweckmafig heraus, etwas kompliziertere krummlinige Koordina-
ten zu verwenden. Diese habe die Eigenschaft, dass die Koordinatenachsen, also die Linien auf denen
sich nur eine Koordinate andert keine Geraden mehr sind. Das bedingt auch, dass sich die Einheits-
vektoren, die an jedem Punkt des Raumes in Richtung der Koordinatenachsen zeigen, im Raum
andern. Bei den hier vorgestellten krummlinigen Koordinatensystemen wird es aber zumindest so
bleiben, dass die Einheitsvektoren in jedem Punkt des Raumes aufeinander senkrecht stehen.

Wichtige Beispiele solcher krummlinigen Koordinatensysteme sind Polarkoordinaten im R?, Zy-
linderkoordinaten im R® und Kugelkoordinaten im R3.

4.4.1 Kartesische Koordinaten

Normalerweise werden Vektoren im R? und R? durch Angabe der kartesischen Koordinaten z, y und
z angegeben,

= 2€, + Y&y + z€.. (4.4.1)

=
Il
[SECSIESY

Die drei Richtungen, entlang der sich die Koordinaten &ndern, kénnen zur Definition der kartesi-
schen Einheitsvektoren €, €y, €, benutzt werden. Bei kartesischen Koordinaten sind dies genau die
konstanten Einheitsvektoren

or 1 or 0 or 0
> _ 0z _ > _ Oy _ > _ 9z _
e“"_|6j|_ 0] ey_|6j|_ L ez_|8£|_ 1

oz 0 oy 0 0z 0

Auch in krummlinigen Koordinaten kann man auf diese Art Einheitsvektoren definieren, deren
Richtung im Raum sich allerdings von Punkt zu Punkt &ndert.

Man sollte im Folgenden immer beachten, dass sich die Spaltenvektorschreibweise in GI. im-
mer auf die kartesischen Koordinaten bezieht. In krummlinigen Koordinaten werden wir Vektoren
immer analog zur rechten Schreibweise in explizit mit Hilfe der entsprechenden Einheitsvek-
toren angeben.

4.4.2 Polarkoordinaten

In der Ebene R? kann man einen Vektor 7 nicht nur durch Angabe seiner kartesischen Koordinaten
2 und y angeben, sondern auch durch Angabe seiner Lange r (r € [0, oo[) und des Winkels ¢, den
er mit der z-Achse einschlieit (mit ¢ € [0, 27[), siehe Abb. Die beiden Koordinaten r und ¢
nennt man Polarkoordinaten des Vektors 7.

Man kann nun die kartesischen Koordinaten x und y durch die Polarkoordinaten ausdriicken:

i) = (3) = (o) (142)

Natiirlich kann man auch umgekehrt Formeln fiir die beiden Polarkoordinaten als Funktion der
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kartesischen Koordinaten x und y angeben:

ViR = I
tanp = 2 (4.4.3)
x
Die Koordinatenlinien mit konstanter Koordinate r sind also Kreise (siehe auch Abb. und
damit gekriimmt. Weil der Tangens m-periodisch ist und arctan daher nur Werte €] — 7/2,7/2|

annehmen kann, wihrend ¢ Werte €]0,27] annimmt, missen wir noch eine Fallunterscheidung
fiihren, um explizit nach ¢ aufzulosen:

arctan £ wenn z >0, y >0
p=({m+arctan?  wenn z <0 (4.4.4)
2m +arctan £ wenn x >0, y <0
Der Winkel ¢ springt dann entlang der positiven reellen Achse (z > 0, y = 0) von 27 nach 0.

Die Einheitsvektoren €, und €, entlang denen sich der Radius r bzw. der Winkel ¢ &ndern, sind

dann
S %f(rvﬁp) _ (cos<p> o = %(T,w) B (—sinap) (4.4.5)
TS 2 )] \sing) T 12500 T\ cosy

Q)

Mit dem Einheitsvektor €, gilt in Polarkoordinaten damit immer

[~

7=ré. oder €. = (4.4.6)

Die Einheitsvektoren &ndern sich offensichtlich, wenn sich ¢ &ndert, d.h. sie hingen vom Punkt 7 ab,
an dem sie betrachtet werden. Sie folgen dabei immer den “krummen” Koordinatenlinien und zeigen
nicht in eine konstante Richtung wie die kartesischen Einheitsvektoren €, 4, .. Daher kann man auch
die Einheitsvektoren nach ¢ ableiten und bekommt folgende Rechenregeln fir diese Operation:

0 _ _ [—sinp) _ .
8¢er_(coscp>_e“”

0,  [—cosp) .
%e@ = (—singp) = —€,. (4.4.7)

=

Wir sehen aber, dass trotzdem beide Einheitsvektoren in jedem Punkt im Raum senkrecht aufein-
ander stehen, also ein lokales Zweibein bilden:

€, - €, = —cospsiny + sinpcos p = 0. (4.4.8)

€, und €, bilden daher in jedem Punkt (fiir jedes r und ¢) eine Basis des R?.

Beispiel: Kreisbewegung
Wir betrachten wieder die Bewegung auf einer Kreisbahn in der xy-Ebene mit Radius R mit kon-

stanter Winkelgeschwindigkeit w,
N cos(wt)
7(t) =R (sin(wt)) (4.4.9)

vgl. auch (4.1.5) oben. In Polarkoordinaten kénnen wir die gleiche Bewegung auch einfach als

r(t) = R =const , ¢(t) =wt
(t) = Re(o(t))
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beschreiben. Auch Zeitableitungen lassen sich oft einfacher in Polarkoordinaten durchfiithren, wenn
man beachtet, dass sich die krummlinigen Einheitsvektoren “mitbewegen” und die Rechenregeln
(4.4.7) fiir deren Ableitungen verwendet. Damit ergibt sich fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung

B16) = 7(0) = Rpg 2 (9(8) = R ((0)

. -, 0 .
at) =u(t) = va?@ Zo(p(t)) = —Rw?&(p(t))
was wir auch schon oben berechnet hatten.

Beispiel: Allgemeine Bewegung in Polarkoordinaten

Wir kénnen jede beliebige Bewegung in der Ebene durch Angabe der Funktionen r(¢) und ¢(t)
beschreiben. Dann gilt

#(t) = (1) (098@“)) — r(1)é,

sin p(t)
o(t) = F(t) = 7, + ré, 7, + e,
a(t) = 17(t) =i, + 16, + (ro+rp)ey, + r(peip

<> .. o\
(i — r@?)e, + (27 + r)E,

Wir haben hier benutzt, dass wegen l) e = p€, und é;, = —e, gilt.

ZA

Abbildung 4.4: Dreidimensionale Zylinderkoordinaten bzw. zweidimensionale Polarkoordinaten
(fiir z = 0). (Quelle: Wikipedia).
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4.4.3 Zylinderkoordinaten

Im Raum R® kann man einen Vektor 7 dann auch durch Angabe seiner Polarkoordinaten in der
xy-Ebene und einer zusétzlichen Héhe z (z €] — 00, 00[) angeben, also

T COS ¢
= |rsiny | . (4.4.10)
z

7(r,p,2) =

n ey

Die drei Koordinaten 7, ¢ und z nennt man dann Zylinderkoordinaten des Vektors . Die Koor-
dinate z ist also identisch mit der kartesischen Koordinate z. Die anderen beiden Polarkoordinaten
r und ¢ kann man dann auch wieder umgekehrt mittels (4.4.3) und (4.4.4)) als Funktion der karte-
sischen Koordinaten x und y schreiben. Die Koordinatenlinien mit konstanter Koordinate r sind in
Zylinderkoordinaten Zylinderoberflachen (gelb eingefarbt in Abb. und damit gekriimmt.

In vielen Biichern wird die Koordinate r in Zylinderkoordinaten auch p genannt. Der Grund dafiir
ist, dass in Zylinderkoordinaten

|7 = (2 + 22)/2 £ ¢ (4.4.11)

gilt (im Gegensatz zu in Polarkoordinaten) und damit die Bezeichnung r potentiell verwirrend
sein kann (wenn man den Pfeil {iber einem Vektor weglésst, bezeichnet man damit normalerweise
den Betrag des Vektors, also @ = |@| usw.). Auf der anderen Seite bietet sich die Bezeichnung r aus
Analogiegriinden zu den eng verwandten Polarkoordinaten an.

Die drei Einheitsvektoren ¢&,, €, und €., entlang denen sich der Radius r, der Winkel ¢ und die
Ho6he z dndern, sind dann

oF COs
ar\Ih @, 2 .
ey = a;( Ld = | sing (4.4.12)
or e,z 0
o7 —sing
T)(p”z
€p = af,( ) = | cose (4.4.13)
|@(7’,%2’)| 0
oF 0
So(r, @, 2
¢, = g;( 22 |y (4.4.14)
‘E(T7¢7z)‘ 1

F=ré, + 2€, (4.4.15)

Auch hier &ndern sich die Einheitsvektoren, wenn sich ¢ &ndert, d.h. sie hingen vom Punkt 7
ab, an dem sie betrachtet werden und folgen dabei den “krummen” Koordinatenlinien. Auch in
Zylinderkoordinaten gelten die Ableitungsregeln fir €, und €,, wahrend der kartesische
Einheitsvektor €, ja konstant ist.

Alle drei Einheitsvektoren stehen aber wieder in jedem Punkt im Raum senkrecht aufeinander,
bilden also ein lokales Dreibein:

—

€€, = —cospsing +sinpcosp =0

—

& & =0, &-&=0. (4.4.16)

€, €, und €, bilden daher in jedem Punkt (fiir jedes 7, ¢ und z) eine Basis des R®.
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Beispiel: Schraubenbewegung

Als Beispiel betrachten wir hier die Bewegung auf einer Schraubenbahn, die sich als Uberlagerung
einer Kreisbewegung mit Winkelgeschwindigkeit w und Radius R einer Bewegung in z-Richtung mit
konstanter Geschwindigkeit v, ergibt:

R cos(wt)
7(t) = | Rsin(wt) (4.4.17)
vt

In Zylinderkoordinaten konnen wir die gleiche Bewegung auch einfach als

r(t) = R=const , o(t)=wt, z(t)=uv,t
7(t) = Réx(p(t)) + vste.

beschreiben. Auch in Zylinderkoordinaten konnen wir die Ableitungsregeln (4.4.7) fiir €. und €,
nutzen, um Geschwindigkeit und Beschleunigung zu berechnen:

Die zweite Gleichung sagt genau aus, dass bei der Schraubenbewegung der Kreisgeschwindigkeit
eine konstante Geschwindigkeit in z-Richtung iiberlagert ist.

Beispiel: Allgemeine Bewegung in Zylinderkoordinaten

Wir konnen jede beliebige Bewegung im Raum durch Angabe der Funktionen 7(t), ¢(t) und z(t)
beschreiben. Dies entspricht dann einer zweidimensionalen Bewegung in Polarkoordinaten r(¢) und
©(t) (die wir schon oben behandelt haben) und einer zusétzlichen Bewegung in z-Richtung z(t):

7(t) cos p(t)
7(t) = | r(t)sinp(t) | =r@)e. + 2(t)ez
z(t)
Wir benutzen wieder &, = $€, und é;, = — €., was wie bei Polarkoordinaten gilt, und é, = 0 und

erhalten

B(t) = 7(t) = 7€, + 19, + €,
i(t) = (7 = 16%)8, + (2 + 1§)E, + 2€

ST
—~
~
=
Il
<L

4.4.4 Kugelkoordinaten

Im Raum R? kann man einen Vektor 7 aber auch durch Angabe des Radius r (r € [0, o), eines
Azimuthwinkels ¢ (¢ € [0,27]) und eines zweiten Polarwinkels } (¥ € [0, 7]) angeben,

T 7 sin ¢ cos ¢
Fir,9,0)= |y | = | rsindsineg |, (4.4.18)
z rcos
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siehe Abb. E| Man kann auch wieder umgekehrt Formeln fiir die drei Kugelkoordinaten als
Funktion der kartesischen Koordinaten z, y und z angeben:

r= VP2 = I

tan o = % (4.4.19)
Y S— (4.4.20)

wobei wir ¢ € [0, 27] dann wieder iiber die Fallunterscheidung erhalten und
9 = arccos - (4.4.21)

r

wenn wir den Wertebereich des arccosz als [0, 7] wéhlen (rote durchgezogene Linie in Abb. .
Die Koordinatenlinien mit konstanter Koordinate r sind in Kugelkoordinaten Kugeloberflichen
(siehe auch Abb. und damit gekritmmt. Man beachte, dass in Kogelkoordinaten (im Gegensatz
zu Zylinderkoordinaten, aber wie bei Polyrkoordinaten) wieder r = |7] fiir die Koordinate r gilt.

(1, 0, 9)

/
/

Abbildung 4.5: Kugelkoordinaten und Einheitsvektoren. (Quelle: Wikipedia).

Die drei Einheitsvektoren ¢&,, €, und €y, entlang denen sich der Radius 7, der Winkel ¢ und die
Hohe z édndern, sind dann

or sin v cos
or 7197
g = M — | sindsing (4.4.22)
|7(r7197 90)| cos ¥
or —sin
3o \Ts 197 4 ¥
Ep = % = | cosy (4.4.23)
|55 (10, 9) 0
oF cos Y cos
o0 aﬂa
€y = 2173(7“790 = | cosUsinp (4.4.24)
155 (9, 90)] —sind

731}

6 Bitte aufpassen: die Koordinate “r” in Kugelkoordinaten (Abstand vom Ursprung) und die Koordinate “r” in Zy-
linderkoordinaten (Abstand von der z-Achse) bedeuten etwas verschiedenes, obwohl hier oft der gleiche Buchstabe
verwendet wird. Manchmal benutzt man deshalb auch ein p statt r in Zylinderkoordinaten.
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Mit dem Einheitsvektor €, gilt in Kugelkoordinaten damit wieder

|~

r=re, oder €, = —. (4.4.25)

|7
Auch in Kugelkoordinaten &ndern sich die Einheitsvektoren, und zwar sowohl wenn sich ¢ als auch
wenn sich ¥ dndern, d.h. sie hingen vom Punkt 7 ab, an dem sie betrachtet werden, siehe Abb.

Daher kann man hier die Einheitsvektoren sowohl nach ¢ als auch nach ¥ ableiten und bekommt
folgende Rechenregeln fiir diese Operationen:

P —sindsin cos ) cos
—¢€, = | sindcosp | =sindé, , ——€. = [ cosdsing | =¢éy
O 0 v —sin
4 e, _ Z?s(p sin Y€, — cos e, 4 €. 0
R = — = — 8l r— , =
Do % ) v P9l
o — cos ¥ sin @ —sin ¥ cos
8—519 = | cos¥cosy | =cosdé, , %é’ﬁ = | —sindsing | = —¢€, (4.4.26)
® 0 —cos

Auch in Kugelkoordinaten stehen alle drei Einheitsvektoren in jedem Punkt im Raum senkrecht
aufeinander, bilden also ein lokales Dreibein:

€, - €, = —sinv cos psin ¢ + sin¥ sin p cos p = 0

&, - &9 = sin® cos ¥(cos? ¢ + sin? @) — cos¥sin® = 0

€, - €9 = —sinpcos cosp + cospcos ¥ sinp = 0 (4.4.27)

€., €, und €y bilden daher in jedem Punkt (fiir jedes r, ¢ und ¥J) eine Basis des R3.
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4.5 Ubungen Kapitel @

1. Partielle Ableitungen
Gegeben sind folgende Funktionen:

flzy) = expley)+a° —y°
g(xv Y, Z) = Sln(l"y) + y322 -2 ln(a:)
h(z,y,z,t) = tan(x)+y?23* + 4sinh(x) +a¥ , wobei a = const.

Bestimmen Sie

a) alle ersten partiellen Ableitungen,
b) das totale Differential von f(z,y),
c) alle zweiten partiellen Ableitungen von f(z,y).

2. Richtungsableitung
Berechnen Sie die Richtungsableitung Dz f(7) von

f(x, y,z) — 263(”"2"'92)

in 7= 0 fiir die Richtungen
1 1 0
=10 , ({)de=(0]) , (i)d3=]|0
0 1 1
In welche Richtung @ ist die Richtungsableitung Dy f(0) maximal?

3. Gradient I

Skizzieren Sie die Hohenlinien der Funktion h(z,y) = 22 + 2y? und die Gradientenvektoren.

4. Gradient II

Berechnen Sie den Gradienten folgender Funktionen:

a) V(z,y, z) = 2o + 2y% + 82 und W (z,y, 2) = 9zy? + sin(2?) + xyz
b) V() = [7? = (a2 + 2 + 22)%/2

0 V() = I

5. Rotation, Divergenz

Berechnen Sie Rotation und Divergenz folgender Vektorfelder:

—

a) f(r) =7
Yz
b) flx,y,2) = | 2%z
3xye?

6. V-Rechenregeln (schwierig)
Das Skalarfeld V (x,y, z) und das Vektorfeld ¥ sind gegeben. Zeigen Sie:
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div (grad V) = V- (VV) = AV mit

V-

- = 82 82 82
v v o Ince.

A=VV 02 + Oy? + 922 (Lap ace Operator)

b)
rotrot 7=V x (V x @) = V(V - 7) — (V- V)7 = grad div & — AT
Tipp: bac-cab Formel @ x (b x &)

-,

(@-¢é) —é(@-b), siehe (2.6.7).

|
=L
24
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5 Komplexe Zahlen

AlmMm
2= a+1ib
b
a Re
i2=-1

e’ =cosp+isingp
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5.1 Definition

Der Zahlraum C der komplexen Zahlen erweitert den reellen Zahlraum R. Wir geben zwei Motiva-
tionen, warum wir diese Erweiterung vornehmen wollen.

1) Die {ibliche Motivation ist, dass im reellen Zahlraum nicht alle algebraischen Gleichungen
losbar sind. eine algebraische Gleichung ist eine Gleichung, die mit Polynomen formuliert
wird. Die einfachste solche Gleichung, die mit reellen Zahlen nicht 16sbar ist, ist

z? = —1.

Der Zahlraum der komplexen Zahlen wird genau so definiert sein, dass alle algebraischen
Gleichung l6sbar sind. So wird die imaginére Einheit x = i gerade obige Gleichung 16sen.

2) Wir kénnen komplexe Zahlen auch so motivieren, dass wir doch versuchen im Vektorraum R?
(der zweidimensionalen Zahlenebene) eine “echte” Multiplikation

() ()= ) -

einzufithren, die auch immer eindeutig nach (il) aufgelost werden kann, d.h. wo fiir jeden
2

Vektor auch wirklich ein Inverses existiert (so dass durch diese Vektoren dann auch tatséchlich
“geteilt” werden kann).

Wir wollen uns iiberzeugen, dass dies durch die Vorschrift

<§;> ' (iﬁ) <x1y1 N xm) (5.1.2)

T1Y2 + T2y1
moglich ist, die folgende Eigenschaften besitzt:

— Wenn die zweite Komponente =0 ist, erhalten wir die gewohnte reelle Multiplikation:
Ty (Y1) _ (1
0 0/ L0

— Das neutrale Element der Multiplikation (5.1.2)) ist (é)

— Es existiert immer in Inverses, und zwar

-1
1
(y1> - <y1> (5.1.3)
Y2 Y1 T3 \TY2

Dies priifen wir leicht durch explizite Probe:

1 < m ) ' (yl) F3 1 (y% +y§> _ (1)
yi+ys \—v2) \v2 Y3+ 3 0 0

Damit kann in (5.1.1) immer nach (;1) aufgelost werden.
2

Man nennt

1. Komponente = Realteil

2. Komponente = Imaginarteil

und schreibt
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@>=a+w ,also
=) e o1

Die Zahl i heilt imaginire Einheit. Mit ([5.1.2)) erhalten wir
o (0) (0} E12 (-1
Ty ) T Lo

it =1 (5.1.5)

also

d.h. die imaginire Einheit 16st also genau die algebraische Gleichung 22 = —1, zu der wir im Raum
der reellen Zahlen keine Losung finden konnten.

Alle Zahlen z = a + ib mit a,b € R bilden den Korper der komplexen Zahlen C. Man nennt

a = Rez = Realteil von z

b = Imz = Imaginarteil von z

Man stellt die komplexen Zahlen dann auch oft wie Vektoren aus dem R? in der sogenannten

komplexen Ebene dar mit der realen Achse als x-Achse und der imagindren Achse als y-Achse,
siche Abb. 5.1l

Alm Alm
__z=a+ib . z=a-+1b
b b
a Re a Re
—b
~Z=a—1b

Abbildung 5.1: Links: Darstellung der komplexen Zahl z = a + b in der komplexen Ebene. Rechts:
Das komplex konjugierte Z = a — ib in der komplexen Ebene.
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5.2 Rechenregeln

Mit komplexen Zahlen z; = ay + ib; und zo = as + ibs kann man letztlich wie mit reellen Zahlen
rechnen, wobei man nur beachten muss, dass Real- und Imaginarteil wie zwei Komponenten eines
Vektors im R? getrennt behandelt werden und nur bei der Multiplikation wegen i> = —1 “mischen”.
Das Endergebnis einer Rechnung wird im Normalfall auch wieder in die Form a + ib gebracht, d.h.

nach Realteil und Imaginérteil sortiert. Wie rechnen also wie mit reellen Zahlen und verwenden

i? = —1, um das Ergebnis letztlich wieder als a + ib zu schreiben (d.h. es sollen keine Potenzen 72,

i3, usw. oder imaginiire Anteile in Nennern auftauchen).

5.2.1 Addition, Multiplikation

Die Addition erfolgt dann getrennt fiir Real- und Imaginérteil (wie bei zweidimenalen Vektoren)

z1 + 22 = (a1 + az) + i(by + b2).

Die Multiplikation ist dann

2129 = ayag + iarbg + ibjas + i2byby
= (a1a2 — blbg) + i(albg + a2b1>,

wobei wir nur ausmultipliziert haben und 2> = —1 benutzt haben, um das Ergebnis wieder in die
Form a + ib zu bringen.. Dies ist die gleiche Vorschrift wie in (5.1.2]) oben.

Gleichheit zweier komplexer Zahlen z; und 2o liegt genau dann vor, wenn Realteil und Imaginarteil
gleich sind:
21 =29 <= a; =ay und b; = bs.

Jede komplexe Gleichung beinhaltet also zwei reelle Gleichungen.

Rechenbeispiele

Wir berechnen als Beispiele einige elementare Summen und Produkte komplexer Zahlen:

(B+4i)+(1-3i))=B+1)+(4-3)i=4+i
(3+4i)- (1 —3i) =3+4i — 9+ —12> =15 — 5i
2+i)+(2-i)=4
(24+14)—(2—1i)=2i

(2+i)_2;i:4—5¢2 .

(3+4i)-(3—4i) =9 —16i* =25

5.2.2 Konjugation, Betrag, Inverses

Eine beim Rechnen wichtige Operation mit komplexen Zahlen ist die Konjugation. Man nennt

’ z=z"=a—1ib (5.2.1)
die komplex konjugierte komplexe Zahl z oder z* zu z = a + ib. Es gilt also Rez* = Rez
und Imz* = —Imz. In der komplexen Zahlenebene bedeutet die Konjugation einer Zahl, dass der

entsprechende Vektor an der reellen Achse gespiegelt wird, siehe Abb. rechts.
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Der Betrag |z| einer komplexen Zahl z = a + ib ist definiert als die Lénge des Vektors z in der

komplexen Zahlenebene, also

zl=va?2+b=+vzz

Fiir Betrage gilt bei Multiplikation dann

|z122| = [21]]22]

wie bei reellen Zahlen.
Schlielich gibt es zu jeder komplexen Zahl ein Inverses, siehe (5.1.3)) oben:

11 _z*_a—ib

z  a+4ib  zz¢ a2+ 12

wo wir mit z* = a — ib erweitert haben, um einen reellen Nenner zu bekommen.

Rechenbeispiele

Wir betrachten wieder einige Rechenbeispiele:

3+4i=3—4i
|3+4z|—\/ +4i)(3+4i)=+/(3+4)(3—4i)=V25=5
3—44 _3—4i
3—|—4z (3—!—41)(3—42) 25
1 2—i  2—
2+i  (24+49)(2—-4) 5
244 (2+i0)(2+14)  3+2
2—i  (2—-49)(2+4) 5

Damit kénnen wir nun auch jede quadratische Gleichung z2? + px + ¢ = 0 16sen:

2
fgzlz pzfq wenn p? > 4q
Tr =
P p?
f§:|:i qu wenn p? < 4q

(5.2.2)
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5.3 Polardarstellung

5.3.1 Definition

Ein beliebiges z = a 4 ib € C lasst sich auch als

’ z=r(cosp +isingp) ‘ (5.3.1)

schreiben mit dem Betrag r = |z| > 0 und dem Polarwinkel ¢, der auch Argument von z,
¢ = arg(z) genannt wird. Um alle Zahlen in der komplexen Zahlebene darstellen zu kénnen, muss
offensichtlich ¢ = arg(z) €]—m, 7] gelten, damit cos p+isin ¢ den gesamten komplexen Einheitskreis
abdeckt.

Alm Die Polardarstellung ist vollig analog zu Po-
Xb?‘ larkoordinaten in der komplexen Zahlenebe-
e @{i /\ z=a+1b ne. Fir Real- und Imaginéarteil gilt dann
b=rsing a =1TCcosy
¥ - b=rsing
a=7cosp Rg
Umgekehrt kénnen wir auch r und ¢ durch

a und b ausdriicken:

r=lz| =Va%+b? (5.3.2)

b
tanp = —
a

Weil der Tangens m-periodisch ist und arctan daher nur Werte €] — n/2,7/2[ annehmen kann,
wihrend ¢ Werte €] — 7, 7] annimmt, miissen wir noch eine Fallunterscheidung fithren, um nach ¢
aufzul6sen:

arctan 3 wenn a > 0
¢ = { T+ arctan wenn a <0, b>0 (5.3.3)

—7r+arctang wenn a < 0, b<0

Das Argument arg(z) springt dann entlang der negativen reellen Achse (a < 0, b = 0) von —7 nach
.

Beispiel
Wir wandeln 1 + 7 in Polardarstellung um:

rP=1-i*=2, alsor=+2
tanp =1, also p =n/4
1+i:\/§ei7r/4

5.3.2 Euler-Formel

Fiir komplexe Zahlen gilt die beriihmte Euler-Formel

e'? = cosp +ising (5.3.4)
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Wir wollen im Folgenden Funktionen wie die Exponentialfunktion ¥ mit einem komplexen Argu-
ment immer iiber ihre Taylorreihe auch in der komplexen Ebene definieren. Dies ist auch fiir andere
Funktionen wie Sinus, Cosinus und Logarithmus usw. die tibliche Vorgehensweise. Dies hat die wich-
tige Konsequenz, dass die uns bekannten Rechenregeln fiir solche Funktionen, wie e*11%2 = ¢*1¢%2
oder auch die Additionstheoreme trigonometrischer Funktionen auch im Komplexen erhalten blei-
ben, da Sie sich letztlich auch aus den entsprechenden Taylorreihen herleiten lassen.

Daher beweisen wir die Euler-Formel iiber die Potenzreihen (3.5.12)) von exp x, (3.5.16]) von sinx
und ([3.5.17)) von cos x beweisen wollen, die auch fiir komplexe x € C ihre Giiltigkeit behalten sollen.
Es gilt

T 1 n
e’ = Z E:c , also
n=0
el — i i,&n n
a7
n=0
Fiir ™ gilt
O=1, it=4, 2=-1, i*=—i, i*=1, ®=i.., also
) n =2k gerade : (—1)k
| n=2k+1 ungerade : i(—1)*
Damit ergibt sich
i _ 2k 2k: 2k+1, _2k+1
¢ kz_o(z N +Z 2k+1)’ 4
_ 1 )rp2k k, 2k+1
=2 @i “Z 2k+1 —e
k=0
= Cosp =singp
= cosp+isiny
Oder wenn wir die Taylorreihe ausschreiben:
1 1 1
up _ 44
1+z<p+22 ©? —|—3'z ©® —|—4!z 0+
_, 1 , 1
= 2'<p +4'g0 — ..t 3'<p + .
=cosp+isinep
Aus der Euler-Formel folgt insbesondere
le"?|* = cos® p +sin® p = 1 (5.3.5)

d.h. € liegt immer auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene. Weiter gilt (siche Abb.

. T .
e'™/? = cos — —I—ZSIII* )
2 2
e'm =cosm+isinm = —1
3 .
e = —
6271'1_1
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Im
Alm A 2122
7
el =
301+§0 21
—1 AN 2 >

Re Re

—1

Abbildung 5.2: Links: Lage der Zahlen €', 1, i, —1, —i auf dem komplexen Einheitskreis. Rechts:
Multiplikation zweier Zahlen z; = r1€* und zo = r9€*?? in der komplexen Ebene.

Die Euler-Formel erlaubt es auch, die Polardarstellung (5.3.1)) als

z = r(cos @ +isin p) = re'® ‘ (5.3.6)

zu schreiben.

Die Euler-Formel €!¥ = cos ¢ + isin ¢ ist extrem wichtig in der Physik. Sie erlaubt es, durch sin-
und cos-Funktionen beschriebene harmonische Schwingungen (wo ¢ = wt) als Real- oder Ima-
ginarteil einer durch eine Exponentialfunktion beschriebenen Kreisbewegung auf dem komplexen
Einheitskreis aufzufassen. Davon werden wir in den Physik-Vorlesungen bei der Beschreibung von
Schwingungsvorgéangen oft Gebrauch machen. Obwohl dies auf den ersten Blick vielleicht nicht ein-
leuchtet, erleichtert diese Darstellung viele Rechnungen erheblich, wenn man erstmal etwas Ubung
im Umgang mit komplexen Zahlen hat.

5.3.3 Multiplikation, Wurzeln

Wir verans_chaulichen uns jetzt noch die Multiplikation zweier komplexer Zahlen z; = 7 e*?* und
z12 = ree'?? in der Polardarstellung. Da die Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion auch im
Komplexen erhalten bleiben, gilt

21 -z = Tyt (P1T02) ‘ (5.3.7)

3 i

Daher entspricht die Operation “z3” in der komplexen Zahlenebene anschaulich (a) einer Drehung
um ¢y plus (b) einer Streckung um den Faktor ro, siche Abb.

Im reellen Zahlraum hat die Gleichung
z"=1 (neN)

hochstens die zwei Losungen z = 1 und z = —1. Dies andert sich im Komplexen. Dort hat diese
Gleichung immer n verschieden Losungen mit |z| = 1:

Whp = EwF mitk=0,1,..,n—1 (5.3.8)

Dies folgt sofort durch direkte Probe:
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Man nennt die wy , auch die n Einheitswurzeln.
Fir n = 4 bekommen wir beispielsweise die vier Einheitswurzeln wo4 = 1, w14 = eim/2
Wo4 = €™ = —1 und w34 = e!37/2) — _j_die auch in Abb. dargestellt sind.

:i,

Entsprechend ist auch die n-te Wurzel {/z = /" einer komplexen Zahl z = re® nicht eindeutig
bestimmt und wir haben n n-te Wurzeln

2 =gt/ (k=0,1,...,n—1) (5.3.9)
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5.4 Ubungen Kapitel @

1. Rechnen mit komplexen Zahlen

Berechnen Sie jeweils z + w, z — w, z - w und z/w fiir

Berechnen Sie 7°.

2. Komplexe Gleichungen
Berechnen Sie die alle komplexen Losungen z folgender Gleichungen:
(i) 22 —22+4=0
(ii) z* =1
(i) 2% = 2i

Geben Sie alle Losungen auch in der Form z = x + iy an.

3. Additionstheoreme

Zeigen Sie zuerst
cos(na) + isin(na) = (cosa + isina)”

indem Sie die komplexe e-Funktion verwenden.

Beweisen Sie damit das Additionstheorem
cos(2¢) = cos® p — sin? ¢

Tipp: cos(a) = Re (cos(a) + isin(a)) benutzen.

4. Konjugation und Betrag

Zeige Sie fiir zwei komplexe Zahlen z,w € C:
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