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Einleitung

Typ-II Supraleiter zeigen keinen abrupten Ubergang von der Meifiner-Phase, in
der kein Magnetfeld in den Supraleiter eindringt, zur normalleitenden Phase. Viel-
mehr zeigte A.A. Abrikosov [16], daB sich dieser Ubergang fiir Typ-II Supraleiter
allméhlich vollzieht iiber ein Intervall von magnetischen Feldern H,; < H < Hs,
in denen eine sogenannte Mischphase vorliegt (siehe Phasendiagramm in Abbil-
dung 1). Dort dringt magnetischer Flufl in Quanten ¢y = % in Form von Fluflli-
nien in den Supraleiter ein, ohne den supraleitenden Zustand voéllig zu zerstoren
(siche Abbildung 1), wobei die Flufllinien in einem Bulk-Supraleiter ein hexago-
nales Gitter bilden.

Abbildung 1: Phasendiagramm fiir Typ-II Supraleiter und schematische Darstel-
lung der drei Phasen



Eine bemerkenswerte Eigenschaft dieses Flufliniengitters besteht darin, dafl
in der Mischphase ein Strom nicht mehr widerstandslos fliefit. Ein Strom senk-
recht zu den Flufllinien verursacht aufgrund der Lorentzkraft eine Bewegung der
FluBlinien; die Flufilinien (die ja jeweils ein magnetisches FluBquant tragen) stel-
len nun ein (etwa mit Geschwindigkeit ¢') bewegtes magnetisches Feld dar, was
zufolge E = B x ¥ ein elektrisches Feld hervorruft. Dieses elektrische Feld bewirkt
einen Spannungsabfall lings des Stromes, so dafl ein Widerstand auftritt (siehe
Abbildung 2).

Das Auftreten dieses Widerstands kann jedoch (bis zu einer kritischen Strom-

Abbildung 2: Zustandekommen eines Widerstands durch Bewegung der Fluflinien

dichte) verhindert werden, wenn die FluBlinien “gepinnt” werden, indem in den
Supraleiter gezielt Verunreinigungen eingebracht werden. Solche Verunreinigun-
gen kann man sich meist als punktférmige Defekte im supraleitenden Zustand
vorstellen; fiir die FluBlinie ist es energetisch giinstiger, durch diesen Defekt zu
laufen, so dafl die Fluflinie anschaulich gesprochen “gepinnt” wird. Solange die
dadurch auftretende Pinningkraft grofler ist als die Lorentzkraft, die auf die Fluf3-
linien wirkt, ruft ein Strom keine Bewegung der Fluflinien hervor und damit tritt
auch kein Widerstand auf. Solche Mechanismen sind auch in der technischen An-
wendung der Supraleiter von Bedeutung, weshalb der Einflufl von Unordnung auf
die statistische Physik des FluBlliniengitters von groflem Interesse ist.

Die Untersuchung der Eigenschaften des Fluflliniengitters bekam mit der Ent-
deckung der Hoch-T, Supraleiter [1] noch groBere Bedeutung, da bei diesen Ma-
terialien aufgrund der hohen Sprungtemperatur und sehr kleiner Kohéarenzlédngen
neben der Unordnung auch thermische Fluktuationen einen starken Einflu} auf
das FluBliniengitter bekommen.

So tritt neben dem oben geschilderten Moglichkeit der FluBllinienbewegung auf-
grund der Lorentzkraft auch eine thermisch aktivierte Bewegung der Flufllinien
auf, ein sogenanntes “Fluflkriechen” (Flux Creep), das die Spannungs-Strom-
Charakteristik stark beeinflussen kann.

Ein anderes wichtiges Phdnomen, das infolge der groflen thermischen Fluktuatio-
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nen auftritt, ist ein Schmelzen des Flufliniengitters unterhalb der oberen kriti-
schen Feldstérke; dies fiithrt zu Phasendiagrammen, in denen neben einer Gitter-
phase auch eine sogenannte FluBlinienfliissigkeit (Flux Liquid) auftritt.

Es ist allerdings noch nicht vollstandig aufgeklart, wie Phasendiagramme, die
das Verhalten der Hoch-T, Supraleiter beschreiben kénnen, im Detail aussehen
(Abbildung 3 aus [4] zeigt von Nelson und Le Doussal angegebene Phasendia-
gramme); besonders im Fall, wo Unordnung in das System eingebracht wird,
bestehen noch grofie Unklarheiten. Dieser Fall ist aber, wie oben erldutert, vor
allem fiir die Dynamik des Flufliniengitters und damit fiir sein Widerstandsver-
halten von grofler Bedeutung.

Fiir einen solchen ungeordneten Hoch-T,. Supraleiter ist insbesondere noch un-

Abbildung 3: Phasendiagramme fiir HTC-Supraleiter fiir (a) eine reine Probe,
(b) Probe mit Unordnung

geklart, ob das Flufliniengitter unterhalb der Schmelztemperatur in eine Vortez-
Glas-Phase iibergeht im Gegensatz zum reinen Supraleiter, der in die Gitterphase
iibergeht. Dabei ist auch nicht ganz klar, wie eine solche Vortex-Glas-Phase ge-
geniiber den anderen Phasen zu charakterisieren ist (der Begriff selber ist aus
der Theorie der Spin-Gléaser entlehnt und beschreibt dort einen frustrierten Zu-
stand des Systems). Das Auftreten einer solchen neuen Phase in ungeordneten
Supraleitern wurde erstmals von M.P.A. Fisher [2] 1989 vorgeschlagen.

Ziel dieser Arbeit soll es sein, das Auftreten einer solchen Vortex-Glas-Phase
zu untersuchen. Und zwar soll dies an einem moglichst einfachen System gesche-
hen; es wird ein zweidimensionales FluBlliniengitter in einer Typ-II supraleitenden
Schicht mit parallelem Magnetfeld betrachtet (siehe auch Abbildung 1.1). In ei-



nem solchen System haben die FlufSlinienelemente senkrecht zum Magnetfeld nur
einen Freiheitsgrad (wenn man eine hinreichend diinne Schicht wihlt). Damit
erhélt man ein System, das durch ein eindimensionales Auslenkungsfeld, welches
auf lediglich zwei Raumdimensionen definiert ist, beschrieben werden kann.

Es gibt eine ganze Reihe von Zugéingen zur statistischen Physik von Fluf3-
liniengittern in Zufallspotentialen, die die Unordnung beschreiben. Ein solches
System kann beispielsweise durch Abbildung auf die Weltlinien von wechselwir-
kenden Bosonen (oder auch freien Fermionen) in einer um 1 kleineren Raum-
dimension in zeitlich und rdumlich ungeordneten Potentialen untersucht werden
3],]9]. Andere Moglichkeiten sind die Untersuchung durch einen Variationsansatz
fiir die Freie Energie, der Replikasymmetriebrechung in Betracht zieht [8],[10]
oder mittels funktionaler Renormierung [10] oder die direkte Untersuchung eines
elastischen Modells [5],[24],[12], was auch in dieser Arbeit die Vorgehensweise sein
wird.

Um die statistische Physik eines Flulliniengitters zu untersuchen, mufl das Fluflli-
niengitter durch einen Hamiltonian beschrieben werden, der die Energiedinderung
bei kleinen Auslenkungen der Flufilinien gegeniiber dem Grundzustand gerader
Flullinien angibt. In der niedrigsten Ordnung in den Auslenkungen fiithrt das
zunéchst zu einem elastischen Modell des FluBlliniengitters, das bei nahezu allen
theoretischen Zugéngen zu dem Problem (bis auf das Bosonenmodell) angewen-
det wird.

Im hier untersuchten zweidimensionalen System mit uniaxialen Auslenkungen
kann ein solches elastisches Modell sogar direkt auf ein zweidimensionales XY-
Modell abgebildet werden (ohne Vortizes), wobei die Auslenkung die Rolle des
Spinwinkels ibernimmt; wird das Fluf8liniengitter im Zufallspotential untersucht,
ist eine entsprechende Abbildung auf ein XY-Modell im Zufallsfeld moglich [5].
Das XY-Modell im Zufallsfeld wurde jedoch bereits in einer Renormierungsgrup-
penrechnung von Cardy und Ostlund untersucht [20]. Das eroffnet fiir das hier
betrachtete niedrigdimensionale FluBlliniengitter mit Unordnung die Moglichkeit,
bei einer Beschreibung als elastisches Modell, die Existenz einer Vortex-Glas-
Phase iiber diese Renormierungsgruppenrechnung zu zeigen.

Daher ist es notig, fiir die Typ-II supraleitende Schicht elastische Konstan-
ten auszurechnen; dies soll im ersten Kapitel im London-Limes sehr kleiner
Kohérenzldngen geschehen. Fiir die hier vorliegende Schichtgeometrie sind solche
Berechnungen der elastischen Konstanten bisher noch nicht durchgefiihrt worden,
es existieren lediglich Arbeiten von Brandt [14],[15], in denen andere Geometrien
betrachtet wurden. Bei der Berechnung der elastischen Konstanten treten prin-
zipiell zwei Grenzfille auf, zum einen derjenige sehr grofler Flufllinienabstdnde
(I > A mit [ als Flullinienabstand) und zum anderen derjenige sehr kleiner Flu8-
linienabsténde (I < A); auerdem kénnen die elastischen Konstanten Dispersion
aufweisen. Diese auch im Hinblick auf die statistische Physik des Flulliniengitters
wichtigen Aspekte konnen in der Rechnung beriicksichtigt werden.



Im zweiten Kapitel wird noch einmal genauer untersucht, unter welchen
Bedingungen tatséchlich nur uniaxiale Auslenkungen in der Schicht auftreten. Zu
diesem Themenbereich gibt es bereits Arbeiten [18],[19], in denen jedoch keine
einfachen Kriterien angegeben werden, was hier geleistet werden soll.

Das dritte Kapitel wendet sich dann schliellich dem zentralen Thema der
Arbeit zu, der Untersuchung der Vortex-Glas-Phase in dem zweidimensionalen
Flulliniengitter mit Unordnung. Fiir den Fall grofer Flullinienabstéande (I > \)
haben bereits Nattermann et al. mittels der oben erwdhnten Abbildung auf ein
XY-Modell im Zufallsfeld gezeigt [5], daBl bei Anwesenheit von Unordnung eine
Vortex-Glas-Phase vorliegt. Mit den im ersten Kapitel berechneten elastischen
Konstanten soll hier auch der Fall groferer FluBliniendichten (I < \) betrachtet
werden; auch in diesem Fall kann unterhalb einer Temperatur T ein Ubergang in
eine Vortex-Glas-Phase gezeigt werden. Ebenfalls basierend auf den Resultaten
aus dem ersten Kapitel wird der Einflufl der Dispersion der elastischen Konstan-
ten auf die statistische Physik untersucht.

In [2] und [7] wurde vermutet, daf} sich eine Vortex-Glas-Phase iiber ihre nicht-
replikadiagonalen Phasenkorrelationen der Phase des Ginzburg-Landau-Ordnungsparameters
charakterisieren laBt. Hier wird ein Ordnungsparameter fiir den Ubergang von ei-

ner Phase ohne relevante Unordnung zur Vortex-Glas-Phase vorgeschlagen, der

diese Phasenkorrelationen ausnutzt.

Fiir das zweidimensionale Fluflliniengitter ist es also moglich, auf dem oben
kurz geschilderten Weg mit einer Renormierungsgruppenrechnung die Existenz
einer Vortex-Glas-Phase nachzuweisen. Im vierten Kapitel soll versucht wer-
den, auch fiir ein dreidimensionales System die Vortex-Glas-Phase nachzuweisen;
und zwar wird dazu ein System aus gestapelten Schichten untersucht, wobei die
Kopplung von Flufilinien in verschiedenen Schichten ausschliefSlich eine magne-
tische sein soll im Limes groBer FluBlinienabsténde (I > \). Ein solches System
erhélt man beispielsweise, wenn die Typ-II supraleitenden Schichten durch Typ-I
supraleitende Schichten geniigender Dicke getrennt werden (siehe Abbildung 4);
auch in Bezug auf Hoch-T, Supraleiter ist eine solche geschichtete Struktur von
Interesse.

Fiir dieses geschichtete System mit Unordnung kann im vierten Kapitel mit Re-
normierungsgruppenrechnungen gezeigt werden, dafl bei einer schwachen Kopp-
lung zwischen den Schichten tatséchlich eine Vortex-Glas-Phase vorliegt; und
zwar derart, dal das System in quasi-ungekoppelte Schichten zerfillt, die sich je-
weils in einer Vortex-Glas-Phase befinden. An diesem Verhalten eines dreidimen-
sionalen Fluflliniengitters ist sowohl der Aspekt des Zerfalls in quasi-ungekoppelte
zweidimensionale Systeme als auch das Vorliegen eines glasartigen Zustands be-
merkenswert und neuartig.

Die Resultate des vierten Kapitels werden im wesentlichen durch Methoden
gewonnen, die auf sehr schwache magnetische Kopplungen zwischen den Schichten
beschréinkt sind aufgrund verwendeter Approximationen. Daher wird im fiinften



Abbildung 4: System aus gestapelten Schichten

Kapitel ein nur aus zwei Schichten bestehendes System betrachtet, fiir das aber
eine moglichst exakte Rechnung angestrebt wird, um auch im Bereich grofierer
Kopplungen zwischen den beiden Schichten Aussagen iiber dort auftretende Pha-
sen treffen zu kénnen und die Resultate aus dem vierten Kapitel zu bestétigen,
was auch gelingt.



Kapitel 1

Elastische Konstanten des
Fluflliniengitters in einer Schicht

Das Fluflliniengitter in einer Schicht aus Typ-II supraleitendem Material mit par-
allelem Magnetfeld kann als elastisches System beschrieben werden. Dazu miissen
geeignete elastische Konstanten definiert und berechnet werden. Dies soll in die-
sem Kapitel im Rahmen der Ginzburg-Landau-Theorie im London-Limes gesche-
hen, d.h. bei A > £, wobei ¢ die Kohérenzliange und A die Londonsche (Bulk-
)Eindringtiefe ist; auBerdem sollen die Absténde der Flufilinienkerne grof§ sein
relativ zu ihrem Radius &.

Es ist moglich, die elastischen Konstanten dieses Systems sowohl fiir den Fall
kleiner FluBliniendichten (I > A) als auch fiir den Fall grofier FluBliniendich-
ten (I < A) zu berechnen; auch die Dispersion der elastischen Konstanten kann
ermittelt werden.

1.1 Das Flu8lliniengitter und sein Magnetfeld

In diesem Kapitel wird fiir beliebig geformte Flufllinien das Magnetfeld innerhalb
und auflerhalb der Schicht im London-Limes berechnet!. Dies ist notwendig, um
im Anschlufl daran die Freie Energie des Flufliniengitters aus dem Magnetfeld zu
bestimmen, aus deren elastischem Anteil bei kleinen Auslenkungen der FluBlinien
die elastischen Konstanten gewonnen werden kénnen.

Zunéchst einmal muf jedoch eine geeignete Parametrisierung des Problems
vorgenommen werden:
Die Schicht soll in der xz-Ebene liegen, wobei das &uflere Magnetfeld ﬁang in z-
Richtung verlduft. Die Schichtdicke sei d und die Schicht soll dann durch |y| < d/2
beschrieben werden.

!Die Rechnungen dieses Abschnitts lehnen sich an eine Arbeit von Brandt [15] an.



Abbildung 1.1: zweidimensionales FL-Gitter in einer Schicht mit parallelem Ma-
gnetfeld

Die FluBllinien sollen mit v indiziert und durch die parallel zum Magnetfeld lau-
fende z-Koordinate parametrisiert werden, d.h.

R, = Ry(2) = (X,(2), Y, (2), 2)
fiir beliebig geformte Flufllinien. Die Grundzustandskonfiguration wird mit

ég(z) = (XB7YVO’ Z)
bezeichnet. Es wird davon ausgegangen, daf§ im Grundzustand aufgrund der
repulsiven, zentralen Wechselwirkung zwischen den Fluflinien (siche effektive
Wechselwirkung auf Seite 19) gerade, dquidistante (X° = ml , m € Z) FluB-
linien vorliegen mit Fluflinienabstand 1 .
AuBerdem wird Y2 = 0 fest gewihlt. Wie sich jedoch im Kapitel 2, in dem die
Grundzustandskonfiguration des Gitters untersucht wird, herausstellen wird, re-
préisentiert diese Konfiguration nur dann einen stabilen Zustand, wenn (in relativ
grober Néherung) eine Relation [ > d erfiillt ist (siehe Gleichung 2.14).
Die Flu8linien bilden dann im Grundzustand in jeder Hohe z ein auf der x-Achse
angeordnetes 1-dimensionales Gitter mit Gitterkonstante (.

Im London-Limes x = A/¢ > 1 miissen dann fiir zunéchst einmal beliebig ge-
formte FL’s folgende Gleichungen gelést werden zur Berechnung des Magnetfeldes
H (7), das hier das mikroskopische, lediglich iiber atomare Skalen gemittelte Ma-
gnetfeld darstellen soll. (Im folgenden sind alle Formeln in Gauf$’schen Finheiten
angegeben.) :

- die London-Gleichung (L), die nach Brandt bzw. Abrikosov (s. [14] oder
[16]) im London-Limes aus der zweiten Ginzburg-Landau-Gleichung erhal-
ten werden kann fiir (|¢|°) ~ 1, wobei  der (normierte) Ordnungsparame-
ter der GL-Theorie ist. (|1|*) ~ 1 ist immer bei [ > ¢ und d > ¢ erfiillt,
wenn der Radius £ der FluBlinienkerne also klein ist im Vergleich zu ihrem
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Abstand [ (Bei Brandt [14] wird £ > 3 und b = B/H. < 0.2 als Giiltig-
keitsbereich fiir (L) im Bulk-Supraleiter angegeben.), und die FluBllinien-
kerne weit von der Schichtoberfliche entfernt sind im Vergleich zu ihrem
Radius. In der London-Gleichung treten die Flufllinien als Singularitéten
in Form von J-férmigen Inhomogenititen der Stérke ¢g auf, die die Pha-
senénderung des Ordnungsparameters ¢ um 27 beschreiben bei Umlaufung
einer Flufllinie.

- die Mazwell-Gleichungen (M) fur div H innerhalb und auBerhalb der Schicht
und fiir rot H auBerhalb der Schicht (innerhalb der Schicht gilt (L).)

- die Randbedingungen (R) aus der Elektrodynamik und den GL-Gleichungen
fiir H . Da auf atomaren Skalen hier keine Oberflichenstrome flieen (die
Supraleitungs-Abschirmstréme flieflen in Bereichen, die typischerweise die
Groflenordnung A, d > £ haben), ist aufgrund der Maxwellgleichungen die
Stetigkeit von H zu fordern. Aus den GL-Gleichungen ergibt sich die Rand-
bedingung, dafl die Normalkomponente der Rotation von H (bzw. die Nor-
malkomponente des Stromes) an der Schichtoberfliche verschwindet. Au-
Berdem muB im Unendlichen H = H, gelten.

Explizit lauten alle Gleichungen? :

W<t RVALA = Y [, ) ()
divH =0 ' (M)
ly| = ; . H stetig , &,-rotH =0 (R)
|y|>§: divH=0 , rotH=0 (M)
ﬁ(x:j:oo):{ f (R)

(1.1)

Nun zur Losung dieser Gleichungen:
Da es sich hierﬁum lzneare_)Differentialgleighungen handelt, kann die Losung
zerlegt werden in H = Hj, + Hp . Dabei ist Hy, der auch ohne FL’s vorhandene,

das Eindringen des homogenen dufleren Magnetfeledes H, beschreibende Teil der
Losung mit

d - -

|y|2§: H,=H,
d = = coshy/A
<% {, =g, v
vl = 2 g coshd/2\

2[dR = [dz LR



Trennt man diesen Teil der Losung ab, erhélt man fiir Hp eine 0 in der letzten
Gleichung in 1.1 , wie dies auch dort angedeutet ist.

Im Bereich |y| > d/2 ist eine Losung fiir Hp in 1.1 offensichtlich
HF == 0
Im Bereich |y| < d/2 erhilt man die Losung Hp fiir 1.1 auf folgende Weise:

Die London-Gleichung (L) kann fiir eine einzelne FL v durch Fouriertransforma-
tion gelost werden mit dem Resultat

p () = 7&2 [ afi, e

bzw. nach Riicktransformation

5 d3q N o ¢0 . e—\F—ﬁy\/A
_ “4q igr
e (7) /87?3 Hr (@) e AN /dR” 7 — R

/]

Diese Losung erfiillt auch bereits (M), d.h. div Hp = 0, fiir beliebiges .
Da (L) und (M) linear sind, entsteht die Losung fiir beliebig viele FL’s durch
Superposition der Anteile jeder einzelnen FL :

9250 5 —idR,
HF(Q:HWXV:/dRye qR ’

bzw. nach Riicktransformation

Hp () 47r)\2 Z/

oI Rul/A

l/

Jetzt miissen in 1.1 noch die Randbedingungen (R) bei |y| = d/2 erfiillt wer-
den. Da die Losung auBerhalb der Schicht Hp = 0 lautet, heiBt (R) also mit an-
deren Worten, daf3 Hp stetig verschwinden muf} auf der Schichtoberfliche, ebenso
wie die Tangentialkomponente der Rotation von Hp. Ein solcher Typ von Rand-
wertproblem ist aus der Elektrostatik bekannt (z.B. das Problem einer Ladung
zwischen zwei Metallplatten) . Vollig analog zur dortigen Losung kann man auch
das Randwertproblem fiir die Flullinien durch Einfithrung von Spiegel-Fluflinien
alternierenden Flu-Vorzeichens 16sen.

So wird fiir jede FluBlinie und jede der beiden Schichtgrenzflichen eine symme-
trisch beziiglich der Schichtgrenzfliche gelegene Spiegel-FL mit entgegengesetz-
tem FluB-Vorzeichen eingefiihrt (siche Abbildung 1.2). Dies wird offensichtlich
zur Erfiillung der Randbedingungen (R) auf der Oberflache fiihren. Da man zwei
Grenzflichen hat, generiert allerdings jede neue Bild-FL durch Spiegelung an der
jeweils anderen Grenzfliche ihrerseits wieder eine Bild-FL mit entgegengesetztem
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Abbildung 1.2: FL-Gitter mit Bild-FL’s

Vorzeichen. Dadurch gelangt man schliefSlich zu unendlich vielen alternierenden
Bild-FL’s fiir jede reale FL, wie dies auch in der Abbildung gezeigt wird.

An dieser Stelle mufl man jedoch anmerken, daf§ die Einfithrung von Spiegel-
FL’s, wie sie oben geschildert wurde, das Randwertproblem nicht in jedem Falle
vollstandig 16st, sondern nur, wenn die Auslenkungen

i,(2) = B, (2) = R)(2) = (u)(2), u}(2),0)

14

keine y-Komponente besitzen, d.h. wenn u? = 0. Ist das nimlich nicht der Fall, be-
sitzt das Magnetfeld Hp auch eine y-Komponente normal zur Schichtoberflache.
Wird eine gespiegelte FL mit entgegengesetztem Flufl eingefiihrt, {iberlegt man
sich leicht, dafl die Normalkomponenten des von den beiden FL’s erzeugten Ma-
gnetfeldes sich nicht wegheben auf der Schichtoberfliche (wie das die anderen
Komponenten von Hp bzw. die Normalkomponente von rot Hp tun) sondern
gleichgerichtet sind.

Wir wollen hier jedoch in einem quasi-2-dimensionalen System, némlich einer
diinnen Schicht arbeiten. Dann kann man zeigen, wie das im Kapitel 2.2.2 getan
wird, dafl im Falle geniigend diinner Systeme mit

I>d , A>d (1.2)

Auslenkungen in y-Richtung energetisch so ungiinstig sind, daf§ sie vernachlassigt
werden kénnen. Daher werde wir im folgenden ausgehen von

u>?=0 ,bzw. Y, =Y? |

d.h. einem echtem 2-dimensionalem System unter Beachtung der oben angegebe-
nen Ungleichungen fiir [, d und A. Die FL’s kénnen dann nur noch in x-Richtung
ausgelenkt werden, so dafl die FL’s ein 1-dimensionales Gitter mit uniazialen
longitudinalen FL-Auslenkungen bilden.

Sind die realen FL’s im Grundzustand, erhélt man also zwei gegeneinander
um dé, verschobene rechteckige Untergitter von FL’s jeweils gleichen Vorzeichens
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mit erzeugenden Gittervektoren [é€, und 2de,,.

Es wird im Laufe der weiteren Rechnung an einigen Stellen zweckméflig sein,
in einem der Untergitter aus bzgl. des Vorzeichens dquivalenten FL’s zu rechnen.
Daher soll zur besseren Unterscheidung im Weiteren das volle Gitter aus positiven
und negativen FL’s mit Tilde-“~"-Indizes versehen werden, also

RY(2) R (2) = (ml,nd,z) m, i € %
bzw.  Ry(z) Rai(2) = (Xa(2),7d ,2)

Das nur von positiven FL’s besetzte Untergitter wird mit Indizes ohne Tilde
versehen:

(2) = R° (2) = (ml,n2d,2) m,n € Z
bzw.  R,(2) = Run(z) = (Xn(z),n2d,z2)

Da die Spiegel-FL’s sich “mitbewegen”, wenn die realen FL’s ausgelenkt wer-
den, gilt auch im vollen Gitter mit realen und Spiegel-FL’s u% = 0. Auflerdem
sind aus diesem Grunde X,,(z) und Xy (z) unabhéngig von n bzw. n.

Das Auslenkungsfeld @ besitzt also alles in allem in unserem Fall die Form

Up(2) = tm(2) = (uy(2),0,0)

Die Losung Hp von 1.1 innerhalb der Schicht, die den Randbedingungen (R)
bei |y| = d/2 fir Hr = 0 auBlerhalb der Schicht geniigt, wird man nach oben

Gesagtem als Losung einer um die Anteile der Spiegel-FL’s erweiterten London-
Gleichung (L)

(1.4)

erhalten. ( (L) bleibt weiterhin erfiillt, da in |y| < d/2 nur die §-Funktionen
realer FL’s einen Beitrag liefern; auch (M) bleibt in |y| < d/2 erfiillt, da auch die
Spiegel-FL’s dies erfiillen.) Diese Gleichung kann man genauso wie oben durch
Fouriertransformation und Superposition 16sen mit dem Ergebnis:

¢ 5 ~\ _—ikR;
O2>\2 Z /dR,; sgn(FLD) e~z

He) = Ty

bzw. nach Riicktransformation

7 _ P 5 -\ €
Hp (1) = v ;/dRV sgn(FLV) ———=—

12



Diese Losung fiir Hp innerhalb der Schicht erfiillt nun tatséchlich die Randbe-
dingungen auf der Grenzfliche, wie man auch leicht explizit nachrechnen koénnte.

Insgesamt bekommt man also als Ergebnis fiir das Magnetfeld H , das allen
Differentialgleichungen und Randbedingungen in 1.1 geniigt:

H() = H, + 0
- = coshy/\
A = H, 29
(7) coshd/2\
4 . .
+ q;r Z/dR; sgn(FLD) V(7 — &)
0 5
~ coshy/A

“ coshd/2\
+ MZ/déV (V(F—R,)-V(F-R,-d)
Po

(1.5)
Hier stellt der erste Summand jeweils H  und der zweite H r dar, und V' (die
Bedeutung von V' als Wechselwirkungspotential wird im néchsten Kapitel 1.2
klar, hier dient es zundchst nur der besseren Ubersicht) ist gegeben durch:

v

|y

A
NN

Y|

bzw.
V(7) G2 r A
PR (1.6)
_ 3 - —igr 90
V@) = [drvie AR

1.2 Elastische Energie des Fluflliniengitters

Die Freie Energie des Flufiliniengitters kann im London-Limes allein aus dem
Magnetfeld bestimmt werden. Dies soll in diesem Kapitel geschehen, insbesondere
soll der elastische Anteil der Energie bei kleinen Auslenkungen der FL’s berechnet
werden mithilfe des Magnetfeldes 1.5.

Im London-Limes £ = A/§ > 1 und und im Bereich grofler Abstédnde [ der

FluBlinienkerne relativ zu ihrem Radius £ kann man die Freie Energie F des
FluBliniengitters berechnen nach der Formel (siehe [14],[15] oder [17]) :

— — ]_ — — —
F=— / Er(d-Ap + o / &r [(H — H,)? + N(rot H)?
N

lyl=d/2 lyl<d/2

Der erste Summand ergibt 0 wegen H = H, auBerhalb der Schicht (siehe Glei-
chung 1.5).Der zweite Summand 148t sich nach Zerlegung H = Hp+ Hp und unter
Ausnutzung der Eigenschaften von H; und Hp als Losungen von 1.1 umformen
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1 L ; 1 )
F== /d3r[(HL—Ha)2+>\2(rotHL)2] - A, /d3rHF +
N T
lZd/2 e
1 } 3
o / &*r [H2 + N2 (rot Hr)?
e
ly|<d/2

Der erste Summand ist unabhéngig von den FL-Positionen und somit fiir die
elastischen Eigenschaften des FL-Gitters unwichtig und wird daher im Folgenden
als Konstante Fy mitgefiihrt.

Der zweite Summand héngt nur von den y-Komponenten der FL-Koordinaten
ab; denn in

. . H .
S / Prfp 2 -2asp /d3rV(F—R17)
0 5

ly|<d/2

(wobei L = [dz die Linge der Flullinien ist) kann in den V-Integralen die
Abhéngigkeit von den x-Komponenten der FL-Koordinaten wegen der Transla-
tionsinvarianz der Schicht in x-Richtung heraussubstituiert werden. Da die y-
Komponente der FL-Koordinaten aber erst einmal als Y,° = 0 fiir reale FL’s,
bzw. V) = n2d im FL-Untergitter aus realen und Bild-FL’s festgehalten wer-
den, kann auch dieser Term bei der Berechnung der elastischen Eigenschaften des
FL-Gitters in Fy absorbiert werden. Man erhélt dann, wiederum unter Verwen-
dung der Eigenschaften aus 1.1 bzw. 1.3 und durch Einsetzen der Losung 1.5,
Folgendes:

1 . .
F= Fot+ o / & [H2 + N2 (rot Hy)?)
Y3
ly|<d/2

1 L .
= R+ o / &r e (Hp — N2 V2 )
Y5

ly|<d/2
_p+ / $r e Y / ARy sqn(FLD) 8(7 — Ry)

8m lyl<d/2 U Bild+real

1 L I
F=F+s X / / dR,d R, sgn(FLD) sqn(FLi) V(R, — R,)
1 ﬂBl::‘lZefvl"eal (17)
R+l S [ [aRd, (VR - R) - V(R -+ )
v real
p Bild+real

Dieser Ausdruck 148t die einfache Interpretation zu, daf} alle Linienelemente realer
FL’s untereinander und Linienelemente realer FL’s mit Linienelementen von Bild-
FL’s mit einem Potential V (siehe 1.6) wechselwirken (dhnliches erhielt Brandt
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[14],[15] fiir andere Geometrien).

Obiger Ausdruck enthélt aber nicht nur die Wechselwirkungsenergien im FL-
Gitter sondern auch die Selbstenergien der realen FL’s. Diese erhélt man durch
Aufsummieren der Wechselwirkung einer realen FL mit den von ihr erzeugten
Bild-FL’s und eines Termes mit 7 = fi . (Dieser ist hier auf den ersten Blick
unendlich, da V(0) = oo . Dem ist aber nicht so, da die Singularitdten in der
London-Gleichung (L) aus 1.1 in Form der §-Funktionen eigentlich eine endliche
Breite £ besitzen, die die Ausdehnung des FL-Kerns charakterisiert. Daher mufl
V bei ¢ abgeschnitten werden bei der Berechnung dieses Terms.)

Mit

—

W(r) = V()= V(Ff+d) , also
W(@) = V(@)1 —e™) (1.8)
erhélt man schliellich den etwas symmetrischeren Ausdruck
1 — — — —
F=F+s ¥ //dRydRM W(R, — R,
1 I Bi’;lfiefrl'eal . B . . 7 (19)
— Rty > [ [dRaR, w(R, - R,)
N’i 2 v Bild+real
p Bild+real
wobei fiir alles Weitere
N, = Anzahl realer FL’s , n. = 1/1
= Anz. Gitterpkte. in x-Richtung
N; = Anz. imaginérer FL’s , n; = 1/2d
= Anz. Untergitterpkte. in y-Richtung
N = N, N; , o no= neny

definiert wird.

Durch Einfiihrung des auf dem Untergitter der positiven FL’s wirksamen Po-
tentials W hat man die Wechselwirkungen wie in Abbildung 1.3 skizziert zu-
sammengefaflit. Dies ermoglicht eine fiir die weiteren Rechnungen sehr bequeme
Formulierung, die in weiten Teilen der Beschreibung eines 2-dimensionalen Recht-
eckgitters entspricht.

Mit Hilfe des Ausdrucks 1.9 fiir die freie Energie des FL-Gitters soll nun
das elastische Verhalten des Gitters untersucht werden, d.h. Energieinderungen
infolge kleiner Auslenkungen , der (realen) FL’s aus ihrem Gleichgewicht im
Grundzustand.

Uy(2) = u,(2) & = EV(z) - ég

Mit d%]%l,(z) =&, + L4,(z) erhilt man dann fiir die Energieinderung AF in 1.9
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Abbildung 1.3: In W zusammengefafite Wechselwirkungen

") W — B+ (o)~ () -

x{(é’z + La e + .

dz
0 0
- W - R}

Dies wird fiir kleine Auslenkungen u, entwickelt. Da es sich um Auslenkungen
aus dem Gleichgewicht handelt, verschwinden dabei die 1. Ordnungen in den .
In 2. Ordnung und nach partieller Integration bzgl. z und 2’ ergibt sich:

AF = ]\2; ; //dzdz/ ”ZI {—ufj(z)uﬂ(z') 5 (;ZQW)(ES — ]5;2)
(G W = ) () — (1)

L1 / 2 ij (D D i i
— MQVE;//dZdZ ZQS](RS—Rz)uy(z)qu(z)

i,j=1

mit . o2 N
d (822 oxt ax%lz/l)j(iyg
PIEIZN i - YL

0z 0 = oxt OxJ p

W) — (-0

(1.10)

firv=0

¢¥ spielt dabei die Rolle einer elastischen Matriz fiir das FL-Gitter. Da sie orts-
abhéngig ist, zeigen die elastischen Anregungen des Gitters Dispersion. Nach ei-
ner Fouriertransformation sollen durch Vergleich mit Ansétzen fiir die elastische
Energie aus der lokalen Elastizitdtstheorie aus der elastischen Matrix elastische
Konstanten berechnet werden. Da die elastischen Anregungen des FL-Gitters eine
andere Dispersion haben konnen als die der lokalen Elastizitdatstheorie zugrunde
liegende (quadratische Dispersion: gb(/;) o k?), werden die auf diese Weise defi-
nierten elastischen Konstanten i.a. dispersiv , d.h. nicht-lokal sein.
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Dazu mufl obige Gleichung zunéchst fouriertransformiert werden. Dabei treten
aufgrund der oben geschilderten Besonderheiten (siche Seite 12) in unserem spe-
ziellen Fall Vereinfachungen auf:

Wegen fehlender y-Auslenkung der FL’s, d.h. u? = 0, kann man sich aufi = j = 1
beschréinken. Da sich aulerdem die Bild-FL’s “mitbewegen” , d.h. ul(z) = u}, (2)
unabhéngig vom Index n der Gitterpunkte in y-Richtung, erhélt man bei Fou-
riertransformation immer k, = 0 im zum Gitter reziproken k-Raum.

Im einzelnen bekommt man mit

u'(k) = > /dzu e~k

(X9,v0)

= (2mn;0(ky)) Z/dze‘“kxxg%zz)
0

S (F) = / dz 61 RO) —iRRY
(XO Y0)

schlieBlich (zur Fouriertransformation von ¢ siehe AnhangA.1; auBerdem kénnen
im folgenden bei Integralen und Summen iiber den gesamten Impulsraum Diver-
genzen auftreten, weil die endliche Breite € der FL-Kerne, bzw. der Singularititen
in der London-Gleichung (L) vernachléssigt wurde. Dies fiithrt dazu, dafl im Im-
pulsraum divergierende Summen und Integrale zu regularisieren sind, indem sie
bei 1/¢ abgeschnitten werden. Die Integrale [7 dk, und Summen 3 ; sind in
diesem Sinne zu verstehen.)

_1 1 o
AF = o (zﬁ)znrLB/Zd/cxl.]B/deyé(ky)_Zo d. GV (F) ul (=F) u(F) (1.11)
¢11 _ nZk2 k—i—Q
5 2 o A | (1L12)
+n2{k + Q.)> W (k +Q)—QIW(I<;Z€Z+Q)}
wobel die

L 2
QV = an = mTﬂ-gx + nggy

das zu den RY inverse Gitter bilden.

Auf der anderen Seite hat man in der lokalen FElastizitatstheorie fir ein 2-
dimensionales System, wie es hier wegen u, = 0 und Jdyu, = 0 (siche Seite 12)
vorliegt, folgenden Ausdruck fiir die Energiednderung bei kleinen Auslenkungen
der FL’s (¢q; ist der Kompressionsmodul und ¢4y der Neigungsmodul des FL-
Gitters):

AF = ;/dQT’ (CH (axug;)Q + Cy4 (azua:)2>
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bzw. nach Fouriertransformation und unter Beriicksichtigung der Gitterstruktur

11 F| 1 B ul(k
AR = 2(27r)2m13/2dkz_/ dhs (-enky + - cank) u'(=h) u (k)

n?" T

(1.13)

Durch Vergleich der beiden Ausdriicke 1.11 und 1.13 fiir AF kann man nun
nichtlokale elastische Konstanten cy1(k) und ca4(k) aus der elastischen Matrix
o' (k) berechnen :

ci(k) = gb“(lf,o,())”lC2
. ) (1.14)
C44<k3) = (b (0,0,l{?)m

An dieser Stelle ist noch anzumerken, dafl man im Fall d £ A (im Gegensatz
zur oben genannten Bedingung 1.2) nicht mehr von u? = 0 ausgehen kann und
daher kein echtes 2-dimensionales System vorliegt, so dafl man auch einen endli-
chen Schermodul cgg in der Elastizitédtstheorie zu beriicksichtigen hétte. Trotzdem
wiirde sich an den obigen Formeln 1.14 zur Berechnung von c¢;; und ¢4 auch in
diesem Fall nichts dndern (vgl. [14]). Aus diesem Grund soll im folgenden nur
noch die Bedingung

[>d (1.15)

fiir die Stabilitat (siehe Seite 8) der vorausgesetzten Grundzustandskonfiguration
beibehalten werden (dies spielt im nédchsten Kapitel nur in den Féllen II, IIIb
eine Rolle, vergleiche auch Abbildung 1.4).

Um diese Formeln auszuwerten, mufl zunéchst nach Gleichung 1.12 die elastische
Matrix berechnet werden. Dies soll im néchsten Kapitel geschehen.

1.3 Elastische Matrix und elastische Konstan-
ten des Fluflliniengitters

Der Ausdruck 1.12 fiir die elastische Matrix gzﬁll(lg) soll im zur Berechnung der
elastischen Konstanten c¢1(k) und cq4(k) relevanten Fall k, = 0 (siehe Gleichung
1.14) ausgewertet werden. Dazu werden in 1.12 W bzw. V aus den Gleichungen
1.8 bzw. 1.6 eingesetzt.

Eine etwas ldngere Rechnung, die im Anhang A.2 durchgefiihrt ist, ergibt folgen-
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des Resultat:

o TA
1 = Y k2 — tanh — +
¢ (k,ky=0)= 4 3l)\2 { kz 5 tan 5

TA B

%:{ (kz + Qum)? Atanhf - meQBtanhQ}}
mit

d? 1 d? 1
A2 = ()\2 (k +Qmm) + k?) ) B2 = ﬁ(ﬁ + Q;th + klf)

27
(Qz,m:mT)
(1.16)

Wie man sieht, ist die Summation iiber die von den Bild-FL herriithrende Ko-
ordinate des reziproken Gitters in Gleichung 1.12 ausgefiihrt. Interessanterweise
kann die rechte Seite von 1.16 jetzt wieder in eine Form, analog zur rechten Sei-
te der Ausgangsgleichung 1.12 gebracht werden, wobei die Summation aber nur
noch iiber das zum Gitter der realen FL’s reziproke Gitter lauft:

O kk,=0) = n. Y k2 V(K + Qu8)
Qx
e Y {he + Qu)? Vepp(B + Qo) — Q2 Vipp(kel + Qués)}
Qx

wobei ein effektives Potential V.s eingefiihrt wurde, dessen Fouriertransformierte
man durch Vergleich mit 1.16 abliest als

of 1 d
Vers(@) = Vers(dnr 42) = 87:))\ Ty hov I+ 22 (1.17)

Dieses Potential beschreibt nun die Wechselwirkung von Linienelementen realer
FL’s, wobei die Effekte, die von den Randbedingungen auf der Schichtoberfliache
herrithren, bereits im Potential enthalten sind. Mit anderen Worten enthélt V, ;¢
bereits alle von der Schichtgeometrie kommenden Effekte des Problems. Man
kann sich als Ersatzkonfiguration fiir die FL’s in der Schicht also auch eine Kette
von FL’s (auf der x-Achse “aufgereiht”) in einem Bulk-Supraleiter (d.h. in einem
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echten 3-dimensionalen System) vorstellen, wobei fiir das Wechselwirkungs-
potential fiir FL-Linienelemente V. ;¢ zu nehmen ist.
Zum Vergleich kann man eine solche FL-Kette in einem Bulk-Supraleiter betrach-
ten, wobei die FL-Linienelemente aber mit einem in 3 Dimensionen definierten
Potential

¢ 1 .
V(@) = V3(4w, a4y, ¢2) = ﬁm (1:6 V(q_))

wechselwirken, wie es Brandt [14] fiir die 3-dimensionale Geometrie berechnet hat
(und es auch im Ausdruck 1.7 fiir ' auftauchte). Vergleichbar mit V. ;s ist dann
der in der xz-Ebene wirksame Teil

¢ 1
T RIAVIT NP
Vergleich mit 1.17 zeigt, dafl die Schichtgeometrie die repulsive, abstolende Wech-
selwirkung V3 um einen Faktor tanh% V14 N2 reduziert. Fir d — oo wird
dieser Faktor wieder 1, fiir d < A\ wird er jedoch klein. Dies zeigt schon, dafl
das FL-Gitter in der diinnen Schicht vergleichsweise “weich” gegeniiber den FL-
Gittern in Bulk-Supraleitern ist.
Auflerdem kann man an dieser Stelle Anschlufl an die Resultate von Abrikosov
[17] gewinnen, der auf etwas andere Art und Weise die Wechselwirkungsener-
giedichte gerader FL’s in der Grundzustandskonfiguration fiir die supraleitende
Schicht berechnet hat. Der Ausdruck

1

1 )
Z //dzdz’ Veff(XB ~ X0 2—-2)= —/dq Verr(q,0) Z elamt
2Vol 2 Z 4rdl P

‘/Ii(y - 07Qr7Qz) = /de ‘/3(@

(mit Vol = L N,ld), den man dafiir unter Verwendung von Vs erhélt, stimmt
mit dem Resultat von Abrikosov in [17] iiberein.

Mit der Gleichung 1.16 kénnen nun bereits die elastischen Konstanten
fir den Fall kleiner FL-Abstinde |, d.h. d <l < A (siehe Abbildung 1.4) unter
Beriicksichtigung der oben gemachten Voraussetzung [ > d aus 1.15, erhalten
werden. In diesem Fall tragen aus den m-Summen in 1.16 hauptséchlich die ersten
Summanden bei, wenn man sich auf nicht zu groe Werte von k, beschriankt (etwa
k., in 1.BZ, |k;| < Qu1/2 = 7/l), da Qum, A und B sehr schnell mit m wachsen.
Physikalisch liegt dies daran, dafl V.;¢(¢) eine Reichweite < 1/A < 1/1 hat bzw.
Ver(r) eine Reichweite oc A > [ im Ortsraum haben wird, d.h. jede FL spiirt das
Potential sehr vieler Nachbarn, so dafl eine Kontinuumsapproximation sinnvoll
erscheint, was wiederum der Beschrinkung auf die ersten Summanden in den
Q2 m-Summen entspricht. Behdlt man nur den ersten Summanden mit (), o = 0
, erhiilt man auf diese Art folgende N#herungen fiir ¢! und damit via 1.14 fiir
die ¢’s:

. 21 1 d
Y R T T SN sy vy R S
O by =0y = o E e g VI “w
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2T\ 1 d
272
v tanh2)\ vV1+ Nk

en(k) = cu(k) = (ﬁ&)

d<x [ %o
B AT\
(1.18)

Dieser Kontinuumsgrenzfall liefert identische Werte fiir ¢11(k) und cq4(k) . Ein
Kippen des FL-Gitters ist also energetisch gleichbedeutend mit einer Kompressi-
on, was man sich dadurch veranschaulichen kann, dafl im Kontinuumslimes das
Kippen des Gitters als Kompression in z-Richtung aufgefafit werden kann [14].
Wegen geniigend groBer Schichtdiinne (d < ) ist in 1.18 die Entwicklung des
tanh-Faktors moglich, und es tritt keine Dispersion mehr auf. Dies konnte seinen
Grund darin haben, daf§ nun durch die Diinne der Schicht die Eindringtiefe des
Magnetfeldes effektiv so weit verkleinert wird, dafl es den Fluktuationen der FL-
Kerne leicht “folgen” kann und so keine nichtlokalen Effekte mehr auftreten.
Auflerdem stellt man auch hier (siche Diskussion von Vs auf Seite 19) wieder
fest, daB8 das FL-Gitter in einer sehr diinnen (d.h. d < | < \) Schicht weich
ist. Dies bewirkt auch in 1.18 der tanh-Faktor, der fiir d < A sehr klein ist, so
daB die elastischen Konstanten und damit die zur Deformation nétige Energie
proportional zu d/I sehr klein werden.

12
11
*1 7d
11

L1 Ats nichstes soll cas(k) fiir grofe FL-Abstinde I, d.h. 1> X, | > d (siehe
Abbildung 1.4), ausgewertet werden. In diesem Limes liegen die @, ,, dicht und
man kann ¢ (0,0, k) und damit nach 1.14 auch ¢y (k) durch Umwandlung der
Qzm-Summen aus 1.16 in Integrale berechnen. Die entstehenden Integrale im
Impulsraum kénnen divergieren aufgrund der schon erwahnten Tatsache, daf die
eigentlich endliche Breite ¢ der Singularitéten in der London-Gleichung (L) aus
1.1 vernachléssigt wurde. Im Impulsraum divergente Integrale miissen daher bei
1/€ abgeschnitten werden. Auf diese Weise erhélt man:

1
2d\/ 3z + Q2 + K2

2 d d |1
(0,0, k) _% Z k> tanhz\/v—FQ%,m%—kz

T Ar N

1,1 | d [1
% / 1Q — tanh o[~ + Q2 + k?
&1 A2l 2 e L+ Q2 + k2 2V A
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und damit

éo \2 1 L+ /1 + 5 + k262
C44<k) = <> 7 21n T 5 —
V& + k22

—z/de<1—tanh§,/;+Qg+k2) 1 12 2}
0 \/F+Qx+k

(1.19)
Man kann auch hier wieder den Fall einer sehr diinnen (d < \) Schicht betrachten
und den tanh-Faktor in der Gleichung fiir ¢! entwickeln mit dem Ergebnis

‘14
culk) = (ﬁu) G

Wie oben wird die elastische Konstante mit abnehmender Schichtdicke d immer
kleiner, und es tritt auch keine Dispersion mehr auf.

Im hier betrachteten Fall grofler [ spiirt jede FL nur das Potential seiner néchsten
Nachbarn oder kann sogar als soliert betrachtet werden, was sich bei der Unter-
suchung von cyy als zuldssig und zweckméfig erweist, da c; exponentiell mit 1
verschwindet (siehe I1T) und damit ¢1; < cyy.

Im lokalen Limes k — 0 , der einer homogenen Neigung des Gitters entspricht,
sollte sich dann folgende Deutung der Ergebnisse ergeben :

Fiir weitestgehend als isoliert zu betrachtende FL’s ergibt sich die Energieéinde-
rung infolge einer homogenen Neigung mit dem Neigungswinkel © einzig und
allein aus der Selbstenergiedinderung durch die mit dem Neigen verbundenen
Léngendnderung der Linien. Mithilfe von dem oben in 1.17 gefundenen Vs hat
man fiir die (Selbst-)Energie pro Linge € einer isolierten FL € = V,¢¢(€), und die
Anderung der Freien Energie 148t sich in diesem Falle offensichtlich schreiben als

AF = N, Virs(6) A(L?)
€

— N,
L

(L*6%)
Andererseits erhilt man

1
AinerL C44@2 s

was durch Vergleich auf die Beziehung

2
044(]{? = 0) = 76

fithrt, die es ermoglicht, aus cqy(k = 0) die Energie pro Lénge € einer FL zu
bestimmen. Tut man dies mit Beziehung 1.19 fiir ¢4y unter Beachtung von x > 1,
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erhilt man (nach Uberfithrung des Integrals aus 1.19 in eine unendliche Reihe)

®o 2 vd > 1 1
(i) {lnm(lnm+n§ [wg;ﬂ)w(n—;)?_"])}

Im Fall d < A konvergiert die Summe in fithrender Ordnung gegen 21n2 und
2
man bekommt mit dem bekannten Resultat [16] e(d = c0) = (ﬂ) Ink :

47\
Po
In :
(47?)\ 7r£ bzw

e = e(d=00) + (4?:/\) lnﬂ/\

Dies stimmt mit einem Ergebnis von Abrikosov [17] iiberein und bestétigt so
Gleichung 1.19.

Desweiteren ist auch hier wieder fir d < A anzumerken, dafl € bzw. cyy bei
diinnen Schichten kleiner werden im Vergleich zum Bulk-Supraleiter und damit
das Gitter weicher wird.

[T | Nun son d'(k,0,0) und damit gemifl 1.14 auch c1; (k) im Bereich grife-
rer FL-Abstinde | betrachtet werden. Dazu wird in 1.16 eine Taylorentwicklung
um k£ = 0 vorgenommen.

~

M(k00) = 91 PN
¢ ( ) ) - 47T l)\2 ; Q an Q ] vam
2 1 o 1 d o~
= 2 — 2 tanh —
im N2 {W%M 12 a9 o, 2 Qx]}
~2
(hier ist Q.= ;2 +Q2 )

Die Terme fiir ungerades r fallen bei Summation iiber @),,, aus Symmetrie-
griinden weg.

Als néchstes soll die Summe iiber m mittels Poisson-Summation ausgefiihrt wer-
den. Dabei ist zu beachten, daf§ der Summand mit der 0-ten Fourierkomponente

k+Qq
¢"(k,0,0) = 2 m{/d @2 - N }

nicht konvergiert. Das Auftreten dieses Summanden ist jedoch ein Artefakt der
Rechnung, in der in 1.16 zwei selber nicht konvergente Summen voneinander sub-
trahiert werden. Diese nicht wohldefinierte Subtraktion ist derart durchzufiihren,

tanhd g) ]

3y =€ =1,78
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daBl physikalisch sinnvolle Ergebnisse erhalten werden. In unserem Fall heifit das,
daf sich aufgrund der Tatsache, dafi die Wechselwirkungsenergie gerader FL’s
mit wachsendem Abstand exponentiell abnehmen sollte (vgl. z.B. [17]), auch ein
c11 bzw. ¢! ergeben sollte, das exponentiell mit [ abnimmt. Dies ist nur dann
gegeben (s.u. 1.22), wenn der obige Term keinen Beitrag leistet in der Poisson-
Summe. Dies ist auch mathematisch nachzuvollziehen, da man nach einer Sub-
stitution sieht, daf} die obigen divergenten integralen Anteile der beiden nicht
konvergenten Summen sich gegeneinander wegheben. Man bekommt also

11 o ¢(2) 1 1 r
S1(k,0,0) = 4m2{ > ( ol /dmaQT...>}

rger.>
_ @2)1{ Lo giits 0" }

-2 sz&m(/dQ$ 507k (1.20)
Ir

rger.>2
s

Die Integrale I7 konnen in der komplexen Ebene geschlossen und mittels Residu-
ensatz ausgewertet werden mit dem Ergebnis (siche Anhang A.3)

r, 0 . 1 2
I;=1", = Z 2mi— ——i@els mit Tn =10\ — +n%>—
nungerade>1 d 8622 Qu=rn A2 d?
(1.21)
und damit
11 o 1 Z Z Z 9" iou
¢ (k7070) = T 5 Zrn 7]{:7’ ' Qals
2w dX? nunger.>1 s>0 rger.> > T a: Qa=rn

' { "

ha'} i(rn+k)l irpls

= Re (e''™ — et
2 d)\Q {nun§.>1 82) }
o 1 1 2

= e 2 e tmE X

nunger.>1

X {ZO exp(—\/;2 +n2¥ ls) (1 — cos kls)}} (1.22)

(siche Abbildung 1.4) kann man sich in 1.22 auf den (s=1)-Summanden be-
schrinken, ebenso auf den (n=1)-Summanden und bekommt

¢ (k,0,0) —2) (1 —coskl)

12

21 d\?

) (1 — coskl)

2 dA2 Nogy Aeff
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1 1 2 1 d
mit o7 = =iy =/ v + % ~ maX(X, g) bzw. | Aefp = min (A, ;)

In dem hier zu untersuchendem Fall A > d gilt also A.s; ~ d/m. Nach 1.14 hat

man dann
2
en(k) = <¢0> lgﬂ e~/ Aers 1 —coskl

4\ l k’2 d/\eff
e o (1.23)
Po \ Lo o —qya LT COS

<4m> ;o e K2

In 3 Dimensionen féllt die Wechselwirkungsenergie zwischen FL’s und damit auch
o' und c;; mit exp (—I/A\) ab [14]. Dies legt die obige Definition einer effek-
tiven Eindringtiefe A.;; nahe, die in der Schichtgeometrie die Rolle der Bulk-
Eindringtiefe iibernimmt. Wegen A.fy < A sind auch hier wieder die elastischen
Konstanten sehr viel kleiner und damit das Gitter weicher als in einem Bulk-
Supraleiter.

Fiir sehr diinne Schichten (d < A) gilt A\ejy = d/m < [ und in 1.23 geht

011<k') — 0 s

und zwar in nicht-analytischer Weise schneller als jede Potenz von d.

Auflerdem kann man an dieser Stelle das Resultat 1.23 wieder mit den auf an-
derem Wege berechneten Ergebnissen von Abrikosov [17] vergleichen, und zwar
indem man den lokalen Grenzwert & — 0 einer homogenen Kompression des
FL-Gitters | — [ + dl betrachtet. Mit der von Abrikosov in [17] fiir den hier
betrachteten Fall A > d errechneten Wechselwirkungsenergie

2
Fy= N.L 20T iy

4 dN?
erhélt man die gleiche Energiedinderung
1 0? 1 o2 1
AFy = ~(0)* Z5F4 = = (01)> N,.L -2 s
a = 5 O et 3 0) A7 Aoprdr2 €

wie unter Verwendung der elastischen Konstanten c1;(k = 0)

AF = ;//da:dzcn(k:()) ((Sll)2

1 do \1 . 2 4l
= SNIL (22 = Pess (22
2 <4m> 5T 2, T

Dies bestétigt das Ergebnis 1.23.

[IIb | Bei groffen FL-Abstinden [und groffen Schichtdicken d, d.h. [ > X und
d > A, also zusammen mit der Bedingung 1.15 [ > d > A (siehe Abbildung 1.4),
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ist es zweckméfBig, die nur langsam konvergente n-Summe in 1.22 mittels Poisson-
Summation auszuwerten. Dariiberhinaus mufl man nur den (s=1)-Beitrag der s-
Summe behalten und bekommt nach einigen Umformungen, die in Anhang A.4
angegeben werden?:

> 2 12 + (td)?2
n _ %l 0 9 AR
¢ (k,0,0) = 47r2/\2 (1 — coskl) ; 8[2 ( 3 )(1.24)

K{(z) = LK (z) + Ko(z) besitzt fiir grofe x die Asymptotik K{(z) < (1 +
l)\/;e*‘"/’, so dafl K schnell fallt und man sich wegen d > A auf den (t=0)-
Summanden beschranken kann. Unter Verwendung der Asymptotik wegen [ > A

ergibt sich
1 b T AV A —a g
¢ (k,0,0) ~ 2\ o )\4(1+l) 7€ (1 — cos k)

und daher mit 1.14

en (k) = <%> ~dn A(1+?) L (1.25)

Anh ) 1 21 k2 \?

In diesem Limes ist nun die Schichtdicke ganz herausgefallen, was ja auch unmit-
telbar einleuchtend ist bei einer sehr dicken Schicht.. Man bekommt wieder den
fir Bulk-Supraleiter typischen Abfall von ¢;; mit exp (—I/\).

Auch hier kann man genauso wie im vorigen Abschnitt zeigen, dal das Ergebnis
1.25 im lokalen Limes k — 0 bei einer homogenen Kompression des Gitters mit
Resultaten von Abrikosov [17] in Ubereinstimmung steht.

Die Ergebnisse aus IITa und IIIb weisen bei Verwendung der effektiven Ein-
dringtiefe Acs; &~ min (A, %) bis auf Vorfaktoren dhnliche Charakteristika auf:

oo —i/x;; L —coskl
—— 1.2
cn(k) o« <47r)\ e B, (1.26)

Eine solche Form erhélt man also immer fiir [ > A, d.

Die Giiltigkeitsbereiche der betrachteten Fiélle I, I1, I1Ta, IIIb sind zur besseren
Ubersicht in der Abbildung 1.4 eingetragen. Dort sind auch der Bereich, in dem
die betrachtete 1-dimensionale Grundzustandskonfiguration mit in der Mitte der
Schicht zentriert liegenden FL’s (V.Y = 0) instabil wird (I # d, sieche Kapitel 2.2.1)
eingezeichnet neben dem Bereich, in dem Scherungen des FL-Gitters nicht aus
energetischen Griinden vernachléssigt werden kénnen (A # d und | % d, siehe
Kapitel 2.2.2), d.h. dort gilt cgs % c11, Ca4-

4K, ist die v-te Bessel-Fkt. mit imagindrem Argument
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Abbildung 1.4: Giiltigkeitsbereiche fiir I, II, I1Ia/b

Es bleibt anzumerken, dal das Ergebnis 1.18 fiir den Fall I bei [ — X nicht in die
Resultate 1.19,1.23,1.25 bzw. 1.26 fiir die Félle II und III iibergehen. Die Formeln
konnen also in dieser Form nicht unbedingt in den Bereich [ ~ A interpoliert
werden.

1.4 Zusammenfassung

An den Ergebnissen der Untersuchung von elastischen Konstanten fiir ein FL-
Gitter in einer Schichtgeometrie sind folgende Punkte auffillig:

- Zunéchst einmal sollte man bemerken, daf es fiir eine solche Geometrie

doch relativ problemlos gelingt, die elastischen Konstanten sowohl im Be-
reich [ > X grofler FL-Absténde als auch im “dichten” Limes [ < A klei-
ner FL-Abstédnde (wobei d jeweils die Stabilitdtsbedingung | > d fiir den
I-dimensionalen Grundzustand erfiillen muf}) zu berechnen (insbesondere
erhélt man auch ihre Dispersionsbeziehungen). Dies liegt hier im wesent-
lichen daran, daBl man nach Einfithrung der Spiegel-FL’s die Berechnung
der elastischen Konstanten in einem 2-dimensionalen Rechteckgitter vor-
nimmt, was wesentlich einfacher zu handhaben ist als etwa das hexagonale
FL-Gitter in einem Bulk-Supraleiter.
Hinzu kommt, dafl fir [ > d und A > d die FL’s im 1-dimensionalen
Gitter auch nur einen Freiheitsgrad haben, d.h. nur uniaxiale longitudinale
Auslenkungen moglich sind (siehe Kapitel 2.2.2) und das System mit zwei
elastischen Konstanten, dem Neigungs- und Kompressionsmodul, beschrie-
ben werden kann.
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- Die elastischen Konstanten fiir Schichten sind im Vergleich zu denen ei-
nes FL-Gitters in einem Bulk-Supraleiter klein, und zwar umso kleiner je
diinner die Schicht gemacht wird. Das bedeutet mit anderen Worten, dafl
das FL-Gitter einer Schicht vergleichsweise weich ist.

Grund dafiir ist die effektive Verkleinerung der Eindringtiefe durch den
Einflu8 der Schichtoberflichen. An den Oberflichen mufl das Magnetfeld
eines Fluifadens auf 0 absinken, so daf} er bei d < A nicht mehr sein volles
Magnetfeld um sich herum aufbauen muf}, was zu einer geringeren magne-
tischen Energie fithrt. Dadurch kostet es dann auch weniger Energie, wenn
das Magnetfeld sich den Verbiegungen einer FL anpassen muf}, und das
Gitter wird weicher.

Diese relativ kleinen elastischen Konstanten bedeuten wiederum, daf3 ther-
mische Fluktuationen in solchen Systemen eine grofle Rolle spielen, was die
Untersuchung von Vortex-Fliissigkeiten und Vortex-Gléasern (bei Anwesen-
heit von Unordnung) in diesem Schichtsystem interessant macht.

- Im Limes sehr diinner Schichten gibt es keine Dispersion mehr. Dies liegt
ebenfalls an der effektiv verkleinerten Eindringtiefe, da durch eine Ver-
kleinerung der Eindringtiefe die rdumliche Ausdehnung der magnetischen
Energie des Vortex abnimmt, die eine Ursache fiir nichtlokale Effekte beim
Auslenken der FL-Kerne darstellt. Durch eine Abschwéchung dieser nicht-
lokalen Einfliisse mufl auch die Dispersion geringer werden.

- Zum Giiltigkeitsbereich der Ergebnisse ist Folgendes zu sagen: Der einzige

Punkt, an dem eine Temperaturabhéngigkeit in der hier vorgestellten Theo-
rie erscheint, ist die Eindringtiefe A (und die Kohérenzlange ), die iiber
grofle Temperaturbereiche (wenn nicht gerade T' N T.) eine schwache Tem-
peraturabhéngigkeit hat im Rahmen der Ginzburg-Landau-Theorie (ebenso
wie £). Dies ist beispielsweise fiir grofle FL-Abstédnde [ sicher nicht rich-
tig. Spétestens, wenn die mittleren Auslenkungen der FL’s infolge thermi-
scher Anregung so gro8 werden (etwa ~ [), da§ FL-Kollisionen vorkommen,
konnen die Effekte vom Verbot solcher Kollisionen in diesem Fall das elasti-
sche Verhalten des Gitters (zumindest bei Kompression) sehr stark beein-
flussen. Man hat dann eine effektive, diese sterische Repulsion beinhaltende
Wechselwirkung zwischen FL’s zu beriicksichtigen (siehe z.B. [5],[25]) bei
der Berechnung von cy;.
In diesem Kapitel wurde gewissermafien nur der “magnetische” (mittels
London-Gleichung und Maxwellgleichungen bestimmte) Anteil der elasti-
schen Konstanten bestimmt. Der angesprochene “entropische” Anteil blieb
unberiicksichtigt.
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Kapitel 2

Grundzustandskonfiguration

Im letzten Kapitel iiber die elastischen Konstanten des Flufliniengitters in der
supraleitenden Schicht wurde eine Grundzustandskonfiguration angenommen, in
der gerade, dquidistante Fluflinien vorliegen, die in der Schicht zentriert, d.h. in
der Mitte zwischen beiden Schichtoberflichen liegen und somit ein 1-dimensionales
Gitter bilden (bei Projektion auf die xy-Ebene). Es ist bekannt [18],[19], daB die-
ser Zustand bei hinreichend kleinen Fluflinienabstdnden instabil ist gegeniiber
Bildung einer 2-dimensionalen Uberstruktur durch im Gitter alternierende Aus-
lenkungen in Richtung senkrecht zur Schicht. In diesem Kapitel sollen diese Re-
sultate mit der im vorangehendem Kapitel verwendeten Methode der Spiegel-
Fluflinien reproduziert und eine einfache Abschétzung fiir den Flufllinienabstand,
an dem der strukturelle Phaseniibergang stattfindet, gefunden werden. Dabei
wird man im stabilen Fall auch Abschéitzungen fiir die Energie von Auslenkun-
gen der FluBllinien senkrecht zur Schicht machen koénnen. Dies entspricht einer
Abschétzung des Schermoduls cg des Gitters.

2.1 Struktur der zu untersuchenden Zustinde
und ihre Energie

Bei der Berechnung der elastischen Konstanten im Kapitel 1 bin ich von einer
Grundzustandskonfiguration ausgegangen, in der die FL’s gerade, dquidistant und
zentriert (d.h. Y2 = 0 ) in der Schicht liegen. Wihrend die ersten beiden An-
nahmen aufgrund der effektiven Wechselwirkung zwischen realen FL’s (repulsive
Zentralkréfte, siehe effektives Wechselwirkungspotential V., fiir reale FL’s auf
Seite 19) sofort zu rechtfertigen sind, ist die dritte Annahme einiger weiterer Un-
tersuchung bediirftig.

Dies wird unmittelbar einleuchtend, wenn man eine reale FL und ihre Néchsten-
Nachbar-FL’s betrachtet. Wie in der Skizze 2.1 angedeutet, wirkt die repulsive
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Abbildung 2.1: reale FL und ihre NN-FL’s

Wechselwirkung der benachbarten realen FL’s in Verbindung mit der attraktiven
Wechselwirkung der benachbarten Bild-FL’s destabilisierend bzgl. Auslenkungen
in y-Richtung. Dabei werden zwei benachbarte reale FL’s y-Auslenkungen in ent-
gegengesetzte Richtungen bevorzugen.
Dabher soll in diesem Kapitel die Stabilitiat des FL-Gitters in der Schicht gegeniiber
einer Auslenkung

Uy = Upmo = (0,(—=1)"u,0)

der realen FL’s untersucht werden. Diese verursacht im vollen Gitter aus realen
und Bild-FL’s, wie dies in Abbildung 2.2 gezeigt ist, Verschiebungen der Form

N
1

= Ui = (07 (_1)m+ﬁ70>

Abbildung 2.2: Gitter mit untersuchter Uberstruktur

Vollig analog zu den Unterkapiteln 1.1 und 1.2 im Vorarlgehenden Kapitel
1 kann man wieder folgende Ausdriicke fiir das Magnetfeld H(7) und die Freie
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Energie F' fiir diesen Zustand verwenden (siehe Gleichungen 1.5 und 1.7):

d . .
=t Aw = A, +o0
d - = coshy/A
<-—-: H a1 1/0\
lyl < 2 () coshd/2\ *
4 —
i /dR sgn(FLv) V(' — Rp)
¢0 VB'le+7"eal
Hy
= Tl
1 = 3 17
F = F, - —H, /dTHF
41
. ly|<d/2
3 > //dR dR sgn(FLi) V(R; — R )
pBl:l:lT'rl‘eul
—T

(2.1)
mit . . .
R,} = Rmﬁ = <T~TL, nd + (_1>m+n u, Z) = Rg -+ ’II,;
und (siehe GLeichung 1.6)
. g e
= bzw.
V(7) G r A
V@ = [aervmeT = 81
Vo= nrae CAm 1+ A2?

Zu den Gleichungen 2.1 sind folgende Bemerkungen zu machen:

- Der erste Term T in F'— Fy beschreibt die Wechselwirkung zwischen dufle-
rem Feld H, und dem FL-Gitter durch die Ankopplung des FL-Gitter-
Magnetfeldes Hr an das duflere Feld H,. Er hat die in der GL-Theorie
benutzte Standardform

H,B
—Vol —2=F

7

d.h. Br wird durch Mittelung des mikroskopischen Magnetfeldes Hp iiber
die Schicht gewonnen. Dieser Summand von F' hédngt hdngt nur von den
y-Koordinaten der FL’s ab und mufl deshalb hier mitgefiihrt werden im
Gegensatz zur Rechnung fiir die elastischen Konstanten in Kapitel 1, wo
keine y-Auslenkung der FL’s betrachtet wurde.

- Der zweite Term T in F'— F{ steht fiir die Wechselwirkungs- und Selbstener-
gie der FL’s. Seine elastischen Eigenschaften wurden ausfiihrlich in Kapitel
1.2 untersucht.
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- F} ist der nicht von den FL-Positionen abhéngige Teil der Freien Energie
Fund fiir unser Problem nicht relevant.

- Da im Grundzustand gerade FL’s vorliegen, ergibt jede Integration

/dél;:é'z/d,z:l)@

Nun zur Berechnung der einzelnen Energieterme in Gleichung 2.1: Fiir den
Summanden 7T}, der die Wechselwirkung mit dem &ufleren Feld beschreibt, be-
kommt man nach Einsetzen von Hp

1 N —
Tl == _7Ha / d37” HF
47
lyl<d/2
H,L . F_— R
- > sgn(FLp) / &’r V(7 — Rp)
%o v Bild+real ly|<d/2

I(Ry)

Fiir das Integral 1 (ﬁ,;) mit R, = (X5, Y5, z) erhélt man das nur von Y; abhingige
Ergebnis (siehe Anhang B.1)

) @ sinh (d/2X) e 1¥#1/A fiir [Y5] > ;l
1) = [ drve-F) =17 p
ly|<d/2 @ [1— e cosh (Yy/\)] fiir |Yy| < =
AT 2
(2.2)
Nach einigen Umformungen, die im Anhang B.1 aufgefiihrt sind, erhélt man damit
letzten Endes:
Vol o coshu/\
7, = ——H, = [1-——— 2.3
! Ar T dl ( cosh d/2)\> (23)

Jetzt mufl noch der zweite, Wechselwirkungs- und Selbstenergie beschreibende
Summand 75, von F' — Fj in 2.1 ausgewertet werden.

1 L
-5 Y //deR sqn(FLR) V(B> — R,)

v real
[ Bild+real

Um diese Summe im FL-Gitter aus realen und Bild-FL’s auszufiihren, zerlegt
man das Gitter in 4 Untergitter von FL’s gleichen FluB-Vorzeichens und glei-
cher Auslenkungsrichtung. Die ist in Abbildung 2.3 gezeigt, wo jedes Untergitter
durch ein anderes Symbol gekennzeichnet ist. Analog dem Ubergang von der
Wechselwirkung V' auf dem vollen Gitter zu W auf dem Untergitter der positiven
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Abbildung 2.3: FL-Gitter mit den 4 Untergittern

FL’s im Kapitel 1.2, kann man hier zu einer Wechselwirkung W auf einem der 4
Untergitter iibergehen. Also mit

R =R = (m2l,n2d,0)

1 ., .
T2 = 5 L2 Z sgn(FL,&) V(R,; - Rﬂ)
ﬁBﬂiltiTieal
1 —, —
:§ﬁ > W(R),-R))
uB:l’:iTieal

wobei in W nun die Wechselwirkungen wie in Abbildung 2.4 zusammengefafit

sind.

Abbildung 2.4: In W zusammengefafite Wechselwirkungen
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Das heifit, W besitzt die folgende Form:

W) = 2V(F) + V(F+1+2a) + V(7 — [ - 2@) -
—VFE—d4+20) - V(F—d—20) - VFE+I—d) - V(F—1—d)
bzw.

W@ = 2V(@ {1+ cos ali+ 20)] — ¢ cos (720 + cos (D)

Damit erhalt man

> (27)?

v real
pn Bild+real

= ;LNTnZW(QM)

©w

27

. 5V (@) {[1+ (1) cos (n )] =

= Vol S

(—1)" [cos (nzczru) + (—l)m]} , (2.4)

wobei sich auch die Anzahlen N auf das Untergitter beziehen, also n = 1/4dl,
und die @), das zum Untergitter RB inverse Gitter bilden:

~ ~ T T
Qu = Qmn = (mj 7713 ,0)

Die m-Summe wird nun mittels Poisson-Summation und Berechnung der ent-
stehenden Integrale durch Schliefen in der komplexen Ebene und anschlieende
Anwendung des Residuensatzes ausgefiihrt. Die Rechnungen sind im einzelnen in

Anhang B.2 nachzulesen und enden in

T, = VOZL%Z)\ ([1—(—1)”cos(n27ru)] +
2 321 N2l =" d

2m 2
n ungerade: [cos (nju) +1] oxp (I/A) =1
N S 2" >
n gerade: [cos (”FU) -1 exp (/M) + 1

2

mit = —i?“n = ﬁ +n ﬁ

n

(2.5
Fiigt man 77 und 75 zusammen, bekommt man folgenden Ausdruck fiir den re-
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levanten Teil der Freien Energiedichte

nung.

n ger.

F—Fy B )

Vo \(Halsu) dl 47r
L1

*dl 3on )\2d

+ > Ay fcos (n—u) + 1]

+ > Ay [cos (n?u) —1]

= coshu/\ N
cosh d/2)\
{Z An " cos (n2;ru)] +
2m 2
d exp (I/\,) — 1

2T 2
exp (I/\n) + 1}

(2.6)
_l’_

Dieses Ergebnis erhélt mit einer anderen Methode als der hier verwendeten, mit
Bild-FL’s arbeitenden, auch Takacs [18].
Dieser etwas uniibersichtliche Ausdruck kann folgendermaflen interpretiert wer-

den:

- Er stellt eine Energiedichte dar, d.h. werden die Vorfaktoren 1/dl wegmul-
tipliziert, bekommt man eine auf die Lange bezogene Energie pro FL.

- Der erste Summand 7 beschreibt die Wechselwirkung des FL-Gitters mit
dem &ufleren Magnetfeld H,. Aus der Standardformulierung

H,Br
47

liest man

B:
Eal

%

- coshu/\
cosh d/2\

ab, d.h. dadurch, da die am Rand der Schicht auftretenden Abschirm-
strome nicht vernachléssigt werden kénnen in der Rechnung, tragt jede
(von [und d aufgespannte) Gitterzelle in der Schicht effektiv kein ganzes
FluBquant mehr (was Br = ¢g/dl entsprechen wiirde).

- Die restlichen Summanden stammen aus 75 und représentieren die Wechsel-
wirkungs- und Selbstenergiedichte der FL’s, und zwar die letzten beiden
Summanden die Wechselwirkungs- und der zweite Summand die Selbst-
energiedichte. Dies erkennt man daran, dal die Wechselwirkungsenergie
der abstandsabhingige (namlich eponentiell fiir groBe [ verschwindende)
Teil sein muf, wihrend die Selbstenergie keine [-Abhéngigkeit aufweisen

darf.

Der Selbstenergiesummand stellt eine nicht konvergente Summe dar, was wieder-
um daran liegt (vgl. Bemerkung zu 1.19), dal im Impulsraum mit einem Cutoff
1/¢ gearbeitet werden muf, der dem endlichen Radius der FL-Singularitdten
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Rechnung trégt. Der Selbstenergiesummand €(d)/dl kann aber in eine unproble-
matische und anschaulichere Form gebracht werden, indem man ihn umschreibt

)~

Setzt man die n-Summe aus obiger Formel ein und fiihrt sie mit Poisson-Summation
aus, wird im Limes d — oo gerade die 0-te Komponente absubtrahiert, und man
bekommt fiir den zweiten Summanden aus 2.6

0 - 38 3l

Po

47\

e(d) = e(d = 00) + (e(d) — lim €(d)

d—o0

— lim e(d)) :

d—oo

>2hm+ (e(a)

1
di

1
nk + —

dl

dl 47\ 47\

d 2u. d 2u. d
A X 2D+ 3 = Kalls+ T)3) — Kalls = )
sger.> sunger.>
und damit fiir die Freie Energiedichte f := F — Fy/V ol
1 o coshu/A
H, - - —_—H = (1-—7
f(Ha, L) dl “47r< coshd/2)\> *
NECRY
+ dl<47r)\> {lnﬂa +
d 2u. d 2u. d
Y G+ Y —Kols+ )5 - Folls - D)+
sg§>2 A sun%c;r.>l d’A d’A
1 %o 2 2m 27 1
— (o) 28 A il -
A (zm) d {M%_x wleos i) ) iy =1
2T 1
+ Ap [cos (n—u) — 1 }
ng;22 [oos ( d ) ]exp(l/)\n)+1

(2.7)
Mithilfe der Gleichung 2.7 soll nun die Stabilitit der 1-dimensionalen Konfigurati-
on mit uw = 0, die im Kapitel 1 als Grundzustand angenommen wurde, gegeniiber
der alternierenden FL-Auslenkung senkrecht zur Schicht mit u # 0, also der Bil-
dung einer 2-dimensionalen Uberstruktur untersucht werden.

2.2 Stabilitdtsuntersuchung

Bevor mit der Stabilitdtsuntersuchung begonnen werden kann, miissen in 2.7 noch
thermodynamische Gleichgewichtsbedingungen beachtet werden. In 2.7 stellt ndmlich

'K, ist die v-te Bessel-Fkt. mit imagindrem Argument
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[ (ebenso wie u, das ja ohnehin spéter genauer betrachtet wird) bei gegebenem
H, und Vol noch einen inneren Freiheitsgrad des Systems dar, bzgl. dessen f
minimiert werden muf. Diese Bedingung, angewandt auf den (u=0)-Zustand

0
— H p— pr—
5l f(Hy,u=0,1) 0

liefert Beziehungen [(H,,u = 0) bzw. nach Umstellung H,(I,u = 0). Setzt man
diese Beziehungen wieder in die Gleichung 2.7 fir f(H,,u = 0,[) ein, erhilt
man die (u=0)-Gleichgewichtsenergie f° als Funktion von H, bzw. [ alleine. Im
folgenden soll Stabilitdt in Abhéngigkeit vom FL-Abstand [ untersucht werden,
daher wird H, durch die Gleichgewichtsbedingung eliminiert und man erhélt

£ = f(Ha(l,u=0),u=0,1)

als Gleichgewichtsenergie fiir u = 0 bei gegebenem .

Es soll nun gekldrt werden, ob Konfigurationen mit v # 0 energetisch giinstiger
sind als die (u=0)-Konfiguration bei gleichem FL-Abstand [(H,,u = 0) bzw. bei
gleichem H,(l,u = 0). Dazu ist die Frage zu beantworten, ob

2 ?
gﬁ . 0 =00 mit 1) = f(Ha(lu=0),u,l)

Schon vor der expliziten Durchfithrung dieser Rechnung kann man jedoch
anhand von Gleichung 2.7 feststellen, dafl die Ankopplung an das &uflere Feld
die (u=0)-Konfiguration stabilisiert (der entsprechende Summand weist positive
Kriimmung in u auf), wihrend der Selbstenergie- und Wechselwirkungsenergie-
term destabilisierend wirkt (beide haben negative Kriimmung). Dies stimmt mit
der anschaulichen Vorstellung iiberein, die ich zu Beginn anhand von Abbildung
2.1 versucht habe zu entwickeln.

Die Durchfithrung des oben skizzierten Rechenweges ergibt

—F

o? w1 (e \'1
! | 2 1) K, d 4 K d
A em@m = U S Ky} — 4 2 Ksy)
2m 1 A
i nugg:.>l/\nexp(l/)‘n)_1|:_ (nzﬂ-a)Q—i_
I exp(l/\,)
T Cosh (d/2)\) — 1( )\neXp(l/)\n)—l)]
2m 1 A
R e

2.8)
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Die Ewzistenz des Ubergangs von der (u=0)-Konfiguration zu einer Konfigura-
tion mit u # 0 bei kleiner werdendem [ kann nun so verstanden werden:

Man kann zeigen, dafl von den [-unabhéngigen Summanden in der 2. Zeile in

Gleichung 2.8 der Summand

Ink

d cosh (d/2\) — 1

den betraglich gréfiten Beitrag liefert und die anderen gegeniiber ihm vernachlassigt
werden konnen. Die dazu notwendigen Abschétzungen laufen im Wesentlichen
darauf hinaus, daf§ im Fall d > A die Kj- bzw. Kj-Summanden sehr schnell
abfallen mit d/\ und im Fall d < XA der angegebene Summand aufgrund von
k> \/d (wegen d > &, vgl. Bemerkungen zur London-Gleichung 1.1) dominiert.

Fiir [ — oo (d.h. I > A, d) gehen alle iibrigen Summanden exponentiell gegen
0, so daf
92
ou?
also die (u=0)-Konfiguration stabil ist.
Fiir [ — 0 (d.h. I < \,d) gilt 1/(exp (I/M\,) +1) ~ % und 1/(exp (I/\,) —

1) ~ \,/l in fithrender Ordnung, so dafl die Summe in dQer 3. und 4. Zeile von
2.8 den Hauptbeitrag der iibrigen Summanden liefert. Weiterhin erhélt man bei
[ — 0 fiir den Faktor [...] in dieser Summe [—(n27\/d)? 4 4/(cosh (d/2\) — 1)].
Man {iberpriift leicht, da —(n27\/d)? in diesem Faktor der betraglich gréBere
Summand ist, man also bei [ — 0 nur diesen Anteil zu beriicksichtigen braucht.

Da dieser o 1/1, folgt

v Ink
oS —o0) = F @y =1 >

u=

82

ou?

Ink 127 A
u(q ~ g a2 )2
=0 = 7 ey =1~ 71 dnu%N( an2mg)” <0,

u=0

d.h. die (u=0)-Konfiguration ist bei I — 0 instabil.
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2.2.1 Ubergangsabstand [*

Behélt man in einer zunéchst etwas grob erscheinenden, sich aber spéater doch als
recht brauchbar erweisenden Approximation nur die beiden Summanden bei, die
im Prinzip, wie eben gezeigt, den Ubergang vom 1-dimensionalen (u=0) zum 2-
dimensionalen (u#0) Zustand herbeifiihren, kann man auch einfache quantitative
Angaben machen iiber den FL-Abstand I*, bei dem der Ubergang stattfindet. Er
ist dann gegeben durch die Gleichung

0? "
0 = 92 u:Of ()
Ink 2 1
~ - F— An 21~ )?
cosh (420 =1~ 7 4 nu%zl op ) —1 )
geom.Reihe Ink 2m —ml* /A A 2
= - FZ An " (n2r’
F oty —1 7 dnunzgél mz;l ‘ (n273)
(2.9)

Fir d < A\ konvergiert die n-Summe in 2.9 wegen des exp-Faktors schnell, und
man kann sich auf den (n=1)-Summanden beschrénken (es war A\; = Agpp =~

min (\, d/7) = d/):

Ink )\2)\eff

— (2 3 —ml*/)\cff
cosh(@o) —1 g c

0 =

m>1

Behilt man nun auBerdem nur den (m=1)-Summanden (es zeigt sich, daf dies
selbstkonsistent ist, da [* > A ¢ sein wird, s.u. 2.10) ergibt sich

Ink 1 d3
(2m)3 cosh (d/2X) — 1 NAgpp

el err —

was nach Entwicklung des cosh (d < A) und mit A\.sy >~ d/m zu

3 1 4
r o~ )\effln<7T d) r~ dln<w> (2.10)

Ink Aesy T Ink

fithrt. Das bedeutet, dafl man im Bereich d < A fiir Gréenordnungen von x =
10 — 100 (Ink = 3) die “Faustregel”

"~ d (2.11)

hat.
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Fiir d > ) kann die n-Summe aus 2.9 ndherungsweise in ein Integral umge-
wandelt werden :

—267; > Z)\neml*/)‘"(nQWZ\ZV ~

nung.>1 m>1

(22)’

a=n7A/d -y 7dx exp (—ml* /A1 + x2)

4\ ml*
= — E K
1 ml* i A )

Ist I* > A, konvergiert die Summe schnell und man kann sich auf den (m=1)-
Summanden beschrénken (die Annahme [* > X erweist sich wieder als selbstkon-
sistent, s.u. 2.13). Also bestimmt sich [* niherungsweise aus

Ink [* l:

dcosh(d/2))—1 X k()

(2.12)

Vergleicht man die beiden exp-Anteile von cosh und K, die in der Asymptotik
d> X und [* > X (siehe wieder 2.13) dominieren werden, bekommt man die
einfache Beziehung

r~ = ) 2.13
. (213)
Die approximativen Beziehungen 2.11 und 2.13 konnen anhand von exakten von
Takacs [18] berechneten Werten gepriift werden und zeigen eine recht gute Uber-
einstimmung.

Zusammenfassend kann man also feststellen, daf§ die Rechnungen als einfaches
Kriterium fiir die Stabilitat der 1-dimensionalen (u=0)-Konfiguration

(2.14)

liefern. Ist dieses Kriterium erfiillt, ist nach 2.11 bzw. 2.13 die 1-dimensionale
Konfiguration stabil. (Dieses Resultat wurde bereits in Kapitel 1.1 auf Seite 8
verwendet, siche auch Abbildung 1.4.)

Bei der Ableitung der Stabilitdtsbedingung 2.14 wurden natiirlich einige recht
grob erscheinende Approximationen vorgenommen. Die relativ gute Ubereinstim-
mung mit den exakten Resultaten von Takécs [18] zeigt aber, daf diese Naherun-
gen qualitativ korrekt waren.

2.2.2 Schermodul-Abschitzung

Mit der Gleichung 2.9 148t sich im Fall einer stabilen (u=0)-Konfiguration, also
etwa fiir [ > d wie wir nun aus dem vorangehenden Kapitel 2.2.1 wissen, eine
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Abschétzung fiir die zur Deformation in y-Richtung (wir sind ja hier in Kapitel
2 von einer periodischen Deformation mit der doppelten Gitterperiode 2[ aus-
gegangen) notwendige Energie oder mit anderen Worten fiir die Gréfienordnung
des Schermoduls cgg finden.

Einen solchen Schermodul wiirde man aus der lokalen Elastizitatstheorie (vgl. die
Beziehungen auf Seite 18) durch

AF = 1 /d2r cos (Optty)? = ; VdOl Ce6 (%)2
= = Vol u 8822 ,
also 52
Ceg = dlgﬁ

erhalten, wobei 5% f aus Gleichung 2.9 genommen werden kann. Im Fall einer
stabilen 1-dimensionalen (u=0)-Konfiguration wiirde dort der erste Summand
dominieren und man hétte als Abschéitzung fiir cgg

. ~ dP %0 Ink _ 9o\ L Ink
0= dl AT\ )\2 cosh (d/2)) — 1 AT\ ) A2 cosh (d/2\) —1°

Wird das System diinn gegeniiber der Eindringtiefe gemacht, d.h. A > d, kann
der cosh entwickelt werden:

Man erkennt, dafl cgs wegen cg o [/d sehr grofl wird gegeniiber den anderen ela-
stischen Konstanten (vgl. hierzu Ergebnisse aus Kapitel 1.3 ), wenn die Schicht
nur geniigend diinn gegeniiber dem FL-Abstand ist, also [ > d gilt. Das be-
deutet wiederum, daf} in diesem Fall FL-Auslenkungen senkrecht zur Schicht in
y-Richtung dann energetisch extrem ungiinstig werden und vernachléassigt werden
konnen.

Damit ist gezeigt, dafl FL-Gitter in hinreichend diinnen Schichten, was hier
solche sein sollen, fiir die

A>d und [ > d

gilt, sich wie echte 2-dimensionale Systeme verhalten, weil die FL’s praktisch
nicht senkrecht zur Schicht ausgelenkt werden kénnen. Mit anderen Worten hat
eine FL in einem solchen System effektiv nur einen Freiheitsgrad, nédmlich eine
(longitudinale) x-Auslenkung parallel zur Schicht.

(Dieses Verhalten hinreichend diinner Schichten wurde schon im Kapitel 1.1 auf
Seite 11 ausgenutzt, siche auch Abbildung 1.4.)
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Kapitel 3

Vortex-Glas-Phase im
Schichtsystem

Die in den letzten Kapiteln ndher untersuchte Beschreibung des FluBlliniengitters
in einer (diinnen) Schicht (mit parallelem Magnetfeld) als elastisches System wird
nun benutzt, um die statistischen Eigenschaften dieses Systems in Anwesenheit
von (schwacher) Unordnung zu untersuchen. Einer Arbeit von Nattermann et al.
[5] folgend, wird das System nach Mittelung iiber die Unordnung im Replika-
formalismus im wesentlichen auf ein 2-dimensionales XY-Modell im Zufallsfeld
(ohne Vortizes) abgebildet, wie es von Cardy und Ostlund [20] betrachtet wird.
Der Einflul von bei dieser Abbildung entstehenden anisotropen Termen wird hier
néher untersucht werden.

Es zeigt sich, dafl in der Ndhe von H., d.h. bei grofien FluBlinienabstdnden
(I > X), wenn Unordnung im System vorhanden ist, eine neue Phase, die als
Vortez-Glas-Phase verstanden werden kann, vorliegt [5]. Diese ist durch ein In L*-
Verhalten der Verschiebungskorrelationen (uu-Korrelationen) der Flullinien ge-
kennzeichnet gegeniiber dem reinen Modell, wo die uu-Korrelationen o In L sind.
Hier sollen diese uu-Korrelationen im Rahmen der Renormierungsrechnung von
Cardy und Ostlund in Verbindung mit stérungstheoretischen Methoden fiir grofie
Langenskalen L berechnet werden. Im Hinblick auf die durchzufithrenden Rech-
nungen fiir ein System aus mehreren gekoppelten Schichten im néchsten Kapitel
werden die Mittelungen von Verschiebungen u genauer untersucht, die sich in
sehr guter Naherung als gauflische Mittelungen mit renormierten Parametern er-
weisen.

AuBerdem wird ein geeigneter Ordnungsparameter fiir den Ubergang zum Vortex-
Glas angegeben, der die grofien nicht-replikadiagonalen Phasenkorrelationen in
der Phase des GL-Ordnungsparameters ausnutzt.

Mithilfe der im ersten Kapitel berechneten elastischen Konstanten, lassen sich
nun auch Aussagen iiber den Bereich kleinerer FL-Abstédnde (I < A bzw. H. <
H, < H.) machen. Dort liegt bei Anwesenheit von Unordnung unterhalb einer
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Ubergangstemperatur T ebenfalls die glasartige Phase vor, oberhalb von Ty je-
doch eine Phase, die nur durch thermische Fluktuationen gekennzeichnet ist und
als Vortex-Fliissigkeit gedeutet werden kann.

Desweiteren kann man sowohl fiir grofle als auch kleine FL-Absténde zeigen, dafl
die Dispersion der elastischen Konstanten, die im ersten Kapitel berechnet wurde,
auf die statistische Physik des FL-Gitters keinen Einfluf} hat.

3.1 Elastisches Modell mit Unordnung (nahe H)
und Abbildung auf XY-Modell

In diesem Abschnitt werden die Rechnungen aus [5] noch einmal kurz referiert, die
zur Abbildung des Problems eines Flufliniengitters in einer Schicht mit schwacher
Unordnung in der Nahe von H,.; auf ein 2-dimensionales XY-Modell im Zufalls-
feld (ohne Vortizes) notwendig sind.

Das reine Modell ohne Unordnung soll durch einen elastischen Hamiltonian be-
schrieben werden mit den Auslenkungen u,,(z) in x-Richtung als dynamischen
Variablen:

1 Oy, S
Hel = ; / dZ {2 lC44 <az> + 5 W//(l) (Um+1(2) — Um)Q}
Dieser elastische Hamiltonian ist nichts anderes als der lokale Grenzfall, d.h.

C11 — Cll(k’:O) und Cqq = C44(k:0) s

der in Kapitel 1 angegebenen Energie 1.13 nach Riicktransformation in den Orts-
raum. Das Wechselwirkungspotential W identifiziert man dann zunéchst einmal
mit

Wi(z) = /dzveff(x,z) = Vip(w,q. =0) und W'(1) = e/l |

wobei hier aber noch andere Beitrige zu W zu beriicksichtigen sein werden als die
in Kapitel 1 betrachteten, da wir auf so groflen Léngenskalen L arbeiten werden,
dafl die am Ende von Kapitel 1 bereits erwahnten FL-Kollisionen wichtig werden
und in der Tat bei den hier betrachteten grofien FL-Absténden [ in der Ndhe von
H., den Hauptbeitrag zu W liefern [5] (sieche Bemerkungen zu Gleichung 3.2 auf
Seite 45).

Es sei nochmals daran erinnert, daf§ die in obigem Hamiltonian zugrundegelegte
1-dimensionale Grundzustandskonfiguration fiir [ > d stabil bleibt (siehe Kapi-
tel 2.2.1) und dafl man bei hinreichend diinnen Schichten (A > d, [ > d) nach
den Ergebnissen von Kapitel 2.2.2 von uniaxialen Auslenkungen in x-Richtung
ausgehen kann bei der Formulierung des obigen elastischen Hamiltonians und
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Auslenkungen normal zur Schicht nicht beriicksichtigen muf3.

Auch die Vernachlassigung der Dispersion der elastischen Konstanten bei der For-
mulierung des elastischen Hamiltonians ist nach den Ergebnissen aus Kapitel 1 zu
rechtfertigen fiir hinreichend diinne Schichten (d < A). Aulerdem wird sich her-
ausstellen, daf fiir grofle [ die Dispersionsbeziehungen aus Kapitel 1 nicht mehr
wichtig sind, da dort wie gesagt die von FL-Kollisionen herriihrenden Beitrige zu
W dominieren. Dies ist der weitaus wichtigere Grund, der eine Vernachlissigung
der Dispersion ermoglicht, denn wir werden weiter unten (siehe Beziehung 3.3
und folgende Bemerkungen auf Seite 45) sehen, dafi aufgrund dieser dominieren-
den “entropischen” Anteile die zu verwendenden elastischen Konstanten keine
Dispersion mehr aufweisen und sogar unabhéngig von ¢; und cyy sind.

Da wir das FL-System in der Ndhe von H. untersuchen wollen, also bei grofien
FL-Absténden [, wobei “grofs” immer im Sinne von [ > A zu verstehen sein soll,
konnten dann fiir ¢;; und ¢4y die Resultate aus Kapitel 1.3, Abschnitt IT und Illa
(siche Seite 22 und 25) verwendet werden. Aus den eben angefithrten Griinden
werden die konkrete Form von ¢y; und ¢4y aber nicht von Bedeutung sein.

In diesem Sinne ist also eine Herleitung des obigen elastischen Hamiltonians aus
der GL-Theorie moglich.

Fiir diesen Hamiltonian kann die m-Summe (etwa nach Poisson-Summation
und unter Vernachlissigung aller hoheren Fourier-Komponenten) durch ein Inte-
gral approximiert werden. Eine solche Kontinuumsapproximation erscheint sinn-
voll, wenn w,,(z) nur schwach iiber ndchste Nachbarn von m variiert. Diese sich
nur langsam dndernden Konfigurationen sind aber fiir die Statistik die relevan-
ten, da sie offensichtlich das grofite Boltzmann-Gewicht haben. Mit ml — x,
Um(2) — u(z, z) und einer Umskalierung z — zl{/W"(l)/lcyy erhdlt man dann
die symmetrische Form

N A ou\’
He = /dx/d22{<az> + ((%) }
r
= /d2r 5 Vu-Vu mit T'=\/W"(1)lcy . (3.1)

An dieser Stelle soll nochmals auf die elastischen Konstanten zuriickgekom-
men werden, die jetzt aufgrund der Umskalierung durch eine elastische Konstante
I' ersetzt werden konnten, die an dieser Stelle berechnet werden soll, ohne Bei-
trige zu W zu vernachléssigen, die von FL-Kollisionen herriihren. Diese Beitrage
ergeben einen zusitzlichen Summanden in W (1), der neben dem “magnetischen”
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Anteil die sterische Repulsion der FL’s beschreibt [5],[25]'? :

2 ?

W”(l) _ Cll/l + e (1 — )\COZ/Z)Z mit Ay = >\eff ~ min ()\, d/ﬂ') < 1(32)
Fiir ¢;; bzw. ¢4y sind, wie oben auch bereits erldutert, im hier betrachteten Fall
grofer FL-Absténde [ in der Ndhe von H,.; die Ergebnisse aus Kapitel 1.3, Ab-
schnitt IT und Ila (siehe Seite 22 und 25) zu verwenden. Danach fillt ¢;; expo-
nentiell mit [ ab und kann daher gegeniiber dem von der sterischen Repulsion
kommenden zweiten Summanden ganz vernachlissigt werden. Betrachtet man
kleinere FL-Absténde, dndert sich dies ganz erheblich, was in Kapitel 3.5 noch zu
diskutieren sein wird. In dem hier betrachteten Fall grofler [ erhélt man jedoch
die Beziehung

—_

r

\l w272 7T (3.3)

ley = @ —
caal® (1 — Aoy /12 M 12 (1 — heot/1)

Es ist zu beachten, daf in 3.3 keine Abhéngigkeit mehr von ¢;; und ¢4y besteht.
Dies bedeutet auch, daff I' im Fall grofler FL-Absténde keine Dispersion zeigt,
was oben schon angesprochen wurde.

Die Wechselwirkung der FL’s mit der Unordnung wird beschrieben durch
M, = Z/dz V(ml + um(2))

Das Zufallspotential V' wird dabei als gauflisch angenommen mit verschwinden-
dem Mittelwert und kurzreichweitigen Korrelationen

V(z,2)] =0 und [V(z,2)V(2,2")]=A0,(2— 2")ds(x — ) . (34)

wobei [...] die Unordnungsmittelung bezeichnet und a die Korrelationslédnge der
Unordnung bezeichnet (die als kleinste Linge den UV-Cutoff im Impulsraum
A ~ 1/a definieren soll, wihrend 1/L mit L als FL-Linge,d.h. Systemausdeh-
nung in z-Richtung, den IR-Cutoff definiert). Man wird dann auf den obigen
Hamiltonian gefiithrt, wenn man davon ausgeht, daf§ alle FL’s die gleiche Unord-
nungskonfiguration “sehen”.

Hier soll die gleiche Kontinuumsapproximation wie im elastischen Hamiltonian
vorgenommen werden und mittels Poisson-Summation bekommt man

H, = /daz/dz;V(a:jLu(x?z),z) (1+ chos(Q—Wkaz))

k=1 !

lkp =1

2Dieses Ergebnis folgt beispielsweise aus einer Abbildung des FL-Gitters auf die Weltlinien
von freien Fermionen, wobei das Pauli-Prinzip die sterische Repulsion ersetzt. Der Faktor (1 —
Aot /1)72 folgt dabei daraus, da man die sterische Repulsion nicht erst wirksam wird, wenn
sich die FL’s am selben Ort befinden, sondern bereits auf Entfernungen Aco; >~ Aepy >~ d/m <1
fiir hinreichend diinne Schichten, wie Fouriertransformation von W = Ves¢(z,q. = 0) (siehe
etwa [17]) zeigt.
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Um spéter die Unordnungsmittelung durchfithren zu kénnen, sollte Z = z+u(x, z)
substituiert werden. Also ist die Jacobi-Determinante |det J¢|(Z, Z) fiir die zu

Q-0

gehorige Riicktransformation zu berechnen. Diese rechnet man leicht bis zur
O((%)z) aus:

[SIERH

A
|det J;|(2,2) = 1—0u(Z,2)+u(@, 2)0u(z, 2) + (8,u)*(7, 2) + O((A—”f*’)

x
Damit bekommt man dann in den fithrenden Ordnungen der Entwicklung der
Jacobi-Determinante und der Poisson-Summation (nachdem (Z, Z) wieder in (z, z)

umbenannt wurden)

H, = /dz/dz;V(x,z)(l—8xu+u8§u+(8xu)2+...) X

< (1 +2cos(2l7r(x _u))+..)(35)

Es wird sich herausstellen, daf§ die Vernachléssigung der hheren Ordnungen in
(%) und der hoheren Fourierkomponenten in der Poisson-Summation gerechtfer-
tigt werden kann, da sie sich im replizierten Modell unter dem Renormierungs-
gruppenflufl als irrelevant gegeniiber den fithrenden Ordnungen erweisen. Dies
wird weiter unten genauer begriindet werden.

Der gesamte Hamiltonian fiir das FL-Gitter im Zufallspotential ist dann H =

7_‘el + Hr-

Die Mittelung iiber die Unordnung soll im Replikaformalismus ausgefiihrt
werden, d.h. man fithrt n Replikas des Systems ein, um in der Freien Energie die
Unordnungsmittelung durchzufiihren

Z" -1
nZz] = limg
n—0 n

und l&Bt am Ende n gegen 0 gehen.
Nach der n-fachen Replizierung des Systems bekommt man

gn - vﬁl/m7 exp{—;i(Hel—FHr(v))}

a=1

3

Nun wird {iber die Unordnung V gemittelt, wobei H,; nicht von V abhéingt,
also bei Mittelung iiber V' konstant ist, und H, linear ist in V. Da wir V' als

3kp=1
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gauflisch angenommen haben, kann die Mittelung iiber V' dann als GauB-Integral
ausgefiihrt werden, und wir bekommen unter Verwendung von 3.4

n & r 2 A 2
(Z" = 711/1)217exp{—QT/drazﬁ:(SagVua-VUQ + W/dr%

(1 — Optley + UaO2Ug + (Opin)® + ...) (14 2cos (QZT(I —Uy))+ .. .) X

X (1 — Dpup + ugd>ug + (Opug)® + ...) (14 2cos (ZZT(:I: —ug)) + .. )},

wobei hier und im folgenden die Replika-Indizes mit kleinen griechischen Buch-
staben bezeichnet werden und immer von 1 bis n laufen.
Die in den u ungeraden Summanden in {...} fallen bei der Funktionalintegration
weg und ein konstanter Summand in {...} kann weggelassen werden. Aufler-
dem sollten Produkte aus cos-Termen und Ableitungen der u zu vernachléssigen
sein, da die cos-Terme schnell oszillierende Terme darstellen bei der x-Integration
gegeniiber den wu-Ableitungen, die als langsam verédnderlich angesehen werden
konnen (wieder mit dem Argument, daf die schnell veranderlichen u’s aufgrund
des elastischen Teils des Hamiltonian sehr viel kleinere Boltzmann-Gewichte ha-
ben). Produkte aus cos-Termen kénnen mit Additionstheoremen umgeformt wer-
den. Man erhélt dann insgesamt:

n < r 2 A 2
Z" = ,Yl;‘[l/Duvexp{—ﬂ/dr%éa/gVua-Vuﬂ + W/dro%

((Ost10) (Dattp) + (Ua02ua) + (Orua)® + (usdiug) + (Dsug)® + O((5L)")+

+2 cos (QZT(ua —ug)) + 2 cos (QZT(Qx — Uy — ug)) + 2 cos (4;) +.. )}

Die letzten 4 Summanden mit u-Ableitungen heben sich nach partieller Inte-
gration weg. Desweiteren konnen die bei der x-Integration schnell oszillierenden
cos-Terme vernachléissigt werden:

Z"] = IEI/DU7 exp (—Hpep) mit

=1

M = [0S {5 s s = 2 (a0 + 01820 -

— yA(cos (p(uq — ug)) + cos (2p(uq — ug)) + .. )} ,

A 27

=Yyn , DP=—F

. r
wobei K = T D = W /

Y

(3.6)
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Man erkennt, daf§ die Kopplung der FL’s an die Unordnung im replizierten un-
ordnungsgemittelten Hamiltonian eine periodische Kopplung zwischen den Re-
plikas induziert hat, indem sie bildlich gesprochen die von den FL-Auslenkungen
herrithrenden FL-Dichteschwankungen, die durch die cos-Terme beschrieben wer-
den, in verschiedenen Replikas aneinander koppelt, da alle Replikas dieselbe Un-
ordnung spiiren. Dieser Hamiltonian ist bis auf die Anisotropien und die hoheren
cos-Terme dquivalent mit dem Replika-Hamiltonian von Cardy und Ostlund [20]
fiir ein 2-dimensionales X'Y-Modell im Zufallsfeld, wobei u die Rolle der Winkelva-
riablen spielt. Vortizes miissen in unserem Modell allerdings nicht beriicksichtigt
werden (sie entsprichen Konfigurationen, in denen FL’s “zerschnitten” wiren,
was physikalisch keinen Sinn macht).

3.2 Renormierungsgruppenflufl

Cardy und Ostlund verwenden in [20] eine Abbildung auf ein Coulomb-Gas, um
fiir 3.6 den Renormierungsgruppenflufl auszurechnen und das Phasendiagramm
zu untersuchen. Bevor die RG-Gleichungen néher betrachtet werden, soll jedoch
das Scalingverhalten des anisotropen Teils von 3.6 untersucht werden, um die Ir-
relevanz von Termen mit u-Ableitungen von insgesamt hoherer als 4-ter Ordnung
7Zu zeigen.

Bei der Renormierungsgruppenrechnung [20] werden die iiber eine periodische
Funktion gekoppelten u nicht reskaliert; Langen und Impulse skalieren in der
iiblichen Weise. Dann erhélt man durch einfaches Abzéhlen der Potenzen, in de-
nen die zu reskalierenden Léngen auftreten, dafl in einem Term der Form

Au)Zk (k> 1)

1
2SS LD (
/ " az/; 2 2k Az

(zu Beginn ist Doy, = D fiir alle k) die Kopplungskonstante Doy, einen Scalingex-
ponenten
A D2k = 2 — 2k

hat. Somit sind alle Anisotropieterme mit k > 1 irrelevant und nur der quadrati-
sche anisotrope Teil, der marginal ist, mufl im folgenden mitgenommen werden.

Nun sollen die Renormierungsgleichungen fiir die cos-Kopplungen in fithrender
Ordnung betrachtet werden, was die Irrelevanz der hoheren cos-Terme gegeniiber
dem ersten zeigen soll. Wir wollen also fiir einen Term der Form

[ S yss (eos (kp(ua — up)) (k> 1)

a?/B

(auch hier gilt zu Beginn wieder ya, = ya fiir alle k) den RG-Exponenten fiir
Yak bestimmen.
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Dies geschieht durch Auswertung der rechten Seite in der Beziehung

c‘)yi,k In[Z"] = /d%"% (cos (kp(ua — up)))y,,

in fiihrender Ordnung in den ya , was bedeutet, dal dann ya, = 0 fiir alle k£
gesetzt werden kann bei der Ausfiihrung der Mittelung mit H g, also

ayi,k In[Z"] = /d27~ QZ[‘; (cos (kp(ua — ug))),, mo + Oya) : (3.7)

Wertet man nédmlich hier die rechte Seite aus, kann ihr Verhalten unter der RG
abgelesen werden und damit aufgrund der Tatsache, daf§ die Zustandssumme auf
der linken Seite invariant unter der RG-Transformation ist, auch die fithrende
Ordnung des RG-Flusses fiir ya ; auf der rechten Seite, also der RG-Exponent
von ya , bestimmt werden.

Bei der Durchfithrung der Mittelung mit ya, = 0 fiir alle £ in 3.7 hat man
nur noch mit dem elastischen Teil und den quadratischen Anisotropien im Ha-
miltonian 3.6 gauflisch zu mitteln. Dafiir wird der freie Propagator fiir diesen
quadratischen Teil des Hamiltonians bendtigt:

Gos(a)™" = Kq?bap — Dg:

c.1 1
G(;B((D = <Ua((j’)Uﬁ(_(D>yA’k:0 = Kiqz 5(15 + COnSt(bezgl.a,ﬁ)

Damit berechnet man unter Ausnutzung der Formel (cos (pu)) = exp (—%(u%),
die bei gaufischen Mittelungen nach dem Wick-Theorem gilt (siche Anhang C.1,
Formel C.9; da iiber die u nun gauflisch gemittelt werden kann, kann auch iiber
die Differenz zweier u gauBliisch gemittelt werden) und der Formel C.3 aus Anhang
C.1

(o8 (kp(ua(r) — us)) sz 2 ex0 (= “Lwal?) — (7)) o)
= exp (~ T [ L0060, (g) 26,(0))

Q
s

@

Einsetzen dieses Ergebnisses in 3.7 zeigt, dafl die rechte Seite in der Beziehung 3.7
unter dem RG-Flufl entsprechend dem Auftreten von Léngenpotenzen skalieren
wird. Aus dem Abzédhlen dieser Potenzen ergibt sich dann die fithrende Ordnung
der RG-Gleichung fiir ya , bzw. der RG-Exponent A j von ya zu

k‘2p2
2K

>‘AJ€ =2
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Man sieht, dafl hohere cos-Terme (k > 1) bei Renormierung kleinere Exponenten
haben als der erste cos-Term (mit & = 1) und daher irrelevanter sind.

Tatséichlich ist es bei der vorliegenden Realisierung des Hamiltonians 3.6 durch
das FL-System in der Nédhe von H,.; sogar so, dafl % X 2, was zur Folge hat,
daf alle cos-Terme mit k£ > 1 Exponenten kleiner Null haben und irrelevant sind.

Die Beziehung % < 2 erhélt man, wenn man in K = I'/T die Beziehung 3.3
einsetzt (und A.y = Aerp << A beachtet):

2
D . 2T 3.3 _ <

Es ist zu beachten, dafl in 3.8 die Temperaturabhéngigkeit ganz herausgefallen
ist.

Damit ist gezeigt, dal man sich in 3.6 auf einen Replika-Hamiltonian der Form

1 D
Hrep = /dQTZ {Ka,g Vg - Vug — —(0yu4)(0yug) —
o 2 (3.9)

— ya €08 (p(Ua — U5))}

beschrinken kann bei der Renormierung dieses Replika-Modells.

Der Hamiltonian 3.9 unterscheidet sich nur noch in einem Anisotropie-Term
von dem von Cardy und Ostlund (C&O) betrachteten Replika-Hamiltonian fiir
das 2-dimensionale XY-Modell im Zufallsfeld (ohne Vortizes). Nun soll der von
C&O hergeleitete RG-Fluf} auf dieses System iibertragen werden, wobei die Rol-
le der Anisotropie genauer untersucht werden wird. C&O folgend wurde in 3.9
zunéchst einmal Kd,4 durch eine Kopplungsmatrix der Form

Kaﬂ = f(dag—l—(K—f() = K(SQB—F(K—K)(l—&lg)

ersetzt, da in den Replika-Indizes nichtdiagonale Terme unter der RG erzeugt
werden (zu Anfang gilt K = K). Der freie Propagator fiir die quadratischen
Terme in 3.9 lautet nun unter Einbeziehung des anisotropen Summanden

Go%(q)™" = Kapq® — D¢’
1 K — K)¢? — Dg?
. kL
Kq? (K — K)¢?> = nDgq? + K¢*|Kq?

Am Term o dop in GY4(q) &ndert sich demnach nichts gegeniiber C&O. Dies ist
aber der einzige Term, der im bei C&O verwendeten Coulombgas-Formalismus
in die Wechselwirkung zwischen den topologischen Ladungen eingeht, wie man
leicht verifizieren kann in [20]. Nach der Abbildung auf ein Coulombgas spielt die
Anisotropie also keine Rolle mehr, was bedeutet, dafl die Anisotropie die RG-
Gleichungen fiir ya und K nicht &ndern kann. Vielmehr erkennt man an den
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obigen Ausdriicken fiir den Propagator, daf§ der anisotrope Term in der Kopp-
lungskonstanten K absorbiert werden kann, wenn man die Ersetzung

2
K - K-D% — K_Dcos*¢ (3.10)
q

vornimmt mit einem Anisotropiewinkel ¢ mit cos ¢ = q,/q. Fir die Grofle K —
D cos? ¢ gilt dann die gleiche RG-Gleichung, die ohne Anisotropie bei C&O
fir K gilt. Die Kopplungkonstante D der Anisotropie wird demnach zusam-
men mit der Kopplung K renormiert (dies ist ohne Probleme moglich, da ¢
nicht reskaliert wird). Man hat lediglich zu beachten, dafl zu Anfang K = K+
D cos? ¢ gilt. Die einzige Anderung bei Beriicksichtigung des Anisotropieterms
gegeniiber den Rechnungen von C&O ist dann ein anisotroper Anteil in den uu-
Verschiebungskorrelationsfunktionen (u,(7)us(0)),—0, die zur Berechnung unord-
nungsgemittelter Korrelationen [(u?)] bzw. [(u)?] bendtigt werden. Diese anisotro-
pe Korrektur hat aber keinen wesentlichen Einflufl auf die Charakteristika dieser
Funktionen, was in Kiirze deutlich wird.

Im folgenden soll der Anisotropieterm aus 3.9 durch obige Ersetzung in K
beinhaltet sein, so dafl nun die RG-Gleichungen von C&O iibernommen werden
konnen fiir den Hamiltonian 3.9. Diese Gleichungen werden durch eine (nur fiir
kleine g, d.h. fur schwache Unordnung ganz korrekte) Abbildung auf ein Cou-
lombgas und anschlieBende Renormierung analog zu Kosterlitz [21] gewonnen

(Ga == ya a® = ya/A?) :

dK s

- Tp°nyA "9

dK ~ n— ~

o = ™ =D = -t

dgA p2 ~ ~2 n—0 p2 ~ ~9

— = (2—- —= +2m(n —2 — (22— —= — 47
7 ( 57 | Ya+2m(n = 2)ia 57 ) Ua — Amia

(3.11)
Diese Gleichungen besitzen 2 Fixpunkte fiir g im fiir uns interessierenden Limes
n — 0:

- - 1 p? 1
YA und  JA 47T< o K) 47( n)
2

p

ok

(Man beachte, da fiir n — 0 K nicht renormiert wird, also K(I) = K(0) = K
und damit auch  durch den RG-Flu8 ungeéndert bleibt.)

Der Fixpunkt yA = 0 beschreibt eine Phase ohne Unordnung, wihrend der Fix-
punkt g = ﬁ(Q — 1) eine Phase beschreibt, in der die Unordnung relevant ist.
(Da die RG-Gleichungen eine Entwicklung in ya darstellen und nur fiir kleine
ya glltig sind, macht der Fixpunkt gy = i(Q — 1) nur fiir kleine Werte von

mit n:=
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+=(2—n) einen Sinn, was hier im Fall groBer FL-Abstéinde aber aufgrund der Be-
ziehung 3.8 gegeben ist.) Die Phase mit relevanter Unordnung kann als Vortez-
Glas-Phase verstanden werden, wobei in den folgenden Kapiteln noch geklért
wird, wie diese Phase iiber die Verschiebungs-(uu-)Korrelationen oder mittels
des GL-Ordnungsparameters gekennzeichnet werden kann.

Da bei der hier betrachteten Realisierung des Replika-Hamiltonians 3.9 durch das
FL-System mit groflen FL-Abstédnden fiir den RG-Exponenten Ax von ga immer

AA=2-1n>0

gilt nach 3.8, wird der Fixpunkt gy = 0 smmer instabil, sobald eine schwache Un-
ordnung im System vorhanden ist, und die Unordnung wird relevant. Mit anderen
Worten befindet sich das System bei Anwesenheit von schwacher Unordnung in
der Nahe von H., immer in der glasartigen Phase, wiahrend nur ohne Unordnung
eine reine Phase, die nur von thermischen Fluktuationen dominiert wird, vorliegt.

3.3 uu-Korrelationen

Die beiden Phasen des FL-Modells, die reine Phase beim Fehlen von Unord-
nung und die glasartige Phase bei Anwesenheit schwacher Unordnung, unterschei-
den sich durch das Verhalten der uu-Korrelationsfunktionen, also Ausdriicken
der Form (uq(7)ug(0))n=0 bzw. (uq(F)ug(F))n=o (die mittels [(u?)] = (u?)n=0

und [(u)?] = (UaUp)n—oarzs auch durch Unordnungsmittel ausgedriickt werden
konnen).

Um Korrelationen (uq(q)usg(—¢q))n—o auszurechnen fiir den Hamiltonian 3.9 ,
haben Toner und DiVincenzo [24] ein Verfahren benutzt, bei dem der RG-Fluf der
Korrelationsfunktion ausgenutzt wird, um kurzwellige Fluktuationen auf Skalen
la, é] in den uu-Korrelationen zu beriicksichtigen. Hier soll ein &hnliches Verfahren
verwendet werden, allerdings wird noch eine stérungstheoretische Rechnung in
dem Parameter yi gemacht, wo Toner und DiVincenzo sich auf die Ndherung
yA = 0 beschrénkt haben.

3.3.1 Effektiver Hamiltonian auf Skalen > 1/q

Zunéchst sei kurz erldutert, wie mithilfe des RG-Flusses 3.11 die uu-Korrelationen
berechnet werden sollen. Bei der RG-Transformation wird der Cutoff a im Orts-
raum (bzw. A im Impulsraum) durch Renormierung der Kopplungen auf ae’
vergroBert (bzw. auf Ae~® verkleinert) und anschlieBend durch eine Anderung
der Lingenskala £ — Le™® wieder auf seinen alten Wert reskaliert. Nun soll
stattdessen mit renormierten, aber nicht reskalierten Groflen gearbeitet werden.
Das bedeutet, dafl der Cutoff sich verdndert mit dem RG-Parameter [ und einen
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Wert Ae™! (im Impulsraum) hat. AuBerdem ist die Reskalierung der Kopplungs-
konstanten in 3.11 wieder “riickgdngig” zu machen. Dies geschieht durch die
Vorschriften

ial) = gal)e™
K(l) = K(l)
K1) = KO

wobei die mit “77 versehenen Groflien die renormierten, aber nicht reskalier-
ten Kopplungen darstellen sollen. Die Vorschriften ergeben sich einfach aus den
Léngenpotenzen, die die verschiedenen Kopplungen im Hamiltonian 3.9 enthal-
ten.

Diese renormierten, unreskalierten Kopplungen kann man sich nun zunutze ma-
chen, um eine uu-Korrelation Gop(q) = (ua(q)us(—q7))n—o auszurechnen. Da-
bei sollen Effekte von der unordnungsinduzierten Wechselwirkung der Replikas
beriicksichtigt werden, indem Fluktuationen auf Skalen kleiner 1/¢ ausintegriert
werden. Diese Ausintegration von Fluktuationen mit Impulsen im Intervall [g, A]
kann aber gerade durch eine Renormierung des Cutoffs A auf ¢ erreicht werden
(d.h. I = —In(g/A)), ohne eine Reskalierung vorzunehmen; dies fithrt wieder-
um dazu, dafl im Hamiltonian 3.9 renormierte, aber nicht reskalierte Kopplungen
ga(l), K(I) und K(I) mit I = —In(¢/A) zu verwenden sind bei der Berechnung
von Gas(q).

Da die Divergenzen von G,z(q) fiir kleine q das Verhalten der uu-Korrelationen
bestimmen auf den hier interessierenden grolen Léngenskalen, ist es zweckméfBig,
ga(l), K(1) und K(1) in einer fiir kleine ¢ exakten Niherung durch ihre Asym-
ptotik fiir grole [ = —In(q/A) zu ersetzen. g wird dann seinen Fixpunktwert
yA erreicht haben. Desweiteren ist aus den RG-Gleichungen 3.11 fiir n — 0 er-
sichtlich, daB K invariant bleibt, also K(I) = K(0) = K. Startet man mit den
RG-Gleichungen vom Fixpunkt g}, erhdlt man offensichtlich

K(l) = K(0)—mp*ja"l |

was auch bei beliebigem Startwert ya die Asymptotik von K richtig wiedergibt
bis auf eine additive Konstante K,,. An dieser Stelle soll noch einmal auf die
Anisotropie eingegangen werden, die ja mit obiger Ersetzung 3.10 in K absorbiert
worden ist. Macht man D hier wieder explizit, sieht man leicht, dafi D nicht
renormiert wird. Der einzige Punkt, an dem sich die Anisotropie hier jedoch
zeigt, sind die Anfangsbedingungen K (0) = K + Dcos?¢ , so daB sich letzten
Endes
K(l) = K + Ko+ Dcos? ¢ — mp?i2 1l

asymptotisch fiir K ergibt. Fiir die reskalierten, aber nicht renormierten Kopp-
lungskonstanten wird demnach im weiteren mit der Asymptotik (I = —In (q/A),
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iale) = galhe™ = gzii
K(q = K() = K (3.12)
K(g) = K(I) = K+ Ku+D 2+7rp *Ja% In(q/0)

gerechnet werden.

Unter Ausnutzung des RG-Flusses 3.11 kann man den Hamiltonian 3.9 nun
umformulieren zu einem effektiven, auf Skalen grofer 1/q giiltigen Hamiltonian,
um eine uu-Korrelation Gop(q) = (ua(q)us(—§))n=0 auszurechnen. Dies geschieht

durch Einsetzen der renormierten, nicht reskalierten Kopplungen Ja(q), K(q) und
K(g) in 3.9 und Einfiithrung des neuen Cutoff ¢ im Impulsraum:

Haola) = [ r S {5 Kusla) Ve Vs — M@ cos e ~us)}

wobei K.s(q) = K(5a5 + K5 + D + A’ In (q/A)

(3.13)
Dieser Ausdruck fiir den effektiven Hamiltonian ist so zu verstehen, dafl nach
Umschreiben der Ortsraumintegration in eine Impulsraumintegration (durch Fou-
riertransformation) der Cutoff dieser Integration als ¢ zu wéhlen ist, wobei auch
die verwendeten renormierten, unreskalierten Kopplungen von ¢ abhéngen. Der
Propagator G,z(q) soll ebenfalls fir einen Impuls ¢ am Impulsraumcutoff aus-
gewertet werden, und zwar soll dies mittels Stérungstheorie in ya(q) bzw. Ji
geschehen.

Ersteinmal wird jedoch der “freie”* Propagator Ggﬁ(q) betrachtet, der iden-
tisch ist mit dem Resultat, was auch das Verfahren von Toner und DiVincenzo
liefert, die sich auf die nullte Ordnung der Stérungstheorie in §a(q) beschriinken.
GY5(q) kann aus dem Hamiltonian 3.13 (mit den Formeln C.1,C.2 aus Anhang

C.1 und = -22) als

2r K
Goglg)™' = (Kéag + Kos + qu + 7p*ga? In (q/A)) (3.14)
Gogla) = (Ua(®uﬁ(—®>o,n:o
n=0 K1q2 ( oy — [2 _ igﬂz — 272342 In (q/A)> (3.15)

4¢“frei” bedeutet hier nicht, da8 die Replikawechselwirkung durch die Unordnung ginzlich
unberiicksichtigt bleibt; sie geht ja bereits in die Ausdriicke fiir die renormierten, unreskalierten
Kopplungen ein.
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((...)o bezeichnet Mittelung mit dem quadratischen Teil des Hamiltonian 3.13)
erhalten werden. Nach Fouriertransformation bekommt man dann in fithrender
Ordnung folgendes Ergebnis fiir die uu-Korrelationen (wobei die Formeln C.3—C.8
aus Anhang C.1 verwendet werden):

oo Porco = [ L (@ -Danco

1 K, D L L
= s, f”_~>1 2y 4 2~*212} 3.16
(-2 - ) ) + AR (D)) (316)

((0a() = 0 0) (57 = 43(0) o
= 2 [ L a@us(~Dhonmoll — cos (@)

K D r D z?
= (65— =2 —)In(-) — 2] 1
WK{( TR 2K> () = gt A n(a)}(3 g

Der entscheidende Unterschied im Verhalten der uu-Korrelationen in der reinen
Phase (g5 = 0) und in der glasartigen Phase (g3 # 0) liegt im Auftreten des
In*-Terms in der Glas-Phase. Dies bedeutet im wesentlichen, da8 in dieser Phase
die Wechselwirkung der FL’s mit der Unordnung, also etwa mit Punktdefekten,
die als Pinningzentren wirken (was mit der Form der Unordnungskorrelationen
konsistent wire), die FL in einen rauheren Zustand als ohne Unordnung zwingt.
Dieses Verhalten widerspricht auch nicht der Anschauung, da eine FL etwa in
Anwesenheit von Pinningzentren versuchen wird, moglichst viele dieser Defekte
zu durchlaufen, um einen energetisch giinstigen Zustand einzunehmen; dabei wird
die FL eine groflere Rauhigkeit in Kauf nehmen miissen.

Die Phasen konnen also durch das Verhalten der uu-Korrelationen auf groflen
Léngenskalen (~ L) charakterisiert werden. Dies bedeutet, daf im Impulsraum
das Verhalten des Propagators G,g(q) fiir kleine q (etwa ¢ ~ 1/L) interessiert,
denn diese Beitrdge bestimmen die Ortsabhéngigkeit der uu-Korrelationen fiir
grofle Langen ~ L. Dies wird bei der weiteren stérungstheoretischen Rechnung
von Bedeutung sein.

Auch kann an den obigen Ergebnissen bereits abgelesen werden, dafi die Ani-
sotropie diese Charakteristika der uu-Korrelationen nicht wesentlich beeinfluf3t
und weder in der reinen noch in der glasartigen Phase das In- bzw. In*-Verhalten
andert. Die Kopplungskonstante D der Anisotropie modifiziert lediglich den Vor-
faktor des In-Terms, und es wird in einer Korrelationsfunktion ein zusétzlicher
anisotroper 22 /r?>-Summand erzeugt, der aber auf grofien Skalen iiberhaupt keine
Rolle spielt.
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3.3.2 Storungstheorie in yi

Das Resultat 3.14 bzw. 3.15 fiir den freien Propagator Gg(q) entspricht, wie wir
gesehen haben, einer Rechnung mit dem elastischen, gaufischen Teil des Hamilto-
nian 3.13 bzw. 3.9 ohne Kopplungen durch die Unordnung, allerdings mit durch
die Unordnung renormierten Kopplungskonstanten in diesem elastischen Teil. Ei-
ne storungstheoretische Rechnung soll nun dazu dienen, die nétigen Korrekturen
durch die vorhandene Unordnungskopplung im effektiven Hamiltonian 3.13 aus-
zurechnen bzw. abzuschétzen, ob sie irrelevant sind.

Um die storungstheoretische Rechnung in der fiir kleine ¢ kleinen Grofie ga(q)
bzw. in g durchzufiihren, soll die Dyson-Gleichung fiir den effektiven Hamil-
tonian 3.13 betrachtet werden. Es wird sich zeigen, dafl aufgrund der Tatsache,
dal die Kopplung in der Stérung cos-Form hat und dadurch Mittelungen nach
Formel C.9 aus dem Anhang C.1 vollstindig ausgefiihrt werden koénnen, die in
der Dyson-Gleichung auftretende Selbstenergie® (im Ortsraum) berechnet werden
kann.

Die Dyson-Gleichung lautet fiir den effektiven Hamiltonian 3.13 lautet

Gap(@)™' = Gopla) ' +%as(e)

wobei die Selbstenergie ¥,3 im Ortsraum berechnet werden soll. Y43 setzt sich
zusammen aus Yog = Loy + X254 ..., wobei XY 5 den Teil der Selbstenergie dar-
stellen soll, der i cos-Wechselwirkungen enthélt. Es wird sich zeigen, dafl Eaﬁ(q)
noch exakt ausgerechnet werden kann, fiir die hoheren Beitriage ab i=2 dies jedoch
nicht mehr moglich ist. Die Rechnung fiir 32 5(¢) soll soweit durchgefiihrt werden,
wie es notig ist, um die Groenordnung des Beitrags abzuschétzen. Man kann die-
se Abschétzungen dann relativ problemlos auf beliebige Ordnungen {ibertragen,
ohne noch explizit rechnen zu miissen.

Hier sei noch einmal darauf hingewiesen, dafl nur die Beitrige kleiner g (etwa
g ~ 1/L) im Impulsraum interessieren, die ja das charakteristische Verhalten der
uu-Korrelationen auf grofien Langenskalen bestimmen. Zudem ist immer zum Li-
mes n — ( iiberzugehen im Rahmen des Replika-Formalismus.

Bei der Berechnung der Selbstenergien miissen in den Diagrammen an zwei Stel-
len externe u-Linien aus den cos-Wechselwirkungsvertizes herausgezogen werden.
In diesen cos-Vertizes der Form Y. 5 [ d*r’ cos (p(u(r') — us(r’))) treten in der

Potenzreihe Glieder
S [ () us(r)
7,0

auf (bis auf konstanten Faktor). Nach Herausziehen eines wu,(r) bei einem sol-
chen Glied bleibt inklusive des kombinatorischen Faktors fiir die Auswahl des

Sder Begriff Selbstenergie ist hier im Sinne einer effektiven Selbstenergie auf Skalen > 1/q
zu verstehen und nicht etwa als Selbstenergie des Hamiltonian 3.9; Selbstenergiebeitréige dieses
Hamiltonians gehen auch bereits in die renormierten, unreskalierten Kopplungen ein.
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herauszuziehenden u 35 kuq (r)*us(r) + 32, uqy (1) lug ()1, was man auch als

Ableitung
2,/ AV
5Ua (Z / d*r'uq () us (1) )

schreibt. Ubertrigt man dieses Resultat wieder auf die gesamte Potenzreihe, kann
man also feststellen, dal u-Linien mittels Ableiten aus den cos-Vertizes heraus-
gezogen werden konnen.

Fiir ¥! kann man dann folgenden Ausdruck in Ortsdarstellung schreiben:

J

g (r

Sr—r) = 80— )\l <
— o= )A%a(g) 2° X

X {<cos (p(ua(r) —ug(r > — 5a52< cos ( — ug(r )))>0}

) = )

0

Dieser Ausdruck kann mithilfe der Formeln aus Anhang C.1 ausgerechnet werden
(die Rechnungen sind in Anhang C.2 ausgefiihrt). Im Limes n — 0 ergibt sich
schlieBlich:

Ss(e) "= ga ¢ (Lg) " 2p° (3.18)

Setzt man dieses Ergebnis in die Dyson-Gleichung ein, rechnet man mit Formel
C.2 leicht nach, dal man fiir den Propagator

n— 1 Kas D qg2g
Gaslq) "=’ e <5aﬁ "% T RéC 27°nya” In (q/A) — 4mnga(Lg)~ ”)

erhilt.
Um die Bedeutung der gefundenen Korrektur abzuschétzen, kann mithilfe dieses
Propagators einmal eine uu-Korrelation berechnet werden:

s = [ sl
= {ualr)us(rllon- 27r1K {4”‘%( ) M"” N 1]}
L>a 29,
=" (ua(r)us(r))on= KA

Das bedeutet, dal wegen ¢ > 1/L der Beitrag (Lg)~" nicht divergent ist fiir klei-
ne Impulse ¢, die hier interessieren. Dies bewirkt, dafl sich nur ein auf grofien
Langenskalen L vernachldssigbarer konstanter Beitrag in den uu-Korrelationen
ergibt, denn das Auftreten einer weiteren q-Potenz neben 1/¢? hat auch zur Fol-
ge, da3 (nach der Integration [ d?q) keine In L-Divergenz mehr auftritt.
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Es zeigt sich also, daf§ die Korrekturen von X! zum Ergebnis G°(¢q) in dem uns
interessierendem Grenzwert kleiner q bzw. grofler Léngenskalen nur einen ge-
geniiber G%(q) vernachlissigbaren Beitrag liefern.

2 ist der Teil der Selbstenergie, der alle Graphen mit zwei cos-Vertizes
enthélt. Bei der Berechnung dieses Selbstenergieanteils ist darauf zu achten, dafl
nur zusammenhéngende, 1-Teilchen-irreduzible Graphen zur Selbstenergie bei-
tragen. Daher wird die Rechnung derart durchgefiihrt, dafl zunéchst alle zusam-
menhéngenden Graphen aufsummiert werden (dieser Teil wird mit ¢ bezeich-
net) und anschlieBend die zusammenhéngenden, 1-Teilchen-reduziblen Graphen
(ihr Anteil an der Selbstenergie wird mit p? bezeichnet) wieder subtrahiert wer-
den. Desweiteren hat man die beiden Mo6glichkeiten zu beriicksichtigen, die exter-
nen u-Linien entweder am verschiedenen cos-Vertizes herausziehen (dieser Anteil
wird mit o*! bezeichnet) oder am gleichen cos-Vertex (0%?%). Man bekommt also
Y2 = %! + 03?2 — p%. Nun miissen die einzelnen Teile berechnet werden, was
wieder in Ortsdarstellung geschehen soll.

Dabei bekommt man fiir 02!, also den Teil von ¥2, bei dem die beiden ex-
ternen u-Linien an verschiedenen cos- Vertizes herausgezogen werden und der
alle zusammenhéngenden Diagramme dieser Art inklusive 1-Teilchen-reduziblen
Diagrammen enthélt, den Ausdruck

02’61(7‘ — T/) — 21!A4gA(q)2 {<{ 5ua Zcos 5(7“)))} X

{5% 5~ o V<rf>>>}>0 - <{}> <{}>]

Z 2p” |((sin (p(ua(r) = us(r))) sin (p(us(r’) = u,(
— <Sln (.. .)>0<sin (.. .)>0]

Auch dieser Ausdruck kann weiter ausgerechnet werden unter Verwendung der
Formeln aus Anhang C.1 (diese Rechnungen sind in Anhang C.2 durchgefiihrt),
und man erhélt hier schliellich

oog(r—r) = i’ p’ Z{ a0+ (Lg)™"(1 — 5a5)} {53,, + (Lg)™"(1 — 5,31/)} X

x [{<L/<r—r>>”5aﬂ+<1 — 6a) } {(L/(r = 1")) 000 + (1 = ) } X
x AL/ (r =) 055+ (1= 635) | {(L/(r = )05, + (1 = 65,) } —
— {0 =) 005+ (1= Gap) } { (L) (r = 1"))"60 + (1 = b)) } X
x {(L/(r = ))"555 + (1= 835) } { (L/(r =) 705, + (1 = 85, }](3.19)

An dieser Stelle (auch ohne Fouriertransformation) ist es bereits moglich, die
GroBenordnung der von 0! kommenden Korrektur im Vergleich zu G° abzuschiitzen.

S o

<
S~—
S~—
S~—
g
=
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Dies soll wieder fiir kleine ¢ bzw. auf grolen Langenskalen geschehen, da wir in
diesen Bereichen das Verhalten der uu-Korrelationen untersuchen wollen. Wie wir
bereits fiir X! eingesehen haben, werden die Faktoren in obigem Ergebnis, die Ter-
me der Form (Lq)*"7 enthalten, keinen wesentlichen Einflu auf das Verhalten fiir
kleine ¢ haben, da sie wegen ¢ > 1/L dort keine Divergenzen erzeugen. Eine
analoge Argumentation gilt auch fiir die Faktoren, die Terme mit (L/(r — r’))*"
enthalten. Auch diese Terme konnen auf grofien Langenskalen, d.h. fiir grofie r—1r”,
wegen r — r’ < L keine divergenten Beitriage liefern. Daher bleibt im wesentli-
chen eine ¢*-Abhingigkeit von 0!, die bewirkt, da8 diese Korrektur gegeniiber
G°(q)! < ¢%, ¢*In q zu vernachliissigen ist fiir kleine q.

Fiir 022, also den Teil von X2, bei dem die beiden externen u-Linien am sel-
ben Vertex herausgezogen werden und der alle zusammenhéngenden Diagramme
dieser Art inklusive 1-Teilchen-reduziblen Diagrammen enthélt, kann folgender
Ausdruck geschrieben werden:

r—r) = 8= )M [ EF x
(Y s sy 5 o8 0tanr) — (D) 4 S (7)) )
dua(r) dus(r) 5 Pty ’ 1w P ’

DD

= 0 = )Nl [ 7Y 1 x
w,v

0

9 H< cos (plua(r) = (1)) €05 (p(ts(7) — 1)), —

0

_ 6aﬁ25:< cos (p(ua(r) — us(r))) cos (p(u,(7) — uu(f)))>0} a
— {<cos (.. .)>0 — 5aﬂ;< cos (.. )>o}]

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des Hamiltonian 3.13 ist klar, dafl das Re-
sultat der (cos cos)-Mittelungen wieder eine Form ad,g+b bzw. ad,s+b annehmen
wird nach Summation tiber p, v (siehe vorige Rechnungen). Dann verifiziert man
leicht, daf im Limes n — 0 in dem ersten {...}-geklammerten Teil lediglich ein
b unabhingig von « und [ bleibt. Auch die (cos)-Mittelungen werden eine Form
wie oben annehmen, und man sieht leicht, dafl daher im Limes n — 0 nach Sum-
mation iiber u,v der zweite {...}-geklammerten Teil verschwindet. Daher kann
man obigen Ausdruck einfacher schreiben als

o2 =) = Miala)? [ Y o x
v
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X {< cos (p(ur(r) — uz(r))) cos (p(uu(F) — “V(f))»o}

Die (cos cos)-Mittelungen kiénnen genauso wie bei der Berechnung von o%! die
entsprechenden (sin sin)-Mittelungen durchgefiihrt werden und werden zu Termen
fiihren analog denen in dem Ausdruck 3.19 fiir 02!, Die Integration [ d*7 wird
fir grofie L im wesentlichen einen Faktor L? erzeugen, so daf§ man sich leicht
iiberzeugt, im Prinzip einen Beitrag zu bekommen, der die Gestalt

oui(q) = 0¥ (q) = A ¢* (Lg)* x ...

haben wird (neben den ausgeschriebenen Faktoren kénnen nur noch (Lq)-Potenzen
auftreten, die fiir unsere Betrachtungen aber keine Rolle spielen). Dieser Beitrag
ist demnach #hnlich gebaut wie der Ausdruck 3.18 fiir ¥'. Er enthélt neben
dem 1/¢3-Faktor einen (Lgq)*Faktor, der selber wegen ¢ > 1/L keine divergen-
ten Beitrage liefern kann, allerdings das Auftreten einer In L-Divergenz in der
uu-Korrelation verhindern wird (im Ausdruck fiir G,s(q) ergibt c*? nach Matri-
xinversion fiir n — 0 einen Beitrag oc ¢=2 (Lg) ™2, der bei Integration [ d*q keine
In L-Divergenz ergibt aufgrund des zweiten Faktors, der ebenfalls eine ¢-Potenz
enthélt). Daher ist es moglich, vollig analog wie dort zu dem Schlufl zu kommen,
daB auch die Korrekturen durch o*? bei kleinen g oder grofien Lingenskalen zu
vernachlissigen sind gegeniiber G°(q).

Es bleibt noch der Beitrag p? zu X? zu untersuchen, der aus allen zusam-
menhéngenden 1-Teilchen-reduziblen Diagrammen besteht. In solchen Diagram-
men tritt eine isolierte Propagator-Linie auf, die allein zwei Teile des Diagramms
verbindet. Offensichtlich sind diese zwei Teile ihrerseits Selbstenergien X! fiir je
einen cos-Vertex. Daher bekommt man

pislq) = E;E}W(Q) G5(q) X55(q)

Da aber X} ;(¢q) indexunabhéngig war (siche 3.18), ergeben sich nach den Index-
summationen nur Beitrége, die Faktoren n enthalten und damit im Limes n — 0
verschwinden. Demnach gilt

p2sla) "= 0

Die obigen Rechnungen und Argumentationen fiir X2 lassen sich sofort auf
hohere Selbstenergiebeitrige ¢ verallgemeinern. Auch dort werden die obigen
drei Typen von Diagrammen zu beriicksichtigen sein. Jeder Selbstenergiebeitrag
setzt sich zusammen aus ¥ = 0! 402 — p', wobei o”! (bzw. %) wieder den Bei-
trag aller zusammenhéngenden Diagramme bezeichnet, wo die externen u-Linien
aus verschiedenen (bzw. gleichen) cos-Vertizes herausgezogen werden, von denen
noch der Anteil p' der zusammenhiingenden 1-Teilchen-reduziblen Diagramme
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subtrahiert wird. Man kann sich nun leicht iiberzeugen, dafl auch diese hoheren
Selbstenergiebeitrége fiir ¢ > 3 im Prinzip die gleiche Form wie fiir ¢« = 2 besitzen
(die zusétzlich auftretenden cos-Vertizes mit entsprechenden Replikasummen und
Integrationen &ndern daran nichts Wesentliches):

abh(q) = Ga'q X .. ap

©,2 7,2 ~x 7 2 2

oas(q) = 0" (q) = Ga"q (Lg)” x...

q j i—j,2 n—0

pos(@) = DD 0l q) Ghs(q) o557 (q) "= 0
§<i 7,6

Und genauso wie fiir ¥? sieht man auch hier ein, dafl diese Selbstenergiekor-
rekturen zu G%(q) fiir kleine ¢ bzw. auf grofien Lingenskalen vernachlissigbar
gegeniiber GY(g) sind.

Nach all diesen stérungstheoretischen Betrachtungen gewinnt man also fol-
gende Resultate: Fiir kleine Impulse ¢ oder dquivalent dazu grofle Léngenska-
len L sind bei der Berechnung von Gos(q) = (ua(q)ug(—q))n=o die Korrekturen
zu G°(q) durch die Selbstenergiebeitrige X(g) in der Dyson-Gleichung zu ver-
nachlissigen. Dabei werden G°(q) und X(q) aus dem effektiven Hamiltonian 3.13
fiir Langenskalen grofler 1/q gewonnen, der geméfl C&O renormierte, unreskalier-
te Kopplungen 3.12 enthalt.

Das bedeutet, dafl im weiteren mit dem Resultat 3.15

Cosle) = ) = ~(5aﬁ—~—~q§—2w2ng22 1n<q/A>)

gerechnet werden kann, was mit dem Ergebnis von Toner und DiVincenzo [24]
iibereinstimmt und exakt wird im thermodynamischen Limes L — oo. Dies ist
gleichbedeutend damit, nur den elastischen, gauschen Teil des Hamiltonian 3.13
bzw. 3.9 zu beriicksichtigen, aber mit renormierten, unreskalierten Kopplungen.

Zum Schluf} dieses Abschnitts soll noch die Frage untersucht werden, ob Mit-
telungen mit dem Hamiltonian 3.9 iiber Produkte aus einer beliebigen Anzahl
u’s sich ebenso wie der Propagator gauflisch mit renormierten, unreskalierten
Kopplungen verhalten. Dies geschieht vor allem im Hinblick auf das néchste Ka-
pitel 4.1, wo noch eine weitere Kopplung zwischen u’s hinzutritt. Insbesondere
soll hier diskutiert werden, ob das Wick-Theorem noch gilt, daf§ ja fiir gauische
Mittelungen anzuwenden wire.

Bei der Berechnung von Mittelwerten von Produkten aus etwa £k u-Faktoren
ist im Prinzip zunéchst der Vertex-Teil der Diagramme auszurechnen, der k u-
Faktoren koppelt. Dabei wird man Mittelungen iiber cos-Wechselwirkungsvertizes
dghnlich denen bei der Berechnung des Propagators durchzufiihren haben mit dem
Unterschied, daf§ nun statt zwei u-Linien k£ u-Linien aus dem Diagramm her-
auszuziehen sind (was wieder durch Ableiten geschehen kann). Diagramme aus
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diesem Vertex-Teil und £ Propagator-Linien sind dann zu vergleichen mit Resul-
taten, die die Anwendung des Wick-Theorems liefern wiirde, also dem Produkt
von k/2 Propagator-Linien fiir gerades k bzw. 0 fiir ungerades k. Im Lichte der
obigen Erkenntnisse bei der Berechnung des Propagators gelangt man dann zu
der Einsicht, dafl analoge Mechanismen wie die oben geschilderten dazu fiihren,
dal diese Vertex-Teil-Diagramme auf groflen Langenskalen L bzw. bei kleinen
(&uBeren) Impulsen zu vernachléssigen sind.

Fazit dieses Abschnitts ist also, dafl es auf den fiir die Charakterisierung der
Glas-Phase zu betrachtenden grofien Léangenskalen L moglich ist, mit dem ela-
stischen, gauflschen Teil des effektiven Replikahamiltonians 3.13 zu rechnen ohne
Unordnungskopplung. Es reicht aus, die Effekte von der Unordnungskopplung in
den im Hamiltonian verwendeten geméfl C&O renormierten, unreskalierten Kopp-
lungen zu beriicksichtigen. Alle Ergebnisse stimmen dann auf groflen Langenska-
len bis auf zu vernachlissigende Korrekturen mit denen einer gaulschen Rech-
nung iiberein, auch das Wick-Theorem fiir gaufische Mittelungen ist in diesem
Rahmen giiltig. Fiir den Propagator G,s(¢) und die aus ihm im Limes n — 0 zu
berechnenden uu-Korrelationen bleiben die am Ende des letzten Kapitels 3.3.1
erhaltenen Ergebnisse 3.15-3.17 insoweit korrekt. Im thermodynamischen Limes
L — oo sind diese Ergebnisse sogar exakt.

3.4 Ordnungsparameter fiir die Glas-Phase

Nun ist ein Punkt erreicht, wo die Berechnung der uu-Korrelationen abgeschlos-
sen ist und sich herausgestellt hat, dafl diese Korrelationen die Vortex-Glas-Phase
bzw. die reine Phase kennzeichnen. Hier soll nun ein geeigneter Ordnungspa-
rameter angegeben werden, der die Glas-Phase charakterisieren und durch den
Ginzburg-Landau-Ordnungsparameter 1) ausgedriickt werden kann.

Dazu ist zunéchst zu kldren, wie der GL-Ordnungsparameter ¢ (x, z) fiir die
Schicht aus den FL-Verschiebungen u(z, z) bzw. u,(z) bestimmt werden kann.
Rechnet man im London-Limes A > £, ist die Ausdehnung der Flu3schlauche, die
ungefihr £ betriigt, sehr klein. Dann hat der (normierte) GL-Ordnungsparameter
iiberall in der Schicht nahezu den Betrag 1, und die Anwesenheit von Flufllinien
nimmt lediglich Einfluf} auf die Phase von . Und zwar soll hier die Phase néhe-
rungsweise dadurch bestimmt werden, dafl einfach zugrundegelegt wird, dafl an
jeder FluBlinie die Phase von 1 um 7 springen wird, wenn man entlang der x-
Achse, auf der die Kette von FL’s ja liegt, fortschreitet. Ist die Position der n-ten
FL also nl + u,(z) = Z(2), wird die Phase am Punkt #(z) danach nm betragen.
Geht man mit nl — x, u,(z) — u(z, z) wieder zu einer Kontinuumsbeschreibung
tiber, bedeutet das, daf§ fiir die Phase ©(Z(z)) am Ort Z(z) = = + u(z, z) die
Beziehung O(#(z)) = mx/l gilt. Nach Umkehrung der Beziehung zwischen x und
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Z(z) bekommt man dann in der ersten Ordnung in den Auslenkungen u

O(7,2) = %(:E—u(:i,z))

und damit fiir den GL-Ordnungsparameter den Ausdruck (es war p = 27/1)

. P P
Y(x,z) = exp (iO(z,2)) = exp (zix) exp(—z§u(x, 2))

Nach 3.16 zeigen sich in der Glas-Phase starke nicht-replikadiagonale uu-Korrelationen
gegeniiber der reinen Phase, was aufgrund der obigen Beziehung auch auf die
Phasenkorrelationen der Phase des GL-Ordnungsparameters iibertragen werden
kann; diese zeigt ebenfalls grofle nicht-replikadiagonale Korrelationen auf grofien
Skalen. Daher kann man auch in dem in [2] und [7] dargelegten Sinne von einer
Vortex-Glas-Phase sprechen, die dort {iber das Auftreten von Korrelationen die-
ser Art charakterisiert wird.

Mit obiger Beziehung und den uu-Korrelationen 3.16, die im letzten Kapitel be-
stimmt wurden, konnen wir nun eine geeignete eichinvariante Grofle finden, die
die Glas-Phase gegeniiber der reinen Phase charakterisiert. Dazu sollen gerade die
grofen nicht-replikadiagonalen uu-Korrelationen ausgenutzt werden; daher ist es
zweckméafig, folgende Grofle zu betrachten (da nur Produkte ¢1* auftauchen, ist
die angegebene GroBe mit diesen Produkten eichinvariant):

(a (7)) (5(1)) Coc10 —pju Al
GG P (=5 (a(M)us(m))n=o)

3.16 (E)—w%ggz In (L /a)
a

L>a 0 Glas-Ph.(gX > 0)
1 reine Ph.(gX = 0)

Diese eichinvariante Grofle bzw. der Ausdruck

(ta (7)) (¥5(7)) _ Wa(P)P5(r) — () (¥5(7)

<wa (F)w;;’(f‘» a#B3,n—0 <¢a(7?)¢:§(77) a#B,n—0
1 Glas-Ph.(g5 > 0)
0 reine Ph.(gX = 0)

1—

kann als geeigneter Ordnungsparameter angesehen werden, der den Ubergang von
der reinen zur Glasphase beschreibt. Man kann diesen Ordnungsparameter auch
durch Unordnungsmittelungen ausdriicken in der folgenden Weise:

(D> _ W) ($5(7)

IO~ @3 oy b
AP~ [ _ | Wl 0)
TP GG
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Ahnliche GroBen werden auch in [2] und [7] zur Charakterisierung einer Vortex-
Glas-Phase herangezogen. Ein wesentliches Kennzeichen der vorgeschlagenen Ord-
nungsparameter besteht darin, dafl die grofien nicht-replikadiagonalen Korrelatio-
nen in der Phase © des GL-Ordnungsparameters ausgenutzt werden zur Charak-
terisierung der Glas-Phase.

3.5 Elastisches Modell mit Unordnung fiir
Hcl < Ha < HCQ

Vollig analog zu Kapitel 3.1 ist es auch im Fall kleinerer FL-Absténde, also etwa
im Bereich H., < H, < H. moglich, das elastische Modell fiir das FL-Gitter
mit Unordnung in der Schicht auf ein XY-Modell im Zufallsfeld (ohne Vortizes)
abzubilden. Im Fall kleinerer FL-Absténde [ (wobei “klein” wieder | < A meint)
ist allerdings darauf zu achten, daf§ [ groff genug sein muf}, die Stabilitit der
1-dimensionalen Konfiguration des FL-Gitters, die bei dieser Abbildung zugrun-
degelegt wurde, gegeniiber der Ausbildung einer 2-dimensionalen Uberstruktur
zu gewahrleisten. Nach den Ergebnissen aus Kapitel 2.2.1 ist dies gegeben, wenn
[ > d bleibt. Aulerdem muf} [ grol genug gegeniiber d sein, um sich auch wei-
terhin auf uniaxiale Auslenkungen in x-Richtung beschrénken zu kénnen (siehe
Kapitel 2.2.2).

Bei der Abbildung, wie sie in Kapitel 3.1 vorgenommen wurde, d&ndern sich

zunédchst einmal die elastischen Konstanten, die zu verwenden sind. Da nun der
Bereich d < | < A untersucht werden soll, sind fiir ¢;; und ¢4y die Resultate aus
Kapitel 1.3, Abschnitt I einzusetzen (Gleichung 1.18). Auch hier stellt man fest,
daf} die elastischen Konstanten in 1.18 keine Dispersion zeigen, so dafl auch hier
die Dispersion bei der Formulierung des elastischen Hamiltonian nicht beriick-
sichtigt werden muf}, wie dies schon im Kapitel 3.1 der Fall war.
Einen bei weitem gréferen Einflufl auf die Ergebnisse hat aber die Tatsache, dafl
man im hier betrachteten Bereich grofler FL-Dichte nicht mehr von sterischer
Repulsion sprechen kann, die in Kapitel 3.1 noch den Hauptbeitrag im Ausdruck
3.2 fiir W (1) lieferte. Bei dieser Wahl der Parameter tiberlappen sich ndmlich
die Magnetfelder von Nachbar- FL’s stark und daher sind Kollisionen in diesem
Sinne bereits eingeschlossen im “magnetischen” Anteil der elastischen Konstan-
ten, wie er in Kapitel 1.3 berechnet wurde. Es ist aus diesem Grund hier nicht
mehr moglich, Effekte thermischer Fluktuationen auf dem einfachen Weg iiber
die sterische Repulsion einzubeziehen in die elastischen Konstanten. Hier sollen
aus diesem Grund in der einfachsten Naherung alle Effekte thermischer Fluktua-
tionen auf die elastischen Konstanten vernachlissigt werden und ausschliefSlich
mit dem “magnetischen” Beitrag aus Kapitel 1.3, Abschnitt I (Gleichung 1.18)
gerechnet werden.
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Bei der Berechnung des Exponenten Ap =2 —n =2 — 27;’; der Unordnungs-
kopplung ga (siche RG-Gleichungen 3.11) bekommt man damit aus den eben
genannten Griinden andere Ergebnisse als im Kapitel 3.2. Einsetzen der entspre-
chenden Ausdriicke 1.18 fiir ¢(11) = ¢(44) liefert nun folgendes Resultat fiir den

Exponenten der Unordnungskopplung:

2 2
¢ ) d

B oK i 12
Das bedeutet, daf hier im Gegensatz zum in Kapitel 3.2 betrachteten Fall grofler
FL-Absténde hier nicht in jedem Fall Ax = 2 —n > 0 gilt. Vielmehr ist der
Exponent nur unterhalb der Temperatur von

CulQ ¢0 ?
T = = = 1 d 3.21
¢ T (471’)\) ( )

6 grofer 0 (bei der Rechnung wurde die Temperaturabhingigkeit von \ ver-
nachléssigt, was fir T¢ /7. < 1 zu rechtfertigen ist), so dafl man dort wieder
eine Vortex-Glas-artige Phase mit g = ﬁ(? —n) > 0 erhilt, in der die Unord-
nung relevant ist und uu-Korrelationen mit einem In? L-Verhalten auftreten.
Oberhalb der Temperatur T bekommt man jedoch einen Exponenten kleiner
0, was bedeutet, da dann die Unordnung irrelevant wird und eine Phase mit
yA = 0 vorliegt, die von den thermischen Fluktuationen bestimmt wird und uu-
Korrelationen zeigt, die mit In L divergieren. Diese Phase kann als Vortez-Fliissig-
keit gedeutet werden, da hier die thermischen Fluktuationen geméafl Beziehung
3.16

(] = {a(a(Poms
T U LT

a

K 2K

noch logarithmisch divergieren und etwa das Lindemann-Kriterium
[(u®)] > c31* mit der Lindemann-Zahl ¢, ~0,1-0,3

fiir das Schmelzen des Gitters verletzen fiir groffe L. Diese grolen Fluktuationen
sind typisch fiir ein 2-dimensionales System, wie es hier betrachtet wird.

Die Beziehung 3.21 fiir eine Ubergangstemperatur vom Vortex-Glas zur Vortex-
Fliissigkeit im Bereich H, < H, <« H. gilt aber mit der Einschriankung,
dafl thermische Fluktuationen der elastischen Konstanten vernachléssigt wurden

Sman kann nachrechnen, dafi nur fiir Hoch-7, Supraleiter wie YBasCusO; T unterhalb

von T, liegen wird bei realistischen Werten fiir d (es ist zu beachten, daf fiir einen Hoch-T
Supraleiter aufgrund seiner Anisotropie in 3.21 A\? durch g\, zu ersetzen ist).
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(s.0.). Sie kann daher nur als eine erste Nidherung angesehen werden, stellt aber
trotzdem einen starken Hinweis auf die Existenz eines solchen Ubergangs dar.
Auflerdem zeigt Gleichung 3.21, dafl Tz proportional zur Schichtdicke d ist. Dies
spiegelt wider, dafl das FL-Gitter fiir diinne Schichten “weicher” wird, wie man im
Kapitel 1 sehen konnte. Dadurch werden thermische Fluktuationen bei diinneren
Schichten eher wichtig als bei dickeren, was sich wiederum im Resultat Ty o d
niederschlagt.

3.6 Zusammenfassung

Die Ergebnisse dieses Kapitels bei der Untersuchung des elastischen Modells eines
FL-Gitters in einer Schicht mit Unordnung koénnen wie folgt zusammengefafit
werden:

- Wir haben fiir die beiden Falle

1. [ groB, d.h. [ > X, bzw. in der Nahe von H.
2. L klein, d.h. | < A\, oder H,y < H, < He

die Existenz von verschiedenen Phasen im Hinblick auf die Unordnung un-
tersucht. Dabei ergab sich im 1.Fall, dal sich das System immer in einer
Vortex-Glas-Phase (mit relevanter Unordnung) befindet, wenn schwache
Unordnung vorhanden ist. Im 2.Fall ist dagegen das System nur unter-
halb einer Ubergangstemperatur T im Vortex-Glas-Zustand und oberhalb
von T in einem Zustand, der als Vortex-Fliissigkeit gedeutet werden kann
(Unordnung ist dort irrelevant).

Dies legt bei Anwesenheit schwacher Unordnung ein Phasendiagramm in der
H-T-Ebene nahe, &hnlich dem, das Nelson und Le Doussal [4] angegeben
haben fiir dreidimensionale Hoch-T,-Supraleiter mit Unordnung (siehe Ab-
bildung 3.1). Das System nimmt oberhalb der Meifiner-Phase die Zusténde
eines Vortex-Glases oder einer Vortex-Fliissigkeit (Unordnung irrelevant)
ein. Dabei schliefit sich unmittelbar oberhalb der Meifiner-Phase ein Strei-
fen mit der Glas-Phase an (1.Fall) und im Bereich H.; < H, < H, erhilt
man eine sehr steile, nach obigen Ergebnissen sogar senkrechte, Phasengren-
ze T'= T zwischen der Glas- und der Fliissigphase (2.Fall). Diese Phasen-
grenze bei einer festen Temperatur T ist jedoch nur als erste Ndherung
anzusehen, da thermische Fluktuationseffekte in den elastischen Konstan-
ten dort unberiicksichtigt blieben. Die im Phasendiagramm in Abbildung
3.1 schraffierten Bereiche sind diejenigen, fiir die die Resultate aus diesem
Kapitel die Existenz einer Vortex-Glas-Phase ergeben.

- Die beiden Phasen sind durch das in Kapitel 3.3 ausgerechnete und im
Limes grofiler L nahezu exakte (was durch Storungstheorie belegt werden
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Abbildung 3.1: Von Nelson und Le Doussal angegebenes Phasendiagramm (oben)
und Phasendiagramm gemif Resultaten aus diesem Kapitel (unten)
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konnte) Ergebnis 3.15 fiir die Verschiebungs-(uu-)Korrelationen charakte-
risiert. In der Glas-Phase erhélt man damit fiir die uu-Korrelationen In? L-
Divergenzen, im Fall ohne oder bei irrelevanter Unordnung lediglich In L-
Divergenzen.

Die Phasen lassen sich auch durch den in Kapitel 3.4 angegeben mithilfe
des (normierten) GL-Ordnungsparameters definierten Ordnungsparameter

()17 / [|(2)]?] kennzeichnen.
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Kapitel 4

Vortex-Glas-Phase in einem
dreidimensionalen System aus
gekoppelten Schichten

Im vorangehenden Kapitel wurden die Eigenschaften des Flufliniengitters in ei-
ner Schicht (mit parallelem Magnetfeld) bei schwacher Unordnung untersucht.
Hier soll ein System aus gestapelten derartigen Schichten betrachtet werden,
wie es beispielsweise in einem geschichteten System aus nahezu normalleiten-
dem Material, das durch supraleitende CuOs-Ebenen getrennt ist, etwa in einem
Hoch-T, Supraleiter realisiert sein kann. Mikheev und Kolomeisky [25] haben ein
solches System in der Néhe von H.; ohne Unordnung untersucht. Die FluBllinien
in benachbarten Schichten sind dabei gekoppelt, und zwar nur iiber die Wech-
selwirkung ihrer Magnetfelder. Wahrend ohne Unordnung die Schichtkopplung
immer ein relevanter Parameter ist [25], erhdlt man ein ganz anderes Bild bei
Anwesenheit von Unordnung. In diesem Kapitel soll eine Vermutung von Mik-
heev und Kolomeisky [25] bewiesen werden, nach der eine hinreichend schwache
Kopplung bei Anwesenheit von Unordnung nicht relevant ist und dafl System in
quasi-ungekoppelte 2-dimensionale Vortex-Gléser zerfallt.

Damit erhélt man auch fiir dieses 3-dimensionale System eine Vortex-Glas-Phase
in Form dieser quasi-ungekoppelten 2-dimensionalen Vortex-Gléser.

Der Einflul der Schichtkopplung auf den Vortex-Glas-Fixpunkt ungekoppelter
Schichten soll dabei im Replikaformalismus des letzten Kapitels durch Bestim-
mung ihres RG-Exponenten untersucht werden. Dies geschieht zunéchst auf zwei
Arten, und zwar mithilfe der Erkenntnisse aus dem letzten Kapitel iiber die u-
Mittelungen bei Unordnungskopplung im Replikahamiltonian, die auf die Schicht-
kopplung angewendet werden und im Rahmen einer RG-Rechnung, die nach einer
Mean-Field-Approximation die Abbildung auf ein Coulombgas benutzt.

69



4.1 Replikahamiltonian fiir System aus gekop-
pelten Schichten

Das in diesem Kapitel betrachtete System soll aus FL-Gittern in gestapelten
Schichten mit parallelem Magnetfeld bestehen (sieche Abbildung 4.1), die sich in
einem (kurzreichweitig korrelierten) Unordnungspotential befinden. Die einzelnen
Schichten sollen dabei wie im vorangehenden Kapitel 3 durch einen elastischen
Hamiltonian 3.1 oder unter Beriicksichtigung der Unordnung durch einen Repli-
kahamiltonian 3.6 zu beschreiben sein. Fiir die Kopplung zwischen den Schichten
soll im Hamiltonian der von Mikheev und Kolomeisky (M&K) [25] abgeleite-
te Ausdruck verwendet werden, der eine Kopplung beschreibt, die nur von der
magnetischen Wechselwirkung der FL’s in verschiedenen Schichten hervorgerufen
wird; dieser Ausdruck gilt nur in der Néhe von H,q, also bei groflen FL-Absténden
[, weshalb wir uns im folgenden auf diesen Fall beschrénken.

Ein solches System 148t sich beispielsweise direkt realisieren durch eine ge-
schichtete Struktur, in der diinne Schichten aus Typ-II Material (mit Dicke d), in
denen die FL’s liegen, durch Typ-I supraleitende Schichten getrennt sind, so dafl
die FL’s senkrecht zu den Schichten einen Abstand d; haben. Die Eindringtiefe
Arr in den Typ-II Schichten wird dann sehr viel grofer sein als die Eindringtiefe
A7 in den Typ-I Schichten, so dafl die FL’s nicht die Typ-I Schichten kreuzen
konnen, da dies energetisch duflerst ungiinstig ist. Das FL-Gitters in den Typ-II
Schichten kann dann mit einem elastischen Hamiltonian 3.1 wie im vorigen Kapi-
tel beschrieben werden, wobei fiir die Eindringtiefe \;; einzusetzen ist. Wird au-
Berdem der Schichtabstand der Typ-II Schichten ausreichend grofi gew#hlt (sehr
viel grofler als die Korrelationslangen beider Materialien), wechselwirken FL’s in
verschiedenen Schichten nur iiber ihre Magnetfelder und eine Beschreibung der
Kopplung wie bei M&K ist moglich. Dabei ist bei der Beschreibung der ma-
gnetischen Wechselwirkungen von FL’s innerhalb der Typ-II Schichten mit einer
Eindringtiefe A\ = Ay des Magnetfeldes' zu rechnen; die magnetischen Wech-
selwirkungen in der Richtung normal zu den Typ-II Schichten werden von den
Eigenschaften des Typ-I Materials bestimmt (wenn man einmal von d < d;
ausgeht, was hier vorauszusetzen ist), daher kann bei der Beschreibung dieser
Wechselwirkungen eine Eindringtiefe A; ~ A; verwenden. Es gilt dann A} < ).
Als eine andere Realisierung kann ein Hoch-T, Supraleiter angesehen werden mit
einem Magnetfeld parallel zu den CuO,-Schichten; eine solche Realisierung haben
M&K vorgeschlagen. Die Eindringtiefe A (=A. in der iiblichen Bezeichnungs-
weise, siche Fufinote 1) fiir das Magnetfeld parallel zu den Schichten ist sehr
viel grofler als die Eindringtiefe A (=\,;) senkrecht zu den Schichten in typi-
schen Hoch-T, Supraleitern. Die supraleitenden CuOs-Ebenen sind durch nahe-

Ldie Abschirmstrome flieBen dann senkrecht zu den Schichten; man beachte, dafl die Bezeich-
nungsweise \| also nicht die normalerweise iibliche nach der Richtung der Abschirmstrome ist.

70



zu normalleitende Schichten getrennt, in denen die FL’s liegen mit Abstédnden
d,; senkrecht zu den Schichten. Aus energetischen Griinden kénnen die FL’s die
CuOs-Ebenen nicht kreuzen (wegen A\ < A konnen die CuOz-Ebenen verein-
facht gesprochen als Typ-I supraleitend angesehen werden). Das FL-Gitter in
den nahezu normalleitenden Schichten kann dann durch ein elastisches Modell
wie im vorangehenden Kapitel beschrieben werden. Die zu verwendenden elasti-
schen Konstanten (genauer: ihr magnetischer Anteil) werden hier aber nicht mehr
zu vergleichen sein mit den in Kapitel 1 berechneten, da man hier von anderen
Gegebenheiten ausgeht (statt der Randbedingungen in y-Richtung hat man jetzt
wegen der Anisotropie zwei verschiedene Eindringtiefen in x-Richtung (A, ) und
y-Richtung ()|) bei der Berechnung des Magnetfeldes zu beachten); das hat aber
keinen Einflufl auf die Beschreibung, da wir in Kapitel 3.1 gesehen haben, dafl
die elastische Konstante I' im hier betrachteten Fall grofler FL-Abstdnde nur von
der sterischen Repulsion bestimmt wird und nicht von den magnetischen Wechsel-
wirkungen im FL-Gitter der Schicht (die die magnetischen Wechselwirkungen be-
schreibenden Kompressions- und Neigungsmoduln fallen aus der Formel 3.3 her-
aus), so daf§ auch die Beziehung 3.3 aus dem vorigen Kapitel hier noch anwendbar
ist?. Bei extremen Hoch-T, Materialien (z.B. YBaCuO oder BiSrCaCuO) kann
man davon ausgehen das . < d , so dal man fiir FL’s in verschiedenen Schichten
eine ausschliefllich magnetische Kopplung annehmen kann wie bei M&K.

Nun soll noch einmal kurz die Herleitung der von M&K untersuchten ma-
gnetischen Kopplung skizziert werden. Die Magnetfelder der FL-Elemente in ver-
schiedenen Schichten wechselwirken wie in einem Bulk-Supraleiter, allerdings ist
zu beachten, dafl die Eindringtiefen im hier betrachteten geschichteten System
anisotrop sind, d.h. dafl A entlang der Schichten sehr viel gréfier ist als die Ein-
dringtiefe A\ senkrecht zu den Schichten. Die magnetische Wechselwirkung gera-
der FL’s in verschiedenen Schichten erhélt man daher im Prinzip aus dem bereits
im Kapitel 1 angegebenen Wechselwirkungspotential V3 = V' (siche Seite 20 und
Beziehung 1.6) fiir FL-Elemente in 3 Dimensionen; es ist nur eine Modifikation
wegen der anisotropen Eindringtiefen vorzunehmen:

/ dZ UOKO(lexzhiz)

) B ((331 — @) " (i1d) — i2dl)2) and vy = b

mit s, .. =
T1T21112 2 2 2 )

wobei iq,i9 den Schichtindex der beiden FL’s und x1,zs die Positionen in der
jeweiligen Schicht bezeichnen. Auch im folgenden sollen die Schichtindizes immer
mit ¢, 7,... bezeichnet werden.

Aufgrund der repulsiven Wechselwirkung werden sich die FL’s in den Schichten
im Grundzustand wie in der Abbildung 4.1 gezeigt anordnen, wenn [ nicht zu
grofl bzw. B — H.; nicht zu klein ist oder die magnetische Schichtkopplung zu

2wobei Ao/l durch A/l < 1 zu ersetzen ist
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Abbildung 4.1: Grundzustandskonfiguration von FL’s in gekoppelten Schichten

grof ist?. Um Abweichungen von dieser natiirlichen Grundzustandskonfiguration
nicht beriicksichtigen zu miissen (siche [26]), sollte daher eine nicht zu starke ma-
gnetische Kopplung verschiedener Schichten vorausgesetzt werden, also d; > A .
Die obige Wechselwirkung féllt exponentiell ab fiir grole Argumente von K. Da-
her (man beachte auch hier d; > A, ) kann man sich auf Wechselwirkungen zwi-
schen néchsten Nachbarschichten beschrénken. Geht man bei der Beschreibung
der FL-Gitter in den Schichten wie in Kapitel 3.1 wieder zu einer Kontinuums-
beschreibung bzgl. der x-Koordinaten iiber, werden die von FL-Verschiebungen
hervorgerufenen FL-Dichtefluktuationen in der ersten Néherung (analoge Argu-
mente zu denen aus Kapitel 3.2 ergeben auch hier, daf§ die hoheren Ordnun-
gen irrelevant gegeniiber dieser ersten Ordnung sind) durch cos-Terme der Form
7 cos (¥ (z — u;())) beschrieben. Das exponentielle Abfallen der Wechselwirkung
bewirkt auch hier, daf§ nur Dichtefluktuationen, die sich in zwei benachbarten
Schichten “gegeniiberliegen” (in einem Bereich der Breite )|), also die gleiche x-
Koordinate haben, beitragen zur Wechselwirkungsenergie; dies gilt nur, solange
A < [, also in der Ndhe von H,;. Dies ist der Grund, aus dem wir uns auf diesen
Bereich grofler FL-Abstéande [ beschréinken.

Ohne die einzelnen Schritte der Rechnung hier aufzufiithren [25], erhdlt man da-
mit folgenden Hamiltonian, der die Wechselwirkung zwischen den Schichten und
die elastische Energie jeder Schicht beschreibt (zunéchst ohne Unordnung):

r 2
H = Z/d2rgvui.Vui . Z/d27’g cos (S (uigr — i) (4.1)
>‘H _dr

mit g ~ Vg

3Ivlev et al. [26] geben fiir die Stabilitit einer solchen Konfiguration die Bedingung

dy Al
2r—— > 1,51
7Tl)\l> s

an. Realistische Werte fiir das Verhéltnis Aj/AL sind 4-5 .
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Nun hat man noch den die Wechselwirkung mit der Unordnung beschreiben-
den Teil H, des Hamiltonians hinzuzufiigen, das System zu replizieren und iiber
die Unordnung zu mitteln analog zu den entsprechenden Rechnungen in Kapitel
3.1. Da jede Schicht mit einer anderen Unordnungskonfiguration wechselwirkt,
wenn man wie bisher von Unordnung mit kurzreichweitigen Korrelationen aus-
geht, ist dabei mit einer zwischen den Schichten unkorrelierten Unordnung zu
rechnen, also

Vi@ =0 und [V(P)V;(r")] = Abu(F — 1)y

Im Verlaufe der Rechnung werden bei der Mittelung iiber die Unordnung wieder
hohere anisotrope Terme und hohere cos-Replika-Kopplungen generiert, die sich
wie in Kapitel 3.2 wieder als irrelevant herausstellen und wie dort vernachlissigt
werden. Unter Beachtung dieser Punkte kann man dann von folgendem Ausdruck
fiir die Zustandssumme [Z"] bzw. den Replikahamiltonian ausgehen fiir das Sy-
stem aus gekoppelten FL-Gittern in gestapelten Schichten in der Nihe von H
(bei grofien FL-Abstdnden /) und mit Unordnung:

27 = 111 / Du exp (—Hpep) mit
Jj =1
2 1 af o 8 D «a B
Hug = Y [dr8S0 S K Vue - vul = 37 2 @0.u) (00 -
i a,f 2 a,B 2

[0}

- 3 wsconptur — ) — Sgeoniotuy —u?>>} |

wobei g :=

Nl

(4.2)
Ziel aller weiteren Bemiithungen soll die Aufkldrung des Phasendiagramms bzw.
des FluBles unter einer RG in Abhéngigkeit der Parameter § und ya sein. (Die
Kopplungsmatrix K’ die zu Beginn einer Renormierung durch X = K und
bei groflen FL-Absténden durch n = 2:';2[( S 2 nach 3.8 unabhiingig von der
Temperatur T festgelegt ist, hat man dabei nicht als frei wéhlbaren Parameter

im Phasendiagramm oder RG-Flufl zu beriicksichtigen.)

Der obige Replikahamiltonian 4.2 besitzt zunéchst einmal fiir g = 0 (ent-
koppelte Schichten) die bereits in Kapitel 3.2 aufgetretenen Fixpunkte fiir eine
Schicht, némlich g4 = 0 und den C&O-Fixpunkt §i = (2 — 7).

Der C&O-Fixpunkt reprisentiert eine Phase, in der die einzelnen Schichten
voneinander entkoppelt sind (g = 0), sich aber jeweils in einer Vortex-Glas-Phase
befinden. An diesem Fixpunkt zerfillt das System also in 2-dimensionale ungekop-
pelte Vortex-Glaser. Ausgehend von diesem Fixpunkt soll nun der Einflufl einer
Schichtkopplung g bestimmt werden, um Aussagen iiber das 3-dimensionale FL-
Gitter zu gewinnen. Insbesondere ist zu kldren, ob der C&O-Fixpunkt stabil ist
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gegeniiber der Schichtkopplung und somit auch fiir das 3-dimensionale FL-Gitter
einen attraktiven nichttrivialen Fixpunkt darstellt; dieser reprisentiert dann auch
fiir das 3-dimensionale FL-Gitter eine Vortex-Glas-Phase, da im C&O-Fixpunkt
ja in jedem Fall g3 > 0.

Es ist der natiirliche Weg, zunichst den bereits bekannten Fixpunkt hin-
sichtlich des Einflusses der neu in das System eingefiithrten Schichtkopplung zu
untersuchen, d.h. zunéchst den Bereich kleiner Schichtkopplungen g zu studieren.
Aber selbstverstéandlich soll angestrebt werden, den RG-Flu8 bzw. das Phasen-
diagramm auch fiir groflere Schichtkopplungen auf die Existenz neuer Fixpunkte
bzw. neuer Phasen hin zu untersuchen; dies erweist sich jedoch fiir unendlich
viele Schichten als zu kompliziert. Daher wird im Kapitel 5 ein System aus zwei
Schichten betrachtet, in diesem Kapitel werden jedoch zunédchst Resultate fiir
kleine Schichtkopplungen ¢ und insbesondere fiir den C&O-Fixpunkt erzielt mit
dem FL-Gitter in unendlich vielen Schichten.

Es soll nun der RG-Exponent )\, der Schichtkopplung § bestimmt werden fiir
den C&O-Fixpunkt, um die Frage der Relevanz einer schwachen Schichtkopplung
bei Anwesenheit von Unordnung und damit der Stabilitdt des C&O-Fixpunktes
zu kldren. (Das Verhalten am anderen Fixpunkt g3 = 0 fiir ein System ohne
Unordnung ist das von M&K untersuchte.) Dies geschieht zunéchst auf direktem
Wege mittels der Ergebnisse aus Kapitel 3.3 und anschliefend mithilfe einer RG-
Transformation, die nach einer Mean-Field-Approximation und Abbildung auf
ein Coulombgas fiir schwache Schichtkopplungen hergeleitet wird. Es kann fiir
diesen Bereich auch der RG-Flufl bestimmt werden.

4.2 Untersuchung mithilfe der Ergebnisse aus
Kapitel 3.3

Im Kapitel 3.3 haben wir gesehen, dafl u-Mittelungen fiir einen Hamiltonian 4.2
bei g = 0 relativ einfach auszufiihren sind, wenn nur das Verhalten auf grofien
Léangenskalen interessiert. Dann kann nédmlich mit renormierten, unreskalierten
Kopplungen gerechnet werden mit dem gaufischen (elastischen) Teil des Hamil-
tonians 4.2. Mit anderen Worten ist es bei § = 0 also ausreichend, mit dem
elastischen Teil von 4.2 gaufiisch zu rechnen (insbesondere gilt auch das Wick-
Theorem und die Formeln aus Anhang C.1), wobei die Ergebnisse 3.15-3.17 fiir
die Propagatoren bzw. uu-Korrelationen zu verwenden sind.

Unter Verwendung der Beziehung

5;, n[27) =3 J S feos (i = u e,

ist es nun moglich, den RG-Exponenten )\, zu bestimmen unter Zuhilfenahme
dieser Ergebnisse.
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Denn aus der Invarianz der Zustandssumme auf der linken Seite unter der RG-
Transformation folgt durch Abzéhlen der Langenpotenzen unmittelbar die Glei-

chung
_)\g = -2+ >\COS

fiir die RG-Exponenten auf beiden Seiten der obigen Beziehung. \..,s bezeichnet
dabei den RG-Exponenten des cos-Mittelwertes. Um diesen zu berechnen, ist der
cos-Mittelwert auszufithren. Bei der Untersuchung des C&O-Fixpunktes mit g =
0 reicht es, dies in der fithrenden Ordnung in g zu tun, da auch der RG-Exponent
Ay die fithrende Ordnung der RG-Transformation fiir g angibt. Wertet man den
cos-Mittelwert in fithrender Ordnung in g aus, kann bei der Mittelung mit dem
Hamiltonian 4.2 aber g = 0 gesetzt werden, so dafl die oben angesprochenen
Resultate aus Kapitel 3.3 benutzt werden konnen.

Man bekommt dann (7 := 2§ZI~<)

(cos (p(ufyy = uf)))yy, = (cos(p(ufyy —uf))); + O7)
0 (cos (pugiy)); o cos (puf)),_y + O()

Eexp (—pHuf?),_y) + O(7)

+ 0(g9)

3.16(L)_27rf<<1 ~ "k w7 nyA? m(%))
a

Man liest also aus den Langenpotenzen einen Exponenten

o L
>\cos = 77(1 AN 72773/A2 In (g))

(1 Kas D) f ~%x 0
n(l————=) fir g =
_ K 2K (4.3)

a, L
% In(—) — oo fur gy #0
a

ab und bekommt damit fiir den RG-Exponenten \; = 2 — A.s der Schichtkopp-
lung

K(ls -D ~
2 —nl—————=) fur gi =0

A, = K 2K . (4.4)

L>a
=

—00 fir yA #0

Mit diesem Ergebnis kann nun die zu Beginn des Kapitels gestellte Frage der
Relevanz der Schichtkopplung am C&O-Fixpunkt beantwortet werden. Dort gilt
yA > 0, so dafl zufolge der obigen Rechnung der RG-Exponent der Schichtkopp-
lung mit L/a beliebig negativ wird. Damit ist die Schichtkopplung, wie von M&K
[25] vermutet, irrelevant am C&O-Fixpunkt. Das geschichtete System zerfallt al-
so in ungekoppelte 2-dimensionale Vortex-Gldser, wenn die Schichtkopplung g
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schwach genug ist.

Befindet man sich am Fixpunkt gy = 0, hat also keine Unordnung, erhilt man
jedoch wieder die Resultate von M&K. Dort ist wegen  ~ 2 (sieche Beziehung
3.8) auf jeden Fall A\; > 0 und die Schichtkopplung relevant.

4.3 RG-Rechnung nach MFA und Abbildung auf
Coulombgas

In diesem Abschnitt soll der Hamiltonian 4.2 mit beiden Kopplungen, sowohl
der Unordnungs- als auch der Schichtkopplung, renormiert werden. Und zwar
soll der Hamiltonian zunéchst etwas vereinfacht werden durch eine Mean-Field-
Approximation (MFA). Dann ist es ohne grofiere Probleme moglich, das Modell
nach einer Abbildung auf ein Coulombgas dhnlich wie bei C&O zu renormieren
fiir kleine Schichtkopplungen g und schwache Unordnung ya. Dies erlaubt, den
RG-Fluf in der Ndhe von ¢ = 0 zu bestimmen fiir beliebige Werte der Unord-
nungskopplung ya, insbesondere auch am C&O-Fixpunkt.

4.3.1 MFA

Im folgenden soll der Anisotropieterm im Replikahamiltonian 4.2 vernachléssigt
werden, um die Rechnungen moglichst iibersichtlich zu halten. In den Kapiteln
3.2 und 3.3 haben wir ja gesehen, dafl dieser Term nur einen zu vernachléssi-
genden Effekt auf die phasencharakterisierenden Groflen, die uu-Korrelationen
auf groflen Langenskalen, hat. Man {iberzeugt sich aulerdem leicht anhand der
Beziehungen 4.3 und 4.4, daf§ die Anisotropien auch bei der Beantwortung der
Frage nach der Relevanz der Schichtkopplung g keine Rolle spielen. Somit stellt
der Verzicht auf dieser Terme in der weiteren Rechnung keine wesentliche Ein-
schréankung dar.

In der MFA, die vorgenommen werden soll, sollen die Schichten entkoppelt wer-
den, wobei die Kopplung an die Nachbarschichten durch ein effektives dufleres
Feld beschrieben werden soll. Ein solches Vorgehen wird vor allem bei einer schwa-
chen Kopplung zwischen den Schichten, also bei kleinen Werten fiir g gute Ergeb-
nisse erzielen, da dann die Verschiebungs-(u-)Felder in benachbarten Schichten
weitgehend unabhéangig fluktuieren kénnen. Die MFA besteht dann in der folgen-
den Ersetzung:

cos (p(uity — i) = (cos (puiir))y,, . cos (puf)
=: h cos (puy) (4.5)
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Hierbei ist das effektive &duere Feld h durch Mittelung von cos (puf, ;) mit dem
Mean-Field-Hamiltonian H ,;r selbstkonsistent zu bestimmen, wobei sich die MFA
‘Hur des Replikahamiltonian als

Hur Z/d2 { K“ﬂ Vul Vu?

_ Zﬁ ya cos (p(ud — uf Zgh cos (pu$ )} (4.6)

schreibt. In diesem MF-Hamiltonian sind die Schichten nun entkoppelt, und es
ist moglich, sich im weiteren Verlauf auf die Rechnung fiir eine Schicht zu be-
schranken. Der MF-Hamiltonian unterscheidet sich um das zusétzliche duflere
Feld h vom Replikahamiltonian, den C&O fiir das 2-dimensionale XY-Modell im
Zufallsfeld bekommen. Wie bereits im Kapitel 3.1 erwdahnt, sind im Gegensatz zu
den XY-Modellen hier keine Vortizes zu beriicksichtigen.

4.3.2 Abbildung auf ein Coulombgas

Dieses MF-Modell kann mit den Methoden aus [20]-[22] fiir kleine Kopplungen
ya und gh auf ein Coulombgas abgebildet werden mithilfe der Beziehung [22]

exp (acos (pu(r))) = i exp (zps(F)u(F) + Iny, 32(77)) mit  y, = ;a,

s(F)=—o0
(4.7)
die exakt ist fiir kleine h, wo nur |s(7')| < 1 beitragen. Man kann dann bei kleinen
Kopplungen ya und § die Zustandssumme [Z"] schreiben als

(Z" = f[l/Du'y exp (—Hur)

= /Du7 exp (—/dQTZKaﬁ Vul(r) - Vu (r )) X
X > exp (/d TZu Vips®(r)] + /dQTZa:lnygh (so‘(r))2> X

{s(r)}

x> exp(/dQTZu [ipzﬂ:naﬁ +/d2r21nyA B ))

{neB(r)} a<f

1
mit y,, = 3 gh und n°*(r) = —n®%(r)

(Es erscheint an einigen Stellen bequem, statt eines Kontinuummodells mit Cu-
toff a ein diskretes Modell, etwa ein Quadratgitter mit einer Gitterkonstanten
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a zu verwenden. Der entsprechende Ubergang kann problemlos bewerkstelligt
werden. In diesem Sinne sind 3=y () bzw. X g06(,yy als Summe iiber alle Konfi-
gurationen {s*(r)} bzw. {n®*(r)} im diskreten Bild zu verstehen und gehen im
Kontinuumsbild in Funktionalintegrale iiber.) Die gauische Integration iiber die
Felder u” kann jetzt ausgefiihrt werden, und man erhéalt

(Z" = Z ' Z ,eXp </d2rzo;lnygh (5%(r))* +

{s(r)} {n>B(r)}

+ /dzr > Inya (naﬂ(fr))2) X

a<fB

X“p(Jifﬁ%/fﬂigb%0+§imﬂﬂHU¥UWGw—rmx

x [s7(r") + Zn55(r’)])

5

Die Felder s*(r) und n®’(r) verhalten sich hier &hnlich wie topologische Ladun-
gen, wie sie aus XY-Modellen mit Vortizes bekannt sind. Im Unterschied zur
Rechnung von C&O (fiir den Fall ohne Vortizes) treten hier 2 Sorten solcher La-
dungen auf, neben den von der Unordnungskopplung herriihrenden n®*-Ladungen
gibt es hier noch die von der in MFA behandelten Schichtkopplung kommenden
Ladungen s®. Die einzigen Unterschiede zur Arbeit von C&O werden im folgenden
Konsequenzen dieses neu auftretenden Ladungstypus sein. In der Zustandssum-
me wird nach der oben ausgefiithrten Transformation iiber Konfigurationen dieser
wechselwirkenden Ladungen summiert. Dies kann als Zustandssumme eines Gases
aus solchen Ladungen gedeutet werden, was im folgenden aber noch deutlicher
wird.

Die mit Strich versehenen Summationen Y ' bedeuten, dafl die Summationen einer
Neutralitédtsbedingung

azﬁ l / d%(s"‘(r)%—;nw(r))] (F1)or l / d2r'(sﬁ(r')+znﬁv(r'))] ~ 0

5
(4.8)
unterliegen, die sicherstellt, dafl die von den quasi-topologischen Ladungen gene-
rierte Selbstenergie nicht unendlich grofi wird, sondern verschwindet. Aufgrund
dieser Neutralitdtsbedingung, kann die Greenfunktion G durch

G(r) = G(0)=G(r) € —In(")
mit G (0) = 0 ersetzt werden. Es tragen dann nur noch Ladungs-Konfigurationen

bei, wo nicht zwei Ladungen am selben Platz sind, was bedeutet dafl zwei beliebige
Ladungen immer einen Mindestabstand von der Gréfle des Cutoffs a voneinander
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haben miissen.

Fiir die betrachteten kleinen Kopplungen ya und yg, sind Konfigurationen mit
Einheitsladungen |Y,(s*(r))?| < 1 und | Y ,.5(n*(r))?| < 1 energetisch am
glinstigsten, so dafl man sich auf diese beschrinken kann, weil sie das grofite
Boltzmann-Gewicht haben.

Fiir die Kopplungsmatrix K wird wieder der Ansatz von C&O benutzt, um
alle Terme, die durch die RG-Transformation erzeugt werden, beriicksichtigen zu
konnen:

K% = K 4+ (K - K)
1 K-K oo K —K
(K—1)os L ™ ,wobei k= — = =0
K (K — K) + K]K K2
(4.9)
Damit und unter Beachtung der Antisymmetrie n®?(r) = —n®?(r) der n-Ladungen

kann man die Zustandssumme weiter vereinfachen zu

AR Z Z exp (/dQTZIIlygh (r)? +

{s*(r)} {nF(r)

+ /derlnyA (r )2) X

a<f

X exp //dzrdQT’ G(r — %
r#r!

Zs s(r') + H%so‘(r)sﬁ

ad (.. 2 « ay (.
+ > n( (r)+};<9 (r)n (7‘)])

ozv(i

(4.10)

Durch Einfithrung von Vektorladungen und entsprechenden Skalarprodukten 1483t
sich dies als Zustandssumme eines 2-dimensionalen Gases aus Vektorladungen
auffassen, die mit coulombartigen Kréften wechselwirken. Die Renormierung soll
dann in diesem Bild durchgefithrt werden ganz analog zu den Rechnungen von
Kosterlitz [21] und C&O [20]. Der Unterschied zur letzteren Arbeit besteht in
der Tatsache, dafl hier noch ein neuer Ladungstyp eingefithrt werden mufl. Im
einzelnen verwendet man folgende Vektorladungen und Skalarprodukte:

(i) die schon bei C&O verwendeten Einheitsladungen &% (o < () mit einem

Skalarprodukt
gl g = Oary + 085 — 0as — Oy ((5aﬂ)2 =2)
Fiir o > (3 definiert man &% := —&%. AuBerdem haben die ¢ die Ei-

genschaft &% + &7 = &7 Mit diesen Vektorladungen kann man in 4.10
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einfacher schreiben

—

i(r) = L1 (r)
s T (1) (1

o3

9
) = 7i(r) - a(r')

(ii) die hier neu auftretenden Einheitsladungen é®, fiir die zwei verschiedene
Skalarprodukte
é“-éﬁzzéag und ¥ xé’ =1

07

eingefithrt werden. Auflerdem kann die Bezeichnung e~* := —e™ eingefiihrt

werden. Man erhalt dann in 4.10:

S(r) =3, 8%(r)e”
o 8%(r)s*(r') = 8(r) - 5(r") und Y, 4 s(r)sP(r') = 5(r) x 5(r')

(iii) desweiteren ist ein Skalarprodukt zwischen beiden Vektorladungstypen zu
definieren:

& 8 = Gy — Bas

Mit diesem bekommt man in 4.10
Doy 84 (r)n (1) = 5(r) - 1i(r’)

Nun sind, wie bereits erwihnt, die energetisch giinstigsten Konfigurationen, die
daher in der Zustandssumme den bei weitem grofiten Beitrag liefern, diejenigen,
wo nur Einheitsladungen auftreten (fiir kleine Kopplungen ya, y,). Daher ver-
nachléssigt man andere Konfigurationen. Es ist dann méglich, den Ausdruck 4.10
fiir die Zustandssumme als groflkanonische Zustandssumme eines Coulombgases
aus diesen Vektoreinheitsladungen aufzufassen. Dabei wechselwirken die Einheits-
ladungen abhéngig von ihrem Skalarprodukt und ihrem Abstand. Die Fugazitéten
fiir die Ladungen £ und € liest man in 4.10 ab als ya und yg,. Die Zustandssumme
nimmt dann folgende Form an (vgl. [20],[21]):

27 = Z’Z’{ﬁ H(Q?gﬁ.)}

{NaB} {S£7} | a#B=17=%1
n NoB +n
{ 110 [, 0 II [, el Hc>} mit
a#f=1nqp=1 y=%£1s5,=1
1 p2—a —y 2 —ry (= —y
_HC - 5 Z %65(1 : 657 + p Ii@sa * 68»\/ G(Tsa - rs.y) +
(o,50)#(7587)
1 R
+ Z R- 871(1,5 ’ En.yg (rnaﬁ - r’n,ﬂs) +
(aB,nap)#(v0,nys)
P’ 5 A )
+ Z E e_?a : é‘TYL,Y(; G(f?& - FZ,Y(;) ’ (411)
(OC,SQ),(’Y(S,H,Y(s)

80



wobei nur iiber Konfigurationen zu summieren ist, in denen alle Ladungen einen
Mindestabstand a besitzen und G durch G(r) = o= In(r/a) gegeben ist. Fiir
diesen Coulombgashamiltonian kann man auf dem iiblichen Weg [20], [21] eine
RG-Transformation erhalten.

4.3.3 RG-Gleichungen

Bei der RG-Transformation fiir 4.11 wird der Cutoff von a auf ae’ vergréfert und
anschliefend alle Langen reskaliert. Dazu miissen folgende Schritte durchgefiihrt
werden, wobei jeweils bis zur ersten Ordnung in § = dl zu rechnen ist:

(i) Es werden in 4.11 Konfigurationen ausintegriert, wo mehrere Ladungen
sich ndhern bis auf Entfernungen a < |77 — v | < ae®. Da die Fugazititen
ya und yg, und damit auch die zugehorigen Dichten klein sind, kann man
sich auf Konfigurationen beschranken, wo sich zwei Teilchen nahekommen.
Von diesen sind wiederum nur die energetisch giinstigsten mit dem grofiten
Boltzmann-Gewicht zu beriicksichtigen. Das sind solche, in denen sich zwei
Ladungssorten, die ein negatives Skalarprodukt bilden, nahekommen, also

im einzelnen
e*/e~*-Paare, &% /&P Paare,

g8 /%7 _Paare,
e /eP*Paare, & /e’ -Paare

(ii) In den Greenfunktionen G(r) = 5= In(r/a) in 4.11 wird ebenfalls der Cutoff
von a auf ae’ vergroBert.

(iii) Alle Langen werden reskaliert.

(i) Die Durchfithrung des ersten Schrittes fiir Paare aus entgegengesetzten La-
dungen, das sind hier &/ *-Paare und &% /&9*-Paare, verliuft nach den Stan-
dardmethoden aus [20] bzw. [21]. Da die Rechnungen etwas technisch sind, werden
sie in den Anhang D.1 verlagert.

Als Ergebnis der Ausintegration der Beitridge dieser Paare (in fithrender Ord-
nung in § = dl) erhdlt man eine Renormierung der Kopplungen K und s (mit

Ygh := Ygna?):

dK 2 ~2

(dl)€€ = TP Ygn (4.12)
dr . 2

(dl>€€ = —mp’ 2, k(nk + ?) (4.13)
dK N
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dr 9 o 1
(ﬂ)g - A (4.15)

Fiir ein Paar aus einer £*°- und einer é”-Vektorladung kann die Ausinte-
gration dadurch erfolgen, dal diese beiden Ladungen durch eine Vektorladung
EMY “ersetzt” werden (vgl. [23],[20]). Die Ersatzladung zeigt die gleiche Wechsel-
wirkung mit dritten Vektorladungen wie das betrachtete Paar, dessen Ladungen
man sich in diesem Fall in fithrender Ordnung in ihrem Abstandsvektor am sel-
ben Ort befinden. Da jede Ladung £* sich auf (n — 2) verschiedene Arten auf
diesem Weg “zusammensetzen” 148t, erhilt man als Ergebnis der Ausintegration
(die Einzelheiten der Rechnung sind im Anhang D.2 ausgefiihrt) eine Renormie-
rung der Fugazitit ya der Ladungen der Sorte €7, da deren Dichte durch die
zusétzlich entstehenden zusammengesetzten Ladungen erhoht wird:

(‘%ﬁ) = 2r(n—2) A (4.16)

Ebenso lassen sich & /&7?-Paare bzw. &~ /£%’-Paare ausintegrieren, indem sie
durch Ladungen é” bzw. &7 ersetzt werden. Jede Ladung é® bzw. ¢° 14t sich
hier auf (n—1) Arten zusammensetzen, so dafl man analog folgende Renormierung
fiir die Fugazitét y,, bekommt (Einzelheiten der Rechnung sind wieder in Anhang
D.2 nachzuschlagen):

dj o
(fl?h) = 2n(n—1) jadon (4.17)

(i) Im zweiten Schritt sind die Cutoffs in den Greenfunktionen G(r) = 5= In(r/a)
in 4.11 auf ae’ zu erhohen. Dazu ist G(r) umzuschreiben in

Gr) = 5-In () + o

Der zweite Summand gibt dann in der Zustandssumme zusétzliche exp-Faktoren
der Form

ae’

2 2
p — 7Y pﬁ;—a Y
(MQ > Kmﬁ@@ﬂwm%”95+

)#(’szw
2 2
Z P 7 g_gf@ ’ 871655 + Z P = é?a '5_71556)
(@Bnap) 2 (vms) FTI ! (csa)(0mns) 2TIC !

Werden die Ungleichheitsbedingungen fiir die Ladungen in den Summen in diesem
Ausdruck fallengelassen, ergibt sich fiir das Argument der Exponentialfunktion 0
aufgrund der Neutralitdtsbedingung 4.8, wenn diese in eine entsprechende Form
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gebracht wird. Daher kann dieser Faktor auch geschrieben werden als (nach Ent-
wicklung bis zur ersten Ordnung in 0)

? . 2 * 2 )
(- 2 () @) o T e

+n 2 5% 4n 2 S 4 9 NaB
_ _ b _ PR _ PR
= ]I (1 _ > 11 (1 y 5> 11 (1 e 25)

a==1 4K a==+1 aF#f==%1

Diese zuséatzlichen Faktoren in der Zustandssumme 4.11 fithren zu einer Renor-
mierung der Fugazitidten

d@gh p2 p2"$> ~

— = [— — — 4.18
( dl )(ii) < drK 4w Yo ( )
dﬂA) P

—= = ———7a ) (4.19)
( dl (i) 2rK

(iii) Beim Reskalieren kann auch in den dimensionslosen Gréfien ga = yaa?
und gy, = ygna® der Cutoff a vergroBert werden, was zu den RG-Gleichungen

"
Sah = 2 (4.20)
s = 20a (4.21)

fithrt. Die Kopplungsmatrix wird nicht reskaliert.

Insgesamt erhélt man mit 4.12-4.21 folgende RG-Flufigleichungen

‘g( = ™ + A
Ccl; S m(nm?{) + mp’ @72;;2
s _ (2_;;)@“%@—2)@1

Da zu Beginn der Rechnung eine MFA vorgenommen wurde, hat man nur eine
RG-Gleichung fiir g, und nicht fiir die eigentlich interessierende Schichtkopplung
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g aus dem Replikahamiltonian 4.2. Aus den Beziehungen

1.
Ygh = 590
h = (cos (pu?+1)>HMF
8§h [Zn /d2rz COS puerl Huvr - nz /dQTh

ergeben sich jedoch (unter Beachtung der Tatsache, dafl die MF-Zustandssumme
invariant unter der RG ist, und durch Abzéhlen von Langenpotenzen) unmittelbar
folgende Beziehungen zwischen den RG-Exponenten (g, := $ga?)

dInygn _ dlngjg+dlnh
dl dl dl
d1n ggp dlnh
_ — )
dl T
dIn g, dIn ggp
— 9 9
= T dl )

und mit der letzten Relation erhélt man aus der RG-Gleichung fiir 3,4, die RG-
Gleichung fiir die Schichtkopplung g bzw. g,:

dy, p2 p K
9 — |2 4 —1
dl ( orK 2w Uy + Am(n = 1) §aby

Im hier verwendeten Replikaformalismus sind diese Gleichungen im Limes n — 0
zu betrachten, und man erhéilt

dK y

a = 7rp2 y;h

dr 9 9 2K 1

a - T Y +7prA]~<
d?)gh p2 p K\ . I
79— 9 _ 2 4.22
dl ( K A Ygh — 2T YAYgh ( )
dya p?

— = (2- — Adry

dl ( i )V i

dgg p2 p2/{ - -~

- = |2 - — — — 4

Dabei ist x nach 4.9 durch
B K-K oo K—K
Wk —K)+KE k2

gegeben. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf} diese RG-Gleichungen wie
auch die RG-Gleichungen vor dem Ubergang n — 0 im Fall g4, = 9, = 0 mit den
Gleichungen von C&O iibereinstimmen, wie man leicht nachrechnet.
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4.3.4 Diskussion des RG-Flusses

Zur Diskussion des von den RG-Gleichungen 4.22 generierten Flusses der Kopp-
lungen g, und ga ist es zweckméBig, etwas iibersichtlichere Gréfien

2 2
p o PR
— und /() = o

n(l) == -

einzufithren, mit denen die Gleichungen 4.22 sich schreiben:

dn

dl = —27T2772 ﬂsh

dr s N
= ARGy, + 2 g
dggh ( n K ~ > ~

— (o1 _2_ D)

dl 9 g STYA ) Ygh
dya . .
—= = 2-n)ja — A7

dl

dij i o
% = (2-n—Fk—4nGa) Y,

Dabei sind Anfangsbedingungen
n(0) ~2 und #(0) =0 (wegen K(0)= K(0))

zu beachten, wie bereits am Ende des Kapitels 4.1 herausgestellt wurde.
Die Anfangsbedingung fiir die Fugazitét y,,

1 1
Yon(0) = igh = §§<COS (pU?Jrl))HMF
ist noch auszuwerten, bevor der Flufl betrachtet werden kann. Die MFA und die
Abbildung auf ein Coulombgas kénnen nur im Bereich § < 1 und y,, < 1 gu-
te Ergebnisse liefern aus den bereits genannten Griinden. In diesem Sinne sind
die RG-Gleichungen auch als Entwicklung in diesen Groéflien anzusehen. Daher
erscheint es nicht sinnvoll, y,,(0) in hoherer Ordnung als der ersten in g auszu-
werten. Dann kann wiederum in obiger Gleichung die Mittelung mit Hyz bei
g = 0 vorgenommen werden, und wir konnen abermals die Resultate aus Kapitel
3.3 verwenden (insbesondere Gleichung 3.16 mit D = 0):

Ygn(0) =

Q
12
— NN

_n 1_ Kgs _ 2, ~% 2 ln (L))
N2l TNYA ”
10 g ( ) " + O
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Das bedeutet, dafl mit L/a g,,(0) beliebig klein gemacht werden kann gegeniiber
9a(0) und g,(0). Dann ist es gerechtfertigt, sich in den RG-Gleichungen auf die
erste Ordnung in 74, zu beschrénken, also die Gleichungen in g, zu linearisieren.
Bei der Diskussion des Flusses von ya und g, kann dann von folgenden RG-
Gleichungen ausgegangen werden (die Gleichung fiir g, selber ist dabei nicht
mehr von Interesse):

dn

T —

dl

dis ]

- 2°n* GA

dij ) )

DA = 2-n)ga - i
dl

o

L= (@—n—k—4mia) g,

Unter den RG-Gleichungen bleibt 7 also in dieser Néherung invariant und ya
nimmt seinen C&O-Fixpunktwert

1
o Lo
Ya 47T( 77)

an, wenn mit Unordnung (ga(0) > 0) gerechnet wird. Ohne Unordnung bleibt
ya = 0.
Fiir £ wird dann fiir grofle [ folgende Asymptotik gelten

’%(l) = ’%as + 271'2772 g*AQ l

gelten. Fiir g, liest man dann unmittelbar folgenden asymptotischen RG-Exponenten
ab:

)‘9 = 2_77_’20(5)_477?32

[—o0
—R(l) = —Fes — 207 321 < 0 fiir gL >0
_ () A A (4.23)

2—n—R(I) =2-n—FKes > 0 fur gi =0

Im ersten Fall ist g, und damit auch g irrelevant und die Kopplungen 7, und ya
fliefen unter dem RG-FluB zum stabilen C&O-Fixpunkt mit g; = 0. Das System
aus gekoppelten Schichten zerféllt also bei schwacher Schichtkopplung in ungekop-
pelte 2-dimensionale Vortex-Glaser. Dieses Resultat ist fiir den C&O-Fixpunkt
bereits im vorangehenden Kapitel 4.2 erhalten worden, die RG-Rechnung kann
diese Ergebnisse also reproduzieren.

Der zweite Fall ist der von M&K untersuchte, wo g, relevant ist. M&K haben
fir diesen Fall argumentiert, daf§ bei weiter anwachsendem g, unter der RG ein
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Abbildung 4.2: RG-FluBdiagramm fiir die Gleichungen 4.22

Crossover zu einem 3-dimensionalen elastischen Modell stattfinden wird.
Weitere Fixpunkte aufier dem C&O-Fixpunkt mit g; = 0 und dem Fixpunkt
ya = 0 =yg; finden sich in diesen RG-Gleichungen nicht.

Insgesamt kann man dann fiir das betrachtete Modell in MFA ein Fluldiagramm
wie in Abbildung 4.2 skizziert angeben, da8 fiir kleine Schichtkopplungen 7, eine
gute Naherung darstellen sollte.

4.4 Zusammenfassung

Die Ergebnisse aus den Kapiteln 4.2 und 4.3 lassen sich in Kiirze folgendermafien
zusammenfassen:

- Der Replikahamiltonian 4.2, der ein gestapeltes System aus gekoppelten
Schichten mit FL-Gittern mit Unordnung beschreibt, wurde zunéchst ein-
mal fiir schwache Schichtkopplungen, d.h. kleine g untersucht. Dies gesch-
ah vor allem im Hinblick auf die Frage nach wechselseitiger Beeinflussung
durch die Unordnung, das System ohne Unordnung wurde bereits von M&K
untersucht.

- Zwei voneinander unabhéngige Rechnungen zeigten iibereinstimmend, dafl
am C&O-Fixpunkt eine hinreichend schwache Schichtkopplung irrelevant
ist. Dies kann dahingehend gedeutet werden, daf§ das System in Anwesen-
heit von Unordnung in ungekoppelte 2-dimensionale Vortex-Gldser zerfallt
bei schwacher Schichtkopplung. Damit tritt in dieser Form auch in dem
3-dimensionalen System schwach gekoppelter gestapelter Schichten eine
Vortex-Glas-Phase auf.

- Nach einer MFA war es in Kapitel 4.3 moglich, nach einer Abbildung auf ein
Coulombgas aus Vektorladungen RG-Gleichungen zu finden und den RG-
Flufl zu bestimmen fiir Unordnungs- und Schichtkopplung. Mit Unordnung
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fithrt der RG-Flufl immer zum C&O-Fixpunkt, ohne Unordnung reprodu-
ziert man das von M&K [25] gefundene Verhalten, jeweils bei schwacher
Schichtkopplung. Weitere nichttriviale Fixpunkte existieren nicht.
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Kapitel 5

Vortex-(zlas-Phase in zwei
gekoppelten Schichten

Im letzten Kapitel sind die Flulliniengitter von vielen gestapelten Schichten mit
Unordnung untersucht worden, wobei benachbarte Schichten gekoppelt waren. Ei-
ne RG-Transformation konnte allerdings erst nach einer Mean-Field- Approximation
hergeleitet werden. Da auf diese Art gewonnene Ergebnisse aufgrund der MFA
nur fiir sehr schwache Schichtkopplungen giiltig sind, soll in diesem Kapitel ver-
sucht werden, eine RG-Transformation herzuleiten, ohne zuvor eine MFA durch-
zufithren. Um das Problem rechentechnisch handhaben zu kénnen, werden aber
nur zwei Schichten betrachtet, fiir die moglichst exakt gerechnet werden soll. Die
RG-Transformation wird auch hier durch Abbildung auf ein Coulombgas herge-
leitet.

Diese Rechnung bestétigt die bereits gewonnenen Resultate, dafl eine hinreichend
schwache Kopplung zwischen den Schichten in Anwesenheit von Unordnung ir-
relevant ist. Ist die Schichtkopplung grofl gegeniiber der von der Unordnung ge-
nerierten Kopplung, findet man nun hingegen, dafl die Schichtkopplung relevant
ist.

Die Abbildung auf ein Coulombgas stellt jedoch nur fiir kleine Schichtkopplun-
gen eine gute Naherung dar. Der Bereich starker Schichtkopplungen muf3 daher
noch einmal gesondert betrachtet werden. Dies geschieht in einer harmonischen
Approximation, wobei sich die Schichtkopplung als relevant erweist.

Zum Abschlu wird eine Rechnung mit funktionaler Renormierung prasentiert,
wobei die Schichten als (4 — €)-dimensional angesehen werden. Sie ergibt in
Ubereinstimmung mit den anderen Ergebnissen, daf eine hinreichend schwache
Schichtkopplung bei Unordnung in 2 Dimensionen (e = 2) irrelevant ist.
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5.1 Replikahamiltonian fiir zwei gekoppelte Schich-
ten und Abbildung auf ein Coulombgas

Auch fiir zwei Schichten gehen wir aus vom im Kapitel 4.1 (Seite 73) abgelei-
teten Replikahamiltonian 4.2 fiir gekoppelte FL-Gitter in gestapelten Schichten.
Ein solches 2-Schicht-System braucht nicht unbedingt nur als relativ einfach zu
handhabender Spezialfall des urspriinglichen Systems aus unendlich vielen gesta-
pelten Schichten angesehen zu werden. Es ist auch experimentell direkt realisier-
bar als doppelter groBfliachiger Josephson-Kontakt, wobei zwei diinne Schichten
aus Typ-II Supraleitern zwischen Typ-I Supraleitern liegen (siehe Skizze). Mit

Abbildung 5.1: 2-Schicht-System

dem Schichtabstand variiert auch (siche 4.1) die Kopplung zwischen den beiden
Schichten, wobei der Abstand grofl genug sein soll (> £ ), um zu gewéahrleisten,
daB die FL’s in den Typ-II Schichten nur iiber ihre Magnetfelder wechselwirken,
wie das auch im vorigen Kapitel vorausgesetzt wurde.

Wie in Kapitel 4.3 soll aber auch hier auf die Anisotropieterme verzichtet werden,
um die Rechnungen nicht zu kompliziert werden zu lassen (dieser Verzicht ist mit
den gleichen Argumenten wie dort zu rechtfertigen). Im Fall zweier Schichten
(¢ =1,2) und mit D = 0 wird aus 4.2:

2 2

He =[] SF JRUTE Tl - XX pacosolu - o) -

i=1 a3 i=1 a,8

3" geos (plut — u3>>} ,

(5.1)
Dieses Modell kann auf ein Coulombgas aus Vektorladungen abgebildet wer-
den. Dabei werden die gleichen Methoden wie bei der Rechnung in MFA in Ka-
pitel 4.3.2 verwendet. Da die Argumentation im Prinzip dieselbe bleibt, wird die
Darstellung an einigen Stellen weniger ausfiihrlich sein.
Auch auf die Zustandssumme fiir diesen Hamiltonian koénnen die Standardme-
thoden aus [20]-[22] angewandt werden, um mit der Beziehung 4.7 fiir kleine
Kopplungen ya und g die Zustandssumme als Summation iiber Konfigurationen
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von quasi-topologischen Ladungen zu schreiben. Man bekommt

27 = 11

i=1 o,

X > exp (/dQTZZu [ips(r)] + /dzr;lnyg (sff(r))2> X

{s2(r)} -1 a

— ﬁﬁ/Du exp( /dQTZZKO‘ﬁVU -Vl (r )) X

X Z exp(/d2rzzu [@'p%:nf‘ﬂ(r)]—k
{(n2P(r)} =1

+ /d27‘ZZlnyA r)2)

=1 a<f

1
mit Yg = 5,& und
nf(r) = —nf?(r) und s§(r) = —s5(r) =: s°(r)

Nach Ausfithrung der gau8schen Integration iiber die Felder u] ergibt sich

zZ" = Z > exp(/d%ZlnyQ s§(r)* +

L7 (M)} (028 (r)y

—l—/dQTZZlnyA r))x

=1 a<f

X exp (-/dQ /dz / Z Z +;n?‘7(r)] [(Kil)%ﬂG(T—T’)]x

,j=1 o,

Genau wie bei der Rechnung in Kapitel 4.3.2 hat man hier eine entsprechende
Neutralitdtsbedingung, die bewirkt, daf3 die Selbstenergie der Ladungen nicht
unendlich grof§ wird, sondern verschwindet. Wir kénnen dann wieder die Green-
funktion G mit G(r) = & In(£) und G(0) = 0 verwenden und dadurch eine Be-
schrinkung der Ladungs-Konfigurationen auf solche mit einem Mindestabstand
a zwischen den Ladungen einfiihren.

Fiir kleine ya und y, ist es auch hier mdoglich, sich auf Einheitsladungen zu be-
schrianken, die dann das weitaus grofite Boltzmann-Gewicht haben.

Es ist zu beachten, dafl in obiger Formel eine Kopplungsmatrix Kf]‘ﬂ eingefiihrt
wurde, die sich i.a. vom urspriinglich dort stehenden K% d;; (wobei K 8 der von
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C&O benutzte Ansatz aus den vorangehenden Kapiteln ist) unterscheidet, wenn
man alle Terme, die unter der RG aufgrund der Schichtkopplung generiert werden,
beriicksichtigen will. Da das Problem invariant ist unter beliebiger Permutation
der Replika (wenn man Replikasymmetriebrechung aufler Betracht 148t, was auch
in allen bisherigen Rechnungen implizit getan wurde) und unabhéngig davon auch
unter einer Permutation der Schichten, mufl auch die Kopplungsmatrix diese Per-
mutationsinvarianzen besitzen. Der allgemeinste, diesen Bedingungen geniigende
Ansatz fiir die Kopplungsmatrix ist dann von der Form

Kgﬁ - R(Saﬂ(slj —|— (K - K)(Sl] —|— l~)(50"8 —|— (L - i)

Das Inverse muf} die gleichen Permutationssymmetrien besitzen und daher von
der gleichen Form sein, also folgendem Ansatz geniigen (wobei A nicht mit der
Eindringtiefe zu verwechseln ist):

(K95 = ad®Po;; + ki + NP + 1

ij

Man rechnet nun leicht nach, dafl

1 K-K L
a = —= R = — ~ )\:_N r T

K K2 K(K +2L)

1 2(K — K)L+2L(L — L)+ n(K — K)(L - L)
T — —— = =

K2 2L +n(K — K)

Zu Beginn der Renormierung gilt K(0) = K(0) und L(0) = L(0) = 0 bzw.
%(0) =0, A(0) =0 und 7(0) = 0.

Die Zustandssumme 1Bt sich dann schreiben als (unter Verwendung von n/(r) =
—n?(r) und s¢(r) = —s§(r) =: 5*(r))

AR Z Z exp (/dzrzmyg T

{s*(r)} (nP(r)}

+ /d2rZZlnyA (r )2) X

i=1 a<f

X exp //dQT’dQT/ é(r — 7 %

Zs +2/—€Zs
rr!
Lo S L) Y a0 )+ 20 T )

a,v,0 a,v,0 a,v,0
2 @ oy _ 2 s (rny (!
2 O — 2 T >D . 52

An dieser Stelle sollen wie in 4.3.2 Vektorladungen und dazugehorige Skalar-
produkte eingefiihrt werden, um dies als groflkanonische Zustandssumme eines
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2-dimensionalen Gases aus wechselwirkenden Vektorladungen zu schreiben. Man
kann sich auch hier auf Einheitsladungen beschrénken mit Fugazitéten y, und
ya; mit den Skalarprodukten (i)—(iii) aus 4.3.2 fiihrt dies sofort auf einen zu 4.11
analogen Ausdruck fiir die Zustandssumme, der durch Interpretation von 5.2 als
groffkanonische Zustandssumme eines 2-dimensionalen Gases aus Vektoreinheits-
ladungen zustandekommt:

sy NP NgP
[Zn] _ Z ! Z ! ﬁ ﬁ Yg NN
B STl NS NP

{N?B} {Siﬁ} a#p=1y==%1

n N{w n Ngﬁ +n S7
x< I 11 /d%ﬁfm 11 11 /d%f{fm 1T II /dzr;fV exp (—Hea) ¢
a#f=1nq31=1 a#f=1nqp2=1 y=%£1sy=1
1 2p2 — —y 2 o —y N = —y
exp (—Heo) = 3 > ?GSQ €, + 2pTke; kel G(ry. — 7”37) +
(,80)7#(7,5)
1 2 1 —af -8 ~ 1 2 1 —af 5 ~
+ 5 Y p(=+A) Ensl " Emosl G(...) + 5 Y p(=+N Enns2 " Emoy2 G(...)
(aBngpg1)# (aBnqg2)#
(v8,my51) ~ (v8,m52)
+ > pPAED a0 LGl
(aB,nap1),(V0,n452)
P . P .
vy Pawia)- Y Baa.ac)
(a,sa),(vé,nw;l) (Oc,Sa)v(W&nwz)

(5.3)
Dieser Ausdruck ist etwas kompliziert und in dieser Form auch nicht direkt einer
RG-Rechnung analog zum MF-Modell in Kapitel 4.3.3 zu unterwerfen. Es ergibt
sich allerdings ein einfacheres, bei der Herleitung der RG-Gleichungen besser
durchschaubares Bild, wenn man zu einer Art Schwerpunkts- und Relativkoor-
dinatenbeschreibung iibergeht (fiir die im Kapitel 5.5 eine anschauliche Deutung
gegeben wird), indem man in 5.2 eine Zerlegung

nr) = Snt)+ 5n2’)
n’r) = Gn?) - 5n2’)

vornimmt. Dies entkoppelt die Wechselwirkungen zwischen den Ladungen teil-
weise, und man erhélt fir den [...]-geklammerten Ausdruck in 5.2:

a 0
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1 2 1
_|_ _ 2'7 65 / _|_ = [e% C_Y’Y / + _ _’_A ary ad /!
7 SO + 2SO + G+ ) Sl ()

Vergleich mit dem entsprechenden Ausdruck in 5.2 zeigt, dafi durch diese Trans-
formation die Ladungen dahingehend entkoppelt wurden, daf} die s“-Ladungen
nur noch mit den n®’ -Ladungen wechselwirken, wahrend die ni’g -Ladungen an
keine der anderen beiden Sorten koppelt.

Beim Ubergang zu einem mit entsprechenden Vektorladungen &, und &_ formu-
lierten Ausdruck als groflkanonische Zustandssumme ist aber zu beachten, dafl
aufgrund ihrer obigen Definition die n,- und n_-Ladungen immer zusammen
auftreten. Dies ist im Vektorladungsbild dann so zu deuten, dafl die €;-Ladungen
zerlegt werden in

6—?6 _ é‘iﬂ—}-g‘fﬁ
é:gﬁ — gjzrﬁ_giﬁ ’

wobei man den £’ -Teil als “Schwerpunktsteil” und den £ _-Teil als “Relativteil”
bezeichnen kénnte. Aulerdem zeigt sich, dafl bei der Zerlegung der Schwerpunkt-
santeil €, weder mit dem Relativteil €_ noch mit den e-Ladungen wechselwirkt.
Zur Beschreibung der Wechselwirkungen zwischen den £ -, £ - und e-Ladungen
konnen also die bereits in Kapitel 4.3.2 definierten Skalarprodukte fiir € und €
verwendet werden, wenn man zusétzlich

0. =0 und 7.8 =0

definiert. Fiir die Wechselwirkungsvorfaktoren aus 5.3 (fiir die im folgenden die
Schreibweise mit dem Symbol o verwendet wird) erhélt man dann folgende Zer-
legung:

St 2p2—a 2
eroel = = —e"-& + 2p°ke™ x e’
K
—af = 9, 1 —af 0 oy 1 —af 0 p? —af 0
gl ol == p(=+NET-E° = p(—=+Ney & + —=&2.&"
K 2K
1
§00cy = pas’. gy = Plprnep - et
p’ p?
éuoé‘lyé = —=¢e° 5:2‘1}/6 = Téa&:‘z(s
K K
v v
o) = . = ?é‘“-ﬁ(s

(5.4)
Unter Zuhilfenahme dieser Transformation der Vektorladungen soll nun eine RG-
Transformation gefunden werden. Dabei wird im Prinzip versucht, genauso zu
verfahren wie schon beim MF-Modell im Kapitel 4.3.3. Allerdings werden einige
Modifikationen nétig sein.
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5.2 RG-Gleichungen fiir zwei Schichten

Auch hier miissen bei der Vergréferung des Cutoffs von a auf ae’ in der RG-
Transformation die zu Beginn von Kapitel 4.3.3 genannten drei Schritte durch-
gefithrt werden. Der erste Schritt besteht darin, in der Zustandssumme 5.3 La-
dungskonfigurationen auszuintegrieren, in denen sich zwei Ladungen mit negati-
vem Skalarprodukt nahekommen bis auf Entfernungen a < |77 — 7:7| < ae’. Diese
Paar-Konfigurationen mit groem Boltzmann-Gewicht sind mit den im vorange-
henden Kapitel eingefiithrten Vektorladungen die folgenden:

e™ /e “-Paare

ﬁﬁ/gja—Paare : (cf‘ﬁ/éfw—Paare ,
& /&’ Paare , & /&3P -Paare
& /5P Paare |, & /&5-Paare

Beim Ausintegrieren einiger dieser Konfigurationen ergeben sich jedoch Pro-
bleme. So kénnen £5° /5% Paare und £5° /&57-Paare nicht mit den im MF-Modell
benutzten Methoden aus [20],[21] ausintegriert werden. Diese Paarkonfiguratio-
nen haben aber eine schwichere Wechselwirkung im Vergleich zu den anderen
Paarkonfigurationen, solange

1
AN =
K

gilt, wie aus 5.3 ersichtlich ist (der entsprechende Vorfaktor ist p?\ im Ver-
gleich zu den anderen Vorfaktoren, die Vielfache von % sind). Zu Beginn der
RG-Transformation gilt sogar A(0) = 0, und diese Wechselwirkungen verschwin-
den. Beitrdge von derartigen Paaren zu den RG-Gleichungen werden daher ver-
nachléssigt, was eine gute Naherung bleibt, wenn nicht durch Renormierung A
stark anwéchst.

Auch die e*/&7“-Paare und die anderen drei Paare entsprechender Bauart
aus obiger Liste sind mit den bisher benutzten Methoden nicht auf direktem We-
ge auszuintegrieren. Beitrige dieser Paare zu den RG-Gleichungen kénnen aber
nicht mehr ohne Weiteres vernachléssigt werden. Solche Paare sollen aus diesem
Grund explizit mitgefithrt werden in Form einer Ersatzladung i, die auf diesem
Wege als eine neue Ladungssorte eingefiihrt werden soll. Unter Einbeziehung die-
ser Hilfsladungen /i kann die Zustandssumme dann mit den bekannten Methoden
renormiert werden.

Die Hilfsladung i soll so definiert sein, dafi die entsprechenden Paare, die man
sich in fithrender Ordnung in ihrem Abstandsvektor am selben Platz befindlich
vorzustellen hat, mit dritten Vektorladungen genauso wechselwirken wie die zu-
gehorige neu eingefiihrte Ersatzladung ;' s,

Auch fiir die Ersatzladung i soll eine Zerlegung in einen “Schwerpunktsteil”
und einen “Relativteil” vorgenommen werden. Aufgrund der Entkopplung des
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Schwerpunktsanteils £, der Ladungen &; von den é-Ladungen ist klar, daf§ die
zusammengesetzten Ladungen ji; den gleichen Schwerpunktsteil wie die entspre-
chende &;-Ladungen haben werden, aus denen sie durch Paarung mit einer e-
Ladung hervorgehen sollen. Der Relativanteil i bestimmt sich dann aus dem
Zusammenschlufl der e-Ladung mit dem Relativanteil £_ der é&-Ladung. Der Re-
lativanteil ji_ wechselwirkt nur mit anderen Relativteilen und den é-Ladungen,
und zwar ergeben sich zur Beschreibung dieser Wechselwirkungen die Definitionen

folgender Skalarprodukte fiir die Vektorladung f* (man kann auch i*° = i

festlegen):

&1 = bay + Oas
&g’ = 2
E0 I = Gy — 05 + Gas — Oy
&0 =0
710 = Gy + 0ps 4 Oas + 0p, ((7*7)* = 2)
gl i’ = 4

Fiir die oben angegebenen auszuintegrierenden Paare kann man dann folgende

Ersatzladungen einfiihren:

(@ +ae Ly g = Sy
(Eote’ L) gt = &
e+’ L) @t o= &
o+ &) @ = & -’

(Es gilt dann —/Tfﬁ = ﬁ?“ und —ﬁ?ﬁ = ﬁfa)

Baut man diese in die Zustandssumme 5.3 ein, erhélt man zur Beschreibung der
Wechselwirkungen dann folgende Wechselwirkungsvorfaktoren:

Foflt = —&o )= %e_‘“ TAG
B b zaB _ b o 1 wf o PP ap
g1 ofiy = & ofy = pl=+ Nl e + = i
2 2K
1
—af 5. zef oS 9 —aB =0 D™ ap s
e o = £,7 0 = =+ A€ — == i
1 O H2 2 O My p (2K )Ey” - €Y oK H
1 2 2k
_,ago_ms_ —aﬁowé_ 2 _ +)\gaﬁ 6—_¢y6_'_ p~ —a 3 —wy6+p —.\aﬁ*—ry(s
fiy” o il = jiy" o i3’ = p (2K )EY - X S h T o i
1 2 2K
—»CMB o —ry5: 2 _ + >\ éaﬁ . g’yé _ p~ —»a,B . —Vy(s _ p —faﬂ * —»’ya
fiy” o i3 p (2K JEY - €Y Y R
(5.5)

Diese Vektorladungen fi; seien ausgestattet mit einer Fugazitét y,,, fir die zu Be-
ginn der RG-Transformation y,(0) = 0 gilt, da urspriinglich keine Hilfsladungen
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i1; vorhanden ist. Unter Verwendung dieser Fugazitdt und der oben angegebe-
nen Vorfaktoren fiir die Wechselwirkungen sind die Hilfsladungen fi; nun vollig
analog zu den anderen Ladungen in die Zustandssumme 5.3 einzubauen. Der
entstehende Ausdruck wird allerdings noch langer als 5.3 und wird hier daher
nicht ausgeschrieben. Auch eine entsprechende Neutralitdtsbedingung gilt dann
in einer solchen modifizierten Zustandssumme.

Dadurch, da wir uns der Hilfsladungen ;i bedienen, kénnen fiir die modifizier-
te Zustandssumme 5.3 RG-Gleichungen hergeleitet werden, insbesondere kénnen
nun alle Paar-Konfigurationen (bis auf &% /&5 Paare und & /&57-Paare, die
ja zunéchst einmal vernachlissigt werden sollen) mit den groBten Boltzmann-
Gewichten ausintegriert werden. Unter Einbeziehung der ji;-Hilfsladungen sind
das die folgenden:

(a) é*/é*-Paare, & /&7 Paare, ﬁf/ﬁz/ﬁg})‘l—Paare,

(b) £%° /87 Paare, ﬁ?ﬁz/ég;yl—Paare,
& /&7 Paare, & /& -Paare, /&y -Paare, & /" Paare,
& /[i5®-Paare, & /i’ -Paare, /[y -Paare, & /[ " Paare,
~af

0 ) {5 Paare, &7 /[i3*-Paare, & /[i5°-Paare, &5 /[i3"-Paare,
&8 | -Paare, 257 /1) -Paare, &"/[i}’-Paare, &5"/[i]’-Paare

)

b

Die Ausintegration der unter (a) aufgefithrten Paarkonfigurationen verlauft

analog zu den Rechnungen im MF-Modell fiir die entsprechenden Konfiguratio-
nen (siehe auch Anhang D.1). Dabei werden die Wechselwirkungen zwischen den
Ladungen mithilfe der Schwerpunkts- und Relativteile der Ladungen geschrieben
und bei der Ausintegration so verfahren, daf§ keine Kopplungen zwischen den
Schwerpunktsanteilen €, und den iibrigen Relativteilen bzw. e-Ladungen gene-
riert werden, die Entkopplung des Schwerpunktsanteils also erhalten bleibt unter
der Renormierung. Um dies zu erreichen, miissen zwar einige Terme weggelas-
sen werden, diese sind aber proportional zur Replikaanzahl n und verschwinden
im Limes n — 0, in dem die Renormierungsgleichungen letztlich zu betrachten
sind im Rahmen des Replikaformalismus. Daher sollten die so abgeleiteten RG-
Gleichungen korrekt bleiben bei n — 0.
Die Rechnungen sind noch lénger als die analog verlaufenden fiir das MF-Modell
aus Anhang D.1 und werden daher nicht explizit ausgefiithrt. Als Ergebnis der
Beitréige der unter (a) aufgefithrten Paare bekommt man folgende Renormierung
der Kopplungen K, x und A (mit g, := y,a® und §j, := y,a?):

dK 2 -2

<dl>€€ = 2mp” g, (5.6)
dr B 9 -9 2

<dl>€€ = —2mp” g, k(nk + f() (5.7)
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a5 51
).~ "R
dK 3
(), = ot
dr 9 5 1
<dz> SRR
@

dl ee

d

VRS
=[5,
~
=
=
Il

/
SIS

1

=

2

A
= —ap’nia <2f( + 2)\2>

= mp? (n—2)7,

+ 2né + 2n/\2>
K

1 1 .
—mp’ 7 % <4(n -k + = +2n(n — 1);8[()

1
2 ~2
>ﬁﬁ K

(5.8)
(5.9)
(5.10)
(5.11)
(5.12)
(5.13)

(5.14)

Fiir die unter (b) aufgefiihrten Paare von Vektorladungen kann die Ausinte-
gration dadurch erfolgen, dafl Ersatzladungen eingefithrt werden, die die gleiche
Wechselwirkung mit dritten Vektorladungen zeigen wie das betrachtete Paar.
Dabei befinden sich die beiden Ladungen des Paares in diesem Fall in fiihrender
Ordnung in ihrem Abstandsvektor am selben Ort.
Um hier alle Paare ausintegrieren zu konnen, wurden ja die Hilfsladungen fi;
explizit als Ersatzladung eingefiihrt, und tatséchlich ist es nun moglich, auf die
beschriebene Art und Weise fiir alle Konfigurationen unter (b) eine Ersatzladung

anzugeben:
et i
& +&° —i’
é?ﬁ + g—fw _)C:eiw
ﬁ?ﬁ + 5—;237 _)5?7
e + iy —>5ga

a4 ﬁ?ﬁ_>5§vﬁ

& 4 @ e
—af Ba o

& 4 é:flxﬂ _>ﬁgﬁ
& + & — iy
5+ & —ay
ﬁgﬂ + 5{9’7 —><§§7
B

— —) (6%

e+ M?a—fl

e+ fis” —E]

& iy e
& + i —e

e+ i —iy
& 4 i)’ i)

2(n—1)

2(n — 2)

Die Rechnungen verlaufen auch hier ganz analog zu denen fiir das MF-Modell
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(sieche auch Anhang D.2) und werden deshalb nicht noch einmal in aller Ausfiihr-
lichkeit angegeben. Es ergibt sich jeweils eine Renormierung der Fugazitdt der
Ersatzladung durch die Fugazitdten der ausintegrierten Paare. Die in der letz-
ten Spalte angegebene Zahl bezeichnet immer die Anzahl von Moglichkeiten, die
jeweilige Ersatzladung auf die beschriebene Art “zusammenzusetzen”; diese An-
zahlen flieen auch in die RG-Gleichungen ein. Man bekommt schliellich folgende
RG-Gleichungen:

(ﬁ’;) = 27 2(n — 1) faij, (5.15)
i
-
(;’;) = 20 20ad, + 27 2(n— 2) jai, (5.16)
EEE[

"
(gf) = 2t(n—2)7a + 2t (n—2)7, + 21245, (5.17)
EE, fifl,fi€

Auch die nun noch durchzufithrende Vergroflerung des Cutoffs in den Green-
funktionen G in 5.3 und die Reskalierung der Fugazititen wird ganz genauso
durchgefiithrt wie im Kapitel 4.3.3. Auch hier wird deshalb nur das Ergebnis
dieser Rechnungen in Form der resultierenden Renormierungen der Fugazitéten

angegeben:
44y P PR\
dl = "k o 5.18
< dl >(ii),(iii) ( orK 2w Yg ( )
I = Q_ﬁ_@_p% . (519)
di (i), (i) Bl oK 2w 21T Yu .
dl A G- : 5.20
( dl >(ii),(iii) ( 2rK 2w L ( )

Insgesamt erhilt man aus 5.6-5.20 folgende RG-Gleichungen (es sei nochmals
daran erinnert, daf§ die Gleichungen nur im Limes n — 0 exakt sind, da nur in
diesem Limes die Entkopplung der Schwerpunktsanteile der Vektorladungen er-
halten bleibt unter der RG-Transformation, und aulerdem A < % vorausgesetzt
wird, so dafl die Gleichungen nur noch mit Einschriankungen gelten, wenn A stark
anwéichst unter der RG-Transformation.)":

dK
dl
Ldie RG-Gleichung fiir 7 kann analog zu [20] aus der Bedingung bestimmt werden, daf§ der
Eigenwert K + n(K — K) + 2L + 2n(L — L) zu einem Eigenvektor @ mit u® = 1 fiir alle

i, unrenormiert bleiben muf}, da dieser Eigenvektor weder an die Unordnungs- noch an die
Schichtkopplung ankoppelt.

= 2mp* g2 + P nga + wp (n—2) 7
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d 2 1
j? = —2mp’ g wlnk+ =) + T YA

2
— mp’ i ~< (n—1)k+ = +2n( 1)/12f(>

dX 22 1 2 ~2 2 1 A 2
i ygﬁ—wp n Yx 2~+2)\ — 7p? yu K—i—?n)\

dy P PR -

o= <2__2wﬁf o ) U+ AT () Gl

dj P’ PPN PR
JL:@‘%K‘%‘%-%+“M%+“WJWW

dﬂA p2 2)\

-~ <2_27TK o | Ua + 2 (n=2) G5 + 27 (n=2) G + 47 Gy

Man kann (trotz obiger Approximationen) diese Gleichungen in Spezialfillen te-
sten. Zunéchst einmal verifiziert man, daf fiir g, = 0 auch g, = 0 bleibt (wegen
7,(0) = 0), und die RG-Gleichungen in diejenigen von C&O iibergehen. AuBer-
dem sollte es bei n = 2 mdglich sein, die Rollen der 2 Schichten und der 2 Re-
plikas zu vertauschen; dies entspricht einer Transformation A\ < x und g, < ya.
Tatséchlich kann man die Invarianz der obigen Gleichungen unter dieser Trans-
formation bei n = 2 nachrechnen.

Die Gleichungen sind im Replikaformalismus im Limes n — 0 zu betrachten, wo
auch die oben erwahnte Approximation exakt wird:

dK P

dal = 277]?2 (y§ - yi)

dK 24K . 1 _

o —7p*—= I (T2 — 7)) + T’ = e (Ta — 7))

d\ 1 .

% = Wp K2 (y; - yu)

di p2 p2,€ (5.21)
—F = (2- = Ug — 4T JaTu

dl 2K 27

dy P pPA Pl

dilu = (2_27rf(_27r_27T Yu + 4T YAYg — 8T Yalu
dija P> PP i N .
P = (2o )i i i
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5.3 Diskussion des RG-Flusses

Wie schon in den Flufigleichungen fiir das MF-Modell kénnen auch hier die iiber-
sichtlicheren Grofien

2 2 ~ 2)\
P und &() ::T;J und  A(l) ==

T ok - o

n(l) :

verwendet werden, mit denen 5.21 sich umschreiben 148t zu

6317 = —47 0’ (§; = 0,) (5.22)
Cclz/? = =87 ni (J, — ) + 270" (G4 — 9,) (5.23)
Cclz? = 2 (9, — 9, (5.24)
dd%] = 2-n-k)Jy — 47 Iady (5.25)
dc% B (2 i X) Yu — BT YaYy + AT Yay, (5.26)
dgf B (2—n—i) ga — AP — dm g + AT g, (5.27)

Die Anfangsbedingungen seien hier auch noch einmal zusammengefaf3t:

n0)~2, &0)=0, A0)=0 und #,(0)=0

Es ist zudem hilfreich, folgende Gleichungen zu betrachten:

Ui =00) (g %) (g —5,) — 4 (5 — )" —
o — A7 §y(9a — ) + R (5.28)
W = Q== F) [y — Gu) — AT (Fy— ) + M (5.29)

Bei der Diskussion des Flusses der Parameter ya und g,, der von diesen Glei-
chungen generiert wird, soll vor allem nochmals die Frage nach der Relevanz
der Schichtkopplung untersucht werden. Es stellt sich heraus, dafl in Abhéangig-
keit von den Anfangsbedingungen hier zwei prinzipiell unterschiedliche Félle zu
betrachten sind. Zum ersten kann die Schichtkopplung zu Beginn sehr viel klei-
ner als die Unordnungskopplung sein, also ,(0) < 7a(0), zum anderen ist der
umgekehrte Fall g1 (0) < §,(0) zu untersuchen.

Zuerst wird der Fall
379(()) < ?JA(O)
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untersucht; er entspricht der in den Kapiteln 4.2 und 4.3 betrachteten Situation,
wo mithilfe der Resultate iiber die u-Mittelungen aus Kapitel 3.3 und einer Mean-
Field-Approximation der Bereich kleiner Schichtkopplungen in dem System aus
unendlich vielen Schichten studiert wurde. Es sollten sich daher iibereinstimmen-
de Resultate ergeben. Die Diskussion geht in diesem Fall von der Betrachtung der
Gleichung 5.27 fiir ga aus. Dort werden die letzten beiden Summanden aufgrund
der Anfangsbedingungen vernachléssigt, desweiteren d&ndern sich in diesem Fall n
und A nur langsam unter der RG, wie man aus den entsprechenden Gleichungen
5.22 und 5.24 abliest. Daher wird fiir diese Anfangsbedingungen g in einen mit
—n — \ langsam anwachsenden C&O-artigen “Fix”-Punkt

. 1 S
ga = -(2=n=A)
flieBen.
Verwendet man dieses Resultat wiederum in der Gleichung 5.29, wo (ebenfalls
aufgrund der Anfangsbedingungen) der letzte Summand vernachlissigt werden
kann, erhélt man dort

Wo 0 — (3= R) (G, - )
In dieser Gleichung ist das Vorzeichen des Vorfaktors A — & entscheidend dafiir,
ob (4 — y,) exponentiell anwéchst oder gegen Null konvergiert. Mithilfe der Glei-
chungen 5.23 und 5.24 erkennt man, dafl wegen der in diesem Fall vorliegenden
Anfangsbedingungen (Terme o 3]3 kénnen dann vernachléssigt werden gegeniiber
Termen o< §3; Terme o< g2 kénnen ebenfalls vernachléssigt werden)

§a(0) > 74(0)
gilt und letzteres der Fall sein wird. Das bedeutet, daff unter dem RG-Flufl asym-
ptotisch 7, = 7, gelten wird.
Einsetzen dieser Beziehung in die RG-Gleichung g, ergibt einen Exponenten von
Ag=A—F&
der, wie bereits gesehen, aufgrund der gewéahlten Anfangsbedingungen negativ
wird. Das bedeutet, daf} in diesem Fall die Schichtkopplung rrelevant ist, was in
Ubereinstimmung steht mit dem bei der Untersuchung des MF-Modells gefunde-
nem Flufl und den Ergebnissen aus Kapitel 4.3. Auch fiir die iibrigen Groflen in

den Flufigleichungen kann nun unmittelbar folgende Asymptotik verifiziert wer-
den:

n — " <n(0)
A — X>0
1 -
ya — ?;*A:E(Q_n*_)‘*) (530)
R = Ras + 210" 2 ga2 1
yg — 0
Yo — 0
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Diese Asymptotik beschreibt im Prinzip einen Flufl zu einem C&O-artigen Fix-
punkt, in dem die Schichtkopplung irrelevant ist. Ganz genauso wie in den Ka-
piteln 4.2 und 4.3 kann dies auch hier dahingehend interpretiert werden, daf3
die beiden Schichten zwei entkoppelte Vortez-Gliser darstellen, wenn die Schicht-
kopplung hinreichend schwach ist gegeniiber der Unordnungskopplung. Wie aus
obiger Rechnung ersichtlich ist, kann dies noch etwas genauer spezifiziert werden
durch die Beziehung 3,(0) < 9a(0), die das negative Vorzeichen von A\, bzw. die
Irrelevanz der Schichtkopplung bewirkt. Die exakte RG-Rechnung hat damit (zu-
mindest fiir zwei Schichten) die bereits in den Kapiteln 4.2 und 4.3 gewonnenen
Resultate bestatigt.

Es ist moglich, die Diskussion der Flugleichungen 5.22-5.27 noch etwas zu
konkretisieren, wenn man den C&O-Fixpunkt 73 = (2—7(0)), g = 7}, = 0 be-
trachtet und eine Stabilitédtsuntersuchung fiir kleine Anfangswerte ¢,(0) durchfiihrt
mit den Flufigleichungen. Dann kénnen die Fluigleichungen in g, und g, li-
nearisiert werden, so daf§ man in 5.22 n = 7(0), in 524 A = 0 und in 5.27
ya = yA erhilt; fiir £ bekommt man aus 5.23 zudem unmittelbar den Fluf3
7(1) = 27®n(0)2gA% I. Gleichung 5.29 liest sich dann

Ao =) _ e -
% = k() (Tg — Tu)
so daff aus den Ergebnissen fiir £(l) sofort folgt, daf sich asymptotisch g, = 9,

ergibt. Dann ist es wiederum moglich, den RG-Exponenten A, von g, aus 5.23
abzulesen, der asymptotisch

A o= <R = 2052

betragen wird. Dieses Ergebnis stimmt nun exakt mit dem Resultat 4.23 aus
Kapitel 4.3 iiberein und zeigt explizit die Irrelevanz einer schwachen Schicht-
kopplung am C&O-Fixpunkt, der ja entkoppelte 2-dimensionale Vortex-Gléser in
den beiden Schichten beschreibt.

Fiir den Fall
gA < gg
ergibt sich hier jedoch ein wesentlich anderes Fluiverhalten. Bei der Untersuchung
dieses Falles wird von der Gleichung 5.25 fiir 3, selber ausgegangen; dort kann

aufgrund der gewéhlten Anfangsbedingungen der letzte Summand vernachléssigt
werden, und man liest folgenden Exponenten A, fiir die Schichtkopplung ab:

/\922—77—:\

Um das Vorzeichen dieses Exponenten zu erhalten, sind die Gleichungen 5.22 und
5.24 fiir n und A zu betrachten, wobei die hier gewdhlten Anfangsbedingungen
zu beachten sind. Zu Beginn der RG-Transformation gilt A, = 2 — 7(0) < 0 und
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mithilfe der Gleichungen 5.22, 5.24 iiberzeugt man sich, dafl bei den hier vorlie-
genden Anfangsbedingungen (Terme o & und Terme o g)i konnen vernachléssigt
werden )

7,(0) > jigm

gilt und damit der Exponent weiter anwéchst und insbesondere positiv bleibt. Das
bedeutet, daf} in diesem Fall , relevant ist und zu Beginn der RG-Transformation
exponentiell wéchst.

Aus Gleichung 5.28 ist dann ersichtlich, daf§ asymptotisch ya = @, gelten wird.
Auflerdem kann dann aus den ersten drei Gleichungen 5.22— 5.24 folgende Asym-
ptotik erhalten werden:

— 0

- 0 (5.31)
— A >0 )

R 3

wobei die letzte Beziehung nur fiir nicht zu grofle Werte ¢,(0) gilt. Setzt man zu-
dem in den Gleichungen 5.25-5.27 §o = ¢, erhélt man einen neuen nichttrivialen
Fixpunkt fiir ga und g,:

2
~ % 1 1 1y %
yg or ( + 5)\ >

_ (5.32)
=5 = & (1IN
Dieser Fixpunkt ist allerdings nur unter einigen Vorbehalten ernstzunehmen. Er-
stens ist die Abbildung auf ein Coulombgas nur fiir kleine Kopplungen (g, Ja, 7, <
1) ganz korrekt und die daraus abgeleiteten Flufigleichungen daher als Entwick-
lung in den Kopplungen g, ya und g, anzusehen. In diesem Fixpunkt wachsen die
Kopplungen jedoch bis zur O(1) an. Zum zweiten wichst ) in diesem Fixpunkt
bis auf \* > 0, wihrend 7 verschwindet; bei der Herleitung der RG-Gleichungen
wurde jedoch die Approximation kleiner A (5\ < 7, siehe Seite 95) verwendet.
Aber auch wenn dieser Fixpunkt ein Artefakt der verwendeten Methoden dar-
stellt, ist festzustellen, dafl bei einer gegeniiber der Schichtkopplung hinreichend
schwachen Unordnungskopplung die Schichtkopplung relevant wird bei ebenfalls
relevanter Unordnung. Auch in diesem Fall kann aus den obigen Betrachtun-
gen heraus dies noch genauer spezifiziert werden durch die Ungleichung g,(0) >
%ng(O), die hier die Positivitédt von A, und damit die Relevanz der Schichtkopp-
lung bewirkt.
Da die Unordnung relevant ist, kann auch dieser Zustand als glasartiger Zustand
verstanden werden, jedoch zerfallt das System nicht mehr in mehrere entkoppel-
te Glaszustidnde, sondern nimmt einen Glaszustand ein, in dem beide Schichten
korreliert sind.
Der RG-F1uB fithrt im eben betrachteten Fall in einen Bereich stiarkerer Schicht-
kopplungen, der im Rahmen der Coulombgasabbildung eigentlich nicht mehr
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zugénglich ist. Daher wird das Verhalten im Bereich grofier Schichtkopplung auch
in Bezug auf den hier gefundenen Fixpunkt im néchsten Abschnitt noch einmal
genauer studiert werden.

Bevor dies geschieht, sollen die Resultate aus der Diskussion der Flufigleichun-
gen 5.21 bzw.5.22-5.27 in einem Vorschlag fiir ein RG-Fludiagramm zusammen-
gefafit werden (Abbildung 5.2). Die Separatrix, die den oberen Bereich relevanter

Abbildung 5.2: RG-Fluldiagramm fiir die Gleichungen 5.21

Schichtkopplung vom unteren Bereich irrelevanter Schichtkopplung trennt, kann
dabei nach den obigen Rechnungen ungeféihr durch eine Gleichung

- TS 1
~ ZW. —F—
yg yA \/§yA

beschrieben werden. Diese Separatrix l&t sich nur “erahnen” und ihre genaue
Gestalt wird auch vom Wert 7(0) abhéingen, also materialabhéngig sein. Der
C&O-Fixpunktwert von ya wichst bei irrelevanter Kopplung an, da n im Laufe
der Renormierung kleiner wird. Dieser Flufl des C&O- “Fix”-Punktes ist ebenfalls
angedeutet in der Skizze. Ohne Unordnung, also bei ya = 0, erhélt man mit den
RG-Gleichungen 5.21 wie M&K eine exponentiell wachsende Schichtkopplung,
was durch die Pfeile auf der 4-Achse angedeutet wird.
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5.4 Untersuchung des Bereiches starker Kopp-
lung

Im vorangehenden Kapitel wurde ein Fixpunkt des 2-Schicht-Modells mit g7 > 0
gefunden, d.h. relevanter nicht-verschwindender Schichtkopplung. Die prinzipiel-
len Probleme bei der Untersuchung dieses Fixpunktes und generell des Bereiches
grofler Schichtkopplung mit den durch Abbildung auf ein Coulombgas erhaltenen
RG-Gleichungen wurden bereits erlautert. Daher soll in diesem Kapitel ein an-
derer Weg eingeschlagen werden, um diesen Bereich zu betrachten.
Und zwar sollen fiir die Auslenkungen v Schwerpunkts- und Relativkoordinaten
eingefiihrt werden beziiglich der beiden Schichten:

1
r = —(uf —u§) und s%:= §(u? + ug)
Dies geschieht aus zweierlei Griinden:
Bei groflen Schichtkopplungen werden in den beiden Schichten “gegeniiberliegen-
de” FluBlinien stark aneinander gekoppelt, so dafl kleine Fluktuationen in ihrer
Relativkoordinate die Folge sein werden. Es wird daher die Moglichkeit von Ap-
proximationen durch Entwicklung fiir kleine Relativkoordinaten bestehen.
Zum anderen wurden bereits im vorangehenden Kapitel im Rahmen der Cou-
lombgasrechnung Vektorladungen in eine Art Schwerpunkts- und Relativanteil
zerlegt. Die obige Transformation bringt eine etwas anschaulichere Deutung die-
ser Zerlegung und stellt eine Verbindung zu den Rechnungen des vorigen Kapitels
her.
Schreibt man den Hamiltonian 5.1 fiir das replizierte System aus zwei Schichten
mit obiger Transformation um, erhilt man folgendes:

Hy = /dQT{ ST KB (Vr* - vrf 4 Vs® - V) — (5.33)
a,B

— Z 2ya cos (p(s* — s%)) cos (p(r™ — rP)) — ZQCOS (2pr0‘)}

a7ﬂ «a

Der Zusammenhang mit den Schwerpunkts- und Relativanteilen der Vektor-
ladungen £ und € aus dem vorigen Kapitel wird hier offensichtlich. Die Ladungen
gﬁﬁ beschreiben die cos-Kopplung der Schwerpunktskoordinaten verschiedener
Replikas o und 3 durch die Unordnung, die Ladungen £ A hingegen die entspre-
chende cos-Kopplung der Relativkoordinaten. Die é*-Ladungen werden generiert
vom die Schichtkopplung beschreibenden cos-Potential fiir die Relativkoordina-
ten im letzten Summanden.

Wie bereits angedeutet, soll das weitere Vorgehen fiir starke Schichtkopplung
darin bestehen, einen Entwicklung in den Relativkoordinaten vorzunehmen. Dies
kann dadurch begriindet werden, das bei starker Kopplung die Fluktuationen
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(r*?) klein sein werden. Daher werden in diesem Fall nur die niedrigsten Ordnun-
gen in den Relativkoordinaten von Interesse sein im Hamiltonian 5.33, so dal man
eine in den Relativkoordinaten quadratische Approximation erhélt. Diese harmo-
nische Approximation kann etwa mit einer selbstkonsistenten Methode, wie sie
von Pokrovskii und Uimin [27] verwendet wurde, oder mit einem entsprechenden
selbstkonsistenten harmonischen Variationsansatz erfolgen. Man erhélt dann

Hy = /d%{ > K(Vre - Vrf 4 Vs - Vs?) —
B

T 2ya0 cos (p(s® — 57) + Y. 2%Gp rw} S (63a)

wobei o := {(cos (p(r® —r%))) und p:= (cos (2pr®))

und die Mittelungen in den letzten Ausdriicken selbstkonsistent mit der quadra-
tischen Approximation des Hamiltonian erfolgt.

Bei der Vorgehensweise hier wurden die kleinen Fluktuationen der Relativko-
ordinate bei starken Schichtkopplungen ausgenutzt. Sie stellt insofern das Ge-
genstiick zur Mean-Field-Approximation aus Kapitel 4.3 dar, da dort die grofien
Fluktuationen in der Relativkoordinate bei kleinen Schichtkopplungen dazu aus-
genutzt wurde, die in der anderen Schicht “gegeniiberliegende” FL als weitgehend
unabhéngig anzusehen und ihren Einflu nur durch ein mittleres Feld h zu be-
schreiben.

Der Hamiltonian 5.34 ist dadurch gekennzeichnet, dafl hier die Relativ- von den
Schwerpunktskoordinaten separiert sind. Die Relativkoordinaten koppeln ledig-
lich an die Schichtkopplung an, wéhrend die Schwerpunktskoordinaten nur an die
Unordnung ankoppeln. Das Verhalten eines solchen Systems unter Renormierung
148t sich sofort angeben:

Die Schwerpunktskoordinaten werden sich im wesentlichen so verhalten wie die
Auslenkungen in einer einzelnen Schicht (siche Kapitel 3), wobei 1 hier durch
n/2 zu ersetzen ist (da die Gradientenkopplungen doppelt so grof sind nach der
Transformation auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten: soll der Schwerpunkt
zweier “gegeniiberliegender” FL’s ausgelenkt werden, miissen dazu im Prinzip
beide FL’s ausgelenkt werden, was die doppelte elastische Energie kostet). Dies
dndert allerdings nichts an der Relevanz der Unordnung und anderen wesentli-
chen Eigenschaften; es ergeben sich wieder RG-Gleichungen wie bei C&O. Man
kann aufgrund dieses Verhaltens der Schwerpunktskoordinaten auch im Fall star-
ker Schichtkopplungen von einer Vortex-Glas-Phase sprechen.

Fiir die Relativkoordinaten wurde eine harmonische Approximation vorgenom-
men, so dafl sie sich wie in einem gauflschen Modell verhalten. Insbesondere ist
auch die Schichtkopplung relevant. Dieser Crossover zu dem gauflschen Verhal-
ten steht in volliger Analogie zu den Rechnungen von M&K fiir ein System aus
unendlich vielen Schichten. Da die Schichtkopplung hier relevant ist, liegt ge-
wissermafen eine echte “3-dimensionale” Vortex-Glas-Phase vor (soweit man bei
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zwei Schichten davon sprechen kann).

Die in 5.34 vorgenommene Entwicklung kann aber auch durch den von den
RG-Gleichungen 5.21 generierten Fluf} bei grofien Schichtkopplungen 7, begriindet
werden. Im vorigen Kapitel haben wir bei der Diskussion des RG-Flusses fiir
grofere Schichtkopplungen g, gesehen, dafl der Parameter A der Kopplungsma-
trix wachst in diesem Fall, wihrend n = 2ff< und x gegen Null streben unter dem
RG-F1ufl. Betrachtet man unter diesem Gesichtspunkt die Wechselwirkungen der
Vektorladungen £, € und €, wie sie in Kapitel 5.1 in 5.4 aufgefiihrt sind, wird
folgendes klar: Bei groffem A\ > é sind die Relativanteile &~ der unordnungsin-
duzierten Vektorladungen £ zu vernachléssigen, da sie mit viel kleineren Wech-
selwirkungsenergien behaftet sind als die Schwerpunktsanteile £, die damit im
wesentlichen das Boltzmann-Gewicht des jeweiligen Konfigurationssummanden
bestimmen. Eine solche Vernachléssigung der Beitrdge von €_-Ladungen stimmt
zufolge der oben beschriebenen Entsprechungen zu den verschiedenen cos-Termen
im Hamiltonian 5.33 mit der in 5.34 vorgenommenen Approximation bzgl. des
cos-Terms in der Unordnungskopplung iiberein. Die quadratische Approximati-
on des von der Schichtkopplung herriithrenden cos-Terms in 5.33 entspricht der
Beriicksichtigung lediglich freier e-Ladungen, die nicht wechselwirken. Diese Si-
tuation wird dahingehend von dem RG-Fluf} realisiert, dafl die Wechselwirkung
der e-Ladungen mit n und x gegen Null streben unter dem RG-Flu$.

Fiir grofle Schichtkopplungen wird in diesem Sinne also ein Crossover zu einem
Verhalten stattfinden, dafl nicht mehr durch den Hamiltonian 5.1 sondern viel-
mehr durch die selbstkonsistente quadratische Approximation 5.34 dieses Hamil-
tonians beschrieben wird.

Die Frage, ob der im letzten Kapitel gefundene Fixpunkt ein Artefakt der dort
verwendeten Rechenmethoden darstellt, ist daher eher zu bejahen; er reprisen-
tiert unter Umsténden nur die Uberbleibsel des oben geschilderten Crossovers zur
harmonischen Approximation im Coulombgasbild, das in diesem Bereich nicht
mehr uneingeschrankt gilt.

Denkbar wére allerdings, dal der oben gefundene Fixpunkt eine dritte Phase
beschreibt, in der die Kopplung der Relativkoordinaten an die Unordnung rele-
vant ist (dies wiire die Deutung eines nicht verschwindenden g, > 0 an diesem
Fixpunkt) im Gegensatz zu den anderen beiden Phasen.

5.5 Untersuchung des 2-Schicht-Systems mit FRG

In diesem abschliefenden Kapitel werden noch einige Betrachtungen zur Rele-
vanz einer schwachen Schichtkopplung in Anwesenheit von Unordnung mit einer
funktionalen Renormierungsgruppenrechnung (FRG) durchgefiihrt.

Wir gehen dazu aus vom Hamiltonian 5.1, in dem die urspriingliche diagona-
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le Form der Kopplungsmatrix wieder verwendet wird, die 1/7T-Faktoren aus der
Zustandssumme wieder explizit gemacht werden (vgl. auch Seiten 47 und 73).
Auflerdem wird die elastische Konstante I' = K T absorbiert in T (I'/T — 1/T).
Jede der beiden Schichten soll im folgenden als d-dimensional angesehen werden
und es wird mittels der FRG eine Entwicklung in € = 4 —d vorgenommen (fiir den
bisher betrachteten Fall also e = 2). Fiir die replizierte Zustandssumme schreiben
wir dann folgenden Ausdruck:

(Zn] = HH/Du exp (—Hz)

j=1l~v=1

Hy = /dd{ZZvu ZZ@AU —uﬁ)—

=1 o i=1 a,0 (535)
2 1
- Zlga:ﬁG(uz _Uj)} )
17]7

wobel  A(x) := 1_2‘2?2COS (px) , G(z):= %cos (px)

Fiir eine Schicht (G = 0) sind FRG-Gleichungen bis zur Ordnung e bereits von
Giarmarchi und Le Doussal [10] angegeben worden, bzw. von D.S. Fisher [28],[29]
(fiir das XY-Modell im Zufallsfeld und das random manifold Problem). Die von
Fisher verwendeten Methoden [28] konnen hier adaptiert werden fiir obigen 2-
Schicht-Hamiltonian. Die erforderlichen Rechnungen sollen kurz skizziert wer-
den. Bei der Rechnung fiir eine Schicht findet man einen Fixpunkt bei T" = 0
mit nicht-trivialer Fixpunktfunktion A*(z). Mit den FRG-Gleichungen fiir zwei
Schichten soll dieser Fixpunkt hinsichtlich seiner Stabilitit beziiglich einer schwa-
chen Schichtkopplung GG untersucht werden.

Da die dynamischen Variablen u iiber periodische Funktionen A und G ge-
koppelt sind, werden sie nicht reskaliert. Fiir 7', A und G liest man in 5.35 aus
der Reskalierung die fithrenden Ordnungen der FRG-Gleichungen ab:

dT

“_ poar

¥ (2—4d)

dA

— = 4-dAd)A = A
w7 ( d) €
dG

&

dl G

Die FRG-Gleichungen sollen in fithrender Ordnung in € berechnet werden, so dafl
in den auszuwertenden Diagrammen die d&ufleren Impulse Null sind. Daher erge-
ben sich keine weiteren Beitrage zur FRG-Gleichung 5.36 fiir 7" im folgenden. T’
ist irrelevant fiir ¢ < 2 und wird marginal fiir ¢ = 2, wobei wir am Tieftempera-
turverhalten des Systems interessiert sind bei der Untersuchung einer méglichen
Glasphase; daher wird der Fixpunkt 7" = 0 untersucht und die {ibrigen Renor-
mierungsgleichungen nur bis zur fithrenden Ordnung in 7" berechnet.
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Dies geschieht auf dem in [28] vorgezeichneten Weg, die Auslenkungen u$ in
einen langwelligen Anteil u{~ und einen kurzwelligen Anteil u$< aufzuspalten,
den Hamiltonian 5.35 nach den langwelligen Anteilen zu entwickeln (bei kleinen
dufleren Impulsen) und schlieflich die langwelligen Anteile in einer Impulsschale
(>) A < g < Ae™® (wobei A ~ 1/a der Cutoff im Impulsraum ist) auszuintegrie-
ren. Dies fiihrt zu einer Renormierung der verbleibenden kurzwelligen Anteile im
Hamiltonian. Man bekommt im einzelnen:

>Olﬂ 2
2 == H<+/ {—q(5a65ij—

a " B

1

1

- g G ) 3y G ) 5aﬂ}u?><q'>u?><—q->
In der fithrenden Ordnung 7° kann G nur durch Diagramme mit einem G”-
und einem A”-Vertex renormiert werden, ebenso A nur durch Diagramme mit
zwei A”-Vertizes. Aulerdem kann bei einer 1-loop-Rechnung bis zur O(e) in den
Diagrammen d = 4 gesetzt werden. Auswertung der entsprechenden Diagramme
fithrt dann zu folgenden FRG-Gleichungen in der 1-loop-Rechnung (zusammen
mit den obigen Reskalierungsanteilen):

T

Ciﬂ = 2-d)T (5.36)
dA " " n

- = eA + Cy - (A )2 — CLAA"(0) + O(T) (5.37)
ig = 2G — C,G"A"(0) + C4G"(0)A"(0) + O(T) (5.38)

(wobei Cy = (2)~* x Oberfliche der 4-dim. Einheitskugel).

Fiir G = 0 erhélt man wieder die FRG-Gleichungen fiir eine Schicht, die den
stabilen nichttrivialen Fixpunkt [10] (A*(z) mufl periodisch mit Periode %’r =1

sein)

4
A(z) = 61,4762 (31)6 - x2(l—x)2> anf0.] T =0
besitzt. Dieser beschreibt im Rahmen der FRG-Flusses den glasartigen Fixpunkt
des Systems, also die Vortex-Glas-Phase des FL-Gitters.

Im folgenden soll der Einflufl einer schwachen Schichtkopplung G der Form G(x) :=
%" cos (pz) an diesem Fixpunkt untersucht werden oder mit anderen Worten die
Relevanz des Parameters g, der die Stdarke der Schichtkopplung bestimmt. Dazu
wird die Beziehung G”(0) = —pQ%Q ausgenutzt und die Gleichung 5.38 fiir x = 0
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am glasartigen Fixpunkt betrachtet:

1
del(O) = 2G"(0) — C,G"(0)A™(0)  bzw.
dg o, €l? w2
- _— 9 _ — D e
¥ g + p( 36)9 ( €5 )9

Daraus leitet sich folgende Dimensionsbedingung fiir die Relevanz der Schicht-
kopplung ab:

18 18
€ > — bzw. d < 4-— ~ 2177 (5.39)
7r m

Insbesondere ist damit fiir d = 2 die Schichtkopplung am Glasfixpunkt entkop-
pelter Schichten irrelevant. Dieses Resultat, was im Vergleich zu den bisherigen
Rechnungen mit einer génzlich anderen Methode, ndmlich einer FRG hergelei-
tet wurde, untermauert die Ergebnisse aus den vergangenen Abschnitten, wo
gefunden wurde, dafl in zwei Dimensionen eine hinreichend schwache Kopplung
am C&O-Fixpunkt fiir entkoppelte Schichten irrelevant ist; das 2-Schicht System
zerféllt bei hinreichend schwacher Kopplung und Anwesenheit von Unordnung in
zwei entkoppelte Vortex-Gléser.

5.6 Zusammenfassung

Die Resultate dieses Kapitels konnen am besten in einem Phasendiagramm zu-
sammengefaf3t werden.

Insgesamt kann fiir das in diesem Kapitel betrachtete System aus zwei gekoppel-
ten FluBliniengittern in Schichten ein schematisches Phasendiagramm vorgeschla-
gen werden in Abhéngigkeit von den Parametern g und g,, wie es Abbildung
5.3 zeigt.

Im unteren Bereich kleiner Schichtkopplungen erhélt man eine Phase, in der
das System in zwei entkoppelte Schichten zerfillt, die bei Unordnung jeweils
einen Vortex-Glas-Zustand einnehmen. Dieses Ergebnis ergab sowohl die Rech-
nung mit der Abbildung auf ein Coulombgas als auch unabhéngig davon eine
FRG-Rechnung.

Oberhalb einer Phasengrenze, die sich nur ungefihr ermitteln lie§ als y, ~
ya bzw. %ng wird die Schichtkopplung relevant. Dann findet entweder direkt
ein Crossover zu einer Phase statt, in der sich die Relativkoordinaten in einem
elastischen Potential befinden und sich die Schwerpunktskoordinaten im wesent-
lichen wie die Auslenkungen einer einzelnen Schicht mit Unordnung verhalten

(siehe Kapitel 5.4). Oder man erhélt bei noch nicht zu groien Schichtkopplungen
zwischen diesen beiden Phasen noch eine dritte Phase, fiir die die Relevanz der
Kopplung der Relativkoordinate an die Unordnung (r-A-Kopplung) charakteri-
stisch ist (Die Existenz einer solchen Phase ergab sich bei den Rechnungen mit
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Abbildung 5.3: Phasendiagramm fiir 2-Schichtsystem von FL-Gittern

der Coulombgasabbildung, hier sind jedoch Zweifel angebracht). Da in beiden
Phasen sowohl Schichtkopplung als auch Unordnung relevant sind, kénnen beide
Phasen gewissermaflen als echte “3-dimensionale” Vortex-Glas-Phasen bezeich-
net werden.

Die Frage, inwieweit ein solches Diagramm auch fiir unendlich viele Schichten
iibernommen werden kann, bleibt offen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Abschlieffend sollen nochmals die Hauptresultate zusammengefaf3t werden und,
wenn moglich, mit anderen Arbeiten verglichen werden.

Das zentrale Thema der Arbeit ist die Untersuchung von Vortex-Glas-Phasen
mithilfe eines elastischen Modells des FlufSliniengitters in Systemen aus einer ein-
zelnen Schicht oder mehreren gekoppelten Schichten mit parallelem Magnetfeld.
Fiir den Fall einer einzelnen Schicht liegt bei einer ausreichend diinnen Schicht
ein zweidimensionales FluBlliniengitter vor mit uniaxialen Auslenkungen. Ein ela-
stisches Modell eines solchen Flufliniengitters ist direkt einer Renormierungs-
gruppenrechnung zugénglich, wie sie im dritten Kapitel durchgefiihrt wurde; eine
wesentliche Voraussetzung dafiir ist die Uniaxialitdt der Flufllinienauslenkungen.
Daher sind Rechnungen, wie sie in dieser Arbeit durchgefiihrt werden, nicht auf
hoher dimensionale Flulliniengitter zu iibertragen.

In der RG-Rechnung kann die Vortex-Glas-Phase in Form eines nichttrivialen
Fixpunktes bei nichtverschwindender Unordnung nachgewiesen werden; zudem
konnen die elastischen Konstanten berechnet werden mit ihren Dispersionsbe-
ziehungen und diese Ergebnisse mit einbezogen werden in die Untersuchung der
statistisch-physikalischen Eigenschaften des Flufiliniengitters. Ein weiteres wichti-
ges Ergebnis der RG-Rechnung (auf dem teilweise auch Resultate fiir das System
aus gekoppelten Schichten beruhen) sind die Verschiebungs-(uu-)Korrelationen
(siehe Kapitel 3, Beziehungen 3.16,3.17); sie zeigen in einer reinen Phase logarith-
mische Divergenzen ({(uu) o< In L), in der Vortex-Glas-Phase hingegen divergieren
sie mit dem Quadrat des Logarithmus ({(uu) oc In® L), wodurch die Vortex-Glas-
Phase charakterisiert werden kann. Diese Korrelationen sind in zahlreichen Ar-
beiten sowohl fiir zweidimensionale als auch hoher dimensionale Fluffliniengitter
studiert worden [5],[24],[8]-[13].

Das Ergebnis kann mit Resultaten verglichen werden [8],[10],[11], wo Variati-
onsansitze mit Replikasymmetriebrechung verwendet werden. Sowohl Giamarchi
und Le Doussal [10] als auch Korshunov [11] erhalten logarithmische Divergenzen
fiir FluBliniengitter in 2 < d < 4 Dimensionen; Bouchaud et al. beriicksichtigen
nicht die Gitterperiodizitit und bekommen abweichende Resultate. In diesen Ar-
beiten werden also fiir den hier betrachteten zweidimensionalen Fall keine mit
dem Quadrat des Logarithmus divergierenden Korrelationen erhalten; der Grund
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fiir diese Abweichungen ist bisher noch nicht ganz klar, er konnte aber in der
nicht ausreichenden Genauigkeit der Variationsmethode fiir den zweidimensio-
nalen Fall liegen [10]. Balents und Kardar [9] erhalten mit einer Abbildung auf
Weltlinien von Fermionen in einer Dimension hingegen eine Divergenz mit einem
Exponenten 1 ((uu) oc L) fiir das zweidimensionale FluBliniengitter.

Vortex-Glas-Phasen in dreidimensionalen FluBlliniengittern sind bisher noch
nicht nachgewiesen worden. In dieser Arbeit gelingt dies fiir den Fall eines Fluf3-
liniengitters in einem aus schwach gekoppelten Schichten bestehenden Systems.
Interessant ist dort auch die Realisierung der Vortex-Glas-Phase durch quasi-
entkoppelte zweidimensionale Vortex-Glédser in den Schichten; das dreidimensio-
nale System zerfillt also gewissermaflen in zweidimensionale Systeme.

Dieses Ergebnis wird bestétigt fiir ein Flulliniengitter in nur zwei gekoppelten
Schichten; in einem solchen System kann auch der Bereich stérkerer Kopplungen
studiert werden. Auch dort wird eine Vortex-Glas-Phase gefunden, allerdings mit
relevanter Schichtkopplung, d.h. man findet keine entkoppelten Schichten mehr,
sondern ein echtes “3-dimensionales” Vortex-Glas. Inwieweit diese Ergebnisse auf
unendlich viele Schichten iibertragen werden kénnen, wird noch zu kléren sein.

Die hier erzielten Ergebnisse kénnen zum besseren Verstdndnis der Vortex-
Glas-Phase in dreidimensionalen Flufliniengittern beitragen und sind ein erster
Schritt in Richtung eines generellen Nachweises einer solchen Phase. Durch die Be-
trachtung geschichteter Systeme konnte man sich bei den in dieser Arbeit unter-
suchten Systemen immer auf uniaxiale Auslenkungen der Fluflilinien beschrénken;
ob fiir dreidimensionale Fluflliniengitter, in denen diese Einschréankung nicht mehr
gilt, d&hnliche Resultate gewonnen werden kénnen, bleibt eine zentrale offene Fra-
ge in diesem Themenbereich.
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Anhang A

zu Kapitel 1

A.1 Fouriertransformation von ¢, 1.12

Herleitung der zu Gleichung 1.12 fithrenden Fouriertransformation von ¢ (R0)
aus 1.10 (7,7 = 1,2):

(Im folgenden soll vereinfacht notiert werden

R, =R\ =(X%Y% 2) = (F,2) )

S = X [ de g(R,)
1.10 ij 0 0 ™ —iksz
al /dz{ -5 <a ) +§0 (axiaxﬂ'W)(R“)}e +
. o2 B
+ Z/ dz{ (822 >(R”)_<axfaxjw (R”)}e_m

v#0
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Daraus ergibt sich sofort die angestrebte Gleichung 1.12 fiir die Fouriertransfor-
mierte ¢ (k).

A.2 Herleitung von 1.16

Im hier betrachteten Fall £, = 0 bekommt man in 1.12 mit W bzw. V' aus den
Gleichungen 1.8 bzw. 1.6! :

o'k ky,=0) = nEﬂ? +Q)
Q

=2 Y {RVE+LQ) + (ke + Q) V(k+

mn
nungerade

®R1 3 1
= k _I_ xT 2
41 dl w2N2 Z Q:)° )nungemde L (5 + (ke + Q)2 + k2) +n?

—Q2 Y 1 }

nungerade 72 (,\2 + Q2 + k2) + Tl2

Q) - QV(ke +Q)}

:(boldQZ Z ; + (]{;+Q)2 Z ;
47 dl w2 )\2 A2+ n? v * A2 +n?

nungerade nungerade

1
RS E%W&

nungerade

1 A _ 21 > ™= 7 gz
Es war: Q = Qmn = m7 €, + nje, , d=de,



Wobei

2 d2 1 2 2 a? 1 2 2
A* = (A2 (ky + Q) + E) , B* = (A2+Q + k)
wie in 1.16.
Mit der Formel
1 T TA

2 A2 4n2 24 T

nungerade

bekommt man dann offensichtlich die Gleichung 1.16.

A.3 Berechnung der Integrale I aus 1.20

Die Integrale I7 aus 1.20 werden mittels Residuensatz berechnet:

2
0@@ 2Q,

[eS)
— /de eiQxZS
—00

mit ) 1
Qm::pqLQi und r gerade >2 | s#0

Die Integranden in den I7 fallen schnell genug ab (beachte r > 2), so daf die
Integrale in der komplexen Ebene geschlossen werden kénnen. Und zwar kénnen
die I7 mit s > 0 in der oberen Halbebene geschlossen werden und die I} mit
s < 0 iiber die Beziehung

L=I,=1,

erhalten werden. , N
Die Funktion [2%” tanh ¢ @,] besitzt in der oberen Halbebene nur die auf den
tanh zurtickzufithrenden einfachen Polstellen bei

1 27r2 <
Ty = ﬁ +n B n ungerade > 1

mit Residuen

2 d ~ 2
=rn Qf tanh§ Qz = Qw

Resq,

d ~
Resq,—r, tanh 3 Q,

2Q, 2Q,
@ 20, T
B 2@ de Qu=Tn B d
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Dann besitzt die Funktion exp (iQ,ls) -2 eine (r+1)-fache Polstelle bei @, =

el ]

r, und es gilt
A or . Resg,—r, [. -]
iQuls —  oQals [ 2¥E0Qa=rn |- - -]
e 20" [..] = e < Q. — oy + cmalyt.Fk:t.)
. or 1 o r
B iQqls ] = ZerS I(—1) 2
ReSQ:c—'f'n € an[ ] 7"' aQT Qz=Tn " ( ) d
o n
= 6QT i Quls o % fiir r gerade

Damit erhélt man fiir gerade r nach Residuensatz das Ergebnis 1.21.

A.4 Herleitung von 1.24

Es soll in 1.22 die n-Summe mittels Poisson-Summation ausgewertet und nur der
(s=1)-Summand behalten werden. Ausgehend von 1.22 bekommt man dann:

11 _ ¢0 1 i 212
Qb (k7070) - 27Td)\2{ Z )\2+n d? X

nunger.>1

1
X {Z exp(—\/ﬁ%—n?ﬁls (1 — coskls) }}
>0

@ 1

~ ooy (1 —coskl) x
T
LS Ly LT
271*—00 2 3[2 +n 271'2
)\2
1
= ;bo e (1 —coskl) x
T
2 exp (—1/~5 —l—n”i
/dscz exp (2mitn) (1 — exp (imn)) 82 P(=V5 2d
t al )\2+ 27T
= 8%2 2 (1 —coskl) x
T

> > / de 22 (Fm;x D' (exp (i2td) — exp (i(2¢ + 1)dz) )

Und mithilfe der Formel

T oexp(—/& + 221 JIZ L2
/ dx P ) exp (iax) = 2K (lﬂl)
LT e )
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erhédlt man das gesuchte

2 2 2+ (td)?
11 % 1 ¢ 0
¢ (k,0,0) = 2 /\2 (1 — coskl) Et 8l2 ( ; )

121



Anhang B

zu Kapitel 2

B.1 Anhang zur Berechnung von 13

Berechnung des Integrals I(ﬁ), 2.2

Es sei R = (X,Y, z). Damit

IR) = [ &@rviE-R)
ly|<d/2
d/2 )
= /dy/d% % 1 o~V H=Y)? /X
s (4w )2 12+ (y—Y)?
,  d/2 o0
1
87?3\2 /dy / r%du EQ_U/)\ (mit v* =7* + (y — Y)?)
—d/2  |y=Y]
d/2
¢ / —ly-Y
= 0 d ly=Y1[/A
8T ve
—d/2

G [ e/ v () |42t
T8t | 22—V >0

Dies liefert durch Fallunterscheidung das Ergebnis 2.2.

—d/2-Y
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Herleitung von 2.3

Unter Verwendung des Ergebnisses 2.2 fiir I(Y') erhélt man
H,L

T _ _ Ha > sgn(FLw) 1(Y;)
¢0 v Bild+real
_ B H,L (_1>m+ﬁ I(7+ (_1>ﬁ1+ﬁ w)
Po mh
_ _LH, ) {Z [1— e %2 cosh (u/\)] +
=2 e

+ sinh (d/2X) ) [Z (=1)" e/ exp ((—1)™ " u /) +

m Ln>0

+ 3 (-1)" e exp (—(—1)m+" u/)\)]}

7<0
= —LH, jfo N, {[1 — e 2 cosh (u/N\)] +
T
+ sinh (d/2X) cosh (u/)\) [ Z ) —ﬁd/)j| }
7>0
geom.:Reihe —LN H Zéo «
—d/2) . —e~ A
X {1 + cosh (u/\) [—e + 2sinh (d/QA)He_d//\]}
Vol 1 % L sinh (d/2))
e P H 1 h )\ /2)\ 1 SELA\W/ an)
i A { +cosh (u/A) e [ T Cosh (d/2X)

Vol . ¢o ] cosh (u/\)
dl " 4x ( B )

B e cosh (d/\)

B.2 Anhang zur Berechnung von 75

Um 2.5 aus 2.4 erhalten zu konnen, ist zunéchst die m-Summe in

m 2
T, = Vol W Z V(Qn) {[ + (—1)™ cos (nju)] -
2
(1" [cos (7 w) + (~1)"]}
mittels Poisson-Summation auszufiithren:
I2 1

TQ = Vol

1 . &2
d i2mTms ha')
8a21? / " Z ¢ {; 4 22

12 2
m2\2 + n2d72 + m2
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X [1 — (—=1)"cos (ni?u) + €™ (cos (n2§u) — (—1)”)]}

Der Integrationsweg kann in der komplexen Ebene geschlossen werden, um die
m-Integrale mittels Residuensatz zu berechnen.

1
{ B B besitzt einfache Polstellen bei
T2)\2 + n2d72 + m2

I |1 2 {

l An
j:z; v +n2— 7 j:;rn = 44 mit Residuen n

L g5 PP N agn, TAn
T, = Vol SEE I D0 SN (2mi) e A 200

So0m 21l
n 2m =/ n
x [1 — (=1)"cos (nju) + e/ (cos (n—u) — (=) +

+ Z Z 27TZ —28l/>\n L)\n

i —24l

x [1 — (=1)"cos (nQ;Tu) + e (cos (n%;ru) - (—1)"]}

%
= Vol > A
O 3o

x{[l — (=1)"cos (nz—ﬁu) + e (cos (n2—ﬁu) — (=" +

d d
+ (;) 6_2Sl/>\") 2[1 — (=1)"cos (n2§u) + cosh (I/\,)(cos (nQ;Tu) — (—1)”]}
Vol o )\2d2lz)\ ( -1 cos(ni?u)] +
27 —Un, exp (21/\,)
N n ung. [cos (n2du) + 1] [ 4 21 — eszg?é\/)\n) (14 cosh (I/A\n))] )
nger. [cos <n§u) 1] e 4 2 ixfx(p (é z /”in> (=1 + cosh (1/\n))]

Der letzte Ausdruck fiihrt nach einigen elementaren Umformungen in der letzten
[...]-Klammer zur Gleichung 2.5.
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Anhang C

zu Kapitel 3

C.1 Sammlung oft benutzter Formeln

Matrixinversion
Das Inverse einer Matrix K5 (o, =1,...,n) der Form
Kag = aéag +b
lautet
1 b
Ki = "0p3——— C.1
B a P [nb + ala (C.1)
bzw. im héufig verwendeten Limes n — 0
1 b 1 b
Ki = "0p3——= = ~|0ug—— ) C.2
af a B a2 a ( &) CL) ( )

Impulsraumintegrale

Zur Berechnung der Funktionen G; am Ort (z,z) = 0, wobei die G; im (2-
dimensionalen) Impulsraum durch

1 1 q
Gi(q) = 2 Ga(q) = e In(qa) , Gi(q) = pr
gegeben sind, werden Integrale iiber den Impulsraum unter Beachtung des UV-
Cutoffs A ~ 1/a und des IR-Cutoffs 1/L bendtigt:

1/
Gi(r=0) = [ —= = —= = —ln(é) (C.3)
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d?*q 1 dg 1 1
=0) = [ ——=1 = [ —==1 = ——In*(= 4
Golr=0) = [ To gl = [ §oinfga) = —pw? () (C4)
1/L
1/a 2
d*q ¢ cos? ¢ 1 L

Fouriertransformationen

Die entsprechenden Korrelationsfunktionen G;(z, 2) := Gi(z, z) — G;(0) werden
durch Fouriertransformationen der obigen g-Funktionen berechnet. Da G(7) bei
7 = 0 verschwindet, wird man bis auf eine recht kleine additive Konstante kor-
rekte Ergebnisse erhalten, wenn von éi(a) = () ausgegangen wird! :

= d2q 1 v ql

G1(r) 12 q2( — cos (qr)) 0/2 — Jo(gr)) , also

~1 o Oodq o 1 .

Gi(r) = J QﬂJl(qT) =5 und damit

~ - P - 1

Ci(r) = Gula)+ [diGh() = o= (>) (C.6)

Car) = [ 4L gy (1 = cos (@) = [ 2211 (ga)(1 — ar)

472 g T
. Tdg _ !
Gy(r) = 0/27r1n (qa)Ji(qr) = 2 (ln(2a)+c>
1 r
~ —71 -
2rr n(a)
Galr) = Gula) + [ dFGali) = — o () o
i ’q ¢
Galr) = g @)
d’q 1 o 1
= S _71 a2 1 B 2
47722( 9q; nq+q2>( o)
C.6/part.Int. i f g @qi
A7 In (a) + 2 ) 4n? ¢? sin (C_Ix )COS (qyy>

LJ, ist die v-te Bessel-Funktion und C=0,577=FEulersche Konstante
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ZL’2

417T (m(r) + ) (C.8)

a r2

Gaufische Mittelwerte

Ist das Feld u(7) gauBverteilt mit Mittelwerten (u) = 0 und Korrelationen (u?),
dann gilt fiir Mittelwerte iiber u-Produkte das Wick-Theorem. Danach gilt

2n 2n ' 2\n
wy = 2 ey
2n+1> — 0

(u

Damit erhélt man folgende Formeln

(cos (pu)) = i(_1§:lp2n<u2n>

n=0 <2n
£ (g
= exp (—p;(u2>> (C.9)
(sin (pu)) = 0 (C.10)

C.2 Berechnung der Selbstenergien aus Kapitel
3.3.2

Berechnung von X!, 3.18

S(r=r) = a8
— 8 =)\ a(0) 2%
s (oos 0unr) = 0p D), = 93 o o) = ), |
= 6(r = r)A%a(q) 2°
e (= B (0n0) = ()0 = s e (= 5 (o) = s ) |
— 8- r)Na(0) 2%

o (62500 = 62,(00) — s T e ((G0) = G2 00)

) )
o () Sug(r) 72; 208 (pltiy(r) = u(;(r)))>0
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(Beziehung C.9, die fiir gauiverteilte Grofien gilt, konnte oben ausgenutzt werden,
da z.B. mit u,(r) und ug(r) auch die Differenz wu,(r) — ug(r) gauBverteilt ist.)
G°(r = 0) kann mit den Formeln aus dem Anhang C.1 ausgewertet werden,
wobei darauf zu achten ist, dafl der UV-Cutoff nun ¢ ist, da mit dem effektiven
Hamiltonian 3.13 gearbeitet wird, also

1
Go4(0) = Go(0) 2 (0 — Dn (L)

Mit n = ;5= erhélt man dann

2
4 ) )
Seg(r —r') = 6(r—1")A° Az 2p? {(Lq)n(%ﬁ D 5ap S (Lg)"0es 1)}
5

bzw. nach Fouriertransformation der Delta-Funktion

Ses(0) = YA 207 x

X {Gag + (L) (1 = Gap) — Sag (1 = (L) " +n(La) ") }
=" gad®2p* (Lg)™"

Dies ist die Beziehung 3.18.

Berechnung von ¢%!, 3.19

z 29 [{sin (p(a(r) — ws(r)) s (pCusr”) — (1), —
— <sm (.. .)>0<sin (.. .)>0]

Nach Formel C.10 verschwinden die sin-Mittelungen (sin (. ..))o. Die anderen Mit-
telungen konnen nach Verwendung des Additionstheorems sin z siny = 1/2(cos (z — y)—
cos (x + y)) ausgefithrt werden mittels Beziehung C.9. Man erhélt:

0 1 {{ o5 pllue = (1) = s = w)(7), -
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o,v
o (= 5 {2+ (s = 02~ 2luo = s — wloh} ) -
-mpn—f{Wm—u£>+ww—mﬁ»+2wM—ummﬁ—wp»)}

= A% D p7 exp (pP(Go5(0) — G2,)) exp (p°(GY,(0) — GBp)) X
o,v

x {oxp (+P2(G(r — 1) — GO, (r — 1) — Gyl — 1) + GB (r — 1)) —
— oxp (PG — 1) = GO (r — 1) = Gl — ) + GO (r — )}

G°(r = 0) und G°(r — 1) kiénnen wieder mit den Formeln aus dem Anhang C.1
ausgewertet werden unter Verwendung eines UV-Cutoffs ¢. Dies fithrt dann auf
den angegebenen Ausdruck 3.19.
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Anhang D

zu Kapitel 4

D.1 Herleitung der RG-Gleichungen 4.12—4.15

Renormierung durch ¢*/¢ “-Paare

Es wird der Teil des exp-Ausdrucks in der Zustandssumme 4.11 betrachtet, der ein
Paar aus je einer entgegengesetzt geladenen e®- und €~*-Vektorladung mit einem
Abstand b := 7 — 7 enthilt, wobei die Beitréige fiir a < |E| < ae’ ausintegriert
werden sollen. Die Integrationen iiber die Orte aller iibrigen Vektorladungen (mit
Abstédnden > ae® voneinander) bleiben dabei unangetastet. Der durch die Aus-
integration generierte Beitrag soll die Kopplungen in einer Zustandssumme mit
einem Cutoff ae’ renormieren. Der betrachtete exp-Ausdruck kann durch Ent-
wicklung nach dem kleinen Abstand b umgeformt werden (im folgenden werden
kartesische Skalarprodukte mit “.” geschrieben):

2 ~ ~
exp(z <p~é“-é'7 +p2/$éa*€7><G(wa—fa) - G(@W—WQ)) +

(o) N ’ !
p2 5 (=0 el
+ Zaal (G, - ) = G =)
('Yévn’yé)
p2 2 7S A
~ exp| Y ?faﬂ ey + pre *€SVV> (bVG(:?W—FFO‘)) +
(755+)
P’ 5 (P
+ e (bVGE, - )
(7677175)

Es gebe in einem beliebigen Summanden der grofkanonischen Zustandssumme
4.11 S5~ Paare der betrachteten Sorte, wobei jeweils ausintegriert werden soll
iiber Jo d*r™® [, < fj<aes A°b (Q bezeichnet die ganze Fliche der Schicht), so daf al-
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le moglichen Paarkonfigurationen (sowohl was die Zusammensetzung als auch die
Anordnung im Ortsraum betrifft) der betrachteten Sorte ausintegriert werden.
Dabei wird die exp-Funktion entwickelt in der kleinen Grofle b bis zur zweiten
Ordnung (die erste Ordnung verschwindet bei der Integration). Nach dieser Inte-
gration bleiben in 4.11 noch S* = (S* — 1) bzw. S~* = (S~ — 1) Integrationen
iiber die Orte der verbleibenden Ladungen der betrachteten Sorten. Der Faktor
SS™* fiir die Auswahl moglicher Paare der hier untersuchten Zusammenset-
zung kiirzt sich. Die Integrationen fiir alle iibrigen Ladungssorten werden nicht
verdndert, so dal das Ergebnis der bis hierher vorgenommenen Integration einem
Summanden in der grofkanonischen Zustandssumme 4.11 zugeschlagen werden
kann, der eine Konfiguration mit S® bzw. S~ Vektorladungen der betrachteten
Sorte beschreibt.

Dies wird in dem betreffendem Summanden durch Renormierung von K und &
aufgefangen. Die beiden “iiberschiissigen” Fugazitaten yﬁh miissen ebenfalls mit-
gefiihrt werden, und man erhélt als zusétzlichen Beitrag von der Ausintegration
der &% /&~ *-Paare im S*/S~*-Konfigurationssummanden in 4.11 (die iibrigen In-
tegrationen in diesem Beitrag werden im folgenden durch [ [ [ ... angedeutet):

T dQ*O‘/ a2b
ISl [

Da von jedem o = 1,...,n dort Beitrdge generiert werden, mufl noch summiert

r_, werden und der zusétzliche Beitrag (AZ)zz, der sich fiir jeden Summanden
in der Zustandssumme 4.11 durch die Ausintegration der é®/é~*-Paare ergibt,
lautet somit:

(AZ)ez = [[[... yﬁhZ/QdZT_a/éde exp (()5>

[
—
—
—

Se
>
—
ISH
)
ﬁ|
Q
ISH
)
S
—

—_

+
—
\:_/

S

+

DO | =
/
/.\
S—
N
o
——

(vs0)
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2 ~
+ Y Eearvam - ra))}

€ n
i) 1 "
Nach partieller Integration unter Ausnutzung von
VEG(F — ) = 6(F — )
und Ausfithrung der Summation iiber o mithilfe der in einem weiteren Anhang

angegebenen “Vollstandigkeitsrelationen” fiir die Skalarprodukte von Vektorla-
dungen bekommt man daraus

(AZ) ez

... yjh{nmm?a - g(f‘éx

P\ P’ 2
X <~> é';-éz+2<~p2/<o>éz *é’s’+<p2/£) nel xe. | x
K o K T L
(v,85)#(wssv)

(’7787)7(V“7nl’ﬂ
P\’
§ —v ~ ) v
+ Z (j“() é’rybvg ’ En/ju G(/FZW; - Tnffu) ) }
(’75777"\#5)75(1/#7"1/#)

Bei jedem Summanden der Zustandssumme 4.11 kommt also dieser Beitrag (AZ)z
hinzu. Zwischen den Fugazitétsfaktoren und den Integrationen steht dann in 4.11
statt einem Faktor 1 ein Faktor

1+ y2, x{...}

Da {...} & J kann in erster Ordnung in J re-exponenziert werden, was einen

Faktor
exp(yjh X {})

ergibt. Man sieht, daf§ der erste Summand in {...} einen konstanten Vorfaktor
in der Zustandssumme ergibt und damit weggelassen werden kann im folgenden.
Der zweite Summand in {...} kann hingegen durch folgende Renormierung in
den Kopplungen K und k absorbiert werden:

2 2\ 2
p RG p Ty p 2
K oK 2 (K) Yo
T
2

2
2 2
Pk Rg Pk p 2
- —a*s (2 (Rp2/$> + (p%) n) Yo
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Dies fithrt dann mit dl = ¢ und gy, = ygna® zu den gesuchten RG-Gleichungen

4.12 und 4.13:
dK 2 ~9
(@), = ="

dr 9 ~9 2
<dl>€€ = =T Yg "i(n/fﬂL})

“Vollstéandigkeitsrelationen” fiir die verwendeten Skalarprodukte von
Vektorladungen

(i)  Xa(e-)(e-e) = &
(i) (e xe)(e*xe) = ne’ ke
(iii) JE () = @ xed
(iv) Ya(ev-ar)(ex.avm) = g1 . avm
(v)  Ta(ev-er)(r-e) = &%
(vi) (-9 (e*xe”) = 0

Renormierung durch % /z7“-Paare

Die Rechnungen verlaufen hier vollig analog zu denen fiir e*/¢~®-Paare im vor-
angehenden Teil des Anhangs. Daher sollen hier nur einige Schritte der Rechnung
angegeben werden. Es wird der Teil des exp-Ausdrucks in 4.11 betrachtet, der
ein Paar aus einer &*°- und einer £%*-Vektorladung enthélt, und nach dem Ab-
standsvektor b := i — 75 entwickelt mit dem Ergebnis:

2 ~
exp( > %s‘“ﬁ.gf (bVG, — ) +
LI

~6
'76771')/6

Der zusitzliche Beitrag (AZ)z, der fiir jeden Summanden der Zustandssum-
me 4.11 durch die Ausintegration der &% /&% Paare entsteht, lautet dann (es
werden neben den bereits angegebenen “Vollstandigkeitsrelationen” noch weitere
benotigt, die wieder in einem nachfolgenden Anhang stehen):

(AZ)z= = [[[... yi%/{zd%ﬁa/(;dzb exp (()g)

1
= [[]... yQAZ/d2rﬁa2ﬂa25{1 - ZGQX
Q

a<fB
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( > (K) e, -2, G, — ) +
('Y‘Sn'yé

BT
K 8 v
(767175 V,Su)
+ ( ) (07, -2, — &+ &5,) 677, — 7%
¥ ¥ v ¥ v
(7,84 7’5(’/ sv)

Dies fiithrt zu einer RG-Transformation

2\ 2
p RG p T 4 p 2
- = —— — a5 |=]|n
K 2 (K) va
K

2 9
PR P’ T p*\*
RG 4 2
g LA 3
> 2 2 <K> va

und schliellich zu den gesuchten RG-Gleichungen 4.14 und 4.15:
dK i
(), = ot

dk 9 5 1

Weitere “Vollstindigkeitsrelationen”

(vid) Za<g(5aﬁ EVN(EP . gvr) = p@rd. vk
(viid)  Yqep(E™P - E0)(EM0 - &) ng . e
(iz) Za<ﬁ(‘§uﬁ ENEP . &) = neY-& —e x
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D.2 Herleitung der RG-Gleichungen 4.16,4.17

Renormierung durch é*/é7*- und & /é*’-Paare

Es wird der Teil des exp-Ausdrucks in der Zustandssumme 4.11 betrachtet, der ein
Paar aus einer e und é°*-Vektorladung mit einem Abstand b= iPo_o enthalt,
wobei die Beitréage fiir a < |5 | < ae? ausintegriert werden sollen. Die Integrationen
iiber die Orte aller {ibrigen Vektorladungen (mit Abstéinden > ae® voneinander)
bleiben dabei unangetastet. Der durch die Ausintegration generierte Beitrag soll
die Kopplungen in einer Zustandssumme mit einem Cutoff ae® renormieren. Wird
hier nach dem kleinen Abstand b entwickelt, ist die fithrende Ordnung die nullte
und man kann folgende Umformungen vornehmen:

Nys Ny Nys
(’yé,n.ﬂ;)
p° p° -
+ > <<~€°‘ el —|—p2/<cé“>kj> 4 L gbo j) G — ™)
K vy vy K vy vy
('sz’y)
P’ ~
= exp s EZL‘; G(WniS —7) +
('Y‘san'yé)
2
+ (Z) <p~ 2 218 + p*ré’ % Qy) G(r], — 77"‘))
778’}’

Das é®/&°*-Paar kann also durch die Ladung € am Ort ™ ersetzt werden, wenn
man in der letzten Gleichung die Definition der Skalarprodukte fiir die Vektorla-
dungen beachtet. Es gebe N# S Paare der betrachteten Sorte und S? Ladungen
von der Sorte der Ersatzladung in einem beliebigen Summanden der Zustands-
summe 4.11. Fiir jedes Paar wird integriert iiber [, d*r® [ <[Fl<ae’ d*b, wobei die

Integration [ <[F<aed d?b trivial ist, da der Integrand nicht mehr von b abhéngt.

Es bleiben dann noch S® = (S® — 1) baw. N = (N%* — 1) Integrationen fiir
die Teilchensorten, aus denen das Paar zusammengesetzt ist, und mit der noch
nicht ausgefiihrten Integration [, d*r® hat man S8 = (S” + 1) Integrationen fiir
Ladungen der Sorte &”. Der Faktor N”*S fiir die Anzahl méglicher Paarzusam-
mensetzungen kann gekiirzt werden. Die Integrationen fiir alle iibrigen Ladungs-
sorten éndern sich nicht. Der gesamte Beitrag kann dann einem Summanden in
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der groBkanonischen Zustandssumme 4.11 zugeschlagen werden, der eine Konfi-
guration mit S¢, N und S° Ladungen der involvierten Sorten beschreibt. Dabei
muf eine zusétzliche Fugazitiit ya und ein zusitzlicher Faktor S? beriicksichtigt
werden. AuBerdem gibt es (n — 1) Méglichkeiten, eine Ladung &” auf diese Art
zu generieren , so dal auch dieser Faktor noch hinzugefiigt werden mufi zum
zusiitzlichen Beitrag, der sich fiir den S®/N?*/SP- Summanden in der Zustands-
summe 4.11 durch Ausintegration der */&”*-Paare zusétzlich ergibt. Da fiir jedes
08 =1,...,n dort Beitrage generiert werden, muf iiber diesen Index noch sum-
miert werden. SchlieBlich ergibt sich fiir den zusétzlichen Beitrag (AZ)gz der zu
jedem Summanden in der Zustandssumme hinzugefiigt wird aufgrund der ausin-
tegrierten Beitrége:

(AZ)ez = [[]... Zn:n—l S%ma*Sexp (...

Zwischen den Fugazitétsfaktoren und den Integrationen steht dann in 4.11 statt
einem Faktor 1 ein Faktor (Umformung in erster Ordnung in §)

n

1+ ya ) (n— 1)S%27a?5  ~ H (1 + ya(n —1)5%21a%0)
=1 =1

Genau die gleichen Uberlegungen konnen fiir & /*-Paare durchgefiihrt werden,
wobei man statt einer Ersatzladung é” eine Ersatzladung ¢ erhilt. Dann kann
das Produkt in der letzten Gleichung auf Indizes Hgﬁil ausgedehnt werden. Der
gesamte Faktor kann dann (siehe 4.11) wegen

=5 & SB
(Ygh + Oygn)®™ =~ ygSh (1 + Edygh)
g

in einer Renormierung
Sy = Yayen(n — 1)2ma*s

von y,;, absorbiert werden. Dies fiihrt mit dl = § und gz, = ygna® zu der RG-
Gleichung 4.17:

dygn o

Renormierung durch £%//&’*-Paare

Die Uberlegungen hierzu verlaufen vollig analog zu denen des letzten Abschnitts
(siche in diesem Fall auch [20]) und werden daher nicht mehr gesondert auf-
gefiihrt.
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