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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Beide Teile beschéftigen sich
mit eindimensionalen Spinmodellen. Diese dienen in vielféltiger Weise der theo-
retischen Beschreibung von Festkorpern. Motiviert wird dieser Zugang durch
Messungen an verschiedenen Substanzen, die sich aufgrund ihrer quasi eindi-
mensionalen Struktur in erster Ndherung mit Hilfe von Spinketten modellieren
lassen. Nur wenige dieser eindimensionalen Systeme sind exakt l&sbar. Sehr oft
ist man auf stérungstheoretische Ansitze angewiesen, die einen kleinen Para-
meter bendtigen, nach dem entwickelt wird.

Der erste Teil der vorliegenden Arbeit beschaftigt sich mit der Hochtemperatur-
entwicklung, d.h. der Entwicklung nach dem kleinen Parameter = 1/kgT, von
frustrierten isotropen S=1/2-Ketten. Das Ziel ist die Bestimmung von tempe-
raturabhingigen GroBen wie die Suszeptibilitdt und spezifische Warme. Diese
GroBen sind im allgemeinen experimentell sehr gut zugadnglich, so daB generell
die theoretischen Resultate mit dem Experiment verglichen werden konnen.

In der vorliegenden Arbeit handelt es sich um einen neuentwickelten Zugang
zur Hochtemperaturentwicklung. Dabei werden Systeme betrachtet, in de-
nen nur Nachstnachbar-Wechselwirkung und Ubernichstnachbar-Wechselwir-
kung beriicksichtigt werden. Letztere bezeichnet man als frustriert. Als Aus-
gangspunkt fiir die Modellierung des Systems dient das Heisenbergmodell. Das
Heisenbergmodell beschreibt die Wechselwirkung lokaler magnetischer Momente
und bildet die Grundlage zur Beschreibung kollektiver magnetischer Phanomene.
Ein erstes Ziel ist die Berechnung der Suszeptibilitdt bei verschwindendem Ma-
gnetfeld, dargestellt durch ein Polynom in (3 und im Fall der frustrierten S=1/2-
Kette dargestellt durch ein Polynom in § und der relativen Ubernichstnachbar-
Kopplung . Somit steht fiir die Suszeptibilitdt ein analytischer Ausdruck zur
Verfiigung.

Die Berechnung der Suszeptibilitdt erfordert die Bestimmung der groBkanoni-
schen Zustandssumme fiir das betreffende System. Mit Hilfe der Zustandssum-
me kann man weitere thermodynamische GroBen ableiten. In der vorliegenden
Arbeit wird dabei zusatzlich auf die Berechnung bzw. Entwicklung der spezifi-
schen Warme und der Entropie eingegangen.

Zur Durchfithrung der 1/T-Entwicklung werden verschiedene Methoden ver-
wendet, zum einen ein Lanczos-Algorithmus und zum anderen ein sogenannter
Momente-Algorithmus. Der Lanczos-Algorithmus zeichnet sich dadurch aus,
daB er die Hochdimensionalitat des vorliegenden Problems auf ein niedrigdimen-
sionales zuriickfiihrt, wodurch die Berechnungen vereinfacht werden. Jedoch ist
die Implementierung der computergestiitzten Rechnungen immens speicherauf-
wendig. Der Momente-Algorithmus nutzt die Mdglichkeiten der Optimierungen
fiir das vorliegende Problem effektiver aus. Uber den Momente-Algorithmus
werden die Erwartungswerte von Potenzen des Hamiltonoperators beziiglich aus-
gezeichneter Zustinde berechnet.

Da zur Berechnung der physikalischen GréBen kein unendlich groBes System be-



Einleitung

trachtet werden kann, das den thermodynamischen Limes beschreibt, wird die
durch den Speicher der zur Verfiigung stehenden Computer begrenzte System-
groBe maximal ausgenutzt. Dadurch kommt es zu finite-size-Effekten, die im
weiteren eingehend untersucht bzw. bestimmt werden miissen.

Zur besseren Ausnutzung der gewonnenen Informationen, werden die berechne-
ten Polynome in einer Padé-Approximation genahert. Es handelt sich hierbei um
Kettenbruchdarstellungen, die verniinftige Aussagen fiir die berechneten Ergeb-
nisse zu tieferen Temperaturen hin erlauben, als dies fiir die Polynome moglich
ist. Zur weiteren Verbesserung der Darstellungen werden im n&chsten Schritt
Informationen iiber den Tieftemperaturbereich miteingebunden. Es handelt sich
hierbei um allgemeine Eigenschaften der jeweiligen physikalischen GroBe im Tief-
temperaturbereich. Die so gewonnenen Ausdriicke liefern eine bessere Beschrei-
bung der jeweiligen GroBe.

In einem Vergleich der unfrustrierten S = 1/2-Kette zum einen mit exakten
Ergebnissen aus dem Bethe-Ansatz und zum anderen mit Resultaten, die mit
Hilfe des Theorems zusammenhangender Cluster bestimmt wurden, werden die
gewonnen Ergebnisse vorgestellt und diskutiert. Da der Bethe-Ansatz fiir die
frustrierte S=1/2-Kette nicht moglich ist, werden die Ergebnisse in diesem Fall
mit numerischen Resultaten aus DMRG-Rechnungen verglichen.

Ein eigener Abschnitt der Arbeit beschaftigt sich mit Darstellungen der Sus-
zeptibilitdt der unfrustrierten S =1/2-Kette mit Hilfe von Dispersionsdaten. Es
handelt sich dabei um eine Darstellung der Suszeptibilitdt iiber die Dispersion,
die fiir die dimerisierte, frustrierte S =1/2-Kette bestimmt wurde. In der vor-
liegenden Arbeit soll diese Darstellung zur Bestimmung der Suszeptibilitat der
unfrustrierten Kette erweitert werden. Dies stellt den ungiinstigsten Fall dar,
und zwar der Darstellung fiir eine unfrustrierte Kette. Da die Dispersion fiir
die unfrustrierte Kette bekannt ist, werden durch diesen Zugang Informationen
tiber den Tieftemperaturbereich miteingebunden. Durch die Darstellung iiber ei-
ne verallgemeinerte T-Variable, die beide Grenzwerte T — 0 und 3 — O korrekt
erfaBt, erhdlt man schon mit wenigen Informationen einen gute Beschreibung
der Suszeptibilitat.

Der zweite Teil der Arbeit beschaftigt sich mit S = 1/2-Ketten gekoppelt an
Gitterschwingungen (Phononen). Gerade durch die Ankopplung an Phononen
entstehen interessante physikalische Effekte. Ein Beispiel hierfiir ist der Spin-
Peierls-Ubergang, der z.B. in CuGeO3 [1] zu beobachten ist. Andere Substanzen
wie o’ —NaV,0s5 [2] zeigen ebenfalls Anzeichen fiir einen Spin-Peierls-Uber-
gang. Bisherige Beschreibungen dieses Phaseniibergangs gehen zumeist von
einer adiabatischen Behandlung der Phononen aus. Experimentelle Daten zu
CuGeO3 widersprechen jedoch der Voraussetzung der adiabatischen N3herung.
In der vorliegenden Arbeit wird ein effektives Spinmodell mit Hilfe der FluB-
gleichungen hergeleitet. Die Methode der FluBgleichungen basiert auf kontinu-
ierlichen unitdaren Transformationen, die einen gegebenen Hamiltonoperator in
eine einfachere Gestalt iiberfiihren, im giinstigsten Fall in Diagonalgestalt. Das



Ziel des zweiten Teils der Arbeit ist es, ein effektives Spinmodell abzuleiten, das
implizit die Ankopplung an Gitterschwingungen enthilt. Motiviert wird dieser
Zugang durch die anorganische Spin-Peierls-Substanz CuGeO3. Es handelt sich
um eine nichtadiabatische Beschreibung der Phononen. Mit Hilfe der FluBglei-
chungen soll das magnetische Subsystem von dem Subsystem der Phononen
entkoppelt werden.

Erste Ergebnisse zeigen, daB die Kopplung an Phononen zusitzliche langreich-
weitige Spinwechselwirkungen erzeugt, und daB die Spinkopplungen eine Tem-
peraturabhingigkeit aufweisen. Das Fernziel dieser Berechnungen soll sein, die
aus dem zweiten Teil der Arbeit gewonnenen Informationen zu verwenden, die
Darstellung der Suszeptibilitdt und anderer physikalischen GroBen aus dem er-
sten Teil der vorliegenden Arbeit z.B. beziiglich der Spinkopplungen soweit zu
verbessern, daB sie genutzt werden kdnnen, um die Modellparameter durch den
Vergleich mit experimentellen Daten genauer bestimmen zu kdnnen.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in acht Abschnitte. Im folgenden Abschnitt
wird das Modell zur Beschreibung der S =1/2-Kette behandelt und motiviert.
Der daran anschlieBende Abschnitt befaBt sich ausfiihrlich mit den angewand-
ten Methoden und deren Implementierung in einem Computerprogramm. Am
Ende dieses Abschnittes werden die bendtigten finite-size-Korrekturen genauer
untersucht. Die Bestimmung der spezifischen Warme und der Entropie aus den
Ergebnissen der vorangegangenen Rechnungen wird in Abschnitt 4 abgeleitet.
Im 5. Abschnitt werden verbesserte Darstellungen der bisherigen Ergebnisse und
deren Vergleich zum Teil mit exakten Resultaten und zum Teil mit numerischen
Ergebnissen vorgestellt. Abschnitt 6 befaBt sich mit verschiedenen Darstel-
lungen der Suszeptibilitdit mit Hilfe der Dispersion. Der 7. Abschnitt hat die
Beschreibung der Methode der FluBgleichungen und deren Anwendung auf ein
an Phononen gekoppeltes Spinsystem zum Thema. Der letzte Abschnitt faBt
die Ergebnisse zusammen und gibt einen Ausblick auf mogliche Erweiterungen.
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2 Modell

Da gerade in den letzten Jahren verschiedene experimentelle Substanzen wie
CuGeOs [1], o’ — NaV20s [2], SrCu203 [3], KCuF3 [4], (VO)2P207 [5] synthe-
tisiert wurden, die man in erster Ndherung als quasi eindimensionale frustrierte
Heisenbergketten beschreiben kann, ist man sehr an den Eigenschaften solcher
Ketten interessiert. Ein besonderer Schwerpunkt liegt in der vorliegenden Ar-
beit auf CuGeQO3. Viele Ergebnisse werden mit den fiir CuGeOs3 entsprechenden
Parametern dargestellt.

- - -9 Y
Cu(é Cu© O O

Abbildung 2.1: Am Beispiel von CuGeOj3 sind die Nachstnachbar-Kopplung (Superaus-
tausch) entlang durchgezogener Linien und die Ubernichstnachbar-Kopplung entlang
gestrichelter Linien dargestellt.

In der vorliegenden Arbeit wird das Modell der frustrierten S = 1/2 Heisen-
bergkette untersucht. Der Hamiltonoperator fiir eine Kette mit N Platzen mit
Nichstnachbar- und Ubernichstnachbar-Kopplung lautet
N

H=) (JSiSi11 +aJSiSi;2 —hS7), (2.1)
i=1
wobei « das Verhiltnis zwischen Ubernichstnachbar- und Nichstnachbar-Kopp-
lung beschreibt und h gleich gugH ist mit dem Magnetfeld H. Beim letzten
Term handelt es sich um den Beitrag der Zeemann-Energie. Damit die Trans-
lationsinvarianz im endlichen System erhalten bleibt, gelten periodische Rand-
bedingungen N +1 = 1. Diese sind im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit
wichtig.
Fiir den Fall &« = 0 und S=1/2 sind exakte Ergebnisse vorhanden (Grundzu-
stand: Bethe 1931 [6]), ebenso fiir die Suszeptibilitdt, die gleichfalls mit Hilfe
des Bethe-Ansatzes berechnet wurde [7]. Jedoch ist es nicht mdglich, iiber
den Bethe-Ansatz eine exakte Losung fiir die frustrierte Kette anzugeben. Eine
Ausnahme bildet der sogenannte Majumdar-Ghosh-Punkt o« = 1/2, fiir den der
Grundzustand bekannt ist [8,9]. Hier liegt ein perfekter Singulettproduktzu-
stand mit kurzreichweitigen Nachstnachbar-Korrelationen vor.
Ein anderer besonderer Fall ist o ~ 0.241167. Fiir a-Werte oberhalb dieses
kritischen Wertes 6ffnet sich in der Dispersionsrelation eine Liicke, so daB fiir
angeregte Zustinde w(0) > 0 gilt [10,11]. Es liegt eine spontane Symme-
triebrechung der Translationssymmetrie vor [12]. Im Grundzustand binden sich
benachbarte Paare von Spins bevorzugt zu einem Singulett. Es handelt sich um



einen zweifach entarteten Grundzustand mit einem alternierenden Erwartungs-
wert (SiSi+1>.

Bei antiferromagnetischer Kopplung J > 0 werden aufgrund der Ubernichst-
nachbar-Wechselwirkung die Neél-artigen Zustinde geschwacht. Um diesen
Sachverhalt zu verdeutlichen, betrachtet man die unfrustrierte Kette im klassi-
schen Limes, in der man die Spinoperatoren S; als klassische Vektoren darstellt.
Bei antiferromagnetischer Kopplung ist die antiparallele Ausrichtung der Spins
zueinander die energetisch giinstigste. Diesen Zustand nennt man Neélzustand.
Er stellt im klassischen System den Grundzustand dar. In Abbildung 2.2 ist der

o] 2 o

Abbildung 2.2: Effekt der Frustration (Darstellung der z-Komponente des Spins)

Effekt der Frustration illustriert. Dabei sind hier zur Veranschaulichung des Pro-
blems die Nichstnachbar-Kopplung zickzackférmig und die Ubernichstnachbar-
Kopplung entlang der Holme dargestellt. Frustration ist also ein Effekt, der erst
durch die Hinzunahme der Ubernichstnachbar-Kopplung entsteht. Dieser Effekt
ist nur in eindimensionalen Systemen zu beobachten. Im Néelzustand stellt die
endliche Untergittermagnetisierung eine langreichweitige Ordnung dar, die die
Symmetrie der Spinrotation bricht [13]. Es sei erwdhnt, daB im Quantensystem
der Néelzustand kein Grundzustand mehr der unfrustrierten bzw. frustrierten
Heisenbergkette ist.

3 Hochtemperaturentwicklung der Suszeptibilitat

Bei der konventionellen Hochtemperaturentwicklung wird eine thermodynami-
sche Dichte wie z.B. die freie Energie pro Platz f(f = 1/kgT) um = 0 ent-
wickelt. Es handelt sich um eine Stoérungsrechnung, derren kleiner Parameter f3
ist. Dabei fiihrt die Hochtemperaturentwicklung z.B. auf die Berechnung von
Kumulanten oder die Bestimmung zusammenhadngender Cluster. Einen guten
Uberblick der bisher verwendeten Methoden zur Hochtemperaturentwicklung im
Heisenbergmodells gibt Ref. [14]. In Anhang B ist das Ergebnis einer Hochtem-
peraturentwicklung mittels des Theorems zusammenhangender Cluster [15] auf-
gefiihrt.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird ein alternativer Zugang fiir die rech-
nergestiitzte Hochtemperaturentwicklung zunichst der Suszeptibilitdt gewahlt.
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Im weiteren Verlauf der Arbeit werden auch andere GréBen wie die spezifische
Warme und die Entropie in dieser Weise entwickelt.
Der wesentliche Unterschied zu den konventionellen Verfahren besteht darin,
daB Zahler und Nenner der Suszeptibilitat x(T) mit

ESp(MZe*ﬁH)

x(T) N Sp(e F1]

(3.1)
getrennt voneinander entwickelt werden. Im Vergleich zu den konventionellen
Verfahren werden hier die zusammenhdngenden Cluster mittels endlicher Sy-
steme bestimmt. Das Theorem zusammenhingender Cluster [15] gewihrleistet
Ergebnisse im thermodynamischen Limes.

Die GroBen in Zdhler und Nenner sind fiir sich genommen noch nicht unabhangig
von der SystemgroBe. Das Ziel ist es, eine systemgroBenunabhingige Funktion
zu bestimmen. Um die Abhangigkeiten von der SystemgroBe zu beseitigen,
wird die gebrochen rationale Funktion 3.1 wiederum um (3 = 0 entwickelt,
so daB man am Ende einen analytischen Ausdruck, ein Polynom in {3, erhalt.
Bei der letzten Entwicklung heben sich die verschiedenen Abhiangigkeiten von
der SystemgroBe Term fiir Term auf. Eine andere Mdglichkeit gibt es auch
nicht, da die berechnete GréBe keine SystemgréBenabhangigkeiten aufweist. Die
Koeffizienten des Polynoms fiir x sind rationale Zahlen, so daB die Ergebnisse
bis zu der berechneten Ordnung absolut exakt sind.

(SIM2e—PH|s) B2 B0 by )
Sle sy 6= ~~~ Polynom (3.2)
Da bei den Berechnungen nur endliche Systeme betrachtet werden kdnnen,
miissen auftretende finite-size Effekte besonders beachtet werden. Die Ent-
wicklung nach Potenzen von f3 entspricht einer Entwicklung nach Potenzen von
H, wie man aus der Entwicklung der Expotentialfunktion erkennen kann.

Betrachtet man den Hamiltonoperator 2.1, so besteht dieser aus einer Summe
aus ,, lokalen” Termen, die auf nichste Nachbarn bzw. libernidchste Nachbarn
der unfrustrierten bzw. frustrierten Kette wirken. Die Anwendung des Hamil-
tonoperators bildet somit lokale Cluster, die man durch den bond zwischen den
beteiligten Plitzen darstellen kann. Uber das Theorem zusammenhingender
Cluster [15] kénnen Entwicklungen physikalischer GroBen iiber die Bestimmung
der entstehenden Cluster berechnet werden. Dabei werden die entstehenden
Cluster jeweils mit einem Gewicht versehen aufsummiert. Viele Cluster ha-
ben das gleiche Gewicht, da sie aus Symmetriegriinden gleiche Beitrage liefern.
Durch die Translationssymmetrie entstehen z.B. viele Cluster der gleichen Art.
Das Theorem besagt unter anderem, daB man nur die zusammenhingenden Clu-
ster betrachten muB, da alle unzusammenhingenden Cluster ein Gewicht von
Null haben. Fiir die vorliegende Arbeit gibt dieser Sachverhalt einen Anhalts-
punkt bis zu welcher Ordnung von H man eine endliche Kette entwickeln darf.
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Das groBte zusammenhidngende Cluster muB noch vollstandig erfaBt sein, um
korrekte Ergebnisse zu erhalten.

Betrachtet man die unfrustrierte Kette, so kommt durch jede Anwendung des
Hamiltonoperators ein bond mehr zum jeweils groBten zusammenhangenden
Cluster hinzu. Da eine Kette mit N Platzen N — 1 bonds besitzt, kann man bis
HN-1 entwickeln, da dann gerade noch der gréBte zusammenhingende Cluster
richtig beschrieben wird. In der vorliegenden Arbeit wird jedoch aus technischen
Griinden bis HN entwickelt, so daB finite-size Effekte auftreten, die in Abschnitt
3.2 genauer untersucht werden.

Ein erster Anhaltspunkt fiir die nachfolgenden Berechnungen der Suszeptibilitat
ist die 1/T-Abhangigkeit des fiihrenden Terms der Entwicklung unabhangig von
der Kopplungskonstanten (Curie-Gesetz). Dieser Term zeigt, daB fiir parama-
gnetische Systeme die thermische Unordnung der Ausrichtung der ,, permanenten
Momente" durch das angelegte Feld entgegenwirkt. Dies ist eine charakteristi-
sche GroBe fiir den Hochtemperaturbereich (kgT > J), in dem die Spins als
unabhangig voneinander betrachtet werden kénnen, da keine Korrelationen zwi-
schen verschiedenen Spins bestehen!. Der nichst hdhere Term der Entwicklung,
1/T2, wird durch das Curie-Weiss-Gesetz beschrieben. Fiir ferromagnetische
Kopplung ist das Vorzeichen dieses Termes positiv und fiir antiferromagnetische
Kopplung negativ. Formal konnen die ersten beiden Terme der Entwicklung fiir
die S =1/2-Kette als

1 1
x(T) = ﬁ<1—§%> (3.3)

geschrieben werden.

3.1 Methode

Zur Bestimmung von thermodynamischen GroBen des Quantenspinsystems ist
man gezwungen, die Spur von Operatoren auszuwerten. Es ist nur in wenigen
Fallen moglich, einen geschlossen I6sbaren Ausdruck abzuleiten. Die Berech-
nung der Spur ist meist sehr aufwendig, da hier beziiglich aller moglichen Basis-
zustdnde des physikalischen Systems Erwartungswerte der jeweiligen Operatoren
bestimmt werden miissen. Daher wurde nach einer einfacheren Méglichkeit ge-
sucht, die Spursumme fiir einen Operator A zu berechnen. Die vorliegende
Methode ist auf das hier betrachtete System der Spin-1/2 Kette zugeschnitten,
|58t sich aber auch problemlos auf Spins beliebiger GroBe iibertragen.

Die Methode ist durch zwei einfache Schritte gekennzeichnet

i. Platzverdopplung, Erweiterung des Hilbertraumes

ii. Einfiihren eines Singulettproduktzustandes

'Formal ist e/ Z-/k8T — 1 zum einen der Hochtemperaturlimes, als auch der Limes
verschwindender Austauschwechselwirkung J, da J/kgT der relevante Parameter ist.
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Im ersten Schritt wird neben die eigentliche Kette eine zweite virtuelle Kette
gelegt, so daB jeder Platz auf der realen Kette ein Gegeniiber auf der virtuellen
Kette besitzt. Dies ist eine rein formale Konstruktion. Das Interesse besteht

~ ~
¢ ’ ’ ’ ’ ’ :
o\ o\ o\ o\ o\ o\ virtuell

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Methode der Platzverdoppelung und
der Wirkung von H

weiterhin an der isotropen Heisenbergkette und nicht in einem Leitersystem.
Der nachste Schritt besteht in der Einfiihrung eines Singulettproduktzustandes
IS) mit:

N
1
|S> = | | (| Trlv> - | erv>) i (34)
i=1 \/Z |

wobei der Index r fiir die reale Kette und v fiir die virtuelle Kette steht. Ge-
geniiberliegende Platze auf realer und virtueller Kette bilden also jeweils ein
Singulett.

Fiir allgemeinen Spin erweitert sich der Zustand eines Singuletts zu

1
e =TT

Mit diesem allgemeinen Ausdruck 138t sich die Methode der Platzverdoppelung
durch Bildung des Produktzustandes auf Spins beliebiger GréBe anwenden.
Mit der Platzverdoppelung ist eine Erweiterung des Hilbertraumes verbunden.
Daher kdnnen die urspriinglichen Operatoren nicht mehr weiterverwendet wer-
den, da diese nur in dem kleineren Hilbertraum der realen Kette operieren. Man
muB die Wirkung der Operatoren aus dem urspriinglichen System (A) im erwei-
terten System (Acpy) bestimmen. Dies soll eine mdglichst einfache Erweiterung
sein. Die Operatoren A erw sollen auf die reale Kette wie die urspriinglichen Ope-
ratoren A wirken und auf die virtuelle Kette wie die Identitit. Somit ergibt sich
der Hilbertraum §4_ ~ des erweiterten Systems aus dem Urspriinglichen und
der ldentitat

2S
S) S (DU = D, (1= S)) - (3.5)
i=0

FAere =84 ©Jia - (3.6)

Mit der Operatordefinition A — A¢py ist auch gewshrleistet, daB weiterhin nur
das urspriingliche Problem betrachtet wird. In Abbildung 3.1 ist die Methode
der Platzverdopplung und der Wirkung von H schematisch dargestellt.
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Durch diese Konstruktion 148t sich die Spursumme eines Operators A im ur-
spriinglichen System im erweiterten System als einfacher Erwartungswert Acrw
beziiglich des Singulettproduktzustandes 3.4 darstellen. Fiir einen einzelnen
Spin ist dieser Zusammenhang direkt ersichtlich

paS

SPA = (TIAIT) +(LIAIL)
= <Trlv |Aerw| Trlv> + <erv |Aerw| erv>
= <S|Aerw|3> ) (3.7)

und |48t sich auf Ketten beliebiger Langen iibertragen

<S|Aerw|3> = H (<Trlv | - <erv |)l Aerw (| Trlv> - | erv>)j

i,j

= H (<Trlv |'1 Aerw| Trlv>i + <erv |i Aerw | erv>'1)

= TI2_ (A
i Tl
= Sp(A) . (3.8)

Damit kann im vorliegenden Fall die Spur der Spinoperatoren, die auf der Hei-
senbergkette operieren, mit Hilfe einfacher Erwartungswerte dargestellt werden.
Wie man erkennt, leistet der Triplettzustand mit S* = 0 das Gleiche.

Mit dem Hamiltonoperator H aus Gleichung 2.1 kann man nun die Suszeptibi-
litat x(T) fiir verschwindendes Magnetfeld bestimmen

1M
N oh
1

= SBl< M? > — < M >%)lhoo

= —B<M?> o
1 BSp(l\/lze*BH)
B Sp(e—BH) h=0
(SI(Me BHT™"M))S)
(Sl(e=BH™)|S)

x(T) =

h=0

Z—A

p

, (3.9)
h=0

Z|l= Z|

wobei h das Magnetfeld in Einheiten von gug und M = Zl\; St die Magneti-
sierung ist. Da [H, M] = 0 gilt, ist die Reihenfolge von H und M in Gleichung
3.9 irrelevant.

In der weiteren Arbeit werden die Operatoren aus dem erweiterten Hilbertraum
wie die Urspriinglichen benannt. In Anhang A ist die Matrix des Hamiltonopera-
tors 2.1 aus dem erweiterten Hilbertraum explizit fiir nur Nachstnachbar-Kopp-
lung und verschwindendes Magnetfeld aufgefiihrt. Ubernichstnachbar-Terme
ergeben die gleichen Ergebnisse mit der entsprechenden Ersetzung der Indizes.
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Es wurden zwei Methoden zur Berechnung von x(T) verwendet. Zum einen
ein Lanczos-Algorithmus und zum anderen der Momente-Algorithmus, mit dem
die Koeffizienten in der Entwicklung der Exponentialfunktion in Gleichung 3.9
direkt berechnet werden.

Der Lanczos-Algorithmus zeichnet sich dadurch aus, daB er die Hochdimensio-
nalitdt von §1 stark reduziert. Allgemein dient der Lanczos-Algorithmus dazu,
Matrizen in Tridiagonalgestalt zu liberfiihren. Dadurch sind die Berechnungen
nach Durchfiihren dieses Algorithmus weniger aufwendig als im urspriinglichen
Problem.

Die zweite Methode der direkten Berechnung der Koeffizienten, bei der keine
Verringerung der Dimensionalitat des Hilbertraumes herbeigefiihrt wird, erweist
sich als vorteilhafter beziiglich Laufzeit und Speicherbedarf, da letztendlich nur
Polynome und keine rationalen Funktionen auftreten.

3.1.1 Lanczos-Algorithmus und Ergebnisse

Ziel des Lanczos-Algorithmus ist es, iiber das aus der Linearen Algebra be-
kannte Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungverfahren das hochdimensionale
Eigenwertproblem fiir H auf ein niedrigdimensionales zuriickzufiihren, das mit
Standardroutinen gelést werden kann. Will man das System exakt I6sen, so
andert sich die Dimensionalitat nicht. Dies soll hier aber nicht das Ziel sein.
Hier soll versucht werden H iiber den Lanczos-Algorithmus bis zur bendtigten
Ordnung in eine moglichst einfache Gestalt zu {iberfiihren, um die weiteren
Berechnungen zu erleichtern. Der Algorithmus ist durch eine dreigliedrige Re-
kursionsvorschrift gekennzeichnet, mit deren Hilfe n Vektoren |q;) (i=1...n)
der Dimension m sukzessiv konstruiert werden?. Sei |qo) der Nullvektor, by = 1
und |q7) ein Startvektor, der ein Zufallsvektor, aber kein Eigenvektor von H sein
darf. Dann lautet die Konstruktionsvorschrift fiir den Vektor |qi1), sowie fiir
die Skalare a; und bi4q

ai = (qiHlay),
(dit11disr)
(gilgy)

di+1 = Hagi— ﬁ(h - bith—l . (3.10)

2
bii

)

Die auf diese Weise konstruierten Vektoren |q;) sind paarweise orthogonal, wie
man mit vollstandiger Induktion zeigen kann. Sie bilden eine Orthogonalba-
sis des Krylovraumes Ky (|q1), H) zum Startvektor |q1), der von den Vektoren
{lq1),Hlq1),H?[q1),...,H* }|q1)} aufgespannt wird. Das Verfahren bricht
ab, wenn fiir einen Index j die Gleichung b; = 0 erfiillt ist.

2lm weiteren wird hier die Bezeichnung aus der Linearen Algebra iibernommen. Dies kann
man mit der Analogie Vektorraum - Hilbertraum rechtfertigen.
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Der Algorithmus produziert die Matrixeintrage a; und bj einer reellen, symme-
trischen n x n Matrix T mit Tridiagonalgestalt, die gerade die Matrix H in der
neuen normierten (!) Basis darstellt

aj bz
bz az b3 0
b3 as b4
T = by @ : (3.11)
0

Somit wurde die Dimensionalitdt von H stark reduziert. Geht man vom Hei-
senbergoperator 2.1 mit nur Nachstnachbar-Wechselwirkung aus, der auf eine
Kette mit N Platzen wirkt, so kann man korrekte Ergebnisse bis zur N — 1-
ten Ordnung erreichen, da dann gerade das groBte zusammenhidngende Cluster
noch enthalten ist. Dies entspricht N Rekursionsschritten. Dadurch wird die
urspriingliche Dimension von 22N auf die Dimension N verringert. Fiir eine Bei-
spielkette mit 10 Platzen wird die Dimension bei der Berechnung der 9. Ordnung
um einen Faktor 10° verringert.

Um diesen Algorithmus auf das vorliegende Problem anwenden zu kénnen, muf
man geeignete Startvektoren bzw. Startzustdnde wahlen, jeweils fiir den Nenner
und fiir den Zahler aus Gleichung 3.9. Fiir den Nenner ist das der Singulettpro-
duktzustand |S) und fiir den Zahler der Zustand M|S) = 5" N . SZ[S). Dies ist fiir
den Zzhler moglich, da man M an e PH vorbeiziehen darf mit (SIM2e~FH|S) =
(SIMePHMS), weil 3 I ,[S;S;41,S%] = 0 gilt (Diese Kommutatorrelation
bleibt natiirlich auch fiir den iibernachsten Nachbar-Term §;S; ., giiltig, da
solche Skalarprodukte mit jeder Spinkomponente vertauschen).

Dadurch kann man den Nenner in Gleichung 3.9

Sp(e PH) = (Sle PHs)
[e }1,1 (3.12)
_ 1 2 2 1 3 3 4
= =BT+ B [T =587 [T+ 008!

mit Hilfe der Matrix T aus Gleichung 3.11 darstellen. Es ist klar, daB man nur
den [1,1]-Eintrag bendtigt, da dieser gerade dem Erwartungswert beziiglich des
»ersten” Einheitsvektors in der neuen Basis entspricht. Der Einheitsvektor ist
gerade der entsprechende Startzustand, im vorliegenden Fall also der normierte
Singulettproduktzustand. Fiir den Z3hler ist die Entwicklung analog, wobei
noch der Startzustand M|S) normiert werden muB.
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3.1.2 Implementierung

Wie 148t sich nun dieser Algorithmus am effizientesten in einem Computerpro-
gramm implementieren? Dazu ist es wichtig, sich dariiber klar zu werden, welche
Strukturen man bendtigt, und wie man diese kodiert. Die Hauptstruktur sind in
erster Linie die Basiszustdnde des physikalischen Systems. Da man davon aus-
gehen kann, da8 man sehr viele davon benétigt, sollten diese im Speicherbedarf
moglichst effizient behandelt werden.

Auf der anderen Seite werden mit diesen Basiszustanden alle Rechnungen durch-
gefiihrt, so daB der Zugriff darauf moglichst schnell sein sollte. Am besten dafiir
geeignet sind integer-Variablen, da diese sehr systemnah und die Rechnungen
damit sehr schnell sind. Das Hauptproblem besteht in der Kodierung der Basis-
zustande. Jeder Kettenplatz kann durch die Platzverdoppelung vier Zustinde
annehmen, den Singulettzustand und die drei Triplettzustinde. Diese Bezeich-
nung ist jedoch nur formal, da die Zustdnde Kombinationen von Spins aus der
realen Kette und aus der virtuellen Kette sind. In Anhang A ist die Wirkung
des Hamiltonoperators auf benachbarte Kettenplatze in einer Matrix zusam-
mengefaBt. Die Wirkung auf die iiberndchsten Nachbarn ist analog. Bei einer
bitweisen Kodierung fiir eine Kette mit N Platzen bendtigt man dafiir 2N Bits,
d.h. fiir jedes Platzpaar 2 Bits. Schon bei einer Kette mit nur 16 Plitzen ge-
langt man an die Grenze der natiirlichen Wortlange der benutzten Rechner von
4 Byte.

Die unfrustrierte Kette 13Bt sich damit bis in die 15. Ordnung korrekt entwickeln.
SchlieBt man jedoch Frustration mit ein, so reicht es nur noch bis zur 7. Ord-
nung, da durch die Ubernéchstnachbar—WechseIwirkung Cluster der doppelten
Lange im Vergleich zu Nachstnachbar-Wechselwirkung entstehen. Zur korrekten
Beschreibung darf das groBte zusammenhiangende Cluster nicht groBer als die
Kettenlange sein. In der vorliegenden Arbeit sollen Ergebnisse fiir die unfrustrier-
te Kette bis zur 16. Ordnung und fiir die frustrierte Kette bis zur 10. Ordnung
erreicht werden. Dies bedeutet fiir die frustrierte Kette, daB man mindestens 20
Platze benotigt, um bis auf finite-size Effekte korrekte Ergebnisse zu berechnen.
Auf den verwendeten Unix Plattformen gibt es die ,long long" Variablenty-
pen, wodurch ein long long int 8 Byte groB ist. Diese sind ausreichend fiir
die Kodierung der Zustande einer Kette mit 32 Platzen, was fiir die Zwecke der
vorliegenden Arbeit ausreicht. Zur Kodierung der Zustande |q;) aus Gleichung
3.10 wurde eine einfach verkettete Liste angelegt, wobei die einzelnen Listenele-
mente die Basiszustande des entstehenden Krylovraumes darstellen. Die einzel-
nen Listenelemente werden durch die Struktur Basiszustand dargestellt (siehe
Abbildung 3.2). Fiir den Vorfaktor sind ebenfalls long long int-Variablen
notig, da diese Zahlen im Laufe der Anwendung von H sehr schnell die 4 Byte-
GroBe libersteigen. Es handelt sich um rationale Vorfaktoren, so daB Zahler und
Nenner getrennt gespeichert werden miissen. Um die Vorfaktoren so klein wie
moglich zu halten, werden sie durch einen Euklid-Algorithmus immer wieder so
weit wie moglich gekiirzt.
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struct Basiszustand {

long long int vorfaktor =z
long long int vorfaktor n
unsigned long long int vektor
Basiszustandx* right

}

Abbildung 3.2: Struktur der Basiszustinde

Die Implementierung des Lanczos-Algorithmus erfordert, daB man immer zwei
Zustande im Speicher behdlt (|qi) und |gi_1)), wahrend der neue Zustand
(Igi+1)) erzeugt wird, wie aus Gleichung 3.10 ersichtlich ist. Der Hauptteil
des Programms ist die Implementierung der Wirkung des Hamiltonoperators,
d.h. der Wirkung eines Spinproduktes S;S;,; auf einen Basiszustand. Dabei
handelt es sich um eine einfache Matrix-Vektor-Multiplikation, wobei die Ma-
trix in diesem Fall sehr diinn besetzt ist. Die Anwendung des Hamiltonoperators
auf diese Basiszustiande erfolgt durch switch-Anweisungen, in denen an eine
neue Liste neue Basiszustinde angehdngt und an diesen entsprechende Bit-
manipulationen vorgenommen werden, um die neu entstehenden Basiszustande
darzustellen. Die switch-Anweisung ist sehr schnell und steht im Innern einer
Schleife, in der alle Basiszustande abgearbeitet werden.

Der Lanczos-Algorithmus erfordert fiir jeden Rekursionsschritt drei Vektor-Vektor-
Multiplikationen (Skalarprodukte) und eine Matrix-Vektor-Multiplikation, die
durch die verwendeten Algorithmen und Kodierungen recht schnell sind. Das
Hauptproblem liegt im Speicherbedarf der entstehenden Zustinde. Da sich
die Anzahl der Basiszustinde pro generiertem Zustand |qi) anfangs ungefihr
um den Faktor 3N erhéht und sich bei den hier benutzten Kettenlangen bei
hoheren Ordnungen ungefdhr bei einem Faktor 5 pro Rekursionsschritt einpen-
delt, miissen sehr viele Basiszustdnde im Speicher gehalten werden. Es sind also
standig drei Listen, die den drei Zusténden |g;_1), |qi) und |qi+1) aus Gleichung
3.10 entsprechen, im Speicher zu halten.

Eine einfache Rechnung zeigt den Speicherbedarf zur Berechnung der 8. Ord-
nung fiir eine Kette mit N = 16 Platzen. Ausgehend von einem Startzustand,
der nur aus einem Basiszustand besteht und in einer Struktur mit 28 Byte ko-
diert ist, bendtigt man ca. 250 MB RAM, um den zuletzt entwickelten Zustand
im Speicher zu halten. Bei diesen GréBenordnungen bendtigen auch die Berech-
nungen mehr Zeit, da viele Basiszustande abgearbeitet werden miissen. Diese
Uberschlagsrechnung gilt fiir die Berechnung des Nenners in Gleichung 3.9. Bei
der Berechnung des Zahlers in dieser Gleichung startet man mit dem Zustand
M|S), der durch die Anwendung von M auf |S) aus N Basiszustanden besteht.
Somit vervielfacht sich noch einmal der Speicherbedarf gegeniiber dem Nenner.
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Diese Uberlegungen zeigen den enormen Speicherbedarf, den man schon fiir
niedrige Ordnungen bendtigt, um die Suszeptibilitdt der unfrustrierten Kette zu
bestimmen. Will man nun noch Frustration (Ubernichstnachbar-Kopplung) mit
hinzunehmen, so verdoppelt sich der Rechenaufwand, da nun die Hauptroutine
mit der Anwendung der Spinprodukte auf Basiszustinde zweimal durchgefiihrt
werden muB. Der Speicheraufwand steigt auch immens an, da man in den
Strukturen die Vorfaktoren aus rationalen Zahlen durch rationale Funktionen
in & ersetzen muB, weil der Frustrationsparameter « in allen Potenzen bis zur
entwickelten Ordnung in 3 auftreten kann (Gleichung 3.10). Ein Vergleich mit
der Uberschlagsrechnung zeigt, daB man mit dieser Methode sehr schnell an
die Grenzen der zur Verfiigung stehenden Rechner stoBt. Ein anderes wichtiges
Merkmal dieser Methode ist, daB der Lanczos-Algorithmus Matrixeintrage a;
und b; aus Gleichung 3.10 produziert, die in ihrer Primfaktorzerlegung sehr gro3e
Primzahlen aufweisen und somit nicht mehr gekiirzt werden konnen. Dabei
besteht die Gefahr, daB diese Zahlen den zuldssigen Wertebereich eines long
long int schon bei niedrigen Ordnungen iibersteigen.

Diese Probleme fiihren zu der einfacheren Methode des Momente-Algorithmus.
Hier werden die Koeffizienten der Entwicklung der Exponentialfunktion direkt
berechnet. Diese Methode ist an das vorliegende Problem besser angepaBt.
Der Speicherbedarf ist geringer, die GroBe der entstehenden Faktoren 138t sich
im voraus abschitzen, so daB ein , Uberlaufen* der entstehenden Zahlen nicht
moglich ist und die Vorfaktoren bei den Berechnungen der frustrierten Kette
sind keine rationalen Funktionen, sondern Polynome in «.

Um die Ergebnisse aus beiden Methoden vergleichen zu kdnnen, wird hier die
hochste erreichte Ordnung der Suszeptibilitdt angegeben. Mit Hilfe des Lanczos-
Algorithmus war eine Auswertung der Suszeptibilitdt bis zur 9. Ordnung méglich.
Dabei sind die Konstanten ] und kg aus Griinden der besseren Lesbarkeit hier
und im weiteren auf eins gesetzt.

Suszeptibilitdt bis zur 9. Ordnung (unfrustriert)
iiber Lanczos-Algorithmus

117 11 11

XM= g7 smtoem
. 5 l_ 7 l_ 133 l
1536 T>  5120T¢ 1228380 T7
1 1 1269 1
— — 1
+ 16128T8+4587520T9 (3.13)

Durch Berechnungen mit verschiedenen Ordnungen und Kettenldngen kann man
zeigen, daB die Ergebnisse wirklich unabhangig von der betrachteten System-
groBe sind. Die Koeffizienten des Polynoms fiir die Suszeptibilitdt dndern sich
nicht mehr fiir Berechnungen mit unterschiedlichen Kettenlangen. Ein Vergleich
mit Anhang B zeigt die exakte Ubereinstimmung der Koeffizienten der Entwick-
lung der Suszeptibilitat, die mit Hilfe des Theorems zusammenh&ngender Cluster
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berechnet wurde. Diese Ergebnisse belegen die sehr gute Funktionsweise unseres
Modells.

3.1.3 Momente-Algorithmus

Die nachfolgend beschriebene Methode ist auf das vorliegende Problem der
Hochtemperaturentwicklung zugeschnitten, so daB damit die Berechnungen ef-
fizienter als mit dem Lanczos-Algorithmus durchgefiihrt werden kdnnen. Es
liegen Ergebnisse sowohl fiir die unfrustrierte als auch fiir die frustrierte Kette
vor.

Die Methode der direkten Berechnung der Koeffizienten beinhaltet die Taylor-
entwicklung der Exponentialfunktion. Es entstehen Potenzen des Hamilton-
operators, fiir die die Erwartungswerte beziiglich des Startzustandes bestimmt
werden miissen. Der Startzustand ist |S) fiir den Nenner und [MS) fiir den
Zahler in Gleichung 3.9:

(e BH) = ;$<(—ﬁHJ“>

11 11

= 1= (H)g5++ <HZ>2—!ﬁ — <H3>—'— +--- (3.14)

Die Basiszustande und die Wirkung des Hamiltonoperators werden wie beim

Lanczos-Algorithmus implementiert. Hier bestehen die Listen nun aus den Ba-

siszustanden, die durch die Wirkung von H, HZ,.. entstehen. Um die Erwar-

tungswerte von H?™ und H2"*! (n € N) bestimmen zu kénnen, benétigt man
die zwei Zustinde, H™|S) und H™*1[S)

(SH™S) = (H"[S))?
(SIHZMHS) = (H™S)) - (H™)S)) (3.15)

Die Erwartungswerte beziiglich M|S) werden in gleicher Weise berechnet. Hier
wird die Hermitizitdt von H ausgenutzt. Um also die 2n-te Ordnung der Ent-
wicklung bestimmen zu kdnnen, reicht es aus, H™|S) zu berechnen. Durch diese
Art der Berechnung geniigt es hier, nur zwei Zustdnde, kodiert in zwei Listen,
im Speicher zu halten. Im Vergleich dazu benétigt der Lanczos-Algorithmus
drei Zustande bzw. Listen. Ein weiterer Vorteil dieser Methode besteht darin,
daB man pro Entwicklungsschritt nur noch eine Matrix-Vektor-Multiplikation
und eine Vektor-Vektor-Multiplikation durchfiihren muB. Dies bedeutet im Ver-
gleich zum Lanczos-Algorithmus erheblich weniger Laufzeit und auch weniger
Manipulationen an den Listen. Auch hat man hier bei den Berechnungen zur fru-
strierten Kette keine rationalen Funktionen als Vorfaktoren der Basiszustdnde,
sondern Polynome in «. Sowohl die Koeffizienten dieser Polynome, als auch
die Koeffizienten der Entwicklung der unfrustrierten Kette lassen sich in ihrer
GroBe besser abschitzen. Diese erreichen nicht so hohe Zahlen wie dies beim
Lanczos-Algorithmus der Fall ist.
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3.1.4 Implementierung

Aus der Ahnlichkeit der neuen Algorithmusstruktur und der Struktur des Lanczos-
Algorithmus ist es recht einfach, das Problem auf dem Rechner zu implemen-
tieren. Hier wurde mit der Programmiersprache ,,C++" gearbeitet. Mit dieser
Sprache ist es moglich, Operatoren wie * (Multiplikation) oder + (Addition)
neu zu definieren, so daB wahrend der Laufzeit des Programms erkannt wird,
welche Operationen konkret fiir die verkniipften Variablen durchgefiihrt werden
miissen. Es ist somit der gleiche Operator, der integer-Variablen wie auch
z.B. Polynome verkniipft. Man nennt diese Eigenschaft das Uberladen von
Operatoren.

Somit konnte mit einigen Unterprogrammen aus dem Lanczos-Algorithmus nach
kleinen Modifikationen weitergearbeitet werden. Es wird hauptsachlich die Pro-
grammstrukur zur Berechnung der frustrierten Kette vorgestellt, da hier die
Hauptprobleme in Laufzeit und Speicherbedarf liegen.

Zwei Klassen sind entscheidend. Zum einen die Klasse der Basiszustande (Ab-
bildung 3.3) und zum anderen die Klasse der Vorfaktoren (Abbildung 3.4). Zur

class Basiszustand {

Polynom* vorfaktor
unsigned long long int vektor
Basiszustandx* right

}

Abbildung 3.3: Klasse der Basiszustinde

Berechnung der frustrierten Kette muB man die Ubernachstnachbar-Wechselwir-
kung getrennt von der Nachstnachbar-Wechselwirkung berechnen und abspei-
chern. Dazu reicht es nicht mehr aus, Briiche als Vorfaktoren zu verwenden,
sondern man bendtigt Polynome in & nach Gleichung 2.1. Da die Polynome
vom Grad der berechneten Ordnung in 3 sind und die Koeffizienten dhnlich wie
beim Lanczos-Algorithmus sehr schnell sehr groB werden, d.h. im Zahler und
im Nenner stehen groBe Zahlen, ist der Speicherbedarf sehr viel groBer als bei
der Berechnung der unfrustrierten Kette.

Um den Speicherbedarf soweit wie moglich einzuschranken, wurde an einigen
Stellen optimiert. Da bei jeder Anwendung von H der Faktor 1/4 hinzukommt,
kann dieser auch nachtraglich in die Berechnungen eingefiigt werden, und man
bendtigt nur noch ganze Zahlen als Koeffizienten der Polynome. Leider hat dies
auch einen Nachteil, da nun Zweierpotenzen nicht mehr gekiirzt werden konnen,
so daB die Koeffizienten sehr groB werden. Der Variablentyp long long int
(Darstellung bis ca. 10'?) reichte jedoch aus, um die unfrustrierte Kette bis zur
16. Ordnung zu berechnen. Um noch hohere Ordnungen zu erreichen, miiBte
man sich einen anderen Variablentyp iiberlegen, der folglich auch mehr Speicher
bendtigen wiirde und somit das Problem des Speicherbedarfs zusatzlich zur
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class Polynom {
int ord
long long intx* coef

}

Abbildung 3.4: Klasse der Vorfaktoren (Polynome)

hoheren Ordnung nochmals vervielfachen wiirde. Es war leider nicht mdglich,
auf bereits existierende Klassen-Pakete zur Darstellung beliebig groBer integer-
Zahlen zuriickzugreifen, da diese zuviel Speicher bendtigten.

Um unabhéangig von der berechneten Ordnung die Klasse Polynom als Vorfakto-
ren verwenden zu kdnnen, haben diese eine dynamische, anpassbare Ordnung.
Dadurch wird gleichzeitig der Speicheraufwand optimiert. Ist der Koeffizient
der hochsten Ordnung Null, so wird das Polynom um einen Grad erniedrigt,
und man spart sich den Speicher dieses Koeffizienten. Um die Anzahl der
Basiszustinde auf ein Minimum zu reduzieren, werden gleiche Basiszustdnde
zusammengefaBt und diejenigen mit Vorfaktor Null geloscht. Dazu wird unter
anderem der quicksort-Algorithmus verwendet, um die Basiszustande zu sor-
tieren. Dies verkiirzt auch die Berechnung der Skalarprodukte von einer Laufzeit
oc N2 zu oc N (N Anzahl Listenelemente). Aus Speichergriinden muB man beim
Generieren des neuen Zustandes alle 10° generierte Basiszustdnde sortieren, zu-
sammenfassen und gegebenenfalls 16schen. Damit wird zum einen nicht zuviel
Speicher auf einmal allokiert und zum anderen kann freigewordener Speicher
wieder genutzt werden. Dadurch wird die Laufzeit des quicksort-Algorithmus
an seine obere Grenze von o< N? fiir das Sortieren von fast sortierten Listen
gebracht. Dies ist leider unumganglich. Eine weitere Optimierung wiirde hier
der heapsort-Algorithmus liefern.

Mit diesen Optimierungen kann die Suszeptibilitdt fiir die unfrustrierte Kette
problemlos berechnet werden. Das Gleiche gilt fiir den Nenner in Gleichung 3.9
der frustrierten Kette. Das einzige Problem besteht nun noch im Speicherbe-
darf der Berechnung des Zahlers in Gleichung 3.9 fiir die frustrierte Kette. Im
Vergleich zur Berechnung des Nenners bildet man fiir den Zahler Erwartungs-
werte beziiglich eines Zustandes, der nicht mehr nur aus einem Basiszustand,
sondern durch die Anwendung der Magnetisierung M aus N (Anzahl der Ket-
tenplatze) Basiszustdnden besteht. Im aufwendigsten Fall benétigt man N mal
soviel Speicher wie bei der Berechnung des Nenners.

Das Speicherproblem wird bei der Berechnung der héchsten Ordnung relevant.
Um dieses Problem zu vermeiden, wurde auch ein anderer Weg eingeschlagen,
die Erwartungswerte zu berechnen. Aufgrund der Translationsinvarianz der Ope-



18

Hochtemperaturentwicklung der Suszeptibilitat

ratoren im vorliegenden Problem gilt
N
(MPH™) = N(S7)> S{H"). (3.16)
i=1

Dadurch erspart man sich die Berechnung der Doppelsumme. Da man in der
Spur die Operatoren zyklisch vertauschen darf, wurde zuerst der Hamiltonope-
rator auf den Singulettproduktzustand angewandt und erst danach die Magne-
tisierung miteingebaut. Dadurch sieht die Rechnung fiir einen Erwartungswert
aus der Entwicklung wie folgt aus

N
(SIMH?™M|S) = ((SH™S%) - (Z ng“|s>> : (3.17)
i=1

Analog lassen sich natiirlich die Erwartungswerte fiir ungerade Potenzen von
H berechnen. Der Vorteil besteht darin, daB man nicht die Listen mit H™
angewandt auf M|S), sondern nur angewandt auf [S), im Speicher behalten muB.
Dies entspricht dem Speicheraufwand zur Berechnung des Nenners in Gleichung
3.9. Um nun die Magnetisierung einzubauen, speichert man die Listen H™ und
H™ 1 auf Festplatte ab, wendet $% bzw. ZiN:] S% auf diese Listen an und bildet
die Skalarprodukte. Am Ende I6scht man die verdnderten Listen und |&dt die auf
Festplatte gespeicherten Listen wieder in den Arbeitsspeicher. Nun kann man
zur ndchsten Ordnung gehen, indem man wieder H auf diese Listen anwendet.
Um den Festplattenplatz so gering wie moglich zu halten und dadurch auch die
Zugriffszeit so kurz wie moglich, wurden die Listenelemete binadr abgespeichert.
Diese Methode der Berechnung des Zahlers erlaubt vorteilhafterweise Zahler
und Nenner in einem Programm berechnen zu lassen, was die Gesamtlaufzeit in
etwa halbiert, da die Listen nur einmal generiert werden miissen.

Die Berechnungen wurden alle auf einer SUN Ultra Enterprise 10000 am
Regionalen Rechenzentrum Koln durchgefiihrt. Diese Plattform stellt pro Pro-
zeB 3840 MB Arbeitspeicher zur Verfiigung. Dieser wurde fiir die Berechnungen
der hochsten Ordnung der frustrierten Kette auch vollsténdig ausgenutzt bei ei-
ner Laufzeit von ungefdhr 10 Tagen. In der hochsten entwickelten Ordnung
bendétigt man rund 60 Millionen Basiszustande um den entsprechenden Zustand
darzustellen. Veranschlagt man im Schnitt 50 bytes pro Listenelement, das
einen Basiszustand mit Vorfaktor reprasentiert, so gelangt man schon auf einen
Speicherbedarf von 3 GB.

Die Richtigkeit der Koeffizienten wird durch den Vergleich mit den Daten aus
Anhang B bzw. selbstkonsistent gepriift. Der Vergleich mit DMRG (Dichte-
matrix-Renormierungsgruppe) zeigt, wie weit man mit Hilfe der berechneten
Koeffizienten physikalische GroBen darstellen kann.

Fiir die unfrustrierte Kette liegen Ergebnisse bis einschlieBlich 16. Ordnung in 3
vor, d.h. 17 Koeffizienten. Da fiir die frustrierte Kette kein direkter Vergleich
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mit vorhandenen Ergebnissen moglich war, konnte die Richtigkeit nur selbst-
konsistent Uliberpriift werden. Ein erster Test ist natiirlich der Limes o = 0, bei
dem die Ergebnisse der frustrierten Kette in die Ergebnisse der unfrustrierten
Kette iibergehen miissen. Ein weiterer Test ist die Ubereinstimmung des Abso-
lutterms und des Terms der hochsten Ordnung in « fiir jede Ordnung in (3. Die
Berechnung der hochsten a-Ordnung fiir jede Ordnung in 3, d.h. der Koeffi-
zient von ™3™, enspricht dem Fall, daB keine Nachstnachbar-Wechselwirkung
in diesem Koeffizienten vorkommt. Es wird ein Term berechnet, der nur aus
Ubernéchstnachbar—KoppIungen besteht. Dies enspricht zwei entkoppelter Ket-
ten, die nur Nachstnachbar-Kopplung besitzen (Abbildung 3.5).

AL AY

Abbildung 3.5:  Bestimmung von Termen der Art o™(B", bei welchen nur
Ubernachstnachbar-Wechselwirkung vorliegt — Betrachtung zweier entkoppelter Ket-
ten

Da die Suszeptibilitdt pro Platz ausgerechnet wird, miissen die Ergebnisse iiber-
einstimmen. Bei der frustrierten Kette gelang die Berechnung der Suszeptibilitat
bis zur 10. Ordnung in (3. Die beiden Ergebnisse (Anhang C) wurden in der
hochsten Ordnung korrigiert, da die Kettenlange der hochsten berechneten Ord-
nung entsprach und somit finite-size Korrekturen notig waren (Abschnitt 3.2).
Allgemein sei festgehalten, daB die berechneten GroBen tatsichlich unabhiangig
von der betrachteten SystemgréBe sind. Durch Rechnungen mit verschiedenen
Kettenldngen konnte gezeigt werden, daB die entstehenden Polynome exakt
iibereinstimmen. Dies stellt einerseits eine Uberpriifung der Rechnungen und
andererseits eine Bestdtigung des Theorems zusammenhangender Cluster [15]
dar.

3.2 Finite-size Korrekturen

Bei den Berechnungen von Zahler und Nenner in Gleichung 3.9 kommt es darauf
an, den Speicher optimal zu nutzen. Um keine finite-size-Effekte zu erhalten,
sollte das betrachtete System, d.h. die Kettenlange mdglichst groB sein. Dabei
bedeuten finite-size Effekte hier, daB aufgrund der periodischen Randbedingun-
gen in hohen Ordnungen der Entwicklung Erwartungswerte berechnet werden,
die in dieser Ordnung eigentlich nicht auftreten diirfen. Bei einer Verlange-
rung der Kette verschwinden diese Effekte wieder. Da eine Verlangerung der
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typischer finite-size Effekt

Kette bei den Berechnungen fiir die hochsten Ordnungen der Entwicklung aus
Speichergriinden nicht méglich war, muBten finite-size Effekte in Kauf genom-
men werden, die nachtraglich explizit behoben wurden. Bei der Anwendung des
Hamiltonoperators 2.1 mit nur Nachstnachbar-Wechselwirkung auf den Singu-
lettproduktzustand sind jeweils benachbarte Kettenpldtze betroffen, so daB Ba-
siszustande entstehen, bei denen die groBten entstehenden zusammenhangenden
Cluster aus einem bond bestehen. Durch weiteres Anwenden des Hamiltonope-
rators kommt jeweils ein bond zum groBten zusammenhangenden Cluster hinzu,
d.h. alle Kettenplatze an diesen bonds sind der Wirkung von H ausgesetzt bzw.
ausgesetzt worden.

Bei einer Kette mit N Platzen gibt es N — 1 bonds, wenn man die periodischen
Randbedingungen nicht beachtet. Das bedeutet, daB man nur bis zur Ordnung
N — T entwickeln darf, ohne finite-size Effekte zu erhalten. Ein typischer finite-
size Effekt ist das Umlaufen des groBten zusammenhangenden Clusters aufgrund
der periodischen Randbedingungen.

Entwickelt man nun bis zur N-ten Ordnung, so sind die groBten entstehenden
Cluster aufgrund der periodischen Randbedingungen in dieser Ordnung der Ent-
wicklung nicht korrekt erfaBt. Im weiteren wird von einer Kette mit N Platzen
ausgegangen, die in der N-ten Ordnung entwickelt wird. Es werden die finite-size
Effekte fiir den Z&dhler und den Nenner aus Gleichung 3.9 getrennt berechnet.
Dabei wird zuerst nur die unfrustrierte Kette betrachtet, und danach werden
die Ergebnisse auf die frustrierte Kette iibertragen.

Abbildung 3.6: Ursache des finite-size-Effektes im Nenner von Gleichung 3.9

Fiir den Nenner in Gleichung 3.9 bedeutet dies, daB Erwartungswerte bzw. Spu-
ren der Art

(HY) = - +((S152) (S253)--- (SnS1)
= (5783 8 (3.18)
bei den Berechnungen miteingehen, obwohl| diese nicht realisiert sind (sche-
amtische Darstellung in Abbildung 3.6). Dabei treten Spinprodukte der Art

S98° mit o € (x,y,z) auf. Nur Beitrige mit 0 = o liefern Werte un-
gleich Null, da fiir Spinprodukte mit 0 # o’ die Erwartungswerte verschwinden

(¢--- §f§f, -++)=10). Es sind Terme mit (é\‘y)z = 1/4, die fiir eine Kette mit
N Platzen durch die drei Komponenten von ¢ einen Beitrag von 3 (JT)N liefern.
Durch N! Méglichkeiten der Anordnung der Faktoren S;S;i 1 kommt man auf
einen Faktor N!-3 (JT)N, der im Nenner in der N-ten Ordnung zuviel berechnet
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wurde. Alle anderen Terme, die aus Clustern einer kleineren GroBe bestehen,
sind korrekt erfaBt.

Die finite-size Effekte beim Z3hler von Gleichung 3.9 sind nicht ganz so offen-
sichtlich. Auch hier sind nur die groBten entstehenden zusammenhangenden
Cluster in der N-ten Ordnung fiir die Effekte verantwortlich. Es ergeben sich
durch die Magnetisierung M drei Anteile, die betrachtet werden miissen. Als
erstes ist es der Anteil der Art

(SFHNSE) = -+ (57 (5152) (5283) -+ (SnS1) §%) (3.19)

der zuviel berechnet wird und einen Faktor von N!3 (%)NH produziert. Dabei
ist die Begriindung die gleiche wie fiir die finite-size Effekte des Zahlers. Dafiir
fehlen Terme der Art

(5% (S182) (8283) -+ (SnSn1) S%41) (3.20)

die nur fiir die z-Komponenten der Spins einen Beitrag liefern, da der Erwar-
tungswert

/
o

Sio (2878 ) o (E 8080 ) S G2
o
fiir 0,0  # z verschwindet. Durch Abzihlen der Anordnungen der Spinprodukt-

terme S;Si ;1 und durch Vertauschen der Indizes der duBersten z-Komponenten

der Spins aus der Magnetisierung M ist dies insgesamt ein Beitrag von 2N! (‘11) N ,

der in den Berechnungen fehlt.
Die periodischen Randbedingungen liefern noch weitere Terme, die in Abbildung 3.7
veranschaulicht sind. Es sind Terme, bei denen ein Kettenplatz in den Spinpro-

Abbildung 3.7: Anordnungen der S, im Zzhler von Gleichung 3.9, die finite-size Effekte
bewirken.

dukten dreifach auftritt. Multipliziert man die Spinproduktterme S;S; 1 fiir
diesen Fall aus, ergeben sich Beitrage

SzSySY . S¥8Ysz | (3.22)

wobei /S\% und /S\f aus der Magnetisierung M stammen. Dabei treten nur diese
Art von Produkten (x,y,z) auf, da nur diese einen Beitrag liefern aufgrund
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von Gleichung 3.24. Durch die moglichen Anordnungen der x und y bleiben nur
Terme librig, bei denen der Platz 1 und Platz 1 direkt benachbart sind. Die rest-
lichen Terme liefern aufgrund der zyklischen bzw. antizyklischen Vertauschung
der xyz-Terme und deren Summation keinen Beitrag. Gerade wenn Platz 1 und
Platz 1 benachbart sind, entstehen Summanden, die alle das gleiche Vorzeichen
haben und somit einen Beitrag liefern.

Es ergeben sich insgesamt Beitrage der Art

(57 (SnS1) (S182) (S283) -+ 55)
—(87 ) S7(5182)85 8389 - %) ,

N1
—(87 Y (5:5,) 8985 8%83 - 83),
0',0'/
(5% (SnS1) (S283) (81S,) -+~ 553)
—(57 Y 8383 (5182)8%8y - 83) . (3.23)
0',0'/

Um den gesamten Faktor auszurechnen, den solche Terme liefern, bendtigt man
die Relation

§x8y — %§Z und zyklisch. (3.24)

Bei antizyklischer Vertauschung erhilt man das negative Ergebnis. Dadurch
erhidlt man durch die unterstrichenen Teile aus Gleichung 3.23 nur Beitrdage
fir o = 0 € (x,y), deren Produkte z-Komponenten ergeben, so daB der
Erwartungswert in 3.23 nicht verschwindet. Insgesamt ensteht ein Faktor von
—8/4N+1 der zum einen durch Vertauschen der x,y Anordnungen und zum an-
deren durch Ersetzen der aus der Magnetisierung M stammenden z-Komponente
von §§ — §ZN beitragt. Durch Abzdhlen der auftretenden Anordnungen der in
Gleichung 3.23 nicht explizit erwdhnten S;S;,; Spinproduktterme ergibt sich
ein Faktor N!/3!. Beitrdge mit anderen Summanden §f mit 1 # N, 1,2 aus der
Magnetisierung M liefern keine Beitrage dieser Art.

Insgesamt summieren sich die Beitrage aus der letzten Betrachtung zu —N! - (—

1
Als Bilanz fiir den Zahler bleibt ein Faktor N! - % (JT)N+], der hinzugefiigt wer-
den muB.

Zusammenfassend sind hier die Korrekturen fiir die Berechnung der N-ten Ord-
nung einer Kette mit N Platzen angegeben

1 N+1

4

‘l N
Nenneriorrigiert = Nennerperechnet — N!'-3 <é_1> . (3.25)

W] —

Zéhlerkorrigiert = Zahlerperechnet + N! -

])NJr] ﬂ

3
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Die Korrekturen fiir die frustrierte Kette sind analog. Auch hier treten die finite-
size Effekte erst in der Ordnung auf, die der betrachteten Kettenlange entspricht.
In diesem Fall sind dies Korrekturen, die nur die Terme mit Ubernichstnachbar-
Kopplung betreffen, da bei diesen Berechnungen bis zur N-ten Ordnung eine
Kettenlange von 2N-Plitzen verwendet wurde. Das sind somit die &-Terme mit
der hochsten Potenz in der hochsten entwickelten Ordnung. In dieser Ordnung
oN-BN kann man sich dann das System aus zwei Ketten halber Linge vorstellen,
bei denen die einzelnen Spins nur mit nichsten Nachbarn wechselwirken. Dies
entspricht aber gerade den oben beschriebenen Korrekturen fiir die unfrustrierte
Kette. Somit kann man die Ergebnisse pro Gitterplatz hier iibernehmen.

Die finite-size Effekte fiir die N-ten Ordnung einer Kette mit N Plitzen sind
somit noch recht gut {iberschaubar. Wiirde man eine Ordnung weiter entwickeln
bei gleicher Kettenldnge, waren die finite-size Effekte zu komplex, als daB man
sie noch zuverlassig korrigieren konnte.

4 Bestimmung der spezifischen Warme und der
Entropie

Bei den Berechnungen der Suszeptibilitdt wurde im Nenner von Gleichung 3.9
die groBkanonische Zustandssumme berechnet. Aus dieser Zustandssumme las-
sen sich weitere thermodynamische GroBen bestimmen. Hier wird im speziellen
auf die spezifische Warme ¢(T) und die Entropie s(T) pro Platz eingegangen.
Diese GroBen lassen sich direkt oder indirekt experimentell gut bestimmen und
sind daher ebenfalls von Interesse.

Es wurde mit den Ergebnissen aus Anhang D fiir die Zustandssummen der
unfrustrierten und der frustrierten Kette gearbeitet. Diese enthalten die im
vorherigen Abschnitt erwdhnten finite-size Korrekturen.

Bestimmung der spezifischen Warme

Zur Bestimmung der spezifischen Warme c¢(T) wird der Nenner aus Gleichung
3.9 verwendet.

o(H)

c(T) = oT

10 [apsele P

~  NOT | Sp(eBH)

10 [pZ(B)

- _Na_T< Z(B) #.1)

Z(T) bzw. Z(T) sind die Zustandssummen, die in Anhang D explizit aufgefiihrt
sind. Dabei wird wie bei der Berechnung der Suszeptibilitdt vorgegangen. Zahler
und Nenner in obiger Gleichung wurden schon berechnet und nun wird diese

AR
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gebrochen rationale Funktion wiederum in eine Taylorreihe um 3 = 0 entwickelt,
bevor sie nach T abgeleitet wird, so daB man als Ausdruck fiir die spezifische
Wairme pro Platz ebenfalls ein Polynom erhdlt. Dieses wird hier nicht explizit
angegeben, da es sich aus dem Vorhandenen schnell berechnen 1368t. Wie man
an den Gleichungen erkennt, muB auch die innere Energie (H) zur Berechnung
der spezifischen Warme bestimmt werden. Auf diese wird jedoch nicht weiter
eingegangen.

Bestimmung der Entropie

Zur Bestimmung der Entropie pro Platz wird das Ergebnis der spezifischen
Wairme iibernommen und die Kenntnis von s(T = co) = In2 genutzt, so daB
man folgende Gleichung erhalt

s(T) = —J:o C(TT,/)dT’—l-s(oo)

[

dT’'+1n2 . (4.2)

Dabei ist im Limes 3 = 0 die Dimsion des Hilbertraumes fiir einen Platz auf der
S=1/2-Kette Zwei. Die spezifische Warme, die Entropie und die Suszeptibilitat
liegen nun als Polynome vor. Trotz der hohen erreichten Ordnungen reichen
diese Darstellungen noch nicht aus, um verlaBliche Aussagen liber das Verhalten
dieser GroBen bei Temperaturen im Bereich von T = J/2 oder tiefer machen zu
konnen.

Die folgenden Abschnitte befassen sich mit verschiedenen Darstellungen, die
allesamt versuchen, die Informationen aus diesen Polynomen so effizient wie
moglich zu nutzen.

5 Verbesserte Darstellungen und Vergleiche

Die vorliegenden Polynome fiir x(T), ¢(T) und s(T) nutzen die Informationen,
mit Hilfe derer man sie erstellt hat, nicht so effizient wie andere Darstellungen.
Aus diesem Grund werden in den folgenden Abschnitten andere Darstellungen
vorgestellt und mit den bisherigen Ergebnissen verglichen.

Um noch bessere Aussagen iiber den Tieftemperaturbereich machen zu kdnnen,
werden in den danach folgenden Abschnitten noch weitere Informationen in die
Darstellungen eingebunden. Dies geschieht durch den Einbau von Parametern,
die iiber diese Informationen bestimmt werden. Es handelt sich dabei um In-
formationen iiber allgemeine Eigenschaften der jeweiligen thermodynamischen
GroBe im Tieftemperaturbereich.
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5.1 Kettenbruch-Darstellung

Bevor die Kettenbruchdarstellung explizit betrachtet wird, soll hier zunachst die
Methode der Padé-Approximation vorgestellt werden. Die Padé-Approximation
[4Bt sich aus der Kettenbruchdarstellung durch eine einfache Umrechnung des
Kettenbruchs ableiten. Es handelt sich also um die gleiche Darstellung.

Die Fir /pm) Padé-Approximation einer Funktion F(z) = ano anz™ ist der Quo-
tient zweier Polynome Pr und Qpm vom Grad L bzw. M

oo _Plz) _ potpiztetpizt
WM Qm(z)  dotdizt+ o+ qmzM

(5.1)

wobei die Koeffizienten der Polynome so gewahlt werden, daB die ersten L + M + 1

Koeffizienten der Entwicklung von F(z) mit den Koeffizienten der Entwicklung
von Fip /n tibereinstimmen. Die Wahl der Koeffizienten ist bis auf einen Faktor
eindeutig. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann qp = 1 gewdhlt werden,
so daB alle Koeffizienten eindeutig sind.

Die Voraussetzung zur Anwendung der Padé-Approximation ist ein glattes Ver-
halten der gesuchten Funktion. Die Padé-Approximation ist z.B. nicht geeig-
net, um kritische Parameter abzuschitzen. Allgemein kann man sagen, daB die
Padé-Approximation versucht, eine analytische Fortsetzung der Funktion F(z)
auch auBerhalb des Konvergenzradius der Reihe bereitzustellen. Durch Padé-
Aproximationen geniigend hoher Ordnung werden rationale Funktionen exakt
reprasentiert, d.h. Funktionen, die nur endlich viele Pole besitzen. Durch Vari-
ieren der Ordnungen der Polynome in Z&dhler und Nenner kann man Kenntnisse
iber das erwartete Verhalten miteinbeziehen. Sei z.B. F(x) eine reelle Funktion,
von der man erwartet, daB sie fiir x — oo verschwindet, so betrachtet man eine
Padé-Approximation mit M > L. Dadurch ist automatisch gewahrleistet, daB
die Funktion im Limes x — oo verschwindet.

Zusammenfassend bedeutet das fiir die im vorliegenden Fall berechneten Poly-
nome, daB durch eine Padé-Approximation versucht wird, liber die bisherigen,
schon bekannten Terme einer Reihe die eigentliche Reihenentwicklung besser zu
approximieren.

Um die Analogie zur Kettenbruchdarstellung abzuleiten, betrachtet man z.B.
die Darstellung einer Funktion f(x) als Kettenbruch der Tiefe 4, was bedeutet,
daB in der folgenden Darstellung 2 x 4 = 8 Konstanten cop,--- ,c7 bestimmt
werden miissen

f[8) — “ . (5.2)
c2

ca

Ce

X+C5+X+C7
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Dabei ist die Bezeichnung des Kettenbruchs von der Anzahl der Koeffizienten
abhingig. Im weiteren entspricht die Anzahl der Koeffizienten der Ordnung
des Kettenbruches. Den Kettenbruch in obiger Gleichung bringt man auf den
Hauptnenner
Po + p1x+ pax? + p3x?
do + qix + g2x? + g3x> + qax* ’

(5.3)

wobei die Koeffizienten p; und q; durch die ¢; bestimmt werden. Kiirzt man
durch die Ersetzungen p; — pi/qo und q; — gi/do den Absolutterm im Nen-
ner, so daB go = 1 ist , erhalt man die f|3 4)-Padé-Approximation als aquivalente
Darstellung.
Allgemein kann man festhalten, daB einem Kettenbruch der Tiefe N mit 2N
Koeffizienten eine [N — 1/N]-Padé-Approximation entspricht. In der weiteren
Arbeit werden die Kettenbruchdarstellungen einer Funktion f wie in Gleichung
5.2 als f[n] bezeichnet, wobei n die Anzahl der Koeffizienten im Kettenbruch ist.
Durch diese Darstellung ist der Informationsgehalt des Kettenbruches eindeutig
festgelegt.
Bei einer Bezeichnung iiber Padé-Darstellungen konnen sich unter Umstanden
Uneindeutigkeiten ergeben. Sei g[5] die Kettenbruchdarstellung einer Funktion
ginp=1/T

gl5] = co . (5.4)

C2
B+cy+
B+

C3
B+cq

Dies entspricht einer g, ,3-Padé-Darstellung in (3

co (B? + B s +c3)

, 55
B3+ (ca+c1)B?+ (c3+ciea+c2) B+ cies+ caco (55)
oder einer g(3,3-Padé-Darstellung in T
coT (1 +caT+c3T?
oT ( 4 3T?) (5.6)

(cie3+cac2) T34 (c34+cieq +c2) T2+ (ca+c1) TH1

Dabei ist zu beachten, daB der Absolutterm po im Z3hlerpolynom der Padé-
Darstellung in T Null ist. Formal hat man eine héhere Ordnung in der Padé-
Darstellung, aber in Wirklichkeit hat man genauso viele Informationen wie in der
Padé-Darstellung in 3. Der Grund fiir diese Betrachtung liegt in technischen
Details der Darstellung der Polynome in 3 der berechneten GroBen. Diese
werden um den Hochtemperaturlimes 3 = 0 als Kettenbruch entwickelt und zur
Darstellung in Kettenbriiche in T umgeschrieben.

Im folgenden wird die Vorgehensweise zur Darstellung der Suszeptibilitdt x als
Kettenbruch vorgestellt. Da die Ausdriicke fiir die Suszeptibilitidt als Polynome
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in (3 vorliegen, werden diese als Kettenbriiche der Art

XINI(B) = B (5.7)

c1 +

c2+ B

CN
umgeschrieben. Dies ist im Falle des kleinen Parameters 3 die iibliche Darstel-
lung. Man erkennt an obiger Gleichung, daB fiir gerades N die Suszeptibilitdt
fir B — o0, also T — 0, einen endlichen Wert annimmt, wohingegen sie fiir
ungerades N divergiert. Zur Darstellung der Suszeptibilitat x(T) werden die
Kettenbriiche in 3 in Kettenbriiche in T umgeschrieben wie in Gleichung 5.2.
Der Vorteil gegeniiber der Padé-Darstellung liegt in der Konstanz der Koeffi-
zienten c¢;. Sind diese einmal bestimmt, so verindern sie sich nicht mehr bei
einer Kettenbruchdarstellung in hoherer Ordnung. Somit lassen sich die Koeffi-
zienten sukzessive bestimmen. Dieser Vorteil wird im weiteren ausgenutzt, um
durch die Hinzunahme von weiteren Parametern das Tieftemperaturverhalten
miteinbeziehen zu kénnen (siehe Abschnitt 5.2). Damit z.B. das Curie-Gesetz
erfiillt ist, muB in Gleichung 5.7 fiir alle Entwicklungen ¢y = 4 gelten und aus
dem Curie-Weiss-Gesetz folgt c¢; = 1/2.

Im folgenden werden nun die Ergebnisse der Berechnungen in den verschiede-
nen Darstellungen vorgestellt. Dabei wird allgemein wie folgt vorgegangen. Die
berechneten Polynome der entsprechenden thermodynamischen GréBen werden
tiber einen Kettenbruch dargestellt. Dabei spielt die Anzahl der Koeffizienten des
Kettenbruches eine entscheidende Rolle. Als Faustregel kann man festhalten,
daB ein Polynom P in N-ter Ordnung in Form der Koeffizienten N 41 Informa-
tionen enthilt, so daB man dieses Polynom maximal als P[N + 1]-Kettenbruch
darstellen kann. Dabei geht man davon aus, daB das Polynom P den ersten N+1
Termen der Reihenentwicklung der realen GroBe entspricht. Es soll nicht das
Ziel sein, das Polynom in exakter Weise als Kettenbruch darzustellen. Mit Hilfe
der Kettenbruchdarstellung werden nun die restlichen Terme der Entwicklung
anhand der in P vorhandenen Terme approximiert.
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Abbildung 5.1: Verschiedene Ordnungen der Polynome der unfrustrierten Suszeptibi-
litat x (durchgezogene Linie) und der entsprechenden x[n+1]-Kettenbruchdarstellungen
(gestrichelte Linie) gegeniiber T/J. Dabei ist n die angegebene Ordnung.
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Abbildung 5.2: Verschiedene Kettenbruch-Darstellungen der Suszeptibilitit x in der
16. Ordnung. Es handelt sich jeweils um x[n]-Kettenbruchdarstellungen, wobei n der
Anzahl der Koeffizienten entspricht.

In Abbildung 5.1 sind fiir verschiedene Ordnungen die Polynome und die ent-
sprechenden Kettenbruchdarstellungen fiir die Suszeptibilitdt der unfrustrierten
Kette gegeniibergestellt. Dabei bedeutet hier n-te Ordnung, daB das Polynom
X bis zur n-ten Ordnung und die x[n + T1]-Kettenbruchdarstellung abgebildet
ist.

Im Hochtemperaturbereich fiir T/] > 1 stimmen alle Polynomdarstellungen
iiberein. Dies ist nicht weiter erstaunlich, da gerade in diesem Bereich die
Hochtemperaturentwicklung ihre Starke hat. Der interessante Bereich befindet
sich bei Temperaturen T/]J < 1. Hier stellt man fest, daB fiir hoher werden-
de Ordnungen die Polynomdarstellungen keinen weiteren AufschluB iiber das
Verhalten in diesem Temperaturbereich geben. Abhidngig vom Vorzeichen des
Koeffizienten der hdchsten Ordnung des jeweiligen Polynoms in 1/T, divergiert
dieses fiir T — 0 gegen 400 oder —oo.

Bei den Kettenbruchdarstellungen zeigt sich ein anderes Verhalten. Hier erkennt
man, daB sich fiir hoher werdende Ordnung immer stirker ein Maximum in der
Suszeptibilitit ausprigt. Obwohl die Ubereinstimmung der einzelnen Polyno-
me bei ca. T/] = 1 aufhort und fiir tiefer werdende Temperaturen nicht mehr
vorhanden ist, wird die Ubereinstimmung der einzelnen Kettenbruchdarstellun-
gen fiir hoher werdende Ordnung besser. Auch die Kettenbruchdarstellungen
divergieren fiir T — 0. Wie man aus den Grafiken erkennt, divergieren die Ket-
tenbruchdarstellungen fiir T — 0 gegen +o0o oder —oco. Es ist keine Systematik
zu erkennen, wie die Darstellungen in Abhangigkeit der Ordnung divergieren.
Es sind vielmehr numerische Artefakte. Da es sich hier um eine Hochtempera-
turentwicklung handelt, ist es nicht verwunderlich, unsystematisches Verhalten
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am Nullpunkt der Temperatur vorzufinden. Schatzt man grob ab, so gelangt
man zu einer Ubereinstimmung der Kettenbruchdarstellungen bis hinunter zu
einer Temperatur von T/] = 0.4. Dies wird in Abschnitt 5.3 im Vergleich mit
exakten Resultaten aus dem Bethe-Ansatz bestatigt.

In Abbildung 5.2 sind verschiedene Kettenbruchdarstellungen fiir die Suzeptibi-
litdt x der unfrustrierten Kette des Polynoms in der 16.0rdnung dargestellt. Hier
unterscheiden sich die héchsten Ordnungen der Kettenbruchdarstellungen unwe-
sentlich. In der AusschnittsvergroBerung ist die x[16]-Darstellung weggelassen,
da sie sich nur unwesentlich von der x[17]-Darstellung unterscheidet. In diesem
Fall kann man den Ergebnissen bis hinunter zu einer Temperatur von T/] =~ 0.4
Glauben schenken. Bis T/] =~ 0.4 stimmen die x[16]- und x[17]-Darstellung
sicher iiberein und die x[14]-Kettenbruchdarstellung knickt an dieser Stelle ab.
Diese stimmt auch mit den bisherigen Feststellungen aus Abbildung 5.1 {iberein.
Diese Knickstelle kann als Anhaltspunkt gewahlt werden, um Aussagen (iber
die Glaubwiirdigkeit der Ergebnisse zu machen. In den Vergleichen mit schon
vorhandenen Lsungen wird dies nochmals explizit erwahnt werden (Abschnitt
5.3 und 5.4).

Der Anhaltspunkt der Knickstelle kann in Abbildung 5.3 nicht verwendet werden.

0.4

0.3
© 015 I I

1 1 1
0.0 0.15 0.20 0.25 0.30

Polynom
0.1 e C[12]
—— C[14]
—— C[16]
0.0 i 1 1 1 1
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

T

Abbildung 5.3: Verschiedene Kettenbruchdarstellungen der spezifischen Warme ¢(T)
in der 16. Ordnung

Hier sieht man verschiedene Kettenbruchdarstellungen und das Polynom der spe-
zifischen Warme c¢(T). Auch hier pragt sich erst durch die Kettenbruchdarstel-
lungen die Struktur eines Maximums aus. Im Vergleich zu den Kettenbruchdar-
stellungen der Suszeptibilitdt unterscheiden sich die Kettenbruchdarstellungen
kaum oder gar nicht voneinander, so daB man hier auf den ersten Blick vermuten
konnte, glaubhafte Ergebnisse bis hinunter zu T/] = 0.2 erzielt zu haben. Hier
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fachern die verschiedenen Darstellungen auf (siehe AusschnittsvergroBerung).
Bei der Berechnung der spezifischen Warme (Gleichung 4.1) verliert man durch
das Ableiten eine Information, so daB insgesamt 16 Informationen zur Verfiigung
stehen. Im Vergleich zur Suszeptibilitdt ist das eine Information weniger. Man
kann davon ausgehen, daB der glaubhafte Bereich dhnlich wie bei der Suszep-
tibilitdt bei T/] > 0.4 liegt. Im Tieftemperaturbereich stimmen die Darstel-
lungen nicht mit dem exakten Ergebnis c(0) = O iiberein. In Abschnitt 5.2
werden diese Informationen miteingebunden und mit exakten Resultaten aus
dem Bethe-Ansatz verglichen. Es wird sich herausstellen, daB man dann mit
der Kettenbruchdarstellung sogar zu noch tieferen Temperaturen hin sehr gute
Resultate erzielt.

Fiir die Entropie gibt es zwei verschiedene Mdoglichkeiten der Approximation.
Zum einen kann man wie bisher das Polynom als Kettenbruch darstellen, und
zum anderen kann man in Gleichung 4.2 schon mit der Kettenbruchdarstellung
der spezifischen Warme arbeiten, wodurch die berechnete Entropie direkt in ei-
ner verbesserten Darstellung vorliegt. Dies hat natiirlich seine Grenzen, da man
allgemein nicht beliebig groBe Ordnungen einer Kettenbruchdarstellung analy-
tisch integrieren kann. Dies ist wohl numerisch moglich. In der vorliegenden
Arbeit wurde versucht, in niedrigen Ordnungen die spezifische Warme in der
Kettenbruchdarstellung analytisch zu integrieren im Vergleich zu hohen Ord-
nungen der Kettenbruchdarstellungen des Polynoms der Entropie. Durch die
Integration der spezifischen Warme (Gleichung 4.2) mit 16 Informationen ge-
winnt man wieder eine Information, so daB fiir die Darstellung der Entropie 17
Informationen zur Verfiigung stehen.

In Abbildung 5.4 sind beide Mdglichkeiten dargestellt. Dabei ist hier eine Ket-
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0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Abbildung 5.4: Verschiedene Kettenbruchdarstellungen der Entropie s(T) in der
16. Ordnung
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tenbruchdarstellung der spezifischen Warme in einer niedrigen Ordnung ver-
wendet worden (in der AusschnittsvergroBerung durch Kreise hervorgehoben).
Schon mit dieser niedrigen Ordnung werden sehr gute Resultate erzielt, wie der
Vergleich mit den Kettenbruchdarstellungen des Polynoms der Entropie zeigt.
Auch hier stimmen die s[13]- und s[15]-Darstellungen bis hinunter zu T/] ~ 0.2
sehr gut liberein. Erst durch die Hinzunahme der s[17]-Darstellung kann man
den glaubhaften Bereich auf T/] > 0.3 festlegen. Hier handelt es nicht um
eine Knickstelle, sondern um eine schwache Singuaritdt, die durch die Ket-
tenbruchdarstellung erzeugt wird. Sie hat keine physikalische Bedeutung. Diese
schwache Singularitdt deutet an, daB eine Kettenbruchdarstellung des Polynoms
der Entropie nicht sinnvoll ist. Fiir T — 0 kann die Kettenbruchdarstellung den
analytischen Wert von s(0) = 0 nicht reproduzieren. In Abschnitt 5.2 wird dies
noch verbessert werden.

Die thermodynamischen GroBen der frustrierten Kette sind sehr auf die Darstel-
lung iiber Kettenbriiche angewiesen. Hier liegen Ergebnisse im Vergleich zu den
Ergebnissen der unfrustrierten Kette nur bis zur 10. Ordnung in {3 vor, da bei
den computergestiitzten Rechnungen groBere Systeme als bei der unfrustrier-
ten Kette betrachtet werden miissen. Dadurch gelangt man schneller an die
Speichergrenze der zur Verfiigung stehenden Computer. Es ist nun besonders
wichtig, bis zu welcher Temperatur man den Ergebnissen Glauben schenken
darf. In der ersten Betrachtung der Polynome der Suszeptibilitat erkennt man
nur den o< 1/T Anteil des Hochtemperaturbereiches. Erst durch die Ketten-
bruchdarstellung pragt sich fiir tiefere Temperaturen T/] < 1 eine Schulter aus,
die man auch fiir die frustrierte Kette erwartet. Diese Information erhdlt man
aus dem berechneten Verhalten fiir groBes T und dem Verhalten der Suszepti-
bilitat fir T = 0, bei der diese verschwindet oder einen konstanten Wert groBer
Null annimmt. Dies hingt vom Frustrationsparameter « ab (siehe Abschnitt
5.2).
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Abbildung 5.5: Darstellung der Suszeptibilitit der frustrierten Kette in Abhangigkeit
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entsprechende Kettenbruchdarstellung x



34

Verbesserte Darstellungen und Vergleiche

Die in Abbildung 5.5 dargestellte Suszeptibilitdt in Abhadngigkeit von o« und T/]
zeigt in der Polynom-Darstellung noch keine zuverldssige Struktur fiir T/] < 1.
Abhingig vom Vorzeichen des Koeffizienten der héchsten Ordnung in 3 diver-
giert das Polynom nach +o0o oder —oco. Bei der Kettenbruchdarstellung hingegen
pragt sich die Struktur einer Schulter aus.

In den weiteren Darstellungen der Ergebnisse fiir die frustrierte Kette wird mit
einem festen Frustrationsparameter von o« = 0.35 gearbeitet. Dieser Wert wird
in Zusammenhang mit CuGeO3 [16, 17] viel verwendet.

In den Abbildungen 5.6, 5.7 und 5.8 sind fiir « = 0.35 die Suszeptibilitdt, die
spezifische Warme und die Entropie dargestellt.
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Abbildung 5.6: Verschiedene Darstellungen der Suszeptibilitat der frustrierten Kette

mit o« = 0.35

Die Suszeptibilitdt kann hier bis zu T/] =~ 0.4 gut beschrieben werden. Fiir
die spezifische Warme kann ebenfalls die Knickstelle der c[?]-Darstellung als
Anhaltspunkt gewahlt werden. Der zuverldssige Bereich liegt bei T/] > 0.5.
Diese Ordnungen in den Approximationen sind noch zul3dssig fiir die vorliegende
Ordnung des Polynoms. Die Entropie in Abbildung 5.8 zeigt bis hinunter zu
T/] ~ 0.25 eine gute Ubereinstimmung aller Kettenbruchdarstellungen. Auch
hier ist eine Darstellung der Entropie, bei der man die Kettenbruchdarstellung
der spezifischen Warme integriert, eine vergleichsweise sehr gute Darstellung,
wie dies auch bei der Bestimmung der Entropie der unfrustrierten Kette der Fall

war.
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5.2 Beriicksichtigung des Tieftemperaturverhaltens

In diesem Abschnitt werden in die Kettenbruchdarstellungen der thermodyna-
mischen GréBen weitere Informationen eingebunden. Dabei handelt es sich um
allgemeine Eigenschaften dieser GréBen bei T = 0.

Um diese Informationen einzubinden, betrachtet man die Kettenbruchdarstel-
lung f[N] des Polynoms der jeweiligen GréBe. Die Koeffizienten co,...,cn_1 des
Kettenbruchs seien schon eindeutig bestimmt, siehe Abschnitt 5.1. Die Ordnung
entspricht der maximal erlaubten Ordnung des Kettbruchs fiir die vorliegende
Ordnung des Polynoms. Damit man k weitere Informationen miteinbeziehen
kann, wird der Kettenbruch mit den Parametern dy,..., dx in seiner Ordnung
erweitert

FETVIN 4 k] — _

C2
X+cy+

X+cz 4

X+cNnot +

(5.8)
Um die Parameter d;, ..., dy zu bestimmen, muB ein Satz von k Gleichungen
gelost werden. Wird nur ein Parameter wie das Verhalten am Nullpunkt der
Temperatur benétigt, muB man f[N + 1](0) = fy I6sen, um d; zu bestimmen.
Der so gewonnene Ausdruck stellt gerade im Tieftemperaturbereich eine bessere
Approximation dar.

Zur Bestimmung des Tieftemperaturverhaltens der thermodynamischen GréBen
geht man von einem linearen Verhalten der Dispersionsbeziehung aus w(k) =
vsk mit der Spinwellengeschwindigkeit vs. Mit dieser gendherten Dispersion
werden die thermodynamischen GroBen berechnet. Dieses Vorgehen stellt fiir
T = 0 keine Einschrankung dar, da fiir die tiefliegenden Anregungen nur Ener-
gien in der Ndhe der Fermikante relevant sind. Die Spinwellengeschwindigkeit
vg stellt somit die Energieskala fiir das Tieftemperaturverhalten dar.

Suszeptibilitat

Aus einer Dimensionsbetrachtung mit Bﬂ o vs/T mit obiger Dispersionsrelati-
on folgt fiir die Suszeptibilitat mit der allgemeinen Darstellung x(T) = —92F/9h?
mit F=—1/BInZ, daB x(T — 0) o 1/vg ist. Bei der Bestimmung der Sus-
zeptibilitdt fiir verschwindendes Magnetfeld bei T = 0 ergibt sich aus einer
Bethe-Ansatz-Rechnung [7] fiir die unfrustrierte Kette

x(0) = ll mit vg = n

21 A% E (59)
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nach [18]. In gleicher Weise wird das Tieftemperaturverhalten fiir die frustrierte
Kette dargestellt mit einer nach [19] modifizierten Spinwellengeschwindigkeit
s

vg = > (1—1.12x)
fir 0 << o - (5.10)
Weiter gilt
x(0) = 0 fir o> o, (5.11)

da hier der Grundzustand Singulettcharakter hat und die Dispersionsbeziehung
fiir die tiefliegenden Anregungen eine Liicke aufweist.

Spezifische Warme

Fiir das Verhalten der spezifischen Warme in der Nahe des Nullpunkts der Tem-
peratur kdnnen zwei Informationen eingebunden werden. Es gilt die Beziehung

1
(T~0) = %‘g.T (5.12)

mit vs aus Gleichung 5.9 fiir die unfrustrierte Kette und der erweiterten Spin-
wellengeschwindigkeit nach Gleichung 5.10 fiir die frustrierte Kette. Auch
hier kann die Proportionalitdt durch eine Dimensionsbetrachtung gewonnen
werden. Mit der allgemeinem Darstellung der spezifischen Wirme ¢(T) =
—1/N0o/0T(0ln Z/0B) folgt c(T — 0) o< T/vs. Exakte Rechnungen mit Hilfe
des Bethe-Ansaztes [7] liefern die Proportionalitatskonstante.

Die zweite Information ergibt sich aus der Ableitung der Gleichung 5.12

d 7 1
ﬁc(T =0) = . (5.13)

3vs
Somit stehen fiir die spezifische Warme zwei Informationen zur Verfiigung, um
die Darstellung im Tieftemperaturbereich zu verbessern.
Entropie

Fiir die Entropie wird neben der schon eingebundenen Information fiir T — oo
die Information am Nullpunkt der Temperatur beriicksichtigt mit

s(T=0) = 0 (5.14)
nach dem 3. Hauptsatz der Thermodynamik, so daB
s(oco) —s(0) =1n2 (5.15)
gilt. Eine weitere Information ist nach Gleichung 4.2
os(T c(T
a(T) T=0 } (T) T=0 (1)
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Abbildung 5.9: Verschiedene Darstellungen der Suszeptibilitit der unfrustrierten Kette

mit eingebundener Extrainformation nach Gleichung 5.9
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Abbildung 5.10: Verschiedene Darstellungen der spezifischen Warme der unfrustrier-
ten Kette mit eingebundenen Extrainformationen nach Gleichungen 5.12 und 5.13
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Die Abbildungen 5.9, 5.10 und 5.11 zeigen den Effekt des Einbindens der In-
formationen iiber den Tieftemperaturbereich. In Abbildung 5.9 sieht man den
Vergleich der x[17]-Darstellung der Suszeptibilitat mit der x[18]-Darstellung, die
die T = 0 Information nach Gleichung 5.9 enthilt. Diese wurde in die x[17]-
Darstellung eingebunden und wird hier als x[18]-Darstellung bezeichnet, da eine
weitere Information enthalten ist. Das Einbinden der Information bewirkt fiir
tiefe Temperaturen eine leichte Verschiebung der Suszeptibilitdt in Richtung
T =0. Fiir T = 0 erkennt man, daB x den gewiinschten Wert aus Gleichung 5.9
annimmt. Man kann davon ausgehen, daB durch die Extrainformation verlaBli-
che Aussagen bis hinunter zu T/] ~ 0.25 moglich sind.

Bei der spezifischen Warme in Abbildung 5.10 sollte der Effekt groBer sein, da
hier zwei weitere Informationen eingebunden wurden. Vom Informationsgehalt
entspricht diese Darstellung der Darstellung der Suszeptibilitdt mit einer Ex-
trainformation (Abbildung 5.9). Die Kettenbruchdarstellung mit den c(0) und
¢’ (0) Informationen zeigt das gewiinschte Verhalten im Tieftemperaturbereich,
wie es in den Gleichungen 5.12 und 5.13 beschrieben ist. Den Ergebnissen kann
nun bis hinunter zu T/] = 0.25 vertraut werden. Noch tieferen Temperaturen
sollte man keinen Glauben schenken, da dies auBerhalb der Moglichkeiten dieser
Methode liegt.

Fiir die Entropie sind verschiedene Moglichkeiten vorhanden, die Extrainforma-
tionen fiir T = 0 einzubinden. Zum einen kann man wie bisher vorgehen, und die
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Abbildung 5.11: Verschiedene Darstellungen der Entropie der unfrustrierten Kette mit
eingebundenen Extrainformationen nach Gleichungen 5.14 und 5.16

Entropie aus dem Polynom der spezifischen Warme berechnen, und dann in der
Kettenbruchdarstellung die weiteren Information einbeziehen (s[18]-Darstellung
mit s(0) Information und s[19]-Darstellung mit s(0) und s'(0) Information in
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Abbildung 5.11). Zum anderen kann man die Entropie mit der Kettenbruchdar-
stellung der spezifischen Warme mit deren Extrainformation berechnen, wobei
noch ein weiterer Parameter offen ist, der dann iiber die s(0)-Eigenschaft be-
stimmt wird (c[9]-Darstellung mit Extrainformationen integriert).

Man stellt fest, daB schon fiir eine niedrige Ordnung der letztgenannten Moglich-
keit sehr gute Resultate erzielt werden. Im Vergleich dazu liefert die erstgenann-
te Moglichkeit, bei der die s(0)-Information eingebunden ist, kaum verbesserte
Resultate im Tieftemperaturbereich. Durch das zusatzliche Einbinden der s/(O)—
Information in der s[19]-Darstellung entsteht eine Singularitdt, die im Vergleich
mit den anderen Darstellungen eine Verschlechterung bewirkt. Auch hier muB
man feststellen, daB eine Kettenbruchdarstellung des Polynoms der Entropie
nicht sinnvoll ist. Sinnvoll ist es, die Kettenbruchdarstellung der spezifischen
Waiarme zu integrieren, da durch die Integration allgemein Funktionen geglattet
werden und dies im vorliegenden Fall eventuell auftretende Singularitaten ver-
meidet.

Verniinftige Aussagen iiber die Entropie sind bis hinunter zu T/]J = 0.2 moglich.
Dies stellt auf den ersten Blick keine signifikante Verbesserung zu den bisherigen
Ergebnissen ohne Extrainformation (Abbildung 5.4) dar. Die maximale Ordnung
in der Kettenbruchdarstellung von ¢ mit Extrainformationen sollte nach Integra-
tion und Einbinden der s(0)-Information schon sehr gute Resultate liefern.

Im weiteren werden die Ergebnisse fiir die frustrierte Kette vorgestellt. In Abbil-

Abbildung 5.12: Darstellung der Suszeptibilitit der frustrierten Kette in Abhangigkeit
des Frustrationsparameters o und T/] als Kettenbruchdarstellung mit Beriicksichtigung
des Tieftemperaturverhaltens nach Gleichung 5.9

dung 5.12 ist die Suszeptibiltdt in Abhingigkeit des Frustrationsparameters o
und der Temperatur dargestellt. Im Vergleich zu Abbildung 5.5 ist hier deutlich
mehr Struktur im Tieftemperaturbereich festzustellen. Man erkennt deutlich ein
Maximum. Das Einbinden der Extrainformation 138t es auch hier zu, verniinftige
Aussagen zu tieferen Temperaturen zu machen. In den folgenden Abbildungen
sollen diese fiir den Wert o« = 0.35 explizit aufgezeigt werden.
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Abbildung 5.13: Verschiedene Darstellungen der Suszeptibilitat der frustrierten Kette
mit & = 0.35 und eingebundener Extrainformation

Abbildung 5.13 zeigt die frustrierte Suszeptibilidt mit eingebundener Extrainfor-
mation fiir T = 0 (x[12]-Darstellung mit Extrainformation x(0) nach Gleichung
5.11). Dieser ist die x[11]-Darstellung gegeniibergestellt. Dabei ist x[11] die
hochste zuldssige Ordnung der Kettenbruchdarstellung fiir das vorliegende Po-
lynom. Bisher konnte die Suszeptibilitat bis T/] ~ 0.4 gut beschrieben werden
(Abbildung 5.6). Die neue Darstellung mit der x(0)-Extrainformation 148t si-
cherlich verniinftige Aussagen fiir tiefere Temperaturen zu, so daB man eine
verlaBliche Darstellung bis zu T/] ~ 0.3 hat.

Abbildung 5.14 zeigt die spezifische Warme mit eingebundenen Extrainforma-
tionen (c[12]-Darstellung mit Extrainformationen c¢(0) und c,(O)). Vergleicht
man diese mit der c[10]-Darstellung, so lassen sich hier verlaBliche Aussagen
bis zu T/]J =~ 0.3 machen im Vergleich zu T/] = 0.5 ohne Extrainformationen
(siehe Abbildung 5.7). Diese sehr gute Verbesserung ist darauf zuriickzufiihren,
daB man zwei weitere Informationen miteinbindet im Vergleich zu nur einer
Information bei der Suszeptibilitat.

Zur Darstellung der Entropie in Abbildung 5.15 wurden wieder zwei verschiedene
Moglichkeiten genutzt, namlich zum einen iiber die Integration der Kettenbruch-
darstellung der spezifischen Warme (c[9]-Darstellung mit Extrainformationen
¢(0) und ¢'(0) integriert nach Gleichungen 5.12 und 5.13) und zum anderen die
Integration des Polynoms der spezifischen Warme mit anschlieBender Ketten-
bruchdarstellung (s[12]-Darstellung mit Extrainformation s(0) nach Gleichung
5.14). In Abbildung 5.15 sieht man deutlich den Unterschied beider Méglichkei-
ten. Die erstgenannte Moglichkeit zeigt ein streng monotones Verhalten zum
Nullpunkt der Temperatur hin, wohingegen die letztgenannte Moglichkeit im
Bereich T/] ~ 0.1 noch ein Minimum annimmt (nicht sichtbar in der Abbil-
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Abbildung 5.14: Verschiedene Darstellungen der spezifischen Wirme der frustrierten

Kette mit o« = 0.35 und eingebundenen Extrainformationen nach Gleichungen 5.12 und
5.13

dung). Trotzdem zeigt diese Darstellung das gewiinschte Verhalten bei T = 0.
Auch hier ist schon eine niedrige Ordnung der Kettenbruchdarstellung der spe-
zifischen Warme ausreichend, um verlaBliche Aussagen iiber die Entropie bis
zu einer Temperatur von T/] = 0.2 machen zu kdnnen. Auf das Einbinden der
s (0)-Information wurde verzichtet, da auch hier wieder Singularititen auftreten
wie in Abbildung 5.4.

Allgemein kann man festhalten, daB die Kettenbruchdarstellungen alleine schon
gute Resultate liefern. Durch das Einbinden der Extrainformationen werden
die Darstellungen zu tiefen Temperaturen hin verldBlicher. Wie man bei der
spezifischen Warme sieht und allgemein erwartet, werden die Resultate desto
besser, je mehr Informationen man einbezieht. Die Entropie 4Bt sich durch
die Verwendung der Kettenbruchdarstellung der spezifischen Warme schon in
niedriger Ordnung sehr gut darstellen. Dies sind sehr gute Resultate, wenn man
bedenkt, daB die Ergebnisse aus einer Hochtemperaturentwicklung stammen.
Die nachsten Abschnitte zeigen den Vergleich zum einen mit Lésungen aus dem
Bethe-Ansatz fiir die unfrustrierte Kette und zum anderen mit Resultaten aus
DMRG-Rechnungen fiir die frustrierte Kette.
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o = 0.35 und eingebundener Extrainformation nach Gleichung 5.14
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5.3 Vergleich mit Bethe-Ansatz

In diesem Abschnitt werden die Resultate aus den vorangegangenen Abschnitten
mit Darstellungen der Suszeptibilitdt und der spezifischen Warme aus exakten
Rechnungen mit Hilfe des Bethe-Ansatzes verglichen. Da eine Bethe-Ansatz-
Losung nur fiir die unfrustrierte Kette moglich ist, wird in diesem Abschnitt nur
der Fall o« = 0 untersucht.

Der Bethe-Ansatz ist eine exakte Methode, um die Eigenwerte und Eigenvek-
toren eines quantenmechanischen Systems zu bestimmen. Fiir das Heisenberg-
modell mit Nachstnachbar-Wechselwirkung

N N
1 ALA_ AN Ay A
H=J) S.Sana=J)_ (E (5150 + 5.8t + s;is:m) (5.17)
n=1 n=1

sind zwei Symmetrien fiir die Anwendung des Bethe-Ansatzes von entscheiden-
der Bedeutung, zum einen die Rotationssymmetrie um die z-Achse (Quantisie-
rungsachse) und zum anderen die Translationssymmetrie beziiglich des diskreten
Gitterabstandes. Die z-Komponente des Gesamtspins Sz = ZE:] §fL wird ge-
nutzt, um Eigenzustinde von H zu klassifizieren. /S\% ist eine ErhaltungsgroBe, da
[H,§%] gilt. Man startet beispielsweise mit einem vollpolarisierten Startzustand
mit S3 = N/2, d.h. fiir alle Kettenplatze gilt S* = 1/2. Sukzessiv konstruiert
man Eigenzustinde zu S* = N/2 —r mit r = 0,..., N, deren direkte Summe
den Hilbertraum von H aufspannt. Dies entspricht einer Blockdiagonalisierung
von H.

Fiir den Unterraum mit S7 = N/2 — 2 ist der Eigenzustand durch

W)=Y  a(n,m),mg) (5.18)
T<ni<ny<N
gegeben mit S5 = S%. = —1/2 als Superposition aller moglichen Basis-

zustande. Bethes erster Ansatz fiir die Koeffizienten a (ny, n,) ist
a(ny,mny) = Aetlkimitkana) 4 A’ ellkina+kony) (5.19)

mit Wellenzahlen k; = 2zim/N und m =0,...,N — 1. Unter Ausnutzung der
Translationssymmetrie und durch Losen der Eigenwertgleichung HY) = E[Y¥)
erh3lt man die Bestimmungsgleichung fiir die Koeffizienten, die die Streuung
zweier ebener Wellen (Spinwellen) darstellen. Dabei werden Bethe-Quantenzah-
len eingefiihrt, deren Bestimmung alle Eigenzustinde fiir den v = 2 Unterraum
liefern. Allgemein werden durch den Bethe-Ansatz N-Teilchen Streuprozesse in
effektive 2-Teilchen Streuprozesse faktorisiert. Im Heisenbergmodell mit Uber-
nachstnachbar-Wechselwirkung ist dies nicht mehr exakt durchfiihrbar, so daB
keine Losung iiber den Bethe-Ansatz moglich ist.

Die Konstruktion aller weiteren Unterrdume mit r > 2 3Bt sich somit auf die
Bestimmungsgleichung der Koeffizienten fiir r = 2 zuriickfiihren, siehe z.B. [20].
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Abbildung 5.16: Vergleich der verschiedenen Darstellungen der Suszeptibilitit der

unfrustrierten Kette mit Resultat aus dem Bethe-Ansatz

Zur Berechnung von physikalischen GréBen bei endlichen Temperaturen wird der
oben geschilderte Bethe-Ansatz mit der Methode der Transfermatrizen kombi-

niert [21].

Die folgenden Abbildungen zeigen die bisherigen Darstellungen der Suszeptibi-
litat und der spezifischen Warme der unfrustrierten Kette im Vergleich zu den
Resultaten aus den Bethe-Ansatz-Rechnungen [7].

Abbildung 5.16 zeigt den Vergleich der verschiedenen Darstellungen der Suszep-
tibilitdt. Die bisherigen Darstellung lieBen verniinftige Aussagen bis T/] ~ 0.4
fiir die Kettenbruchdarstellung und bis T/] & 0.25 fiir die Kettenbruchdarstel-
lung mit T = 0 Information zu. Diese Abschatzung wird durch den Vergleich mit
dem Resultat aus dem Bethe-Ansatz bestatigt. Man kann fiir die Kettenbruch-
darstellung mit T = O Information verniinftige Aussagen sogar bis T/] ~ 0.2
zulassen. Die logarithmische Singularitdt bei T = 0, die durch die Rechnun-
gen iiber den Bethe-Ansatz bestimmt wurde, 13Bt sich mit der Methode der
Hochtemperaturentwicklung nicht beschreiben und das AusreiBen der Darstel-
lung fiir kleine T/J ins Negative ist noch unbefriedigend. Im Hochtemperatur-
bereich stimmen alle Darstellungen tberein.

Die spezifische Warme sollte durch das Einbinden von zwei weiteren Informa-
tionen zu tieferen Temperaturen hin verlaBlich sein. In Abbildung 5.17 wird dies
deutlich bestatigt. Die Kettenbruchdarstellung mit den T = 0 Informationen
stimmt fast mit dem Resultat aus dem Bethe-Ansatz iiberein. Fiir T/] = 0.1 be-
tragt die relative Abweichung ungefahr 20%. Auch hier stimmen die bisherigen
Abschatzungen iiber die Glaubwiirdigkeit der Darstellungen mit den wirklichen
Ergebnissen iiberein, d.h. fiir die Kettenbruchdarstellung bis zu T/J ~ 0.3 und
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Abbildung 5.17: Vergleich der verschiedenen Darstellungen der spezifischen Wirme

der unfrustrierten Kette mit Resultat aus dem Bethe-Ansatz

fir die Kettenbruchdarstellung mit den T = 0 Informationen bis zu T/] ~ 0.2.
Der Vergleich mit dem exakten Ergebnis zeigt auch hier, daB man fiir die Ket-
tenbruchdarstellung mit Extrainformationen verniinftige Aussagen sogar bis zu
T/J =~ 0.15 machen kann. Im Hochtemperaturbereich stimmen alle Darstellun-

gen liberein.

Der Vergleich mit den exakten Ergebnissen zeigt, daB die bisherigen Abschatzun-
gen iiber die Glaubwiirdigkeit der Darstellungen richtig waren und teilweise so-
gar vorsichtig verbessert werden konnen. Allgemein kann man festhalten, daB
mit der Methode der Hochtemperaturentwicklung und durch das Einbinden von
Extrainformationen iliber den Tieftemperaturbereich sehr gute Resultate erzielt

werden konnen.
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5.4 Vergleich mit DMRG

Dieser Abschnitt zeigt den Vergleich der Ergebnisse fiir die frustrierte Kette
mit Ergebnissen aus DMRG-Rechnungen. Dabei kdnnen hier die Suszeptibi-
litat, die spezifische Warme und die Entropie verglichen werden. Der Vergleich
beschrankt sich auf o = 0.35.

Die urspriingliche DMRG-Methode ist ein numerischer Zugang zur Bestimmung
von physikalischen GroBen bei T = 0 [22,23]. Am Beispiel einer S=1/2-Kette
soll die gundlegende Funktionsweise dieser Methode erldutert werden.

i) i)

|,—________S\
| m )-8 )
\ 1
S v,
m—p——m

Abbildung 5.18:  Schematische Darstellung der Funktionsweise des DMRG-
Algorithmus fiir ein S=1/2-System

Ausgehend von einem eindimensionalen System der Linge N, dessen Grund-
zustand durch exakte Diagonalisierung bekannt ist und einen Hilbertraum der
Dimension m = 2N aufspannt, werden sukzessiv weitere Plitze an dieses Sy-
stem angehidngt. Da die Grenze der exakten Diagonalisierung schon fiir kleine
SystemgroBen schnell erreicht ist (N = 30), wird durch die DMRG-Methode ver-
sucht, die m relevantesten Zustande auszuwahlen, mit denen man das groBer
werdenden System approximativ beschreibt.

Seien, wie in Abbildung 5.18 veranschaulicht, die m Zustdnde des Ausgangs-
system bekannt. Durch die Erweiterung um einen Platz vergréBert sich die
Dimension des Hilbertraums des neuen Systems auf 2m. Um die m wichtigsten
Zustande fiir ein Subsystem auszuwahlen, betrachtet man zur Simulation eines
unendlich groBen Systems ein doppelt so groBes System. Der Grundzustand
[¥) dieses Systems kann mittels des direkten Produkts der Basiszustande der
erweiterten Subsysteme [i), [j)

W) = > Wl)h) (5.20)
i,)

mit Koeffizienten Wi; ausgedriickt werden. Um die m Zustande mit groBter
Wahrscheinlichkeit auszuwahlen, betrachtet man die Dichtematrix

Poo=Y W W (5.21)

11 ij 1)
)

und bestimmt die m groBten Eigenwerte und deren zugehorige Eigenvektoren.
Die so bestimmten m Eigenvektoren dienen als Basis des neuen Systems. Diese
Basistransformation wird nach jeder Erweiterung des Systems durchgefiihrt.
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Zur Berechnung von physikalischen GroBen bei endlichen Temperaturen wird
der oben geschilderte DMRG-Zugang mit der Methode der Transfermatrizen
kombiniert [24-26].

In den Abbildungen 5.19, 5.20 und 5.21 sind die bisherigen Darstellungen den
Ergebnissen aus DMRG-Rechnungen [27] gegeniibergestellt.
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Abbildung 5.19: Vergleich der verschiedenen Darstellungen der Suszeptibilitat der
frustrierten Kette mit DMRG-Rechnung bei o = 0.35.

Abbildung 5.19 zeigt die verschiedenen Darstellungen der Suszeptibilitdt. Der
Vergleich mit dem Resultat aus der DMRG-Rechnung zeigt eine Ubereinstim-
mung fiir die Kettenbruchdarstellung bis T/] =~ 0.4 und fiir die Kettenbruch-
darstellung mit T = 0 Information bis T/] ~ 0.25. Die Abschatzungen aus den
vorangegangenen Abschnitten ergaben etwas hohere Werte. Dies ist ein sehr
gutes Ergebnis, wenn man bedenkt, daB fiir die frustrierte Kette die Ergebnisse
nur bis zur 10. Ordnung vorliegen.

Fiir die spezifische Warme in Abbildung 5.20 erwartet man ein besseres Ergebnis,
da zwei weitere Informationen iiber das Tieftemperaturverhalten eingebunden
sind. Dabei muB natiirlich beachtet werden, daB der Informationsgehalt der
Darstellung der spezifischen Warme mit zwei Extrainformationen dem Informa-
tionsgehalt der Suszeptibilitdt mit einer Extrainformation entspricht. Dies liegt
daran, daBB man durch die Ableitung in Gleichung 4.1 eine Information gegeniiber
der Suszeptibilitdt verliert. Man muB fiir die Darstellung mit eingebundenen
T = 0 Informationen im Bereich T/] ~ 0.25 eine Abweichung von ungefdhr
2% feststellen. Diese Abweichung ist sehr klein, so daB die Abschatzungen
aus den vorherigen Abschnitten im Vergleich mit dem Resultat aus der DMRG-
Rechnung richtig waren und sogar noch verbessert werden konnen. Insgesamt
kann man festhalten, daB fiir die Kettenbruchdarstellung verniinftige Aussagen
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Abbildung 5.20: Vergleich der verschiedenen Darstellungen der spezifischen Wirme
der frustrierten Kette mit DMRG-Rechnung bei o« = 0.35.

bis T/] ~ 0.4 und fiir die Kettenbruchdarstellung mit T = 0 Informationen bis
T/] ~ 0.25 moglich sind. Im Hochtemperaturbereich stimmen alle Darstellun-
gen (iberein.
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Abbildung 5.21: Vergleich der verschiedenen Darstellungen der Entropie der frustrier-
ten Kette mit DMRG-Rechnung bei o« = 0.35.

Der Vergleich der verschiedenen Darstellungen der Entropie mit dem Resultat
aus der DMRG-Rechnung ist in Abbildung 5.21 zu sehen. Auch hier ist die Ket-
tenbruchdarstellung mit Extrainformation die beste Darstellung. Im Vergleich
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dazu ist die Kettenbruchdarstellung in niedriger Ordnung, bei der die Ketten-
bruchdarstellung mit den T = 0 Informationen der spezifischen Warme integriert
wurde, ebenfalls eine sehr gute Ndherung. Die relative Abweichung betradgt et-
wa 5% bei T/J = 0.2. Eine exakte Ubereinstimmung dieser Darstellung wird bis
ungefahr T/] =~ 0.4 erreicht. Die bisherigen Abschitzungen werden durch den
Vergleich bestatigt, d.h bis T/] ~ 0.25 fiir die Kettenbruchdarstellung und bis
T/] = 0.2 fiir die Kettenbruchdarstellung mit Extrainformation. Im Hochtem-
peraturbereich stimmen alle Darstellungen iiberein.

Auch hier sind die Ergebnisse aus der Hochtemperaturentwicklung sehr gut, ob-
wohl im Vergleich zur unfrustrierten Kette nur die 10. Ordnung der Entwicklung
vorliegt.
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6 Darstellungen mit Hilfe der Dispersion

Bisher wurde die Suszeptibilitat x(T) iiber einen Kettenbruch dargestellt, des-
sen Koeffizienten c; liber eine Hochtemperaturentwicklung bestimmt wurden.
Hier wird ein alternativer Zugang gewahlt, bei dem eine Naherung xo(T) der
Suszeptibilitdt iiber Dispersionsdaten bestimmt wird, die im Limes T — 0 fiir
lickenbehaftete Systeme exakt wird [28] und den Limes T — oo richtig dar-
stellt. Man hat einen Ausdruck zur Verfiigung, der beide Grenzwerte beinhaltet.
Mit diesem Ausdruck und der Hochtemperaturentwicklung der Suszeptibilitdt
aus den vorangegangenen Abschnitten ist es moglich, eine neue Kettenbruch-
darstellung in der neuen , Variablen* xo(T) zu gewinnen. Dabei werden die hier
zu bestimmenden Koeffizienten iiber die Hochtemperaturentwicklung der Sus-
zeptibilitdt bestimmmt, so daB die Taylorentwicklung des neuen Kettenbruchs
bis zu der entsprechenden Ordnung mit dem Polynom aus der Hochtempera-
turentwicklung exakt libereinstimmt.

Mit dieser Darstellung soll fiir die unfrustrierte Kette der Vergleich mit den
bisherigen Darstellungen und den exakten Resultaten iiber den Bethe-Ansatz
gezeigt werden.

Zur Bestimmung von Xo(T) wird von einer dimerisierten, frustrierten S=1/2-
Kette ausgegangen. Dabei tritt in realen Systemen die Dimerisierung ent-
weder aufgrund der Spin-Phonon-Kopplung auf und ist temperaturabhidngig
(CuGeOs [1], &’ — NaV20s [2] — Spin-Peierls-Substanzen), oder sie ist durch
die chemische Struktur der Kopplungen vorgegeben ((VO),P,07 [5]).

Der Hamiltonoperator einer dimerisierten frustrierten S=1/2-Kette ist durch

H= ]i ((1 + (—1)15) SiSip1 + ocsi,]sm) (6.1)
i=1

gegeben. Dabei ist 6 aus dem Intervall [0, 1] und « der Frustrationsparameter.
Im Grundzustand hat das System mit ] > O einen starken lokalen Singulettcha-
rakter mit langreichweitigen antiferromagnetischen Korrelationen. Dabei bil-
den sich die Dimere, die einen erhéhten Singulettcharakter aufweisen, zwischen
Platzen, die durch J (14 &) gekoppelt sind.

Wie sehen in diesem System die elementaren Anregungen aus? Im System der
nicht dimerisierten Kette sind die elementaren Anregungen aus dem S = 0
Grundzustand heraus Paare von Spinonen, die jeweils S = 1/2 Charakter ha-
ben. Fiir die Kette sind dies asymptotisch freie Anregungen. Fiir o« > « sind
diese Anregungen massiv, d.h. es offnet sich eine Liicke in der Dispersionsbezie-
hung. Bei der dimerisierten Kette sind die elementaren Anregungen gebundene
Spinonen-Paare mit S = 1. Man nennt diese Anregungen Magnonen. Zum
Aufbrechen des lokalen Singulettcharakters ist immer eine Mindestenergie erfor-
derlich, so daB die Dispersionsbeziehung eine Liicke aufweist mit w(0) = A # 0.
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Die AS =1 Ein-Magnon-Anregung manifestiert sich in der statischen Suszepti-
bilitat bei Magnetfeld h. Die allgemeine Gleichung fiir die Suszeptibilitat lautet

X(T) =— (6.2)

oh?
Dabei ist F = —3 ' In Z die freie Energie. Im Fall der dimerisierten S =1/2-
Kette ist ein angeregtes Triplett (Magnon) ein hard-core Boson, da physika-
lisch nur ein Triplett pro Dimer méglich ist. Dadurch muB die Bose-Statistik
beziiglich dieses Sachverhalts korrigiert werden. Die freie Energie pro Dimer
ergibt sich fiir gentigend kleine Temperaturen T < A nach [28] zu

f=—p"In(1+ [2cosh(Bh)] z(B)) (6.3)

mit h = gugH und der Zustandssumme fiir eine einzelne Anregung

‘I 7T
z(B) = EJ dke Pl (6.4)
—T7T
Damit ergibt sich die Suszeptibilitdt pro Platz zu
z(B)
TN=p-—""2 _ 6.5

wobei der Nenner das Ergebnis der Bose-Statistik durch den AusschluB von
Mehrfachbesetzungen einer Anregung fiir T — oo unterdriickt. Der Ausdruck
fiir xo in Gleichung 6.5 ist in beiden Grenzfillen T — 0 und T — oo richtig. Im
Hochtemperaturbereich erhilt man das Curie-Gesetz mit xo ~ 1/4T, und fiir
T — 0 erhélt man das Ergebnis der Tieftemperaturndherung x = pz(f3) [28].
Wahrend der statistische Faktor in Gleichung 6.3 die Bose-Statistik korrigiert,
beriicksichtigt er nicht die Effekte einer Wechselwirkung von Magnonen un-
tereinander. Durch eine Molekularfeldndherung kann man diese Effekte nahe-
rungsweise beriicksichtigen [29]. Der Wechselwirkungsterm eines Spins mit
den benachbarten Dimeren wird durch Jii15SiSivs — ]6</S\f>/5\§ = ]5m/5\§
gendhert. Dadurch ergibt sich ein Beitrag zum effektiven internen Magnetfeld
hint = —mC mit C = J(1 — 8) fiir das eindimensionale System 6.1.

Die Suszeptibilitdt ist durch m = xheyt definiert, wihrend die Magnetisierung
durch m = xohtot Mit hiot = hint + hext gegeben ist. Eine Umordnung der
Terme ergibt die korrigierte Suszeptibilitdt mit Beriicksichtigung der Magnon-
Magnon-Wechselwirkung

1+Cxo x,'+C~
Gleichung 6.6 erdffnet die Frage, ob nicht allgemein eine Darstellung der Sus-
zeptibilitat als Kettenbruch in der Variablen 1/xo mit

1
x(T) = (6.7)

- c2
Xo! o1+

X (6.6)

, c4
Xo! te3+ —
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giinstig ist. Um dies zu testen, sollen im folgenden die c; aus der Hochtempera-
turentwicklung der Suszeptibilitdt fiir die unfrustrierte Kette bestimmt werden.
Dies entspricht dem ungiinstigsten Fall, namlich einer Kette ohne Dimerisie-
rung. Der Vorteil besteht darin, daB die Dispersionsrelation w(k) nach [18]
exakt bekannt ist.

1.0

0.8

06

z(p)

04 +

02

0.0

0.0 20 4.0 6.0 8.0 10.0

Abbildung 6.1: Darstellung der Zustandssumme in Abhingigkeit von {3

In einem ersten Vergleich sollen die Ergebnisse aus der Hochtemperaturentwick-
lung der unfrustrierten Kette mit Hilfe der neuen Variablen 1/xq als Kettenbruch
dargestellt werden. Dabei wird zur Berechnung der Zustandssumme z(3) die
Dispersion der Spinon-Anregung in einer unfrustrierten S=1/2-Kette mit

w(k) = gsin(k) (6.8)

verwendet [18]. Dadurch ergibt sich die Zustandssumme aus Gleichung 6.4 zu

z(B) = Jo <%[37t) — Struve <O, %[371) (6.9)

mit der Besselfunktion erster Art Jo und der Struve-Funktion nach [30].
In Abbildung 6.1 sieht man das Verhalten der Zustandssumme in Abhangigkeit
von 3.

z(B)
14+3z(B)

Darstellung mittels xo = %

Zur Bestimmung der Koeffizienten c¢; der Kettenbruchdarstellung von x(T) in
der Variablen xgo in Gleichung 6.7 wird diese um 3 = 0 in einer Taylorreihe
entwickelt. Durch Koeffizientenvergleich mit der Suszeptibilitdt aus der voran-
gegangenen Hochtemperaturentwicklung (Anhang C) werden die c; bestimmt.
Durch die Information iiber das Tieftemperaturverhalten in xo soll die Darstel-
lung schon in niedriger Ordnung gute Resultate ergeben. In Abbildung 6.2 sieht
man den Vergleich zum exakten Resultat aus dem Bethe-Ansatz.



54

Darstellungen mit Hilfe der Dispersion

0.2

> 012

< 0.1 [

08 s s 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80
T

—— Bethe—-Ansatz
= X[4]
-—— Xl8]
— X[12]
—— X[14]

0.0 E. 1 1 1 1
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

T/
Abbildung 6.2: Vergleich der verschiedenen Ordnungen in der Dispersions-Darstellung
in Xo der Suszeptibilitdt der unfrustrierten Kette mit exaktem Resultat aus dem Bethe-
Ansatz

Schon fiir niedrige Ordnungen der Kettenbruchdarstellung werden gute Resulta-
te erreicht. Man sieht jedoch, daB fiir hher werdende Ordnung kaum mehr eine
Verbesserung der Ergebnisse erreicht wird. Die x[8]- und x[12]-Darstellungen
stimmen iiberein. Erst die x[14]-Darstellung liefert ein unterschiedliches Ergeb-
nis. Wie man in Abbildung 6.2 erkennt ist keine Verbesserung des Resultats zu
sehen. Man kann festhalten, daB verniinftige Aussagen bis T/] = 0.3 mdglich
sind. Dieses Ergebnis wird schon in einer sehr niedrigen Ordnung erreicht.
Hohere Ordnungen der Kettenbruchdarstellung ergeben keine Verbesserung.

In Abbildung 6.3 ist der Vergleich mit den Darstellungen der Suszeptibilitat
aus der vorangegangenen Hochtemperaturentwicklung dargestellt. Man erkennt
deutlich, daB eine niedrige Ordnung in der Kettenbruchdarstellung der Suszep-
tibilitdt mit Hilfe der Dispersion besser ist als eine hohere Ordnung in der Dar-
stellung der Ergebnisse aus der Hochtemperaturentwicklung (x[8]-Darstellung
aus Dispersion gegeniiber x[12]-Darstellung aus Hochtemperaturentwicklung).
Trotz dieses guten Ergebnisses in der Darstellung iiber die Dispersion ist die Dar-
stellung aus der Hochtemperaturentwicklung (x[18] mit Extrainformation x(0))
zu tieferen Temperaturen hin verlaBlicher. In letztgenannter Darstellung lassen
sich Aussagen bis T/] =~ 0.2 machen gegeniiber T/] = 0.3 fiir die Darstellung
tiber die Dispersion.

Zur Verbesserung der Darstellungen iiber die Dispersion in hohen Ordnungen
wird im n&chsten Abschnitt eine neue Variable eingefiihrt. Es wird als Variable
der Kettenbruchdarstellung die Funktion w(f) verwendet, mit deren Hilfe das
asymptotische Verhalten von ¥ richtig erfaBt wird. Motiviert wird dies dadurch,
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Abbildung 6.3: Vergleich der verschiedenen Ordnungen der Dispersions-Darstellung in
Xo der Suszeptibilitdt der unfrustrierten Kette mit vorangegangener Hochtemperatur-
entwicklung

daB die Zustandssumme z(3) als verallgemeinerte T-Variable dienen soll, um so
die Tieftemperaturinformation miteinbinden zu kdnnen.

z(B)

Darstellung mittels u = =208

Um die Darstellungen in héheren Ordnungen der Kettenbruchdarstellungen zu
verbessern, wird eine neue Funktion gesucht, die dhnlich wie xo durch eine
geeignete Darstellung beide Grenzwerte T — 0 und T — oo von ¥ richtig
beinhaltet. Die Funktion

__z(B)
u(p) = T=2(p) (6.10)
erfiillt die Bedingungen
lim uw o T und
T—o0
u(T=0)=0. (6.11)

Betrachtet man eine erste Kettenbruchdarstellung in u, die Tx(T) darstellt mit

uc
XM= e

(6.12)

so konnen die Grenzwerte fiir T — oo und T — 0 durch geeignete Wahl von ¢
und ¢y richtig erfaBt werden. Es ergibt sich co = ¢ = 1/4. Fiir die Bestimmung
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der Koeffizienten der Kettenbruchdarstellungen der Suszeptibilitit in u

Cou
TX(T) = 0 5 (6.13)
u+cy+

Cq
u+c3+ —

wird in gleicher Weise vorgegangen wie im Abschnitt zuvor. Der Koeffizien-
tenvergleich der Taylorentwicklung des Kettenbruchs in uw um 3 = 0 mit dem
Ergebnis aus der Hochtemperaturentwicklung aus Anhang C liefert die c;. Le-
gitimiert wird dies durch lim,,_,o(Tx/u) = 1 nach [28].

Diese Eigenschaft kdnnte man auch noch zusatzlich als Extrainformation in die
Kettenbruchdarstellung miteinbinden. Aus folgendem Grund wird dies nicht
getan: Nach [28] kennt man das Tieftemperaturverhalten der Suszeptibilitat
der dimerisierten Kette mit xgim (T — 0) = Bz(p). Mit der Dispersion der
Spinon-Anregung einer unfrustrierten S =1/2-Kette aus Gleichung 6.8 nahert
man die Zustandssumme aus Gleichung 6.4 fiir kleine T zu

(6.14)

Diese Zustandssumme soll fiir kleine Temperaturen die Suszeptibilitdt der un-
frustrierten S=1/2-Kette beschreiben. Es ergibt sich fiir die Suszeptibilitdt im
Tieftemperaturbereich die Abschitzung x(T — 0) ~ 4/7%. Im Vergleich zum
exakten Resultat aus dem Bethe-Ansatz nach Gleichung 5.9 (x(0) = 1/7%)
ist dies eine schlechte Abschatzung, sie wiirde den Tieftemperaturbereich im
vorliegenden Problem falsch beschreiben.

In Abbildung 6.4 ist der Vergleich von verschiedenen Ordnungen der Darstellun-
gen der Suszeptibilitdt in u mit dem exakten Resultat aus dem Bethe-Ansatz
zu sehen. Dabei fallt auch hier auf, daB schon in niedriger Ordnung der Ket-
tenbruchdarstellung sehr gute Resultate erzielt werden (x[8]-Darstellung). Fiir
hoher werdende Ordnungen wird nur eine kleine oder keine Verbesserung der
Darstellung erreicht. Allgemein kann man festhalten, daB zuverldssige Aussagen
bis T/] ~ 0.3 moglich sind. Die x[10]- und die x[12]-Darstellung liefern gleiche
Resultate und sind in der Abbildung nicht zu unterscheiden. Auf die Darstellung
hoherer Ordnung wird hier verzichtet, da sie keine Verbesserungen bringen.

Um die durch die Dispersionsdarstellung in u erreichten Ergebnisse mit den
bisherigen Ergebnissen aus der Hochtemperaturentwicklung zu vergleichen, sind
diese in Abbildung 6.5 dargestellt. Im Vergleich der niedrigen Ordnungen in den
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Abbildung 6.4: Vergleich der verschiedenen Ordnungen der Dispersions-Darstellung in
u der Suszeptibilitdt der unfrustrierten Kette mit exaktem Resultat aus Bethe-Ansatz

verschiedenen Darstellungen ist die Darstellung iiber die Dispersion eindeutig
die bessere Wahl (x[10]-Darstellung aus Dispersion gegeniiber x[12]-Darstellung
aus Hochtemperaturentwicklung). In hohen Ordnungen bringt die Darstellung
tiber die Dispersion nicht die gewiinschte Verbesserung. Die Darstellung der
x[18]-Darstellung mit Extrainformation ist hier etwas tiberlegen.

Allgemein kann man fiir die Darstellungen iiber die Dispersion festhalten, daB3
sie keine systematischen Verbesserungen fiir groBer werdende Ordnungen lie-
fern. Unter Umstanden tritt sogar eine Verschlechterung der Darstellungen auf.
Zum Abschitzen des Verhaltens der Suszeptibilitdt reichen aber schon niedrige
Ordnungen in den Kettenbruchdarstellungen aus, um verlaBliche Aussagen bis
T/] ~ 0.3 machen zu kénnen. Dies ist im Vergleich dazu bei den Darstellungen
der Hochtemperaturentwicklung erst fiir hohe Ordnungen moglich. Allgemein
ist die vorgestellte Methode eine gute Naherungsmethode fiir wenige Momente,
d.h. Informationen, die mitberiicksichtigt werden.
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7 Effektive Spinmodelle

In diesem Teil der Arbeit soll der Hamiltonoperator fiir die frustrierte Heisenberg-
kette 2.1 um die Ankopplung an Gitterschwingungen (Phononen) erweitert wer-
den. Mit Hilfe der Methode der FluBgleichungen [31] wird ein effektives Spinmo-
dell hergeleitet, das die Spin-Phonon-Kopplung implizit beriicksichtigt. Durch
die Methode der FluBgleichungen wird der Spin-Phonon-Wechselwirkungs-Anteil
in den Spinanteil des Hamiltonoperators transformiert, wodurch ein effektives
Spinmodell entsteht.

Motiviert wird dieser Zugang durch Untersuchungen an der anorganischen Spin-
Peierls-Substanz CuGeOs3. Bisherige theoretische Beschreibungen des Spin-
Peierls-Ubergangs gehen fast ausschlieBlich von einer adiabatischen Behand-
lung der Phononen aus [32]. Dabei wird das Subsystem der Phononen als das
langsame Subsystem betrachtet im Vergleich zum schnellen Subsystem der ma-
gnetischen Wechselwirkung. Ein adiabatischer Zugang ist also gerechtfertigt,
wenn die Phononen kleine Energien im Vergleich zum Spin-Subsystem haben.
Die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der adiabatischen Ndherung ist bei CuGeQO3
jedoch nicht erfiillt, da die Phononenenergien von der gleichen GréBenordnung
sind wie die magnetische Austauschwechselwirkung [33-35]. In der vorliegenden
Arbeit wird der umgekehrte Weg eingeschlagen. Das Phononen Subsystem wird
als schnell betrachtet im Vergleich zum langsamen Spin-Subsystem. Es handelt
sich um eine Erweiterung der Betrachtung aus Ref. [36]. Dort wird die Methode
der FluBgleichungen in fiihrender Ordnung in J/w und in g/w angewandt.

Im folgenden Abschnitt werden die Grundlagen der FluBgleichungen erldutert.
Die danach folgenden Abschnitte beinhalten die Rechnungen und Ergebnisse.
SchlieBlich werden die Ergebnisse mit Resultaten aus numerischen Rechnungen
verglichen.

7.1 Grundlagen der FluBgleichungen

Die Berechnung bzw. Ldsung eines quantenmechanischen Systems entspricht
allgemein der Diagonalisierung des zugehorigen Hamiltonoperators, um durch
die Bestimmung der Eigenzustidnde und Energien die Observablen zu berechnen,
die von Interesse sind. Dies ist jedoch meistens, abgesehen von einigen exakt
[6sbaren Modellen, nicht moglich. In vielen Fallen ist die exakte Diagonalisie-
rung z.B. aufgrund der hohen Dimension des Hilbertraums nicht maglich. Uber
die Methode der FluBgleichungen wird ein Zugang gewahlt, der den Hamilton-
operator in einer Weise transformiert, so daB er sukzessiv eine immer einfachere
Gestalt annimmt. Es handelt sich dabei um unitdre Transformationen mit dem
Ziel, die Nichtdiagonalelemente des Hamiltonoperators beliebig klein zu ma-
chen, so daB am Ende ein Hamiltonoperator in Blockdiagonalgestalt oder im
giinstigsten Fall sogar in Diagonalgestalt vorliegt.

Allgemein dienen unitidre Transformationen dazu, iiber Basiswechsel eine Matrix
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A in eine einfachere Gestalt zu iberfithren. Die unitdren Transformationen
werden iterativ durchgefiihrt

A =WA U, (7.1)

wobei U; die unitidre Transformationsmatrix benennt, so daB nach endlich vielen
Transformationen die Matrix A in der gewiinschten Gestalt B vorliegt

A=A)—-A1—---—A,=B. (7.2)

Die Matrix B 138t sich als

m
B=UAU mit U:=] W (7.3)

i=1

darstellen. Aufgrund der Unitaritdt von U sind die Eigenwerte A; der Matrix B
auch Eigenwerte von A. Die Eigenvektoren von A sind durch Ufv; gegeben,
wobei v; die Eigenvektoren von B sind.

Durch die Methode der FluBgleichungen wird das eben beschriebene Verfahren
erweitert. Anstelle des sukzessiven Anwendens von unitdren Transformationen
wird die hermitesche Ausgangsmatrix einer kontinuierlichen unitdren Transfor-
mation unterzogen. Dabei besteht die Transformation aus unendlich vielen
infinitesimalen Transformationsschritten. Um dies zu erreichen, wird der Hamil-
tonoperator H als Funktion eines reellen FluBparameters 1 aufgefaBt

H—- H(l) mitle0...00] . (7.4)

H(0) entspricht dem Ausgangsoperator, und H(oo) wird den vereinfachten Ha-
miltonoperator darstellen. Zur Herleitung der infinitesimalen Transformation
betrachtet man die l-abhangige Transformation

H(l) = U(LHO)Uf(1) (7.5)

mit der unitdren Transformationsmatrix U(1). Dadurch ergibt sich der infinite-
simale Transformationsschritt zu

H(l+dl) = U(l+ dyuf(YHOUOU (14 dl) . (7.6)

Zur Herleitung der FluBgleichung betrachtet man n(1), den im allgemeinen 1-
abhdngigen infinitesimalen antihermiteschen Erzeuger von U(1),

dau(y
—ar =n(u() . (7.7)
Entwickelt man U (L + dl) in erster Ordnung

U(L+dl) = U(l) +n(hundt , (7.8)
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lassen sich die Produkte aus Gleichung 7.6 mit der Ausnutzung der Antihermi-
tizitat von (1) als

U(l+ dyuf(l) =1+4n(1)dl und
umut(t+dy =1-—n(vdl (7.9)
darstellen. Somit ergibt sich Gleichung 7.6 in erster Ornung in dl zu

H(l+dl) = (1T +n(L)dl) H(D (T —n(D)dl)
=H() + n(),H()]dl. (7.10)
Eine Umstellung der Terme ergibt die sogenannte FluBgleichung

dH(1)

S = hUHUL (7.11)

Die Hauptaufgabe besteht darin, einen geeigneten Erzeuger (1) in Abhangigkeit
des Hamiltonoperators zu finden, der liber die FluBgleichung 7.11 die Nichtdia-
gonalelemente von H beliebig klein werden [&Bt. Zur lllustration der Methode
wird diese auf eine Matrix

er() hpa(l) hys(l)
hoi1(1)  e2(l)  has(l)
HU = hy() haa(l) e (7.12)

angewandt. Folgende Wahl des Erzeugers (1) geniigt nach [31] der Anforde-
rung der Diagonalisierung von H

n(y = [HAW,H) (7.13)
wobei H4(1) der Diagonalanteil von H ist. Im weiteren wird auf die explizite

Angabe der 1-Abhangigkeiten verzichtet. Die Matrixelemente des Erzeugers
ergeben sich gemaB Gleichung 7.13 zu

Nij = Z €i0uchyy — Z hixexdy;
K "
= (e;—€5) hy . (7.14)
Fiir die FluBgleichung 7.11 folgt somit
Ohss
a—f] = kahkj — Z Rixny;
K K

= Z (€;L + € — Zek) hikhkj . (7.15)
k
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Die Forderung des Verschwindens der Nichtdiagonalelemente wird anhand des
Transformationsverhaltens des Quadrates der Ausgangsmatrix gezeigt. Dazu
betrachtet man die transformationsinvariante Spur von H?

SpH? = konst.
0SpH?
=0. 7.1
= 3 (7.16)
Die Berechnung der Spur liefert
SpH? =) hyhji=) ef+ ) hijhj . (7.17)
i i LjAL
Mit Gleichung 7.16 ergibt sich
%5 2 gy (718)
— ol 4o V7V '
i 1,j#1

Der linke Term in obiger Gleichung |48t sich mit Hilfe von Gleichung 7.15 als

de? 0€j
-2 ?
al ; 3

i
=23 |e-2) (ei—¢)hyhy (7.19)
i j

schreiben. Umsortieren der Doppelsumme in obiger Gleichung und Einsetzen in
Gleichung 7.18 liefert

0
l]Z#la (hijhji) =-2 lZ] (€i — €j)2 h{jhji . (7.20)

Aufgrund der Hermitizitdt des Ausgangsoperators H(0), die unter unitiren
Transformationen erhalten bleibt, beschreibt Gleichung 7.20 die Entwicklung
der Betragsquadrate hi;h;; unter der kontinuierlichen Transformation 7.11. Die
Summe der Betragsquadrate der Nichtdiagonalelemente von H(1) werden im Li-
mes 1 — oo kleiner. Ist die rechte Seite in obiger Gleichung Null, so tritt keine
weitere Veranderung mehr auf. Das bedeutet, daB die Nichtdiagonalelemente,
die Zustande mit gleichen Diagonalelementen verbinden, unter Umstanden nicht
verschwinden. Allgemein muB man davon ausgehen, daB im Limes 1 — oo der
Ausgangsoperator in einen Operator mit Blockdiagonalgestalt iiberfiihrt wird.
Anhand von Gleichung 7.14 sieht man, daB die verbleibenden Nichtdiagonalele-
mente h;; keinen Beitrag zu ny; liefern, so daB gilt

limn(l) = lim [Hd(t),Hm] ~0. (7.21)

1l—o00 - 1l— o0
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Dabei ist zu beachten, daB H(oo) blockdiagonal ist. Somit steht eine Methode
zur Verfiigung, die einen gegebenen Hamiltonoperator in Blockdiagonalgestalt
und im giinstigsten Fall in Diagonalgestalt iiberfiihrt.

Die eben beschriebene Wahl des Erzeugers ist nur eine Moglichkeit. Allgemein
muB n auf das zu I[6sende Problem zugeschnitten werden. So ist z.B. fiir Ha-
miltonoperatoren mit banddiagonaler Gestalt die eben beschriebene Wahl nicht
die giinstigste, da durch die Transformationen die Banddiagonalitdt verloren
geht [37].

Fiir das hier betrachtete Problem der Spin-Phonon-Kopplung ist es nicht das
Ziel, den Hamiltonoperator moglichst in Diagonalgestalt zu iiberfiihren, sondern
ihn in Blockstruktur zu transformieren, so daB die direkte Wechselwirkung des
Spin-Systems mit den Phononen weggedreht wird unter Erhaltung der Phono-
nenzahl. SchlieBlich liegt ein effektives Spinmodell und ein effektives Phono-
nenmodell vor, die nicht mehr gekoppelt sind. Dabei wird dieses Modell im
speziellen durch die anorganische Spin-Peierls-Substanz CuGeOs motiviert.

7.2 Spin-Peierls-Phase

Ein Spin-Peierls-System ist ein quasi-eindimensionales antiferromagnetisches Spin-

System gekoppelt an Phononen, bei dem unterhalb einer bestimmten Tempe-
ratur Tsp spontan die Translationssymmetrie gebrochen wird. In adiabatischer
N&herung wird die Dimerisierung (sieche Abschnitt 6) durch eine statische Git-
terverzerrung beschrieben. Zur Veranschaulichung ist dieser Effekt in Abbil-
dung 7.1 illustriert. Der Hamiltonoperator fiir dieses System ist in adiabatischer

Spin-Peierls-Verzerrung

Abbildung 7.1: Dimerisierung eines Spin-Peierls-Systems

N&herung durch

N
. K
H=Y ] (1 + (—1)15) SiSir1 + 5 N& (7.22)
i=1

gegeben mit der Federkonstanten Ky und der Verzerrung 6. Die Neigung der
Spinkette zur Dimerisierung, also zur Bildung von Singulettpaaren auf benach-
barten Gitterlatzen, wird dadurch getrieben, daB der damit verbundene Ener-
giegewinn des magnetischen Systems (AE 5%/3 fiir unterkritische Frustration
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o < & [32] und AE o & fiir Uberkritische Frustration o« > «c) den Ener-
gieverlust, der mit der Verzerrung verbunden ist (AE o 62), iiberkompensiert.
Die Proportionalitdt des magnetischen Energiegewinns zu & riihrt daher, daB
aufgrund der iiberkritischen Frustration das Spin-System schon alleine, ohne
Ankopplung an Gitterschwingungen spontan dimerisiert und einen zweifach ent-
arteten Grundzustand aufweist (Abschnitt 6).

7.3 Nichtadiabatische Beschreibung der Spin-Phonon-Kopplung

Wie oben erwdhnt, sollten bei einer adiabatischen Behandlung die Phononen-
energien im Vergleich zur Energieskala des Spinsystems klein sein. Experimen-
telle Daten zu CuGeOs widersprechen jedoch dieser Annahme. Waihrend bei
dieser Substanz ] im Bereich von 115 bis 160 K liegt [16, 38], liegen die mit
der Dimerisierung in Zusammenhang stehenden Phononenergien bei 313 K und
150 K [33-35]. Daher wird in der vorliegenden Arbeit der umgekehrte Zu-
gang im Vergleich zum adiabatischen Zugang vorgestellt. Das ungestorte, d.h.
das nicht an Phononen gekoppelte Spinsystem, weist keine Liicke in der Di-
spersionsbeziehung auf. Die tiefliegenden Anregungen werden hauptsachlich
durch die Wechselwirkung mit den Phononen beeinfluBt. Das Phononensy-
stem wird als schnell und das Spin-System als langsam betrachtet, was einer
nichtadiabatischen Beschreibung der Phononen entspricht. Das bedeutet fiir die
Energieskalen, daB w > ] gilt. Ein weiteres Resultat aus Betrachtungen der
eindimensionalen XY-Kette mit Einsteinphononen zeigt, daB fiir einen verniinf-
tigen adiabatischen Zugang sogar w < A gelten muB, mit der Energieliicke A
fir die tiefliegenden Anregungen [39]. Die experimentellen Daten zu CuGeOs3
mit A = 23K [40] legitimieren somit eher den nichtadiabatischen Zugang zur
Beschreibung der Spin-Phonon-Kopplung.

Der Hamiltonoperator fiir das betrachtete Spin-Peierls-System besteht aus drei
Anteilen

H =Hs + Hp + Hsp (7.23)
—
Hd
mit
Hs = Z (J1SiSi41 +J28:Si42) , dem Spinanteil
i
Hg = w Z bibi , dem Phononanteil
i
(7.24)
und Hgg = Z Aj (bi + b-l) , dem Spin — Phonon — Anteil ,
i

wobei hier dispersionslose Einstein-Phononen angenommen werden. Dabei be-
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schreibt A; die Ankopplung der Phononen an das Spinsystem mit
Ai=9(SiSiy1— SiSia) . (7.25)

Nach Ref. [31] sollte A; normalgeordnet sein, d.h. A; — A;—(A;), damit beim
Vernachlassigen hoherer Terme nur ein kleiner Fehler gemacht wird. Durch die
Wahl von Aj in obiger Gleichung ist dies durch (A;) = 0 in der unverzerrten
Phase aufgrund der Translationsinvarianz gewahrleistet. In Gleichung 7.24 sind
die bi und b; die bosonischen Erzeuger bzw. Vernichter in zweiter Quantisie-
rung.
Die Erweiterung zu Ref. [36] besteht darin, daB die Kopplungen J; und J 1-
abhangig sind und somit durch die FluBgleichung 7.27 mittransformiert werden.
Es werden in der vorliegenden Arbeit zusatzlich héhere Potenzen in J/w und in
g/w betrachtet.
Die Wahl des Erzeugers n(1) ist formal die in Abschnitt 7.1 ausfiihrlich disku-
tierte mit

n() = [Hd(l),H} und H? = Hg + Hg . (7.26)

Dabei bezeichnet HY hier nicht den Diagonalanteil des Operators H wie in
Abschnitt 7.1, sondern die schon beziiglich Spin- und Phononensubsystem ent-
koppelten Anteile. Um den Spin-Phonon-Term iiber die FluBgleichungen

dH(1)

T = m(1), H(1)] (7-27)

in den Spinanteil transformieren zu kdnnen, mufB dieser Term eine l-Abhangig-
keit haben. Dies erfolgt iiber

Hss(U) = Y (T(Ub] + T{ (1)p;) (7.28)

i

mit der Anfangsbedingung
T.(0) = A; . (7.29)

Zur weiteren Vereinfachung der Schreibweise wird fiir den Kommutator mit dem
Spinanteil Hg der Liouville-Operator £ eingefiihrt

€A = [Hs, A . (7.30)

Mit dieser Schreibweise ergibt sich der Erzeuger zu

= {puwv! - bl | (7.31)
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mit
Di(1) = [£(1) + w] Ti(1)
DI(1) = [-£() + w] T (1) . (7.32)

Es ist zu beachten, daB sich durch die l-Abhangigkeit von Hg eine 1-Abhangig-
keit von £ bzw. Dj ergibt. Bis auf die 1-Abhangigkeit entspricht Gleichung 7.31
Gleichung 5b aus Ref. [36].

Die FluBgleichung 7.27 fiihrt auf die Berechnung folgender Kommutatoren

d];{l) = [n(V), Hsg(V] + (L, HI(V)] . (7.33)
Die Berechnung des Kommutators [n(1), H¢(1)] ergibt

(U, HAW] == 3 {I2V) + WP TWb] + [20) - WP T (b}, (7.34)

i

was wiederum bis auf die 1-Abhangigkeit der entsprechenden Gleichung 6 in
Ref. [36] entspricht. Der Koeffizientenvergleich mit dH/dLl fiihrt auf die Diffe-
rentialgleichungen

dTi(1)
dl

= — [V + @ T(1) . (7.35)

Die Anfangsbedingung zu dieser Differentialgleichung lautet T;(0) = A;. Die
formale Losung ist durch

L 2

Ti(1) = Texp {—J dl [2(1 )+ w} } A (7.36)
0

gegeben, wobei ¥ in Analogie zum Zeitordnungsoperator den 1-Ordnungsoperator

darstellt.

Da keine geschlossene Lésung fiir den Ausdruck 7.36 moglich ist, wird ein spe-
zieller Ansatz zur Bestimmung der T;(1) gesucht. Man wihlt einen geeigneten
Operatorunterraum des Operatorraumes der exakten Losung aus. Die Wahl des
Operatorunterraumes wird dabei durch die exakte Lésung der analogen Diffe-
rentialgleichung fiir T;(1) aus dem Entwicklungsansatz nach Ref. [36] mit

Ti(l) = exp {— (£ + w]? l} Aq (7.37)

eingeschrankt. Dort ist Hg und somit £ jedoch nicht l-abhangig. Dies 138t diese
formale Losung zu. Als Ansatz fiir T;(1) fiir das hier vorliegende Problem dient
dieselbe Losung, wobei nur Terme bis zur ersten Ordnung in £ beriicksichtigt
werden

() ~e W (1-2lwg)A; . (7.38)
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Somit soll Gleichung 7.35 mit Hilfe der entstehenden Operatoren aus der An-
satzgleichung 7.38 fiir den entprechenden Operatorunterraum geldst werden.
Es handelt sich um die Operatoren A; und £A;. Dadurch werden nur 2-Spin-
und 3-Spin-Terme beriicksichtigt, Terme mit héherer Anzahl von Spinproduk-
ten werden vernachlassigt. Durch diese Wahl des Operatorunterraumes ist der
Entwicklungsansatz nach Ref. [36] im vorliegenden Ansatz enthalten.

Folgenden Kommutatoren werden zur Berechnung bendtigt

[SiSiv1,8:iSi1] = i8¢(Siy1 x Si 1)
i
[SiSi4+1,Si (Siy1 x Si )] = 3 (Si1Sit1—S8iSi1) . (7.39)

Es ergibt sich folgender allgemeiner Ausdruck. Dieser Term soll im vorliegenden
Problem als Ansatz fiir T;(1) dienen

() = a(l)(SiSi41— SiSi1)

+ br(U{iSi (Siy1 x Si- 1)}

+ b2(U{iSi (Sit1 x Siy2) —18i (Si1 x Si2)} (7.40)
+ b3(D{iSi (Siy1 x Si43) =181 (Si1 x Si-3)}

4+ ba(U{iSi (Si-1 X Si+2) —1S8i (Si11 x Si-2)}

mit lber die FluBgleichung 7.27 zu bestimmenden l-abhangigen Koeffizienten
a(l),bq(1),...,bs(l). Es handelt sich um Spinterme, die symmetrisch beziiglich
des Platzes i sind. Die Spatprodukte entstehen durch die Berechung von £A;.
Um die Anfangsbedingung T;(0) = A; zu erfiillen, ist a(0) = g und b;(0) =
.. =by(0) = 0 zu wihlen.

Um die Differentialgleichung 7.35 explizit aufzustellen, wird die Wirkung von
(£ + w) auf Ti(1) in dem ausgewdhlten Operatorunterraum bendtigt. Dazu
wird die Wirkung von (£ + w) auf T;(1) als Matrix M ausgedriickt, so daB sich
Gleichung 7.35 als

dv(l)

dl

schreiben [4B8t. Dabei hat v(1) als Eintrdge die einzelnen Koeffizienten aus
Gleichung 7.40

= —M?v(1) (7.41)

v(1) = [a(1), by (1), ba(1), b3(L), ba(L)]* . (7.42)

Die Matrix M wirkt dabei auf die Spinproduktterme der einzelnen Zeilen in
Gleichung 7.40, so daB durch Mv die Wirkung von (£ 4+ w) auf Ti(1) als Vek-
tor dargestellt wird, wobei die einzelnen Komponenten den Vorfaktoren fiir die
einzelnen Spinproduktterme in Gleichung 7.40 entsprechen, d.h. die erste Kom-
ponente von Mwv enspricht dem Koeffizienten des Spinprodukttermes des ersten
Summanden in Gleichung 7.40 usw. Durch Summation der Produkte der ent-
stehenden Komponenten von Mv mit den entsprechenden Spinprodukttermen
ergibt sich das gesuchte Resultat.
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Die Matrix M hat folgende Darstellung

w Ta=31 =11 i i
2]2—2]] w 0 0 0
M = ]] —]2 0 w 0 0 N (7.43)
]2 0 0 w 0
]2 0 0 0 w

wobei man beachten muB, daB die Kopplungen J; und J, l-abhdngig sind. Somit
|38t sich die Differentialgleichung fiir die Koeffizienten a(1),bi(1),...,bs(1) in
einfacher Weise aufstellen. In Anhang E sind die resultierenden Differentialglei-
chungen explizit angegeben.

Zur Bestimmung der Differentialgleichung fiir J1(1) und J»(1) wird der Kommu-
tator (1), Hsg(1)] berechnet

(1), Hsp(L] = Z[Dj() [~ Dby, Ti(Ub] + T/b]

_ _Z(DT 1+ T/ 1D (1)) (7.44)

i

Z (bTbT T (1] + h.c. ) (7.45)
+Z{bTb ([ 1,DJ (1 )] [Di(l),TjT(l)])} . (7.46)

L)

Um aus obiger Gleichung eine Differentialgleichung fiir den effektiven Spinan-
teil des Hamiltonoperators zu gewinnen, wird ein mean-field-Zugang verwendet.
Dabei werden die quadratischen Bosonenterme durch ihre Erwartungswerte er-
setzt. Dies ist in dem Sinne ein systematischer Zugang, als es sich hier um
eine Entwicklung in g handelt. Durch die Erwartungswerte werden aufgrund
der Wechselwirkung Fluktuationen von der Ordnung g? vernachlissigt. Da die
vernachlissigten Terme nur in Verbindung mit g?-Termen auftauchen, ist der
Fehler dieses mean-field-Ansatzes von der Ordnung g*.

Werden die Terme bin]. durch ihren Erwartungswert di;{explw/T] — 17 er-

setzt, und Terme der Form bibjT (bibj) vernachldssigt, da ihr Erwartungswert
verschwindet, erhilt man

dHs(1)

0 - M(1), Hsg(1)]

=Y {Xu) +cotn (35) Vi0)} (7.47)

i
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mit
Xi(l) = —% (DT +DIUTO + Tl + T UDW) | (748)

Yi(1) = % ([Tim,Djm] n [DJU,TJ(UD . (7.49)

Nach Summation iiber i erhdlt man die Differentialgleichung fiir die Kopplungen
J1(1) und J»(1). Dabei werden hier die Anfangsbedingungen J;1(0) = Jo und
J2(0) = O betrachtet, d.h. eine anfangs unfrustrierte Kette.

Zur Berechnung der Ausdriicke in obiger Gleichung benétigt man folgende Spin-
produktterme

(SiSi+1) (Si(Sit1 x Si42)) = = (Si+1Si42 — SiSiy2)

—Si (Sit1 x Si42)

i
(Si(Sit1 x Si12)) (SiSiy1) = ~7 (Si+1Si+2 — SiSip2) (7.50)

1
4

1
[St(Si1 x Si2)l* = —g (S8t + SirSiea + SiSip2) +

i
4
1
1

Si(Sit1 x Si42)

3
32
und

(SiSi—1) (Si(Siy1 x Siy2)) = =Si—1 (Si41 % Siy2)

1
2
i
~5 (Sic1 x 8i) (Siy1 x Siy2)

1
(Si (Sit1 x Sit2)) (SiSi—1) = = Si—1 (Si41 % Siy2)
(Siz1 % Si) (Siy1 x Si2) , (7.51)
(Si1Si42)

(Si+ Sit1) (Si1 x Sit2)

[Si (Siy1 x Si1) - Si(Siy1 % Sip2)]l =

4
1
2
1
8
1
8
1
4
Es ergeben sich nach der Summation die Differentialgleichungen fiir J;(1) und
J2(1). Diese sind in Anhang E aufgefiihrt. Es handelt sich insgesamt um ein
Differentialgleichungssystem mit sieben gekoppelten nichtlinearen Gleichungen.

Um diese Ergebnisse mit bereits vorhandenen Resultaten aus DMRG-Rechnungen
vergleichen zu konnen, miissen die gekoppelten Differentialgleichungen aus An-
hang E gelost werden. Da eine exakt Losung nicht moglich ist, werden die
Differentialgleichungen zur Bestimmung des effektiven Spinmodells numerisch
gelost.

[((Si—1S1) (Si41Si42) + (SiSi42) (Si—1Si41)] -
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7.4 \Vergleich mit DMRG

In diesem Abschnitt werden die oben aufgestellten Differentialgleichungen (An-
hang E) numerisch gelost und mit den Resultaten aus DMRG-Rechnungen [41]
verglichen. Diese wurden ebenfalls fiir T = 0 im nichtadiabatischen Limes durch-
gefiihrt. Zur numerischen Integration der Differentialgleichungen aus Anhang
E wurde ein 5. Ordnung Runge-Kutta-Verfahren mit adaptiver Schrittweiten-
kontrolle verwendet, siehe z.B. Ref. [42]. Die adaptive Schrittweitenkontrolle
ist insofern wichtig, da die Integration beziiglich 1 von 0 bis co verlduft. Fiir
groBe 1-Werte erwartet man keine wesentliche Veranderung der zu berechnen-
den Funktionen mehr, so daB man mit dieser Methode den Grenzwert 1 — oo
sehr gut abschatzen kann.

Hier sollen noch einmal die Anfangsbedingungen der Differentialgleichungen aus
Anhang E zusammengefaBt werden.

Anfangsbedingungen:

al0) = g¢
b;(0) = 0
by(0) = 0
b3(0) = 0 (7.52)
bs(0) = 0
J1(0) = Jo
J2(0) = 0

Die ersten fiinf Anfangsbedingungen, die die Kopplung der Phononen an das
Spinsystem beschreiben, sind durch H(0) = H aus Gleichung 7.29 bestimmt.
Die letzten beiden Anfangsbedingungen fiir die Kopplungen J; und J, werden
in der Weise gewahlt, daB das Spinsystem ohne Kopplung an Phononen keine
Frustration aufweist. Durch die Methode der FluBgleichungen soll der Effekt
der Spin-Phonon-Kopplung auf das Spinsystem untersucht werden. Beziiglich
des effektiven Spin-Modells stellt sich die Frage, inwieweit die Spin-Phonon-
Kopplung Frustration erzeugt, d.h. inwieweit der Ubergang von der undime-
risierten Phase in die dimerisierte Phase (Xeff > « — D-Phase) durch die
induzierte Frustration getrieben wird.

Um einen ersten Eindruck der Funktionsweise der FluBgleichungen zu bekom-
men, ist in Abbildung 7.2 der Verlauf der Funktionen a(l), by(1), ..., ba(1),
J1(1) und J,(1) fiir den Parametersatz ¢ = 0.2, T = 0, J1(0) = Jo = 0.2
und w = 1 dargestellt. Man sieht sehr schon, wie die Funktionen a(l), by (1),
..., bg(l) ,,wegflieBen" und fiir 1 — oo Null werden. Dabei beschreiben diese
Funktionen gerade die Ankopplung der Phononen an das Spinsystem. Dafiir
verdndern sich die l-abhangigen Kopplungskonstanten J; und J,. Man erkennt,
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Abbildung 7.2: FluB der Koeffizienten aus Anhang E fiir die Parameterwahl Jo = 0.2,
g=0.2

wie die kontinuierliche Transformation die Spin-Phonon-Kopplung in ein effekti-
ves Spinmodell iiberfiihrt. Fiir den gewdhlten Parametersatz sind schon fiir sehr
kleine 1-Werte die Sattigungswerte fiir die Funktionen erreicht. Dies bedeutet
nach Gleichung 7.21, daB 1(l) durch die Transformation von H(l) im Limes
L — oo Null wird. Bei der numerisch durchgefiihrten Integration wird als MaB
fir die Sattigung, d.h. fiir das Erreichen des Limes 1 — oo, die Abbruchbe-
dingung f'(1) < 1077 verwendet, wobei f(1) fiir die l-abhingigen Funktionen
in Anhang E steht. Dies ist die maximal mogliche Abbruchbedingung fiir die
verwendeten float Variablen, da diese eine Genauigkeit von 10~/ besitzen.

Hier und im weiteren wird w = 1 gesetzt, so daB alle Darstellungen der Funktio-
nen a(l), by(1), ..., ba(l), J1(1) und J»(1) in Einheiten von w angegeben sind.
Da in der vorliegenden Arbeit Grundzustandseigenschaften bei T = 0 vorgestellt
werden, beschrankt sich die Parameterwahl auf Jo und g. Es stellt sich her-
aus, daB fiir verschiedene Parameter Jo und g die Sattigungswerte nach obiger
Definition des Limes 1 — oo fiir verschiedene Werte von 1 erreicht werden. In
Abbildung 7.3 ist dieser Sachverhalt illustriert. Die Ursache hierfiir ist folgende:
Nach Gleichung 7.20 verbinden die Nichtdiagonalelemente unter Umstdnden
Zustdnde mit gleichen Diagonalelementen oder mit Diagonalelementen, die sich
nur sehr wenig voneinander unterscheiden. Dadurch werden durch die Methode
der FluBgleichungen die Nichtdiagonalelemente unter Umstdnden nicht beliebig
klein (erstgenannter Fall — Blockdiagonalisierung) oder sie verschwinden durch
die Transformation nur sehr langsam (letztgenannter Fall).

Dieser Sachverhalt beeinfluBt durch die Kopplung der Gleichungen alle Funktio-
nen im vorliegenden Problem.
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Abbildung 7.3: FluB der Koeffizienten aus Anhang E fiir die Parameterwahl Jo = 0.7,
g=20.3

-0.2

In Abbildung 7.4 sind die Ergebnisse der verschiedenen Zugénge dargestellt. Es
ist die kritische Spin-Phonon-Kopplung g. in Abhidngigkeit von Jy in Einheiten
von w aufgetragen. Dabei ist die kritische Spin-Phonon-Kopplung g, dadurch
gekennzeichnet, daB durch diese Kopplungsstarke der Phononen an das Spinsy-
stem eine effektive Spinkopplung mit der Frustrationsstarke o, =~ 0.241167 [12]
entsteht. Der grau schattierte Bereich markiert somit den Bereich mit unter-
kritischer Frustration o < o, in dem das System liickenlose Anregungen
besitzt. Oberhalb wird der liickenbehaftete Bereich mit iiberkritischer Frustra-
tion oefr > ot dargestellt. Die Resultate der DMRG-Rechnung sind gestrichelt
dargestellt [41]. Die durchgezogene Linie stellt den Entwicklungsansatz nach
Ref. [36] dar. Die gepunktete Linie ist das Ergebnis der hier vorliegenden Ar-
beit. Fiir w > Jo und w > g, also im oben beschriebenen nichtadiabatischen
Regime, bei dem die Phononen im Vergleich zum magnetischen System schnell
sind, stimmen die hier erzielten Ergebnisse mit den Ergebnissen der anderen Dar-
stellungen iiberein. Dies war zu erwarten, da fiir g/w und Jo/w klein der Ent-
wicklungsansatz exakt wird, und der hier verfolgte Ansatz so gewahlt wurde, daB3
er den Entwicklungsansatz aus Ref. [36] enthdlt. Im Bereich Jo/w € [0.1,0.4]
liefert die hier vorgestellte Losung der FluBgleichung im Raum lokaler Opera-
toren eine Verbesserung gegeniiber dem Entwicklungsansatz. Jedoch ist der
vorliegende Ansatz fiir Jo/w > 0.5 nicht mehr geeignet. Hier brechen die Er-
gebnisse im Vergleich zu den anderen Darstellungen nach unten aus und enden
an dem mit dem Pfeil gekennzeichneten Punkt.

Um dieses Ergebnis verstehen zu konnen, wird eine Eigenschaft der hier be-
trachteten Differentialgleichungen ndher untersucht. Man betrachtet dazu die
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Abbildung 7.4: Darstellung der verschiedenen Zugange zum T = 0 Phasendiagramm
der antiferromagnetischen Spin-Peierls-Kette, mit Einstein-Phononen. Dabei stellt der
grau schattierte Bereich das liickenlose System und der Bereich dariiber das liickenbe-
haftete System dar. Die DMRG-Daten stammen aus Ref. [41]

Eigenwerte A; der Matrix M aus Gleichung 7.43

M = w261 (02— 122(U)3 (1) + 107212

M =@+ 2O 12RUR 0 0L (753)

A3a5 =W .

Uber die Matrix M werden die FluBgleichungen fiir die Funktionen a(l), by (1),
..., bs(1) nach Gleichung 7.41 beschrieben. Diese Funktionen beschreiben die
Kopplung der Phononen an das Spinsystem und sollen mit Hilfe der FluBglei-
chung zum Verschwinden gebracht werden. Die Eigenwerte von M? sind ?\iz,
i=1,...,5 mit den Eigenwerten A; von M.

Die Losungen der Differentialgleichung 7.41 sind exp(—)\-lzl) fiir die Anteile in
den jeweiligen Eigenvektoren, wenn man annimmt, daB die Kopplungsfunktionen
J1(1) und J2(1) konstant sind, so daB die Eigenwerte und Eigenvektoren als 1-
unabhangig betrachtet werden kénnen. Man kann so ablesen, wie stark diese
Kopplungsanteile fiir groBer werdendes | unterdriickt werden. Dies ist dann
nicht mehr gewahrleistet, wenn A; = 0 oder A; sehr klein ist. In diesen Fallen
ist es moglich, daB die Funktionen nicht exponentiell mit 1 kleiner werden. Dies
bedeutet fiir die kontinuierliche Transformation im betrachteten l-Intervall eine
Art Stillstand.

Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, sind in Abbildung 7.5 die Funktionen
J1(1), J2(1) und der Eigenwert A aus Gleichung 7.53 fiir Jo = 0.7 und zwei ver-
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schiedene g-Werte dargestellt. Der hier beschriebene Effekt tritt fiir Jo > 0.7
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Abbildung 7.5: Darstellung der Funktionen J; (1), J2(1) und dem Eigenwert A; aus

Gleichung 7.53 mit Jo = 0.7 und verschiedenen g-Werten

zutage. In Abbildung 7.4 ist daher das Ergebnis der hier vorliegenden Rechnun-
gen nur bis Jo < 0.7 illustriert. Die zwei Werte von g unterscheiden sich nur
um 10~7. Dies entspricht der maximalen Genauigkeit der verwendeten float
Variablen. Man erkennt deutlich, daB fiir beide Werte von g die jeweiligen Ei-
genwerte A und die Kopplungen J1(1) und J»(1) im Bereich 1 < 1 < 30 nahezu
konstant und jeweils nahezu gleich sind. Der Eigenwert Ay ist dabei ungefdhr
Null. Ab einem bestimmten Wert fiir | dndert sich die Situation sehr schnell.
Abhangig von g werden die Eigenwerte positiv oder negativ und andern das
Verhalten der Kopplungen J1(1) und J2(1) qualitativ. Abhingig vom Vorzeichen
des Eigenwertes wird die Kopplung J»(1) positiv oder negativ.

Es handelt sich hier um einen Umschlagspunkt gy ~ 0.3963172 fiir Jo = 0.7,
der fiir Werte g > gy negative Ubernichstnachbar-Kopplung und fiir Werte
g < gu eine positive Frustration bewirkt. Eine negative Frustration bedeu-
tet die Anderung des zugrundeliegenden physikalischen Bildes. Kénnte man
den kritischen Wert gy exakt berechnen, so wiirde der Eigenwert A\; vermut-
lich exakt Null sein, und es ergibe sich keine Verdnderung mehr im Laufe der
Transformation, wie dies fiir Werte von g # gy in Abbildung 7.5 zu sehen ist.
In Abbildung 7.6 siecht man den Verlauf der Funktionen a(l), by(1),..., bg(l)
(vgl. Gleichung 7.41) mit Jo = 0.7 und verschiedenen g-Werten. Auch hier
bleiben diese Funktionen in dem oben erwdhnten Bereich nahezu konstant, bis
sie sich ab einem bestimmten 1-Wert verdndern und ihren Sattigungswert von
Null annehmen.

Es bleibt die Frage offen, ob der Umschlagpunkt gy, einen physikalischen Hinter-
grund hat, oder ob die Ursache alleine in einem ungiinstig gewahlten Ansatz fiir
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Abbildung 7.6: Darstellung der Funktionen a(l), bi(1), ..., bs(1l) nach Gleichung

7.41 mit Jo = 0.7 und verschiedenen g-Werten

Ti(1) (Gleichung 7.40) liegt. Dies wiirde bedeuten, daB es sich um einen Effekt
handelt, der relevante Terme in dem gewahlten Ansatz nicht beriicksichtigt.

Im Rahmen der vorliegenden Rechnung trifft das Bild der Dimerisierung durch
Frustration jenseits des Umschlagpunktes gy bei Jo = 0.7 nicht mehr zu.
Wie bereits erwahnt, ist es noch unklar, ob dieser Umschlagpunkt durch ei-
ne iibermiBige Vereinfachung induziert wird, oder eine qualitative Anderung
der zugrundeliegenden Physik signalisiert. Das Grundbild der hier vorliegenden
Rechnungen ist richtig, da gegeniiber des Entwicklungsansatzes im oben ange-
gebenen Bereich eine Verbesserung auftritt. Weitere Untersuchungen beziiglich
des Umschlagpunktes sind erforderlich, um dessen Ursache (physikalisch oder
Artefakte der Ndherung) zu klaren.
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8 Fazit und Ausblick

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil der Arbeit
wird die Hochtemperaturentwicklung von isotropen S =1/2-Ketten untersucht.
Fiir die unfrustrierte Kette konnen Ergebnisse bis zur 16. Ordnung und fiir die
frustrierte Kette bis zur 10. Ordnung erzielt werden. Dabei handelt es sich
um Entwicklungen, die bis zur berechneten Ordnung absolut exakt sind und in
Form eines analytischen Ausdrucks vorliegen. Es hat sich gezeigt, daB durch die
Darstellung dieser Polynome iiber eine Padé-Approximation sehr gute Resultate
erzielt werden konnen, die durch das Einbinden von Informationen liber den
Tieftemperaturbereich der jeweiligen GroBe nochmals verbessert werden kdnnen.
Die Ergebnisse lassen dadurch fiir die unfrustrierte Kette zutreffende Aussagen
iber die jeweilige physikalische GroBe bis zu einer Temperatur von T =~ 0.2]
und fiir die frustrierte Kette bis T & 0.3] zu. Das Maximum der Suszeptibilitat
und der spezifischen Warme wird fiir einen Vergleich mit experimentellen Daten
ausreichend beschrieben. Besonders fiir die frustrierte Kette sind dies sehr gute
Resultate, wenn man bedenkt, daB im Vergleich zur unfrustrierten Kette die
Ergebnisse nur bis zur 10. Ordnung vorliegen. Allgemein muB man festhalten,
daB die Padé-Approximationen sehr gute Darstellungen der Ergebnisse aus der
Hochtemperaturentwicklung bewirken.

Ausblickend konnte man versuchen, liber die Methode der , Differential Ap-
proximants" [43], die eine Erweiterung der Padé-Approximation darstellt, die
Ergebnisse speziell im Tieftemperaturbereich weiter zu verbessern. Ein weiterer
interessanter Aspekt ist die Erweiterung der Berechnungen auf zweidimensionale
Systeme. Da man bei den hier vorliegenden Ergebnissen schon an die Grenze
der Kapazitat der zur Verfiigung stehenden Computer stoBt, wird es schwierig,
tiber die hier verwendeten Methoden zufriedenstellende Darstellungen der er-
reichbaren Ordnung zu erzielen. Eine geeignetere Methode ist die Berechnung
mit Hilfe des Theorems zusammenhiangender Cluster [15], da dadurch nur Sub-
systeme betrachtet werden miissen, die durch geeignete Summation das globale
System beschreiben.

Die Darstellungen der Suszeptibilitit iiber Dispersionsdaten erbringen schon in
niedriger Ordnung sehr gute Ergebnisse , d.h. nur wenige Informationen reichen
aus, um verniinftige Aussagen bis zu einer Temperatur von T = 0.3] machen
zu kdénnen. Hohe Ordnungen in den Darstellungen liefern kaum eine Verbes-
serung. Das Konzept der verallgemeinerten T-Variablen, die beide Grenzwerte
T — 0 und B — O beeinhaltet, erweist sich als eine sehr gute Methode, erste
Abschatzungen der Suszeptibilitdt zu erreichen. Weitere Versuche, die Darstel-
lungen durch andere verallgemeinerte Variablen zu verbessern, sind wiinschens-
wert, obwoh| es Anzeichen gibt, daB keine beliebig gute Darstellung erreicht
werden kann.

Im zweiten Teil der Arbeit wird die Methode der FluBgleichungen vorgestellt.
Das Ziel, die Spin-Phonon-Kopplung auf ein effektives Spinmodell abzubilden,
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wird erreicht. Anhand der Grafiken zum Transformationsverhalten der Spin-Pho-
non-Kopplungsterme und der Spinkopplungsterme wird die Wirkungsweise der
FluBgleichungen illustriert. Es wird gezeigt, wie im effektiven Spinsystem durch
Ankopplung an Phononen langreichweitige Spinkopplungen erzeugt werden. Der
Vergleich der Ergebnisse zur kritischen Spin-Phonon-Kopplung g. in Abhangig-
keit der ungestorten Nachstnachbar-Kopplung Jo mit dem Entwicklungsansatz
nach Ref. [36] und DMRG-Rechnungen zeigt fiir Jo/w und g/w klein eine
Verbesserung zum Entwicklungsansatz. Im Bereich Jo € [0,0.4] wird somit
deutlich, daB das Konzept des Zuganges richtig ist. Fiir Werte von Jo/w > 0.4
tritt die gewiinschte Verbesserung nicht ein. Hier treten Effekte auf, die noch
einer genaueren Untersuchung bediirfen. Es ist noch unklar, ob es sich um eine
ungeeignete Niherung des Operatorunterraumes fiir T;(1) handelt, oder ob ein
qualitativer Wechsel in der zugrundeliegenden Physik stattfindet.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird auf die T = 0 Eigenschaften des Sy-
stems eingegangen, da hierfiir ein guter Vergleich zu numerischen Daten maoglich
ist. Da die Temperatur als Parameter in den Gleichungen enthalten ist, lassen
sich als unmittelbare Erweiterung die Eigenschaften des Systems auch fiir end-
liche Temperaturen untersuchen. Mit der Kombination der Ergebnisse aus dem
FluBgleichungszugang und den Ergebnissen aus der Hochtemperaturentwicklung
lassen sich z.B. speziell fiir CuGeO3 die Resultate zur genaueren Bestimmung
der Modellparameter an experimentelle Daten anpassen. Ein Beispiel hierfiir
sind die effektiven temperaturabhangigen Spinkopplungen aus dem zweiten Teil
der Arbeit, die man in die Darstellung der Suszeptibilitdt aus dem ersten Teil
miteinbindet.
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Matrix des Heisenbergoperators

A Matrix des Heisenbergoperators

Zur Kodierung der Wirkungsweise des Hamiltonoperators 2.1 auf das erweiterte
System wird dieser in der Form

N N
1 ALA_ AN Am A
H=J) S.San=J)_ <§ (S5iS +5.5E) + SfLSfLH> (A1)
n=1 n=1

fiir die unfrustrierte Kette dargestellt. Die moglichen Zustidnde zweier benach-
barter Platze auf der realen und virtuellen Kette sind mit

1
S= 7 (I Trlv) = 1LTo))

S

To— % (1Tele) 41 L))

T,] = | lrlv> y
T+1 = | TrTv> (A2)

bezeichnet, ndmlich dem Singulettzustand und den drei Triplettzustanden.



Damit ergibt sich die folgende Matrix fiir die Wirkung der einzelnen Summanden
des Hamiltonoperators A.1 auf die 4 x 4 = 16 moglichen Zustandskombinatio-
nen. Dabei bezeichnen die hochgestellten Indizes die Kettenplatze.

angewandt auf % (/S\jL/S\;H + /S\:L/S\IH) /S\fL/S\fLH
sngnt (T T T pTe
oy T T irp5m
s T T s
sy LIy TpH 4 T Ty
s LTy T S
STy (T Ty s T
s ST Ty o
B LT 4T lsnsn
T3y LT s 1Ty
T LT 4 ST —irsn
T LT TS 15Ty
T LT - T s
™ T 0 AT Ty
T | (T TS shg e | i
TN | (T s - shT —srsnt) | Ty
Ty o Ty

Fiir die ibernachsten Nachbar-Terme gilt die gleiche Matrix mit der Ersetzung
n+1-—-n+2
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Suszeptibilitaten

B Daten nach linked-cluster-Methode

Diese Daten stammen aus Berechnungen nach der Methode zusammenhangen-
der Cluster [15], durchgefiihrt von N. Elstner [44]. Dabei wurden die Ergebnisse
bis zur 16. Ordnung exakt berechnet und alle weiteren Ordnungen durch giinsti-
ge Kiirzungen exakt fortgefiihrt.

x(T)

x(T)

11 11 . 11 . 5 1 7 1 133 1 . 1 1
4T 8T2 96T* 1536T°> 512076 122880 T7 16128 T8
1269 1 3737 1 339691 1 1428209 1

4587520 T° * 74317824 T 5945425920 TV 54499737600 T12
18710029 1 7045849 1 358847 1

2242274918400 T3 809710387200 T 3957275492352 T15
65174099663 1 258645079463 1

28566582460416000 T16  498616712036352000 T17
1228965600979 1 1116582102301823 1.

2590036809744384000 T18 + 4475583607238295552000 T1?
479324499596581 1 5295672430596073 1

7288807588930938470400 T20  64789400790497230848000 T21
4017679877443439 1

1948099482859723554816000 T22
9717209629565426423 1

457154011977748460863488000 T23 (B.1)
C Suszeptibilitaten
Unfrustrierte Kette:
1111 115 1 7 1
4T 8T2 96T4 ' 1536T> 5120716
133l+1l+1269l+ 3737 1
122880 T7 ' 16128 T8 ' 4587520 T° ' 74317824 T10
339691 1 1428209 1 N 18710029 1
5945425920 T11 54499737600 T12 ' 2242274918400 T13
7045849 1 358847 1 65174099663 1

809710387200 T4 3957275492352 TV5  28566582460416000 T16
258645079463 1 (C.1)

498616712036352000 T17
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Frustrierte Kette:

x(T)

(1 T NT da (1] ISR
x 96 " 128% 7 32% T 9% ) T4

1536 768 512 26 1536 T>

4
7 49 37 1 1 7 1
< 2 L3y oA 5>_

5120 6144% T 1536% T 128 512 5120 ) 6

133 9 21 5 168 5 7 4 B s
15360 7680

122830 T 1280% T 61240% T 92160

133 o l—l— 1 5863 o 805 o + 3023 N
122880 T’ 16128 1474560 73728 737280

381 4, M 5 67 (X7>l+<+ 1269
81920% " 368640 ' 368640 ' 16128° | T3 4587520
23629 58651 , 28751 5 59 ., 877 . 5389
20643840~ 13762560~ T 5160960 % ~ 20160% ~ 1290240% 1 20643840%
1271, 1269 8) 1

1720320% t 1587520% | 0

3737 34337 14125, 1249
(7431 7824 23592960 T 4128768 ~ 35389440
317, 969 . 93463 . 67097
229376% ~ e55360 " T 61931520% 82575360
361 5 3737 9> 1 < 22843 339691

1720320 % 1 72317824 % ) 70 T\ T 1486356480 * 5945425920

15205963 , 311903 , 9659

5945425920 * 82575360 % ' 3932160~
177787 5 599639 o 791221 5 367481 4

825753600 ' 594542592 % T 1436356480 F 1436356480 &
22433 o 339691 m) 1

128635648 & 5945425020 % | T 2
148635648 & 5945425920 % | T11 (C.2)
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Zustandssummen

D Zustandssummen

Unfrustrierte Kette (16 Plitze):

Z(T)

+31+11+671+211+12271
272 4T3 64T4 64T 2560 TC
3071 1 191061 1 1191361 1 4110211 1

15360 T7 T 1146380 T8 ' 15482880 T° ' 88473600 T10
3300783 1 6897705817 1 330892183 1

412876800 TV | 653996851200 T'2 ' 72666316300 T13 | 4809188966400 T
412766341177 1 13765327136591 1 5

529010786304000 T'5 | 457065319366656000 T16 (

Frustrierte Kette (20 Plitze):

Z(T)

Ll L (15,15 5Y 1 115,45 15 )
2\7 "7 )1 e\ T Y )T

1275 15 645 , 1275 ,\ 1

]
u\32 Tt YT
_<_@+@“_%“z+%as_%a5>l
2 72 8 16 2%)T
44595 5805 147465 , 1995 , 239175 , 44595 O\ 1
ﬁo( R TR B T DT °‘+6—4°‘>_

T6
1 < 135345 818895 161175 2 2700075 3 531405 4
— o+ o — o

1
120
1

5040 & 128 %7 32 756 756

128 ¥ e 7 Ta0320\ & 16

1367025 , 855195 ; 50955975 , 87315 5 6214995
6 YT T3 YT T YT Yt ©

1107765 8) 1 1 ( 9904425 64605465 42655275

265125 5 135345 7>1 1 (1107765 365655

&4 T8~ 362880 128 " m6 ¥
M754195 5 140157945 , 219921345 . 17261145 1376055 -

e X sz YT sz YT T3 Yt Tme &
9904425 9> 1 1 <573899565 | 83526675 7990026375

128 75 " 3628800 | 1024 e “T 2088
734953875 , 6398548575 , 85661025 . 7934270475

N R R T
3797325 , 1473840825 5 573899565 0(10) 1

56 X T o YT T 0 T10

Aus diesen Rohdaten lassen sich ¢(T) und s(T) gemaB der Gleichungen 4.1 und
4.2 berechnen.

9432253919 1

14

1

)



83

E Differentialgleichungen fiir effektives Spinmodell

Aus Gleichung 7.41 ergeben sich folgende Differentialgleichungen fiir die Koef-
fizienten in Gleichung 7.40

(h0 - 120) + 12(1)2> alt) + 2w ( 3120 = 34 010

1

—Iz(U) b2(1) + w]2(Ub3(1) + w]2(Ub4(l)  (E.1)

1

dbs (1)
dl

~ 22020 - (W) wal) + (37200 = 1) (2120

= 201) + @)o1(0) + (21200 = 21 0) (3101 = 31a(0) balt)
1

T3

= 2(311) = TaW) wall) + 130 = Ta0) ( 31200 = 3110 baf)

+ ((%h (1) — %Iz(l)) (1 (1) = TJ2(1) + wz) bo(1) + %(h (1)

(212(1) — 213 (1) 2(b3(1) + 3 (212(1) — 213 (1) 2 (Uba(V) (E2)

dby(1)
dl

- ]z(l))lz(l)bs(l) + % (J1(U) = TJ2(1)) J2(1) ba (1) (E3)
o) 2)alt) + 120 (3120 = 3110 oaU 4 1) GI] g

- %Iz(U) ba(1) + Glzmz + wz) b3(1) + %Iz(l)zbzt(l) (E4)
il —2wma + i (3120 - 37 m) 10+ 1200 )(211(1)

1

—Elz(l)>bz()+ J2(1)%b3(1) + 5all ) 1) (E.5)

dall) _ <w2 ; Glz(l) - %mu) (212(0) — 21 (1) + GI](U - %Iz(U) -
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Aus Gleichung 7.47 ergeben sich die Differentialgleichungen fiir J1(1) und J2(1)
zu

Il (%bm)z + Z03(172 — ba(Ubs (1) + 5 01( + 2a(112 + by (Uba (1)

+ %bz(1)2> w —2by(V]2(Va(l) —a(l)]; (Uba(l) — 2by (V1 (Va(l)

F202(Ubs(Va(l) + 2T2(Uba(Va(l) + 2by(VTa(Va()
~ ZaR(Wbs(1) + Sba(U(Va(l)

+ coth (%% ( (2a(L)b2(1) = 2a(L)b; (1) w + 3a(V)?J1 (1) + %bz(l)zh 1)

1

— zbz(l)zlz(l) + %bl (V2T1(1) — %h (W2T2(1) + b1 (WT2(Vba(1)

—SIz(l)a(Uz—1Iz(l)b3(l)b1(l)—%lz() 04 (U3 (1) — b (V11 (1a()

+ ;]z( Ubz(U)b2(1) + 5 Iz( Jba(l )bz(1)> (E.6)

d]il) = (%M(Uz + Al‘bz(l)2 + %b1 (1)? + %b3(1)2 n a(l)2> w

+b1(D2(Va(l) + J2(Ubs(Va(l) = bi (V1 (Va(l) + J2(Uba(Va(l)

+ 20U (Vall) — Sba(UTa(Va()

+ coth (%$> ( (2a(D)ba (1) — 2a(V)b2(1) + 2a(l)bz(1) + 2a(l)by (1) w

(1)211(1)+%Iz() (D2 +72(Ub3(1) b1 (1) = br(V)]2( b2 (V)

b2(UJ1(Vba(l) + %Iz(l)bﬂl)z +512(a(l)? + %bz(l)zlz(l)

- Ebz(l)zh L+ %m (21 = 3aV: (1) + %bz(l)h (Ubs(1)

+ 120003 (Uba(1) — Tor (11 (Uba(1) — 303 (11 (1b3(1) — Ja(Uoa(1ba()

_AN _AN'_A

+b1(V]1 (Vb2(1) + J2(Dba(1) b1 (1) — J2(1)b3(1 )b2(1)> (E.7)

Es handelt sich um ein Differentialgleichungssystem mit sieben gekoppelten Glei-
chungen.
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