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1. Motivation & Einleitung

In vielen modernen Experimenten sind die Kohérenzeigenschaften von Quantensystemen
von zentraler Bedeutung. Prinzipiell unterliegen Quantensysteme aber durch eine, in der
Realitdt unvermeidbare, Interaktion mit ihrer Umgebung dem Phanomen der Dekohé-
renz. Diese unter Dekohérenz zusammengefassten Wechselwirkungen fithren wéahrend
der zeitlichen Evolution des Systems zu relativen Phasen zwischen den zum System
beitragenden Zustanden, was die Kohéarenzeigenschaften des Quantensystems mit fort-
schreitender Evolution zerstort. Besonders problematisch ist dieses Verhalten von Quan-
tensystemen bei der Entwicklung von Systemen zur Quanteninformationsverarbeitung.
Solche, auf quantenmechanischen Prinzipien beruhende, Systeme zur Informationsverar-
beitung boten aus quantenmechanischen Prinzipien resulitierende Moglichkeiten, wie sie
aktuelle, klassische Systeme nicht bieten konnen. Ein besonders vielversprechendes Bei-
spiel ist der, auf dem Superpositionsprinzip quantenmechanischer Zustidnde beruhende,
Quantenparallelismus. Dieser erlaubt es bestimmte, bisher nicht effizient bzw. in polyno-
mieller Rechenzeit 16sbare Probleme, wie die Primfaktorzerlegung, mit einem geeigneten
Algorithmus, in diesem Fall dem Shor-Algorithmus, doch effizient zu 16sen. Eine weitere
neue Fahigkeit solcher Systeme ware eine, auf dem quantenmechanischen No-Cloning-
Theorem beruhende, prinzipiell abhorsichere Kommunikation, die so beispielsweise einen

abhorsicheren Schliisseltausch ermdglichen wiirde [NCO00].

Diese vielversprechenden Perspektiven erklaren das immense Forschungsinteresse an
unterschiedlichsten Implementierungen solcher quantenmechanischer Systeme zur Infor-
mationsverarbeitung wie etwa Qubit-Implementierungen durch gefangene Ionen, (Fest-
korper-) NMR-Systeme, Quantenpunkte, etc. Dabei muss jedes geeignete System ein ein-
zelnes qubit abhingig vom Zustand eines anderen Qubits gezielt manipulieren konnen
um, dhnlich wie eine Auswahl von Bauteilen boolescher Gatter fir klassische Informa-
tionsverarbeitung, sogenannte single und dual qubit gates zu implementieren und da-
durch universell einsetzbar zu sein. Unabhangig von der tatsachlichen, physikalischen
Implementierung muss jedes qubit ein geeignetes System mit mindestens zwei unter-

scheidbaren Eigenzustdanden sein [NCO00], von denen je einer als logisches "wahr” |1) und



logisches "falsch” |0) interpretiert wird. Infolgedessen kann jedes qubit im Allgemeinen
in einem beliebligen Superpositionszustand [1)) = « |0)+ [ |1) mit |a|+|5] = 1 existieren,
was anschaulich jedem Punkt auf der Oberfliche der "Bloch-Kugel”, siehe Abbildung
1.1, entspricht. Single qubit gates konnen so als Rotationen des Zustands |¢) aufgefasst
werden, die den Zustand |¢) auf der Oberfliche der Blochkugel beliebig verschieben

kénnen.

Abbildung 1.1.: Skizze einer typischen Autokorrelationsfunktion

Ein solches Zwei-Niveau-System kann beispielsweise, wie in der "Nuclear Magnetic
Resonance” (NMR), durch Teilchen mit Spin § = %, dessen Spinzustandsentartung
durch die Zeeman-Aufspaltung in einem Magnetfeld aufgehoben wird, implementiert
werden [VCO05]. In diesem NMR-Kontext wird die Manipulation der qubits durch geeig-
nete Hochfrequenz-Pulse realisiert. Die besonders anschauliche NMR-Sprache soll auch

im Folgenden weiter verwendet werden.

Da ein Quantensystem in der Realitat nicht vollstindig abgeschirmt werden kann,
was auch eine gezielte Messung und Manipulation der qubit-Zustande unmoglich ma-
chen wiirde, ist es der Ansatz von diversen Publikationen die unvermeidbare Kopp-
lung des Systems an die Umwelt, inspiriert durch das Prinzip des Hahn-Echos aus der
NMR [Hah50], im Mittel aufzuheben statt ganzlich zu unterdriicken. Dabei gibt es ei-
ne Vielzahl von Ansétzen, die sich stark voneinander unterscheiden. Die Unterschiede

umfassen dabei so grundsatzliche Punkte wie zum einen die Modellierung der Umwelt



des Quantensystems dessen Ankopplung an das System im Mittel verschwinden soll
und das Vorgehen zum Entkoppeln. Dazu finden verschiedene Pulse sowie Pulsfolgen,
Dynamical Decoupling (DD) genannt, Anwendung, die wiederum unterschiedlich gut
realisierbare Eigenschaften wie Pulslangen, Amplituden, etc. voraussetzen. Betrachtete
Modelle fiir die Umwelt umfassen beispielsweise die Modellierung des Bads als zeitunab-
héngige, quantenmechanische Storung [PKRUQ9], als zeitabhéngige quantenmechanische
Storung [FPU12], sowie klassische Modelle wie 1/fe-Rauschen [KMB*08] und Random
Telegraph Noise [CanLNDSO08], [MdSZWO06]. Die Entwicklung von DD-Pulssequenzen
umfasst frithe Ansétze mit dquidistanten und stark idealisierten 6-Pulsen unendlich ho-
her Amplituden und unendlich kurzer Pulsldngen [VI.98], verbesserte Sequenzen mit
nicht mehr zwingend dquidistanten Pulsen wie UDD [Uhr07] und QDD [WFL10], sowie
weitere RUDD-Sequenzen [UP10], die realistischere Pulse mit endlichen Amplituden und
Pulslangen beriicksichtigen. Dazu wurden Pulse mit realistischeren Eigenschaften durch
Frequenzmodulation [FPU12] oder durch Amplitudenmodulation [PKRU09] gefunden.
Diese Anséitze zum Pulsdesign haben gemein, dass sie bereits wiahrend der Pulslange die
Kopplung des qubits an das Bad verschwinden lassen. Das ist ein Resultat eines zunéchst
verfolgten Ansatzes [PFKUO0S], der lediglich versuchte Pulse zu finden, die die Evolution
von Bad und qubit wahrend des Pulses entkoppeln und so eine Evolution des Systems
aquivalent zu einem idealen d-Puls wahrend der tatsdchlichen Pulsldnge zu erzeugen.
Die Ausmittelung der Kopplung sollte bei solchen Pulsen entsprechenden Pulssequen-
zen iiberlassen werden. Es wurde allerdings festgestellt, dass dieser Ansatz gewichtige
Nachteile mit sich bringt, wie etwa keine Moglichkeit Pulse zu erzeugen, die eine Evo-
lution dquivalent zu einem J-Puls ganz am Ende des Pulsintervalls erzeugen. Gerade
diese Pulse sind aber von grofler Bedeutung in der experimentellen Praxis. Auflerdem
konnte gezeigt werden, dass so konstruierte Pulse keine m-Pulse in zweiter Ordnung in
der Pulslédnge realisieren kénnen.

In dieser Arbeit sollen deshalb neue Pulse gefunden werden, die die Ankopplung an
die Umwelt im Mittel verschwinden lassen. Dabei wird die Umwelt als schwankende,
klassische Grofle mit statistischen Eigenschaften modelliert. Von besonderer Interesse
in der Quanteninformationsverarbeitung und anderen experimentellen Szenarien sind
5- und 7-Pulse. Es werden im Folgenden zur Unterdriickung von reiner Dephasierung
amplituden- oder frequenzmodulierte Pulse bis zu dritter Ordnung in der Pulslange
gefunden. Zur Unterdriickung allgemeiner Dekohédrenz werden frequenzmodulierte Pulse

bis in zweiter Ordnung in der Pulslinge gefunden.



2. Modell & Herleitungen

In diesem Kapitel wird das zugrunde liegende Modell erldutert und die Bedingungen
hergeleitet, die von den gesuchten Pulsen in den jeweiligen Ordnungen erfiillt werden
miissen. Dazu wird eine Entwicklung in der Pulslinge 7, analog zu dem von Pasini
etal. [PKRUQ9] gewéhlten Vorgehen angesetzt. Das Resultat dieses Kapitels werden
dann fiir die jeweiligen Ordnungen giiltige Bedingungen sein, die fiir den allgemeinsten
Fall, also im Fall allgemeiner Dekohéarenz, gelten. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden
diese Gleichungen dann herangezogen um Spezialfille wie reine Dephasierung bei fester

Rotationsachse, etc. durch Einsetzen entsprechender Anséatze betrachten zu konnen.

2.1. Modell

1
2

sich klassisch verhaltendes, Bad modelliert. Im Folgenden sollen dazu zunéchst das be-

Es wird ein Modell betrachtet, das die allgemeinste Kopplung eines Spin S = 3 an ein,

trachtete Modell durch seinen Hamiltonoperator formal eingefiihrt und die Modellierung

des klassischen Bads erlautert werden.

2.1.1. System-Hamiltonian

Der System-Hamiltonian ist mit

Heys (1) = U (1) 7 +177 (1) 7, (2.1)
—— =
Ho(t) H(t)

gegeben. Darin modelliert H (¢) den Kontrollpuls durch den dreidimensionalen Vektor
T (t) = (vz (t),v, (), v, (t))". Dieser Vektor beschreibt die Pulsform des Kontrollpulses
in den drei Raumrichtungen durch ihre Amplituden in Abhéngigkeit der vergangenen
Zeit t. Diese Amplituden koppeln mit dem Vektor der Paulimatrizen & an die entspre-
chenden Spinkomponenten.

Die Kopplung an das klassische Rauschen wird durch # (¢) modelliert. Dabei wird



das klassische Rauschen als drei, zu jedem Zeitpunkt t zufillige Variablen 7 (t) =
(12 (), 1y (1), 12 (£))" modelliert, die iiber den Paulimatrixvektor & an die drei Spin-

komponenten koppeln.

Jede Komponente von 77 (t) ist eine zu allen Zeiten ¢ zufallige Zahl aus R. Dies fithrt
fir 77(¢) auf einem Vektor aus drei zufélligen oder stochastischen Prozessen. Genauer
wird das betrachtete Rauschmodell in Abschnitt 2.1.2 erlautert.

Die besonders einfache Form des Kontroll-Hamiltonians H, (¢) ist der, in der NMR
iiblichen, “rotating frame approximation” zu verdanken. Sie wird im folgenden Abschnitt
erlautert, indem die spater gemachten Ansétze zu ihrer moglichen Realisierung im La-

borsystem in Bezug gesetzt werden.

2.1.1.1. Die Rotating Frame Approximation

Die grundlegende Idee der "rotating frame approximation” ist in ein Bezugssystem zu
transformieren, das sich "mit dem Spin” dreht [Lev01]. Dazu wird der Zusammenhang
zwischen Zustédnden im statischen Referenzsystem [¢) und Zusténden im mit wys rotie-

renden Bezugssystem [¢)) geméB
[0) =D (= (1) [4) (2.2)
fiir
D. (¢ (t)) = exp[—i¢ (t) L.] (2.3)

und ¢ (t) = wyer - t herangezogen. So ergibt sich aus

o - 0
SH10) = 2 AD. (~0 (1) [9)}

_ {gtpz (—o (t))} [¥) +D- (=6 (1)) {gt rw>}

mit Gleichung (2.2) und der Schrédingergleichung 2 [¢) = —iH [¢)

D. (=6 (0) ] g1 )| = =D (o) M) = ~iD. (0 (). (4(0)19),



mit Gleichung (2.3), (2.2) und ¢ (t) = wyet - t folgt

{;DZ (—¢ (t))} W) = iwrefL, D, (_¢ (t>> W) = iWref L. W) :

Zusammen ergibt sich dann die Schrodingergleichung im rotierenden Bezugssystem
0 - T
g ) = —iH [¢)

mit

H="D.(—p#)HD. (¢ (t)) — wyeZ.. (2.4)

Im festen Referenzsystem des Labors wird ein hochfrequentes Feld entlang der z-Achse

gemaf
Vig (1) = 4V (t) cos (wret - t + Q (L) + @) €

beschrieben. Wirkt ein solches Feld nur innerhalb eines Zeitintervalls 0 < ¢ < 7, so stellt
es einen hochfrequenten Puls der Dauer 7, dar. Ein Puls dieser Form tragt eine gemaf
V' (t) modulierte Amplitude sowie eine durch €2 (¢) beschriebene zeitliche Modulation
seiner Frequenz. Weiter kann ein solches Feld durch die Summe gegeneinander mit w¢

rotierender Felder gemaf
‘/rf (t) = ‘/rf, res (t) + V;f, non-res (t)
mit

Vit ves (t) = 2V () (cos (wyet - t + Q2 (t) + ¢p) € + sin (wWyer - E + Q2 (1) + &)
Vit noncres (t) = 2V () (€08 (wret + £+ Q (t) + ¢p) € — Sin (wyer - £ + Q2 (E) + &)

)
)

@ml

™
e

beschrieben werden. Dabei wurden die Bezeichnungen "res” bzw. "non-res” fiir Rota-
tionen in Richtung bzw. Gegenrichtung der Spin-Prézession im konstanten Magnetfeld
entlang €, gewahlt. Als "rotating wave approximation” wird das Vernachlassigen des,
nach einer Transformation in das rotierende Bezugssystem schnell oszillierenden, An-
teils Vif nonres Dezeichnet. Diese Ndherung ist insbesondere dann gut, wenn stets |V (¢)]

sehr viel kleiner als der Betrag des statischen Feldes in €, ist, in dem der Spin prézessiert.



Ein solches Feld fiihrt dann auf einen Kontrollpuls-Hamiltonian

Ho () = 2V (t) (cos (wref - t + Q2 () + ¢p) Ly + sin (wyer - £+ Q (1) + @) Z,)
=2V (1) D. (®,) L, D. (— )

mit O, = wyer - t + Q2 (t) + ¢p. Der so resultierende Spin-Hamiltonian ergibt sich dann zu

H(t) = wrZ, +Ho (t)
_ T 2V (1) D (8,) LD, (~,)

mit der Larmorfrequenz wy. Wird dieser Hamiltonian fir einen mit der Larmor-Frequenz
wr, angelegten Puls geméfl Gleichung (2.4) in ein mit w,ef = wy, rotierendes Beugssystem

transformiert, so folgt
H(t) =D. (—¢ (1)) (WL + 2V (t) D. (@) Z.D: (= P,)) D (¢ (¢)) — wi ..
Mit Ausmultiplizieren und [D, (—¢ (t)),Z.]_ = 0 ergibt sich

i T, + 2V (1) D, (B, — 6 (1) TD. (6 (1) — B,) — wi.T.

Mit @, = wp -t +Q(t) + ¢, und ¢ (1) = wy, - t ergibt sich

=2V () D, (Q(t) + ¢p) Z.D. (— (2 (t) + 6p))
=2V (t) (cos (2 (t) + ¢p) Ly + sin (2 (¢) + ¢p) Iy) ,

also letztlich
H(t) =2V (t) (cos (Q(t) + ¢p) Lo + sin (Q(t) + ¢,) T,) - (2.5)

In dieser Arbeit werden amplitudenmodulierte Pulse mit, im rotierenden Bezugssystem,
zeitlich konstanter Drehachse €, und konstanter Frequenz w; sowie frequenzmodulier-
te Pulse mit zeitlich veranderlichen Drehachsen mit konstanter Amplitude V (t) = V}
betrachtet.

Die im Folgenden gemachten Ansétze ergeben sich fiir die Amplitudenmodulation aus

10



Gleichung (2.5) mit Q () = 0 und ¢, = 7 explizit zu

Fir die im Folgenden angesetzte Frequenzmodulation ergibt sich aus Gleichung (2.5)
mit V (t) = Vp und ¢, = 0 explizit zu

Hpm (1) = 2V4 (cos (Q (t)) Z,. + sin (Q (1)) Z,) .

Mit den Spinoperatoren Z; oc % ergeben sich so exakt die gemachten Ansitze fiir die

Kontrollpulse.

2.1.2. Rauschmodell

Das als Zufallsvariable modellierte Rauschen soll den Einfluss der Umwelt auf das be-
trachtete qubit-System modellieren. Dazu wird angenommen, dass das Verhalten der
Umwelt sich zu jedem Zeitpunkt aus einer makroskopisch grofien Summe mikroskopi-
scher, quantenmechanischer Vorgénge ergibt [Jac10]. Wahrend jeder einzelne dieser bei-
tragenden Vorgénge quantenmechanischer Natur ist, soll nur die makroskopisch grofie
Summe aller dieser Vorgénge betrachtet werden. Dies motiviert die Annahme, dass die
Umwelt als makroskopisch grofie Summe mikroskopischer, quantenmechanischer Vor-
gange den quantenmechanischen Charakter verliert und als klassische, zu allen Zeiten
zufillig fluktuierende Variable betrachtet werden kann. Die zu dieser Summe beitra-
genden Vorgiange sind dabei von unterschiedlichster physikalischer Herkunft. Darunter
beispielsweise Beitriage von unzahligen, sich zufallig bewegenden geladenen Teilchen wie
Elektronen, Beitrige aus den Wechselwirkungen grofler Mengen von Photonen, sowie
vieler Phononen, etc. Alle diese Vorgiange erzeugen im Allgemeinen unterschiedlich ver-
teilte Zufallsvariablen, die in ihrer Summe letztlich das Verhalten des zu modellierenden
Bads bestimmen. Das Bad ergibt sich so zu jedem Zeitpunkt als grofie Summe tiber
unterschiedlich verteilte Zufallsvariablen. Entsprechend einer allgemeinen Formulierung
des zentralen Grenzwertsatzes der Statistik ist zu erwarten, dass sich die Verteilung
solcher Summen von Zufallsvariablen einer Gaufverteilung anndhern und im Grenzfall
unendlich vieler beitragender Zufallsvariablen eine exakte Gauverteilung liefern [Gar83].

Das fithrt auf die Wahl von Gauflschen Zufallsprozessen als Modell fiir den Einfluss des
Bads. Die folgenden Abschnitte sollen solche Zufallsprozesse einfithren und statistische

Eigenschaften der tatséchlich fiir das Bad betrachteten Gau-Prozesse diskutieren.

11



2.1.2.1. Zufallsprozesse

Ein zeitkontinuierlicher, stetiger stochastischer Prozess oder Zufallsprozess X (t) kann als
zu jeder Zeit t € R als stetige Zufallsvariable mit moglichen Ausgéngen x (t) € R einer
im allgemeinen zeitlich veranderlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung aufgefasst werden.
Vollstédndig charakterisiert werden die statistischen Eigenschaften stetiger, stochastischer
Prozesse neben einer, durch eine entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte Wi (x1,t1) ge-
gebenen, Wahrscheinlichkeitsverteilung durch weitere Verbundwahrscheinlichkeitsvertei-
lungen. Das fiihrt auf einen Satz von im allgemeinen beliebig vielen Wahrscheinlichkeits-
dichten

Wi (21, t1)
Wa (29, ta; 21, 11)
(2.6)
Wn (xnatnv ce ey xlvtl) )
die die Erwartungswerte
5 {X (tl)} = / $1W1 (xl,tl) dX1
5 {X (t1> X (tg)} = / / .ZUll’QWQ (I27t2; (L’l,tl) XmdXQ ( )
00 —o0 2.7

5{X(t1)...X(tn)}:/.../xl...onn(xn,tn;...;ml,tl)dxl...dxn

bestimmen. Wobei sich Verbundwahrscheinlichkeiten
P, =Pz, < X (tp) <xp+dry; ...; 21 < X (t1) < 21 + dry)
geméf

P, =W, (zp,tn;...;21,t) dxy ... dxy

12



ergeben. Die Wahrscheinlichkeitsdichten erfiillen dabei die Konsistenzbedingungen
/ W1 (.Clﬁl,tl)dxl =1

/ Wy (2, ta; 1, 1) dxo = Wy (21, 1)

o0

/ Wn (xn,tn, ceey xl,tl) an = Wn,1 (Z‘nfl,tnfl; ceey .Tl,t1>
—0o0

sowie im Fall von stationaren Zufallsprozessen
Wy (zp,tn + 75 o s 2,00+ 7) = W (2, b oo o5 21, 11) (2.8)

fir beliebige 7 [Pap9l].

2.1.2.2. GauBsche Zufallsprozesse als klassisches Rauschen

Von besonderem Interesse sind stationire, gauflische Zufallsprozesse, da das klassische
Rauschen durch drei solche gaufischen, stochastischen Prozesse 7, (t), n, (t) und n, (¢)

modelliert wird.

Ein stochastischer Prozess ist ein GauB-Prozess, wenn samtliche Wahrscheinlichkeits-

dichten (2.6) durch multivariate Gauverteilungen gegeben sind, also insbesondere auch

1 _
W1 (l’l,tl) = \/W€

mit Erwartungswert p und Standardabweichung o gilt. Eine direkte Folge davon ist,

N

(=) (2.9)

dass auch der GauB-Prozess, wie die Normalverteilung, durch die ersten beiden gemaf
(2.7) gegebenen Momente vollstandig charakterisiert wird, siehe [Cha83]. Damit sind die

charakterisierenden Groflen des stationdren Gau-Prozesses durch den Erwartungswert

=& ()} = [ mWi(n,t) dm (2.10)

13



und die Autokorrelationsfunktion

oo

Ry, (t1,t2) = E{n (t1)n(t2)} = / / mneWa (12, t2; m1,t1) dmudne = Ry, (Al)

—00 —O0

mit At = t; — to, bei gemaf (2.8) stationdrem Prozess, gegeben.
Gemaf Isserlis Theorem [Iss18] gilt fiir die Momente einer mehrdimensionalen Normal-

verteilung mit verschwindenden Erwartungswerten € {z;},...,E{z,} und n € N

E{w1, 29, . .., 20, } = an{fﬂﬂj}y

5{1‘1,3?2, e ,ZL‘Qn_H} = 0,

demnach zerféllt jedes Moment gerader Ordnung in eine Summe iiber die Korrelationen
zwischen allen moglichen Paaren und samtliche ungerade Momente verschwinden. Damit
resultiert fiir das dritte Moment des hier betrachteten stochastischen Prozesses als eine

Folge von normalverteilten Zufallsvariablen mit An (¢;) =n(t;) —7und n =1

€ {An (1) An (t2) An (t3)} =0
& E{An () An (ta) An (t3)} =E{n (t1) n (t2) n (t3)}
-1 (Rnn (tla t2) + er (th t3) + Rnn (t2v t3))
+ 27,

Dazu wurde das Produkt (1 (t1) —7) - (n (t2) —7) - (n (t3) — 77) ausmultipliziert und an-
schlieflend die Linearitdt der Mehrfachintegration £ {. ..} ausgenutzt. Es folgt dann ab-
schliefend

E{n(t)n(t)n(ts)} =7 (Rnn (t1,t2) + Ry, (t1,t3) + Ry, (ta,13)) — 2ﬁ3 (2.11)

fiir das Moment dritter Ordnung.

Die Wahl spezifischer Erwartungswerte und Autokorrelationen fiithrt auf wichtige Bei-
spiele gauBscher Prozesse wie weifles Rauschen mit 77 = 0, R,, (t1,t2) = ad (t1 — t2).
Weitere wichtige Beispiele eines gaufischen Prozesses sind Ornstein-Uhlenbeck-Prozesse
mit im wesentlichen zeitlich exponentiell abfallenden Erwartungswert und Autokorrela-

tion, sowie der Wiener-Prozess.

In dieser Arbeit soll keine Entscheidung fiir einen spezifischen Fall getroffen werden.
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Abbildung 2.1.: Skizze einer typischen Autokorrelationsfunktion

Stattdessen wird eine typische, plausible Form der Autokorrelation wie in Abbildung 2.1
gezeigt angenommen. Eine solche Autokorrelationsfunktion fithrt durch Taylorentwick-

lung um t; — to = At = 0 mit
Ry (At) =77 + Oy (A) (2.12)

und der Varianz o = C,,, (0) von 7 (t) auf

- 1 0" Ry (At)

R,, (At) = - (A"
" o nt  O0At At=0
= 1 9"R,, (At)
_ M (0) At L0y (Al gy
R7777( ) R + Z n' 8Atn Aleo ( )
7%4Cyn (0) 0
< 1 9"R,, (At) .,

Die Modellierung von allgemeiner Dekohédrenz benotigt neben den Erwartungswer-
ten und Autokorrelationsfunktionen der stochastischen Prozesse 1, (t), n, (t) und n, (¢)
auch Kreuzkorrelationsfunktionen Ry, (At) mit k,l = {x,y,z}, k # [ zwischen den
drei stochastischen Prozessen. Das Rauschen entstammt typischerweise aus einer Umge-
bung, die durch ein starkes Magnetfeld zur Spin-Niveauaufspaltung eine ausgezeichnete
z-Achse aufweist und so eine Rotationssymmetrie um €, besitzt. Es ist daher angemes-

sen anzunchmen, dass die stochastischen Prozesse in x und y die selben statistischen

15



Eigenschaften

und
Ryy (At) = Ry, (At)

besitzen. Da lediglich die z-Achse durch das Magnetfeld ausgezeichnet ist sollte bei einer

Rotation D, (7) von 7 um z

_ Dz_(ﬂ') _
nx - _77:1:
o Dz_(7r) o
Ny = —Ty
o ’Dz_(7r) _
N = N

gelten, die statistischen Eigenschaften des Rauschens sollten also erhalten bleiben. Dar-

aus folgt fiir die Erwartungswerte

Nz =0
. =1

Fiir die Autokorrelationsfunktionen gilt geméfl (2.12) und mit den Erwartungswerten

(2.14)

Rue (AL) = 7.2 4+ Cpp (At) = Oy (A)
Ryy (At) = 77in + ny (At) = ny (At)
R.. (At) =72 4+ C.. (At) =72 + C... (At) .

Mit einer Taylorentwicklung um At = 0 analog zu (2.13) folgt daraus

1 9"Chy (AL) n
“—nl  0At At=0
> 1 9"C,, (At)
Ry (At) =0+ > —— 2 — (A" (219
vy = n! 0AL At=0
B > 1 9"C,, (At)
At) = 722 2 — = - (A)".
Rzz( t) Me" O+ n—1 n!  OAt" At=0 ( t)

16



Fiir die Kreuzkorrelationen in der z-y-Ebene gilt einerseits

oy (AL) = E{ne (t1) my (t2)} = E{ny (t2) 0 (t1)}
ye (A) = E{ny (t1) e (t2)} = E{na (t2) ny (1)} = Ry (—AL).

[
o
8

T
L

R
R

Andererseits muss mit dem Argument der Symmetrie um die durch das Magnetfeld
ausgezeichnete z-Achse Invarianz gegeniiber Rotationen um z folgen. Fur eine Rotation

D, (g) von 7 um z folgt so

jus

Ruy (A1) = € {ns (), (1)} 22 & (my (1) me (1)} = — Ry (A1)

Ry (A1) = € {ny (1) e (1)} ") 6 (s (1) my (12)) = — Ry (A1)

So folgt

— Ry, (At) = Ry, (—At)
“Ryo (A1) = Ry (—A1),

bei einer stetigen Kreuzkorrelationsfunktion erzwingt das insbesondere

<

—~
(e

~—
I

R,
R

was letztlich durch eine Taylorentwicklung um At = 0 auf die Kreuzkorrelationen

& 107Gy (A n
Ray (At) = oA | (At)
= o, A (2.16)
Ry, (At) =) ———F (A"
Y —nl  0At At—0

ohne konstanten Beitrag fiihrt.
Fir die Kreuzkorrelationen R, (t), R,. (t) sowie R., (t) und R, (t) ergibt sich erneut
durch die Forderung der Invarianz gegentiber Drehungen um die z-Achse fiir eine Rota-

tion D, (7) von 7 um z

™

) _¢ {0 (t1) M= (t2) } = — R (1)
& {n, (W) 1. (t2)} = — R (2)

Ry (t) = E{n. (t1) n= (t2)

= (7
Ry, (t) = E{ny (t1) n. (t2) =L

}
}Dzﬂ'

17



sowie

™

& (0. (1) s (2)} = =R (1)
L e (. (1) my (t2)} = —Rey ().

R.. (t) =£ {772 (tl) Nz (t2)
Ry (t) = E{n. (t1) ny (t2)

™

D.(
} =
D (
} =
Daraus folgen schlieilich die iibrigen Kreuzkorrelationen

(2.17)

2.2. Rechnungen

Der System-Hamilton-Operator (2.1) bestimmt die zeitliche Entwicklung des betrachte-
ten Systems. Damit folgt gemafl der Schrodingergleichung

10Uy (7, 0) [¥) i1 = Heys (T) Up (7,0) 1) 15 - (2.18)

die unitire Zeitentwicklung

i }p’Hsys(t)dt
U, (1,,0) =T e ©

—i Tfp’Ho(t)-&-H(t)dt
= T [ 0

Tp—» — — —
~i [U(t)F+17 (L) a
0 ——  —\—

—T!e Ho() A

unabhédngig vom Startzustand |¢)

init

mit dem {iblichen Zeitordnungsoperator 7 {...} fiir die Dauer des Pulses 7.

Fir diese Zeitentwicklung wird der Ansatz

- 717(t)5dt
U, (1,,0) =T e o U (1,,0) (2.19)

18



p
—i [ #(t)Fdt
mit dem Korrekturterm U (7,,0) angesetzt, T {e 0 beschreibt dabei die durch

den Puls induzierte Evolution. Diese kann mit

- {eig’ﬁ(t)&dt} =P, = exp {-i&d‘ (1) 1/127)} (2.20)

als wahrend der vergangenen Zeit 7 erzeugte Rotation des Spins um die effektive Achse
d(7), la(t)] = 1 und den effektiven Winkel ¢ (7) geschrieben werden. Fir die Schro-
dingergleichung (2.18), dem System-Hamiltonian geméf (2.1), der Notation als effektive
Rotation (2.20) und dem Ansatz fir die Zeitentwicklung (2.19) gilt dann

i0:U, (,0) = Haysld (7,0)
< i [(0;Pr)U(7,0) + Pr (0:U (7,0))] = [H (1) + Ho ()] P-U (7,0) .

Da der Puls die Schrodingergleichung
i0, P> = Ho (T) P; (2.21)

erfiilllt, und damit gemafl Abschnitt A.1 einen Zusammenhang zwischen @ (¢), ¢'(¢) und
Y (t) einfihrt, ergibt sich so eine Schrodingergleichung fiir den freien Korrekturterm
U(r,0)

i[(0-Pr)U (1,0) + Pr (8:U (7,0))] = [H (7) + Ho (7)] P-U (7,0()
< iP.0;U (1,0) = H (1) P;U(T,0)
& i0U (1,0) = P.YH (1) P U (7,0) .

H(T)

Formal wird diese SGL fiir den mit dem gemachten Ansatz nétigen Korrekturterm
U (1,0) durch

{ i}pﬂ(t)dt}
U (Tp,O) =T<e o (2.22)
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gelost.

Mit den expliziten Reprasentationen
t t
P, = cos (1/}()> —i(dd(t))sin <W>
2 2
t t
P! = cos (1/)2( >) + 4 (dd (t)) sin <¢2( )>
folgt fiir 7:[( ) mit der in Abschnitt A.3 gezeigten Rechnung bei ausgelassenen Zeitab-

hangigkeiten v (t), @ (t) und 7 (¢)

H(T) =P ' H (1) P,

= cos () - (¢ -177) —sin (¢) - & - [@ x 7] + 2 - sin? (g) - d)
= [cos (¢) -7 —sin (¢) - [@ x 7] + (1 — cos (¢)) - (77 - @) - d] - & (2.23)

Anschaulich ist H (1) = P7'H (7) P, ein mit P, rotierter Operator # (7) und kann
folglich mit Hilfe einer expliziten Drehmatrix dargestellt werden. Analoges gilt fiir die
Rotation des Paulimatrixvektors & gemiB S (1) = P-'6P, = Dz (1) - & mit Dz (¥)
als dreidimensionale Drehmatrix um den effektiven Winkel 1 und mit der effektiven
Drehachse @ Damit und mit der Rotationsinvarianz des Skalarprodukts lisst sich # (7)

auch als

H(T) =P 'H (1) P, =

=1z (t)- 0 (2.24)
schreiben. Durch den Vergleich mit dem zuvor berechneten Ausdruck (2.23) kann gemafl
i = cos () - 77 — sin () - [@ x 7] + (1 = cos () - (77 - @) - @ (2.25)

eine explizite Représentation der Drehmatrix Dz (—1) gefunden werden. Es ergibt sich
die in (A.3) gezeigte Matrix Dz (—1).

Von Interesse ist die zeitliche Evolution des Systems wahrend der kurzen Pulsdauer
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7,. Es gilt insbesondere Tlpigno |H||7 = 0 wihrend Tlpir_)nﬂ |Hol|7, konstant endlich bleibt,
da Hy geméB (2.20) effektiv eine Rotation um den endlichen Winkel ¢ (7,) wéhrend
der Pulsdauer 7, vermitteln soll. Das motiviert die Annahme, dass |[|H||7, << ||Ho||7
gilt, sodass fiir kurze Pulslangern 7, eine Entwicklung von Gleichung (2.22) in Potenzen
von ||H||7, vorgenommen werden kann. Eine komfortable Méglichkeit diese Entwicklung

vorzunehmen ist fir den hier betrachteten Fall die Magnus-Entwicklung [Mag54]

Tp . Tp t1
U (7p,0) = exp | —i /7—~Ltdt // HtthQ dtzdtl +
L/—/
pu® @
1 Tp t1 to
_6 /// HHtl’HtQ} ’HtB} + [Htﬂ [,thfot?'H dt3dt2dt1 +... , (2.26)
0 0 O

wobei H (t;) = H;, eingefithrt wurde. Fiir jeden Summanden p® in dieser Entwicklung
gilt 1@ oc (|[H]7)".

In voller, symmetricloser Allgemeinheit ergeben sich fiir die ersten Summanden ",
1@ und p® gemif Gleichung (2.26) mit H aus Gleichung (2.24) die folgenden Repri-

sentationen.

In erster Ordnung ergibt sich

7y () o'dt. (2.27)
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In zweiter Ordnung folgt

Tp t1

M(Q) :// [ﬂtnﬂb] dthtl
00

Tp t1

)] dtadt,.

Il
S
S
=
—~
~
=
N—
Q
N—
—~
St
=
—~
~
no
S~—
Qu
N—
|
—~
S
=
—~
~
no
N~—
Qy
N~—
—~
31
A
\_/
Qu

und mit der Antilinearitidt des Kreuzprodukts ergibt sich

Tp t1

= 27,// M (t1) X 7 (t2)) dtodty,

also schlieilich

Tp 1
1 = 27 / / (77 (1) X iy (t2)) dtadt,y. (2:28)
00
In dritter Ordnung folgt so
Tp 11 t2
M(S) :/// |:|:Ht1ﬂHt2:| a,Ht:a} + {Htm [thv}lt’sn dt3dt2dt1
000
Tp t1 12
_/// 5 (1) 3,715 (ts) 7 i (3) 7]
000

22

+ [ii7 (t1) @, [l (t2) G717 (t3) 7)) dtsdtadt,.

Nach einer ldngeren, im Abschnitt A.4 explizit gezeigten und daher hier nur an-

gedeuteten, Rechnung ergibt sich so mit Rickgriff auf Gleichung (2.28) in dritter



Ordnung

+ [0 (77 (1) % 77 (t2)) i (t3) O } dtsdtadty

St
=
—~

~

=
N—
—

St
=
—

~

w
N—r

St
=
—

~
)
N—
N—

o,

—
w

(oM

-+
N

[}

-+
=

SchlieBlich gilt also

(2717 (t2) (715 (t1) 715 (3)) +
— i (t3) (15 (t1) 75 (£2)) +
— 7t (t1) (i (t3) 7 (t2))]
dtgdtodty.

(2.29)

Aus diesen allgemeinen Ausdriicken kénnen mit £ {u(l)}, & {[L(2)} und & {;z(?’)} spe-
zifische Ausdriicke fiir die konkret betrachteten Eigenschaften des Rauschens gefunden
werden. Dazu werden, wie in den folgenden Kapiteln, die in den Summanden auftre-
tenden Ausdriicke € {n (t1)}, £{n(t1)n(t2)} und E{n (t1)n (t2) n (t3)} entsprechend der

zuvor diskutierten statistischen Grofien ersetzt.
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3. Reine Dephasierung

Die Wahl des, das Bad modellierenden, 7 (¢) zusammen mit der Wahl zugelassener ef-
fektiver Drehachsen @(¢) fir 0 < ¢ < 7, bestimmt, welche Matrixelemente aus der
Drehmatrix Dz (—1) verschwinden oder zu den Bedingungen beitragen, siehe explizi-
ten Ausdruck der Drehmatrix (A.3). Gemaf 7z (t) = Dz (—v) - 17(t), siche Gleichung
(2.25), ergeben sich so zusammen mit den Gleichungen (2.27), (2.28) und (2.29) aus der
Magnus-Entwicklung und den statistischen Eigenschaften der beteiligten Zufallsprozes-

se, siehe Gleichungen (2.10) und (2.12), die zu erfiillenden Bedingungen.

Fiir den Fall, dass reine Dephasierung modelliert werden soll gilt

it)=1 0 [, (3.1)

das klassische Bad koppelt also lediglich an die z-Komponente des Spins.

3.1. Amplitudenmodulation

Fir die Amplitudenmodulation soll nur eine feste Rotationsachse
0
alt)=|1 (3:2)
0

zuglassen werden. Mit der Wahl dieser Rotationsachse vereinfacht sich das gekoppelte
Differentialgleichungssystem (A.2) mit & = v (t)-(0,1,0)" und durch eine Multiplikation
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mit @ = (0,1,0)" zu

V' (t) =20 (t)
= (1,) = 2 / v () dt (3.3)
mit ¢ (0) = 0.

Mit diesen Voraussetzungen lassen sich die zuvor fiir den allgemeinsten Fall hergeleiteten

Gleichungen auf die folgenden Ergebnisse spezialisieren.

In erster Ordnung in 7, ergibt sich mit den Gleichungen (3.1) und (3.2) so aus dem

ersten Term der Magnus-Entwicklung im allgemeinen Fall, siehe Gleichung (2.27),

Tp

u = / s (1) 3dt
0

m (=sin (@ (@)n)) (0w

:/ 0 o, | dt
0\ cos (¥ (t))n(t) o

- az/n(t) cos (4 (1)) dt — Jm/n(t) sin (¢ (1)) dt.

Zusammen mit dem Erwartungswert nach Gleichung (2.10) ergibt sich dann

u® =57 / cos (4 (1)) dt — 0,7 / sin (¢ (1)) dt. (3.4)

In zweiter Ordnung in 7, ergibt sich mit den Gleichungen (3.1) und (3.2) so aus dem
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zweiten Term der Magnus-Entwicklung im allgemeinen Fall, siche Gleichung (2.28),

Tp 11

2) _210'// Ny tl ))dtgdtl
ot [—sin (¢ (t1))n (t) —sin (¢ (t2)) n (t2)
—2;F / / 0 X 0 dtadty
00\ cos (¢ (tr))n(t) cos (¢ (t2)) n (t2)

=25 [ [n(t)n ()
0

sin (¥ (t1)) cos (¢ (t2)) — cos (¥ (t1)) sin (¢ (£2))
0

dtodty.

Mit sin «cos f — sin f cos a = sin (v — ) folgt dann

Tp 11

- 2iay//77(t1)n(t2)sin (0 (1) — o (£)) , dbadt,

was mit der Taylorentwicklung fiir die Autokorrelationsfunktion geméafl Gleichung

(2.13) in zweiter Ordnung in 7, schliefllich auf

Tp t1

1® =2i0, (7 + o%) / / sin (¢ (1) — o (t2)) dtadty (3.5)

In dritter Ordnung in 7, ergibt sich mit den Gleichungen (3.1) und (3.2) so aus dem
dritten Term der Magnus-Entwicklung im allgemeinen Fall, siehe Gleichung (2.29),
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dtsdtadty

Tp t1 2

:—4@///n@0ﬂ@ﬁﬁ@ﬁ

— sin (¢2)
2 0 (cos (¢1) cos (1) + sin (1) sin (103))
cos (thz)
—sin (¢3)
- 0 (cos (1) cos (2) + sin (1) sin (¢2))
cos (¥3)
—sin (Y1)
— 0 (cos (13) cos (¥2) + sin (¢03) sin (1)9))
cos (1)

dtgdtedt;.
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Mit sin acsin 5 4 cos acos 3 = cos (o — ) ergibt sich daraus

Tp t1 2

:—4&///17@1)77(752)77(753)

— sin (1)y)
2 0 cos (Y1 — 13)
cos (9)
— sin (¢3)
- 0 cos (11 — 1)
cos (3)
— sin (1)
— 0 cos (Y3 — 1)
cos (1)

dtgdtadt;.

Mit den verwendeten Additionstheoremen sin a cos 3 = £ (sin (o — 3) + sin (o + 3))

und cos acos 3 = 1 (cos (a — ) + cos (o + 3)) fithrt das auf

- _ 25?71777 (t1) m (t2) n (t3)

—sin (¢p — 1 + 3) — sin (Yo + Y1 — Ps3)
2 0

cos (g — 11 + 13) + cos (g + 11 — 13)
—sin (Y3 — Y1 + ) — sin (Y3 + Y1 — 9)
— 0

cos (3 — Y1 + 1ha) + cos (3 + 1 — o)
—sin (Y1 — 3 + ) — sin (Y1 + 13 — 9)
_ 0
cos (11 — 3 + 1a) + cos (Y1 + g — 1)
dtsdtadt;.




Kiirzen von sich gegenseitig weghebenden Summanden fithrt dann auf

Og Tp t1 ta

=—2{0,| [ [ [nt)n()n)

0.
2sin (1 — ¥y + 3) — sin (Yo — 1 +1P3) — sin (Yo + P — Ps3)
0
—2cos (Y1 + 13 — 1) + cos (Yo — Y1 + 13) + cos (2 + Py — 3)
dtsdtodt;.

Zusammen mit dem aus dem Isserli- bzw. Wick-Theorem als Gleichung (2.11)
gefundenen und der Taylorentwicklung fiir die auftretenden Autokorrelationsfunk-

tionen gemafl (2.13) ergibt sich in dritter Ordnung in 7, schlielich

W0 =2 (5 a0m) [ [ [
000
(2sin (1 — by + 1h3) — sin (g — ¥y + th3) — sin (Yo + 1 — 3)) 0,
dtsdtadty
—_— (3.6)

+2(ﬁ3+30ﬁ)///

000
(2cos (11 + 13 — 1) — cos (Yo — Y1 + 13) — cos (Vo + 11 —U3)) 0
dtsdtedt;.

3.1.1. Kontinuierliche Pulse
Fir kontinuierliche Pulse wird die Pulsform v (t) als Fourierreihe angesetzt. Die

Koeffizienten der Fourierreihen werden dabei so gewéhlt, dass die Ansétze bei

gefordertem effektiven Rotationswinkel 1 (7,) = x stets

(3.7)
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erfiillen. Abhéngig von der Anzahl der in der untersuchten Ordnung zu erfiillen-
den Einschrankungen werden so Fourier-Terme aufsummiert. Wird auflerdem eine
zeitliche Symmetrie bendtigt, beschranken sich die Fourieransétze auf Summen aus

cos-Termen und garantieren so die erwiinschte Symmetrie.

3.1.1.1. Pulse in erster Ordnung

Neben den durch die folgenden Ansétze automatisch erfiillten Forderungen aus

den Gleichungen (3.7) miissen Pulse erster Ordnung die Bedingungen

Tp

/cos (¥ (1)) dt = 0

0
Tp

/sin (¥ (1)) dt = 0

0

geméf Gleichung (3.4) erfiillen.

7-Pulse

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit x = 7 erfiillenden, asymmetrischen Ansatz

t t
v (t) =X (a - X> oS (2%) — acos (47r>
2 2 Tp Tp
+ bsin (27rt> — ésin (47rt>
Tp 2 Tp

missen dann nach der Substitution ¢ = z7, mit « € [0, 1] die einheitenlosen Glei-

(3.8)

chungen

(3.9)

wobei ¢ (x) geméaf Gleichung (3.3) mit der gleichen Substitution gegeben ist, erfiillt
werden. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und zur
numerischen Integration aus der Software “SciPy”, fiir eine genauere Beschreibung
des Programmablaufs siehe Abschnitt A.5, wurde so der Puls “1-PI-ASYM-KONT-
DEPH” gefunden. Dieser Puls ist in Abbildung 3.1 geplottet, Tabelle 3.1 zeigt



1-PI-ASYM-KONT-DEPH ———

v(t) [1/1 p]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

07 08 09 1
t[tpl

Abbildung 3.1.: Plot des kontinuierlichen, asymmetrischen 7-Pulses erster Ordnung 1-
PI-ASYM-KONT-DEPH geméf Ansatz (3.8)

die Parametrierung dieses Pulses. Dieser Puls ist wie erwartet eine Reproduktion

des kontinuierlichen m-Pulses erster Ordnung bei statischer, quantenmechanischer

Dephasierung [PKRU09].

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit x = 7 erfiillenden, symmetrischen Ansatz

v (t) :g + <a - >2<> Cos (27?2)) — acos (47Tt> (3.10)

Tp

vereinfachen sich die Bedingungen erheblich. Fir das aus diesem beziiglich der

Intervallmitte 2 symmetrischen Ansatz resultierende P (t) =1 (t) — % mit U (0) =

—45 und Y (1,) = 7 besitzt eine Punktsymmetrie um diese Intervallmitte und es
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gilt
/ cos (4 (1)) dt

:ZCOS <1Z () + g) dt

Mit dem Additionstheorem cos (v + ) = cosaccos 5 — sin acsin 3 ergibt sich

Tp

/cos (12 (t) + ;T) dt

0
Tp

:/—sin (¥ (1)) at.

0

Da diese sin-Funktion eine Punktsymmetrie gegeniiber nr fiir n € Z und ¢ (%”) =
0 = Or gilt weist der Integrand als Verkettung zweier punksymmetrischer Funk-
tionen um die Intervallmitte ebenfalls eine Punktsymmetrie um die Intervallmitte
auf. Deshalb muss dieses Integral unabhangig von der Wahl der Parameter a und
b verschwinden und stellt so keine zu erfiillende Beschrinkung mehr dar. Deshalb
muss nach der Substitution ¢ = 7, mit x € [0, 1] in erster Ordnung lediglich die

einheitenlose Gleichung
1

/sin (¢ (x))dx 20, (3.11)

0

wobei ¢ () gemaf Gleichung (3.3) mit der gleichen Substitution gegeben ist, erfillt
werden. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und zur
numerischen Integration aus der Software “SciPy”, fiir eine genauere Beschreibung
des Programmablaufs siehe Abschnitt A.5, wurde so der Puls “1-PI-SYM-KONT-
DEPH” gefunden. Dieser Puls ist in Abbildung 3.2 geplottet, Tabelle 3.1 zeigt die
Parametrierung dieses Pulses. Es handelt sich bei diesem Puls wie erwartet um
eine Reproduktion des kontinuierlichen 7-Pulses erster Ordnung bei statischer,

quantenmechanischer Dephasierung [PKRUQ9].



1-PI-SYM-KONT-DEPH ———

v(t) [1/Tp]

Abbildung 3.2.: Plot des kontinuierlichen, symmetrischen 7m-Pulses erster Ordnung 1-PI-
SYM-KONT-DEPH geméifl Ansatz (3.10)
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s
E-Pulse

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit x = 7 erfiillenden, asymmetrischen Ansatz

t t
v (t) zg + (a — )2<> cos (27r> — acos (47r>
Tp Tp
t b t
+ bsin (27r) — —sin (47T>
Tp 2 Tp

missen dann nach der Substitution ¢ = z7, mit « € [0, 1] die einheitenlosen Glei-

(3.12)

chungen
cos (¢ (z)) dx = 0

(3.13)
sin (¢ (z)) dx = 0,

O\H D\H

wobei 1 (z) gemaf Gleichung (3.3) mit der gleichen Substitution gegeben ist, er-
fillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimensionalen Nullstellensuche
und zur numerischen Integration aus der Software “SciPy”, fiir eine genauere Be-
schreibung des Programmablaufs siehe Abschnitt A.5, wurde so der Puls “1-PI2-
ASYM-KONT-DEPH” gefunden. Dieser Puls ist in Abbildung 3.3 geplottet, Ta-
belle 3.1 zeigt die Parametrierung dieses Pulses. Dieser Puls ist wie erwartet eine
Reproduktion des kontinuierlichen 7-Pulses erster Ordnung bei statischer, quan-
tenmechanischer Dephasierung [PKRU09).

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit y = 7 erfiillenden, symmetrischen Ansatz

v (t) :g + (a — >2<> Ccos (27r72_;> — acos <47T77;> (3.14)

vereinfachen sich die Bedingungen erneut erheblich. Fiir das aus diesem beziiglich

der Intervallmitte 2 symmetrischen Ansatz resultierende D (t) = P (t) — 7 mit
P (0) = —74 und Y (1) = 7 besitzt eine Punktsymmetrie um diese Intervallmitte
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Abbildung 3.3.: Plot des kontinuierlichen, asymmetrischen 7-Pulses erster Ordnung 1-
PI2-ASYM-KONT-DEPH geméf Ansatz (3.12)
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und es gilt

und

sin (¢ (1)) dt

:Zsin (1; (t) + Z) dt.

Mit den Additionstheoremen sin (v + 3) = sin a cos f+sin § cos o und cos (a + )

cos acos 3 — sin asin [ ergibt sich

Tp

/cos <1ﬁ (t) + Z) dt

und

:/sjn (& (t)) \}5 + \}5 cos <1ﬁ (t)) dt.

Da die auftretenden sin-Funktion eine Punktsymmetrie gegentiber nx fir n € Z
und ) (%”) = 0 = Or gilt, weisen diese Integranden als Verkettung zweier punk-
symmetrischer Funktionen um die Intervallmitte ebenfalls eine Punktsymmetrie

um die Intervallmitte auf. Deshalb verschwinden diese Integrale unabhéngig von



der Wahl des Parameters a. So bleibt schliefllich

Tp

0/ cos (1 (1) 5 =sin (1 (1) s

Tp

_ / cos (¢ (t))

und

So resultiert eine freie Wahl zwischen beiden Einschrankungen und durch die Wahl
fir die zweite Einschrénkung ergibt sich mit der erneuten Substitution ¢t = x7, die

einheitenlose, zu erfiillende Gleichung

/ sin (4 (z)) dx = 0, (3.15)

wobei ¢ (x) geméf Gleichung (3.3) mit der gleichen Substitution gegeben ist. Mit-
hilfe der Algorithmen zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und zur numeri-
schen Integration aus der Software “SciPy”, fiir eine genauere Beschreibung des
Programmablaufs siehe Abschnitt A.5, wurde so der Puls “1-PI2-SYM-KONT-
DEPH” gefunden. Dieser Puls ist in Abbildung 3.4 geplottet, Tabelle 3.1 zeigt
die Parametrierung dieses Pulses. Dieser Puls ist wie erwartet eine Reproduktion

des kontinuierlichen 7-Pulses erster Ordnung bei statischer, quantenmechanischer

Dephasierung [PKRUQ9].

3.1.1.2. Pulse in zweiter Ordnung

Neben den durch die folgenden Ansétze automatisch erfiillten Forderungen aus den

Gleichungen (3.7) miissen Pulse zweiter Ordnung zusétzlich zu den Bedingungen
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Abbildung 3.4.: Plot des kontinuierlichen, asymmetrischen 7-Pulses erster Ordnung 1-
PI2-SYM-KONT-DEPH gemifl Ansatz (3.14)
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1-PI-ASYM-KONT-DEPH
a in 7'p_1 b in Tp_l
5.26302228 17.85053475
1-PI-SYM-KONT-DEPH
a in szl b in 7'];1
—2.15922393 n/a
1-PI2-ASYM-KONT-DEPH
a in 7'p_1 b in 7'p_1
—16.8093528 | —15.63438951
1-PI-SYM-KONT-DEPH
a in 7'p_1 b in 7'p_1
—5.01558714 n/a

Tabelle 3.1.: Tabelle der Parametrierung von kontinuierlichen Losungen erster Ordnung
bei reiner Dephasierung

aus erster Ordnung

gemaf Gleichung (3.4) eine weitere Bedingung

Tp t1

//sin (t (1) — ¥ (t2)) dtadty = 0
00
gemaf Gleichung (3.5) erfiillen.

m-Pulse

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit y = 7 erfiillenden, asymmetrischen Ansatz

v (t) :% + (a — >2() cos <27thp> — acos (47rt>

Tp

+ bsin (27rt> — ésin <47Tt>
Tp 2 Tp

+ csin (67rt> — §csin (87rt>
Tp 8 Tp



40

miissen dann nach der Substitution ¢ = z7, mit « € [0, 1] die einheitenlosen Glei-
chungen

!

cos (¢ (z))dx =0

sin (¢ (2)) dx = 0 (3.17)

O\H O\_

1

/1/5111 (Y (z1) — ¢ (22)) dxodx; L 0,

wobei die auftretenden 9 (x;) geméB Gleichung (3.3) und der gleichen Substituti-
on gegeben ist, erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimensionalen
Nullstellensuche und zur numerischen Integration aus der Software “SciPy”, fiir
eine genauere Beschreibung des Programmablaufs siehe Abschnitt A.5, wurde so
der Puls “2-PI-ASYM-KONT-DEPH” gefunden. Dieser Puls ist in Abbildung 3.5
geplottet, Tabelle 3.2 zeigt die Parametrierung dieses Pulses.

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit x = 7 erfiillenden, symmetrischen Ansatz

v (t) :g + (a — ;) cos <27r7tp>

t t
+ (b —a) cos <47T> — bcos <67T>
Tp Tp

missen dann nach der Substitution ¢ = z7, mit € [0,1] und der selben Argu-

(3.18)

mentation fiir die Vereinfachung der aus erster Ordnung resultierenden Einschran-

kungen die einheitenlosen Gleichungen

/Sin (¢ (z))dx =0
0 (3.19)

z1

/I/Sin (Y (1) — 1 (12)) dxodx; L 0,

wobei die auftretenden 9 (x;) geméB Gleichung (3.3) und der gleichen Substituti-
on gegeben ist, erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimensionalen
Nullstellensuche und zur numerischen Integration aus der Software “SciPy”, fiir
eine genauere Beschreibung des Programmablaufs siehe Abschnitt A.5, wurde so
der Puls “2-PI-SYM-KONT-DEPH” gefunden. Dieser Puls ist in Abbildung 3.6
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Abbildung 3.5.: Plot des kontinuierlichen, asymmetrischen 7-Pulses zweiter Ordnung 2-
PI-ASYM-KONT-DEPH geméfl Ansatz (3.16)
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14 T

2-PI-SYM-KONT-DEPH ———

v(t) [1/t p]

Abbildung 3.6.: Plot des kontinuierlichen, symmetrischen w-Pulses zweiter Ordnung 2-
PI-SYM-KONT-DEPH gemifl Ansatz (3.18)

geplottet, Tabelle 3.2 zeigt die Parametrierung dieses Pulses.

g—PuIse

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit x = 7 erfiillenden, asymmetrischen Ansatz

t t
v (t) =X (a — X> cos | 2r— | —acos | 4r—
2 2 Tp Tp

t b t

+ bsin (27r> — —sin (47?) (3.20)
Tp 2 Tp

+ csin <67rt> — §c sin (87Tt>
Tp 8 Tp



miissen dann nach der Substitution ¢t = z7, mit « € [0, 1] die einheitenlosen Glei-

chungen

cos (¢ (z)) dx 0

sin (¢ () dx = 0 (3.21)

O\H O\H

1

/l/sin (¥ (z1) — ¥ (22)) dxodx; L 0,

wobei die auftretenden 1 (z;) geméf Gleichung (3.3) und der gleichen Substituti-
on gegeben ist, erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimensionalen
Nullstellensuche und zur numerischen Integration aus der Software “SciPy”, fir
eine genauere Beschreibung des Programmablaufs siehe Abschnitt A.5, wurde so
der Puls “2-PI2-ASYM-KONT-DEPH” gefunden. Dieser Puls ist in Abbildung 3.7
geplottet, Tabelle 3.2 zeigt die Parametrierung dieses Pulses.

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit x = 7 erfiillenden, symmetrischen Ansatz

v (t) :g + (a — ;C) cos (27r:p>

t t
+ (b—a)cos (47r> — bcos (67r>
Tp Tp

miissen dann nach der Substitution ¢ = z7, mit € [0,1] und der selben Argu-

(3.22)

mentation fiir die Vereinfachung der aus erster Ordnung resultierenden Einschran-

kungen die einheitenlosen Gleichungen

/sin (¢ (z))dx =0
0 (3.23)

z]

/l/sm (Y (z1) — 1 (22)) dxodxy i 0,

wobei die auftretenden 1 (z;) geméf Gleichung (3.3) und der gleichen Substituti-
on gegeben ist, erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimensionalen
Nullstellensuche und zur numerischen Integration aus der Software “SciPy”, fir
eine genauere Beschreibung des Programmablaufs siehe Abschnitt A.5, wurde so
der Puls “2-PI2-SYM-KONT-DEPH” gefunden. Dieser Puls ist in Abbildung 3.8
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Abbildung 3.7.: Plot des kontinuierlichen, asymmetrischen Z-Pulses zweiter Ordnung 2-
PI2-ASYM-KONT-DEPH geméafl Ansatz (3.20)
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geplottet, Tabelle 3.2 zeigt die Parametrierung dieses Pulses.

v(t) [1/Tp]

8 . . 2|—PI2-SYIM-KONIT—DEPIT| E—

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t[tpl

Abbildung 3.8.: Plot des kontinuierlichen, symmetrischen 7-Pulses zweiter Ordnung 2-
PI2-SYM-KONT-DEPH gemé8 Ansatz (3.22)

3.1.1.3. Pulse in dritter Ordnung

Neben den durch die folgenden Ansétze automatisch erfiillten Forderungen aus den

Gleichungen (3.7) miissen Pulse dritter Ordnung zusétzlich zu den Bedingungen
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2-PI-ASYM-KONT-DEPH
ain 7! bin 7" cin T,
15.76696999 3.80150158 | —9.33217678
2-PI-SYM-KONT-DEPH

1 -1

1

1

ain 7, b in ™ cin 7,
—1.92179255 | 2.86838351 n/a
2-PI2-ASYM-KONT-DEPH
ain 7! bin 71 cin 71

P p p
—10.51544438 | 12.98073637 | —17.1309684
2-PI12-SYM-KONT-DEPH

a in 7'p_1 b in 7'p_1

—5.41258549 | —3.48909926 n/a

Tabelle 3.2.: Tabelle der Parametrierung von kontinuierlichen Losungen erster Ordnung
bei reiner Dephasierung

erster Ordnung
/cos (¥ (1)) dt = 0

/sin (¥ (1)) dt = 0

gemafd Gleichung (3.4) und der Bedingung zweiter Ordnung

Tp t1

//sin (¥ (1) — ) (t2)) dtadt; = 0
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geméaf Gleichung (3.5) zusétzlich noch die Bedingungen dritter Ordnung

Tp t1 t2

0 00

(2sin (Y1 — Yy + 1P3) — sin (Yo — 1 + 3) — sin (P2 + VY1 — P3))
dtsdtadt; = 0

000
(2cos (11 + 13 — ha) — cos (Yo — Py + 1h3) — cos (12 + 1 — 3))
dtsdtadt; =0

gemafl Gleichung (3.6) erfiillen.

m-Pulse

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit y = 7 erfiillenden, asymmetrischen Ansatz

t t
v (t) . (a - X) cos (27T> + (b—a)cos (4%)
2 2 Tp Tp
t t
+ (¢ — b) cos (67r> — ccos <87r>
Tp Tp
. p . (3.24)
+ dsin (27?) — —sin (47r>
Tp 2 Tp

t
+ esin (67?) — 96 sin (87rt>
Tp 8 Tp
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miissen nach der Substitution ¢t = z7, mit « € [0, 1] die einheitenlosen Gleichungen
cos (¢ (x)) dx =0

sin (¢ (x)) dx =0

O\H O\._‘

1 =1

//sin (Y (z1) — ¢ (22)) dxodx; =0

N 00 (3.25)
///25111(@/11 — by +1P3) —sin (Y2 — Y1 + ¢3)
000

—sin (¢ + 1 — ¥3) dxzdxadxy =0

1 X2

1
///2003(% — 1y + 1)) — cos (g — Y1 +13)
0 00
— COS (¢2 + ¢1 - ¢3) ngdXdel ; 0

erfilllt werden. Dabei sind die auftretenden v; = ¢ (z;) geméafl Gleichung (3.3)
und der gleichen Substitution gegeben. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimen-
sionalen Nullstellensuche und numerischen Integration aus der “GNU Scientific
Library” (GSL), fiir eine genauere Beschreibung des Programmablaufs siehe Ab-
schnitt A.6, wurde so der Puls “3-PI-ASYM-KONT-DEPH” gefunden. Dieser Puls
ist in Abbildung 3.9 geplottet, Tabelle 3.3 zeigt die Parametrierung dieses Pulses.

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit x = 7 erfiillenden, symmetrischen Ansatz

v (?) Zg + <a —~ >2<> cos (27r;;> +(b—a) cos (47T:p>

+ (= b) cos (6#) 4+ (d - ¢) cos (87#5) (3.26)

Tp Tp

— dcos <107Tt>
Tp
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Abbildung 3.9.: Plot des kontinuierlichen, asymmetrischen m-Pulses dritter Ordnung 3-
PI-ASYM-KONT-DEPH geméafl Ansatz (3.24)

miissen nach der Substitution ¢t = z7, mit « € [0, 1] die einheitenlosen Gleichungen
1
/sin (¢ (z))dx = 0
0

1

/1/5111 (¢ (1) — ¥ (22)) dxpdxy =0

/1//28”1 (%1 = Wz +13) — sin (¢ — Y1 + Us) (3.27)
o — sin (1 + 1 — 3) dxgdxadxy = 0

/17722005 (1 — w2 + 93) — cos (Y2 — ¥ + 13)

o —cos (1 + 11 — 1) dxadxadx; = 0
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erfilllt werden. Dabei sind die auftretenden v¢; = ¥ (z;) geméafl Gleichung (3.3)
und der gleichen Substitution gegeben. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimen-
sionalen Nullstellensuche und numerischen Integration aus der “GNU Scientific
Library” (GSL), fir eine genauere Beschreibung des Programmablaufs sieche Ab-
schnitt A.6, wurde so der Puls “3-PI-SYM-KONT-DEPH” gefunden. Dieser Puls
ist in Abbildung 3.10 geplottet, Tabelle 3.3 zeigt die Parametrierung dieses Pulses.

20 T .

3-P|-SYM-KONT-DEPH ———

v(t) [1/rp]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t[t

ol

Abbildung 3.10.: Plot des kontinuierlichen, symmetrischen m-Pulses dritter Ordnung 3-

20

PI-SYM-KONT-DEPH gemifl Ansatz (3.26)



iy
E-Pulse

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit x = 7 erfiillenden, asymmetrischen Ansatz

3+ (o X)) 0 s (1)

p

t t
+ (¢ —b) cos (67r> — ccos <87r>
Tp Tp
+ dsin (27Tt> — gsin (47rt>
Tp 2 Tp
t 6
+ esin <67r> — —esin (87rt>
Tp 8 Tp

(3.28)

miissen nach der Substitution ¢t = z7, mit x € [0, 1] die einheitenlosen Gleichungen

/

!

cos (¢ (x))dx =0

sin (¢ (z)) dx = 0

O\H D\H

1

//sin (Y (21) — ¢ (22)) dxodx; =0

00 (3.29)
/QSin (11 — 2 + ¢3) — sin (thy — 11 + 13)

0

—sin (¢2 + 77[)1 - ¢3) dX3dX2dX1 ; 0

T1 T2

//2cos(w1 — g +1P3) — cos (g — Y1 +13)
00

— cos (thy + 1 — 1b3) dxdxodx; = 0

erfiilllt werden. Dabei sind die auftretenden ¢; = 9 (x;) geméB Gleichung (3.3) und

der gleichen Substitution gegeben. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimensiona-

len Nullstellensuche und numerischen Integration aus der “GNU Scientific Library”

(GSL), fir eine genauere Beschreibung des Programmablaufs siche Abschnitt A.6,
wurde so der Puls “3-PI2-ASYM-KONT-DEPH” gefunden. Dieser Puls ist in Ab-
bildung 3.11 geplottet, Tabelle 3.3 zeigt die Parametrierung dieses Pulses.
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20
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Abbildung 3.11.: Plot des kontinuierlichen, asymmetrischen 7-Pulses dritter Ordnung
3-PI2-ASYM-KONT-DEPH geméifl Ansatz (3.28)

Mit dem, die Gleichungen (3.7) mit x = 7 erfiillenden, symmetrischen Ansatz

v (%)

>+ <a - ;C) cos (2”7i,> + (b — a) cos (47Tt>

Tp
t t
+ (¢ — b) cos (67?) + (d — ¢) cos (8#)
Tp Tp

— dcos <107Tt>
Tp

(3.30)



miissen nach der Substitution ¢t = z7, mit x € [0, 1] die einheitenlosen Gleichungen

/18111 (¢ (x))dx = 0

xr1

/1/5111 (W (1) — ¥ (22)) dxapdy = 0

1
///QSm (1 — by + 1) — sin (g — Py + 1)3) (3.31)
0 0 0

—sin (¢2 + 1/)1 - ¢3) ngngXm ; 0

r1 T2

1
[ [ 2cos (1 = ia + ) = cos (w2 — 1 + )
0 00
— COS (?7/)2 + ’gZ)l - @03) ngdXQXm ; 0

erfilllt werden. Dabei sind die auftretenden ¢; = ¥ (z;) gemafi Gleichung (3.3)
und der gleichen Substitution gegeben. Mithilfe der Algorithmen zur mehrdimen-
sionalen Nullstellensuche und numerischen Integration aus der “GNU Scientific
Library” (GSL), fir eine genauere Beschreibung des Programmablaufs siehe Ab-
schnitt A.6, wurde so der Puls “3-PI2-SYM-KONT-DEPH” gefunden. Dieser Puls
ist in Abbildung 3.12 geplottet, Tabelle 3.3 zeigt die Parametrierung dieses Pulses.

3-PI-ASYM-KONT-DEPH

. 71 . 71 . 71 . 71 . —_
ain 7, b in ™ cin 7, d in U ein 7,

1

—12.89580316 | —6.063403136 | 0.124091385 —4.716826582 | 21.01627929

3-PI-SYM-KONT-DEPH

1 1 1 1

ain 7, b in Ty cin 7, d in Ty ein 7,
12.97550446 8.177612008 | —0.4967012648 | 2.938617723 n/a
3-PI2-ASYM-KONT-DEPH
ain 7! bin 7" cin 7t din 7! ein 7,

8.7428903 6.071552355 | —3.315545196 4.240417707 | —3.175956758

3-PI2-SYM-KONT-DEPH

. 71 . 71 . 71 . 71
ain 7, bin s cin 7, d in U »

11.2514318 3.475252516 —1.94496099 | —0.3355625273 n/a

Tabelle 3.3.: Tabelle der Parametrierung von kontinuierlichen Lésungen dritter Ordnung

bei reiner Dephasierung
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Abbildung 3.12.: Plot des kontinuierlichen, symmetrischen 7-Pulses dritter Ordnung 3-

o4

PI2-SYM-KONT-DEPH geméfl Ansatz (3.30)

3.1.2. Komposit-Pulse

Kompositpulse sind Pulse mit stiickweise konstanten, alternierenden Amplituden.
Zum Parametrieren solcher Pulse wird die Pulsform v (¢) durch eine Folge von
Umschaltzeiten 0 < 7; < 7, und zwischen diesen Umschaltzeiten vorliegenden Am-
plituden V; beschrieben. Zusatzlich zu den aus der Kurzzeitentwicklung folgenden

Einschrankungen wird in jeder Ordnung bei gefordertem # (7,) = x stets zusétzlich

Y (1,) =2 / v () dt = (3.32)

gefordert.



3.1.2.1. Pulse in erster Ordnung

Neben Gleichung (3.32) miissen in erster Ordnung die Bedingungen

Tp

/cos (4 (1)) dt = 0

0
Tp

/Sm (¥ (1)) dt = 0

0

gemaf Gleichung (3.4) erfiillt werden.

m-Pulse

Mit dem asymmetrischen Ansatz

v(t)=O )0 (r —t)+ (=) O (t—71)0O (12 — 1)

(3.33)
+ WO (t —12) O (1, — t)

mit © als Heaviside-Funktion resultieren die drei freien Parameter 7, 7 und Vj,

die nach der Substitution ¢ = x7, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

!

Y (1) —x=0

cos (¢ () dx =0 (3.34)

!

sin (¢ (x))dx =0

O\H D\H

mit y = 7w zu erfillen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimensionalen
Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Berticksichtigung der stiickweisen Linea-
ritdt von @ (), fiir Details tiber den Programmablauf siehe Abschnitt A.5, wird
so der Puls “1-PI-ASYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung 3.13
gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.4 zu finden. Bei dem so gefunde-
nen Puls handelt es sich wie erwartet um eine Reproduktion des bereits mehrfach
gefundenen “CORPSE-PI”-Pulses, siche [PKRU09].
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Abbildung 3.13.: Plot des asymmetrischen m-Komposit-Pulses erster Ordnung 1-PI-
ASYM-KOMP-DEPH (CORPSE) gemafl Ansatz (3.33)

26



Mit dem symmetrischen Ansatz

v(t) =V )O(n—t)+(-V)O(t—m)0(1—-—mn)—1t)

(3.35)
+ VO (t—(1—7))0 (1, — 1)

mit O als Heaviside-Funktion resultieren die zwei freien Parameter 71 und V), die

nach der Substitution ¢t = 27, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

(1) =x=0
1 | (3.36)
/sin (¥ (2))dx = 0

mit x = 7 zu erfiillen. Wie zuvor bei den symmetrischen, kontinuierlichen Pul-
sen geniigt die Symmetrie des Ansatzes um die Intervallmitte 2 mit der selben
Argumentation wie zuvor dazu, die aus der ersten Ordnung resultierenden Be-
dingungen entsprechend zu vereinfachen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur
mehrdimensionalen Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Berticksichtigung der
stiickweisen Linearitét von v (x), fiir Details tiber den Programmablauf siehe Ab-
schnitt A.5, wird so der Puls “1-PI-SYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in
Abbildung 3.14 gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.4 zu finden. Bei dem
so gefundenen Puls handelt es sich wie erwartet um eine Reproduktion des bereits

mehrfach gefundenen “SCORPSE-PI”-Pulses, siche [PKRU09].

™
E-Pulse

Mit dem asymmetrischen Ansatz

v(t) =O )0 (n—1)+ (=)0 -m)0(r—1)

(3.37)
+ WO (t — )0 (1, — t)
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Abbildung 3.14.: Plot des symmetrischen m-Komposit-Pulses erster Ordnung 1-PI-SYM-
KOMP-DEPH (SCORPSE) geméfl Ansatz (3.35)
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mit © als Heaviside-Funktion resultieren die drei freien Parameter 71, 7 und V4,

die nach der Substitution ¢ = x7, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

!

Y1) =x=0
1
!
/cos (Y (z))dx =0
) (3.38)
1
/sin (t (2)) dx = 0
0
mit x = § zu erfiilllen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimensionalen

Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Berticksichtigung der stiickweisen Linea-
ritdt von ¢ (z), fiir Details tiber den Programmablauf sieche Abschnitt A.5, wird
so der Puls “1-P12-ASYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung 3.15
gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.4 zu finden. Bei dem so gefunde-
nen Puls handelt es sich wie erwartet um eine Reproduktion des bereits mehrfach
gefundenen “CORPSE-PI2”-Pulses, siche [PKRU09].

Mit dem symmetrischen Ansatz

v(t)=VO )0 (rn—t)+(-V)O(t—1)O0 (1 —mn)—1t)

(3.39)
+ VO (t—(1-7))O (7, —1)

mit O als Heaviside-Funktion resultieren die zwei freien Parameter 7, und V), die

nach der Substitution ¢t = 27, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

(1) =x=0
! | (3.40)
/sin (¥ (2))dx = 0
0
mit xy = 7 zu erfiillen. Wie zuvor bei den symmetrischen, kontinuierlichen Pul-

sen geniigt die Symmetrie des Ansatzes um mit der selben Argumentation wie
zuvor die aus der ersten Ordnung resultierenden Bedingungen entsprechend zu
vereinfachen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimensionalen Nullstel-
lensuche aus “SciPy” und unter Beriicksichtigung der stiickweisen Linearitat von
Y (x), fur Details iiber den Programmablauf siche Abschnitt A.5, wird so der Puls
“1-PI2-SYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung 3.16 gezeigt und
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Abbildung 3.15.: Plot des asymmetrischen F-Komposit-Pulses erster Ordnung 1-PI2-
ASYM-KOMP-DEPH (CORPSE) geméfl Ansatz (3.37)
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Abbildung 3.16.: Plot des symmetrischen F-Komposit-Pulses erster Ordnung 1-PI2-
SYM-KOMP-DEPH (SCORPSE) gemifl Ansatz (3.39)

seine Parameter sind in Tabelle 3.4 zu finden. Bei dem so gefundenen Puls han-

delt es sich wie erwartet um eine Reproduktion des bereits mehrfach gefundenen
“SCORPSE-PI2”-Pulses, siche [PKRU09].

61



1-PI-ASYM-KOMP-DEPH
71 in 7, Ty in 7, Vo in Tp_l
0.07692308 | 0.46153846 | 6.80678408
16 6/13 137 /g
1-PI-SYM-KOMP-DEPH
71 in 7, l1—7in7, VoinTp_1
0.14285714 | 0.85714286 | —3.66519143
Uz 6/7 —n/g
1-PI2-ASYM-KOMP-DEPH
71 in 7, Ty In 7 Vo in T, 1
0.03341011 | 0.47152728 | 6.34584922
1-PI-SYM-KOMP-DEPH
71 in 7, Tp Iin 7 Vo in 7,
0.27520107 | 0.72479893 | 7.79131772

Tabelle 3.4.: Tabelle der Parametrierung von Komposit-Losungen erster Ordnung bei
reiner Dephasierung

3.1.2.2. Pulse in zweiter Ordnung

Neben Gleichung (3.32) und den Bedingungen aus erster Ordnung

Tp

/Cos (¥ (1)) dt = 0

0
Tp

/sin (¥ (1)) dt = 0

0
geméaf} Gleichung (3.4) missen die Bedingung aus zweiter Ordnung

Tp 11

//sin (¥ (1) — o (t2)) dtadty = 0

gemaf Gleichung (3.5) erfillt werden.

m-Pulse

Mit dem asymmetrischen Ansatz

v(t) =Ve® () O (1 — ) + (—VA) O (t — 71) © (15 — )

(3.41)
+ VO (t — 1) O (1, — t)
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mit © als Heaviside-Funktion resultieren die vier freien Parameter 7, 75, Vo und

Vi, die nach der Substitution ¢t = x7, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

!

(1) =x=0
cos (¢ (m))dxé 0

sin (¢ (z)) dx = 0 342)

O\H O\»—-

//Sin (¥ (z1) — ¢ (22)) dxodxy =0

mit x = 7w zu erfiilllen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimensionalen
Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Berticksichtigung der stiickweisen Linea-
ritdt von ¢ (z), fiir Details iber den Programmablauf siehe Abschnitt A.5, wird
so der Puls “2-PI-ASYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung 3.17

gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.5 zu finden.

Mit dem symmetrischen Ansatz

v(t) =VoO (£) O (1 — t)

VO (t —71)0O (12 — 1)

+ WO (t—7)0(r, — (1 - 7)) (3.43)
VO (t—(t—7)0(1-m)—1)
+VO(t—(1-m))0(n—1)

mit © als Heaviside-Funktion resultieren die drei freien Parameter 7y, 75 und Vj,

die nach der Substitution ¢ = x7, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

!

Y (1) =x=0

O/Sin (¥ (x))dx =0 (3.44)

//Sin (Y (z1) — ¢ (22)) dxodx; =0

mit x = 7 zu erfiillen. Wie zuvor bei den symmetrischen, kontinuierlichen Pulsen
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Abbildung 3.17.: Plot des asymmetrischen w-Komposit-Pulses zweiter Ordnung 2-PI-
ASYM-KOMP-DEPH geméif Ansatz (3.41) und seinem gestrichelt dar-
gestellten Analogon bei quantenmechanischem Bad
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Abbildung 3.18.: Plot des symmetrischen w-Komposit-Pulses zweiter Ordnung 2-PI-
SYM-KOMP-DEPH geméafi Ansatz (3.43) und seinem gestrichelt dar-
gestellten Analogon bei quantenmechanischem Bad

geniigt die Symmetrie des Ansatzes um die Intervallmitte 2 mit der selben Argu-
mentation wie zuvor dazu, die aus der ersten Ordnung resultierenden Bedingungen
entsprechend zu vereinfachen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimen-
sionalen Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Berticksichtigung der stiickweisen
Linearitit von ¢ (z), fiir Details iiber den Programmablauf siche Abschnitt A.5,
wird so der Puls “2-PI-SYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung

3.18 gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.5 zu finden.
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s
E-Pulse

Mit dem asymmetrischen Ansatz

v(t) =0 ()0 (rn—t)+(-V1)O(t—11)0O (12 — 1)

(3.45)
+ VOt —72)0 (1, — 1)

mit © als Heaviside-Funktion resultieren die drei freien Parameter 7, 75, V und

Vi, die nach der Substitution ¢t = x7, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

!

(1) =x=0
cos (¢ (z)) dx =0

sin (¥ (z)) dx = 0 (3.46)

O\H O\H

1 x1

/ / sin (¢ (1) — ¢ (22)) dxadxs = 0

mit y = § zu erfiilllen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimensionalen
Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Berticksichtigung der stiickweisen Linea-
ritdt von ¢ (z), fiir Details iber den Programmablauf siche Abschnitt A.5, wird
so der Puls “2-P12-ASYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung 3.19

gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.5 zu finden.

Mit dem symmetrischen Ansatz

o (t) =@ (1) O (1 — ¢)
— VOt —m)0(r —1t)
+ VO (t—m)0 (1, — (1 —m)) (3.47)
VO —(t—7))O((1—7)—1)
(

C)
TVt~ (1-7))O (7, )

mit © als Heaviside-Funktion resultieren die drei freien Parameter 7, 7 und Vj,
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Abbildung 3.19.: Plot des asymmetrischen §-Komposit-Pulses zweiter Ordnung 2-P12-
ASYM-KOMP-DEPH gemafl Ansatz (3.45) und seinem gestrichelt dar-
gestellten Analogon bei quantenmechanischem Bad
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die nach der Substitution ¢ = 27, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

|

¢ (1) =x=0

0/ sin (¢ (2)) dx = 0 58

1

j/sm (¢ (1) — ¥ (w2)) dxadxy = 0

™
2
geniigt die Symmetrie des Ansatzes um die Intervallmitte 2 mit der selben Argu-

mit x = % zu erfiillen. Wie zuvor bei den symmetrischen, kontinuierlichen Pulsen
mentation wie zuvor dazu, die aus der ersten Ordnung resultierenden Bedingungen
entsprechend zu vereinfachen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimen-
sionalen Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Beriicksichtigung der stiickweisen
Linearitat von v (z), fir Details tiber den Programmablauf siche Abschnitt A.5,
wird so der Puls “2-PI2-SYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung

3.20 gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.5 zu finden.

2-PI-ASYM-KOMP-DEPH
71 in 7, Tp In T Vo in 7'p_1 V1 in 7'p_1
0.54444403 | 0.92269941 | 6.72511339 | 6.90143991
2-PI-SYM-KOMP-DEPH
T1in 7, 1 -7 in 7, VoinTp_1 VlinTp_l
0.07623078 | 0.26784319 | 6.72572865 n/a
2-PI2-ASYM-KOMP-DEPH
71 in 7, Ty in 7 Vo in szl Vi in 7'1;1
0.5299534 | 0.9665798 | 6.32705455 | 6.36493186
2-PI2-SYM-KOMP-DEPH
7 in 7, Ty in 7, Voin7,' | Viin7*
0.03312609 | 0.25209296 | 6.32709469 n/a

Tabelle 3.5.: Tabelle der Parametrierung von Komposit-Losungen zweiter Ordnung bei
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Abbildung 3.20.: Plot des symmetrischen F-Komposit-Pulses zweiter Ordnung 2-PI2-
SYM-KOMP-DEPH geméafi Ansatz (3.47) und seinem gestrichelt dar-
gestellten Analogon bei quantenmechanischem Bad
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3.1.2.3. Pulse in dritter Ordnung

Neben Gleichung (3.32), den Bedingungen aus erster Ordnung

Tp

/cos (¢ (t)) dt =0

0
Tp

/sin (¥ (1)) dt = 0

0
geméf Gleichung (3.4) und der Bedingung aus zweiter Ordnung

Tp t1

//sin (¥ (11) — ¥ (t2)) dtadt; = 0

geméf Gleichung (3.5) mussen von Pulsen dritter Ordnung die Gleichungen
Tp t1 t2
[1]
(2sin (1 — Yo + ¥h3) — sin (g — 1 + 93) — sin (Y2 + Y1 — ¥3))
dtgdtadty = 0

Tp t1 tg

/1]

(2cos (11 + 15 — 1) — cos (Y2 — Y1 + 3) — cos (Y2 + 1 — 3))
dtsdtadt; = 0

erfullt werden.

m-Pulse

Mit dem asymmetrischen Ansatz

v (t) =Vo0 () © (11 — 1)
+(-V1)O(t—11) 0O (2 — t)
+ VIO (t — 12) O (13 — t)
+(-V1)O(t—73)O (14 — 1)
+VoO (t — 1) O (1, — t)

(3.49)



mit O als Heaviside-Funktion resultieren die sechs freien Parameter 71, 7, 73, 74, Vo

und V;, die nach der Substitution ¢ = 27, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

!

(1) =x=0

cos (¢ (z)) dx =0

sin (¢ (x)) dx = 0

O\H O\H

xr1

O/IO/Sin (¥ (z1) — ¢ (7)) dxodx; =0 (3.50)

1
[ 2501 = o 4 ) = sin (62 = 4 + )
000

—sin (¢2 + 1/)1 - ¢3) dX3dX2dX1 ; 0

Tl T2

1
[ ] [ 2o (= v+ ) = cos (v = 1 + 1)
0 00

— COS (wg + ’gZ)l - ¢3) dX3dX2dX1 ; 0

mit x = 7w zu erfiilllen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimensionalen
Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Berticksichtigung der stiickweisen Linea-
ritdt von ¢ (z), fiir Details iber den Programmablauf siche Abschnitt A.5, wird
so der Puls “3-PIL-ASYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung 3.21

gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.6 zu finden.

Mit dem symmetrischen Ansatz
v(t)=(=W)e ()6 (n -1
+ VIO (t—71)0 (12 — t)
+ (V)0 (t—7)0 (1 —m)—1t) (3.51)
VOt —(1-7))0((1-7)—1)
+(=Woelt-01-mn))e(n -1

mit O als Heaviside-Funktion resultieren die fiinf freien Parameter 7, 75, Vg, V4 und
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Abbildung 3.21.: Plot des asymmetrischen m-Komposit-Pulses dritter Ordnung 3-PI-
ASYM-KOMP-DEPH geméafl Ansatz (3.49)
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V4, die nach der Substitution ¢t = x7, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

!

(1) =x=0
/sm(z/;(x))dxéo

1

/I/Sin (W (1) = ¥ (22)) dxapdy = 0

; (3.52)
///QSin(@/}l — g + P3) — sin (Yo — Py + 93)
000

—sin (¢2 + 77[)1 — ¢3) dX3dX2dX1 ; 0

T1 T2

1
///2‘303(% — g +1P3) — cos (Y2 — 1 + 3)
0 0 0
— COS (¢2 + ’le - ZZJ;J,) ngdXQXm ; 0

mit x = 7 zu erfiillen. Wie zuvor geniigt die Symmetrie des Ansatzes um die Inter-
vallmitte 2, um die aus der ersten Ordnung resultierenden Bedingungen entspre-
chend zu vereinfachen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimensionalen
Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Berticksichtigung der stiickweisen Linea-
ritdt von @ (z), fiir Details tiber den Programmablauf siehe Abschnitt A.5, wird
so der Puls “3-PI-SYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung 3.21

gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.6 zu finden.

™
E-Pulse

Mit dem asymmetrischen Ansatz

v (t) =Vo0 (t) O (1 — 1)
+(-V1)O((t—1)0 (rp — 1)
+ V1O (t — 1) 0O (13 — 1) (3.53)
+ (V1) O (t —73) O (14 — t)
+ VO (t — 1) O (1, — t)
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Abbildung 3.22
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.. Plot des symmetrischen m-Komposit-Pulses dritter Ordnung 3-PI-
SYM-KOMP-DEPH gemafi Ansatz (3.51)



mit O als Heaviside-Funktion resultieren die sechs freien Parameter 71, 7, 73, 74, Vo

und V;, die nach der Substitution ¢ = 27, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

!

(1) =x=0

cos (¢ (z)) dx =0

sin (¢ (x)) dx = 0

O\H O\H

xr1

O/IO/Sin (¥ (z1) — ¢ (7)) dxodx; =0 (3.54)

1
[ 2501 = o 4 ) = sin (62 = 4 + )
000

—sin (¢2 + 1/)1 - ¢3) dX3dX2dX1 ; 0

Tl T2

1
[ ] [ 2o (= v+ ) = cos (v = 1 + 1)
0 00

— COS (wg + ’gZ)l - ¢3) dX3dX2dX1 ; 0

2
Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Berticksichtigung der stiickweisen Linea-

mit x = 2 zu erfiillen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimensionalen

ritdt von ¢ (z), fiir Details iber den Programmablauf siche Abschnitt A.5, wird
so der Puls “3-P12-ASYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung 3.23

gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.6 zu finden.

Mit dem symmetrischen Ansatz
v(t)=(=W)e ()6 (n -1
+ VIO (t—71)0 (12 — t)
+(—V)O(t—1)0 (1 —m)—1t) (3.55)
VOt —(1-7))0((1-7)—1)
+(=Woelt-01-n))e(n -1

mit O als Heaviside-Funktion resultieren die fiinf freien Parameter 7, 75, Vg, V4 und
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Abbildung 3.23.: Plot des asymmetrischen 7-Komposit-Pulses dritter Ordnung 3-P12-
ASYM-KOMP-DEPH geméafl Ansatz (3.53)
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V4, die nach der Substitution ¢t = x7, zur Verfiigung stehen um die Gleichungen

!

Y1) —x=0
/sm(z/;(x))dxéo

1

/I/Sin (W (1) = ¥ (22)) dxapdy = 0

; (3.56)
[ [2sin @1 = o 4 ) = sin (62 = 1 + )
000

—sin (¢2 + 77[)1 — ¢3) dX3dX2dX1 ; 0

1 T2

1
///2‘303(% — g +1P3) — cos (Y2 — 1 + 3)
0 0 0
— COS (¢2 + ’le - ZZJ;J,) ngdXQXm ; 0

mit x = 7 zu erfiillen. Wie zuvor gentigt die Symmetrie des Ansatzes um die In-
tervallmitte 2 aus, um die aus der ersten Ordnung resultierenden Bedingungen
entsprechend zu vereinfachen. Mit Riickgriff auf die Algorithmen zur mehrdimen-
sionalen Nullstellensuche aus “SciPy” und unter Beriicksichtigung der stiickweisen
Linearitat von v (z), fiir Details tiber den Programmablauf siche Abschnitt A.5,
wird so der Puls “3-PI2-SYM-KOMP-DEPH” gefunden. Dieser ist in Abbildung

3.23 gezeigt und seine Parameter sind in Tabelle 3.6 zu finden.
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Abbildung 3.24
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.- Plot des symmetrischen Z-Komposit-Pulses dritter Ordnung 3-PI2-
SYM-KOMP-DEPH gemafi Ansatz (3.55)



3-PI-ASYM-KOMP-DEPH
71 in 7, Ty in 7, T3 in 7, T4 in 7, Vo in T, Vi in T,
0.2624377 | 0.47843131 | 0.52156869 | 0.7375623 | 11.98448602 | 12.13724371
3-PI-SYM-KOMP-DEPH

1

1 1

1 1

71 in 7, Ty In 7 T3 in 7, Vo in T, V; in T, V5 in T,
0.13374803 | 0.38605179 n/a 11.78911566 | 11.80444735 | 5.4071688
3-PI2-ASYM-KOMP-DEPH
71 in 7, Ty in 7, T3 in 7, T4 in 7, Voin 7, Viin7, !
0.01594589 | 0.23521075 | 0.60829423 | 0.85665173 | 12.42977998 | 12.6359993
3-PI2-SYM-KOMP-DEPH

71 in 7, Ty in 7, T3 in 7, T4 In 7, Vo in T, Vi in T,
0.16078075 | 0.40286972 n/a 12.19253805 | 12.44756024 | 6.79903802

1

1 1

Tabelle 3.6.: Tabelle der Parametrierung von Komposit-Losungen dritter Ordnung bei
reiner Dephasierung

3.2. Frequenzmodulation

Fiir die Frequenzmodulation sollen zeitlich verdanderliche Rotationsachsen, geméaf

sin (6 (t)) cos (¢ (t))
a(t)=|sin(6(t)sin (¢ (1)) (3.57)

durch 0 (t) und ¢ (t) parametrisiert, zugelassen. Mit diesem Ansatz fiir die Zeitabhén-

gigkeit der Rotationsachse und einem gemaf

V cos (2(t))
7(t) = | Vsin(Q@)) (3.58)
0

angesetzten Puls folgt aus dem impliziten Differentialgleichungssystem Gleichung (A.2)

als lineares Gleichungssystem fiir %’f, % und % das explizite System gekoppelter Diffe-
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rentialgleichungen

?;f = 2V sin (0) [sin (2) sin (¢) + cos () cos (¢)]

9¢ _ VCOS( )sm(Q ) — sin (w)cos (0) cos (2 — @)

ot sin (w) sin (0) (3.59)
00 VCOS (%) cos (#) cos (2 — ¢) + sin (%) sin (2 — @)

at sin (%)

mit zur Ubersichtlichkeit ausgelassenen Zeitabhingigkeiten ¢ (¢), ¢ (t), 6 (t) und Q (¢).
Die Anfangsbedingungen ergeben sich mit der Forderung, dass die tatsachliche, mo-
mentane Drehachse ¥/(¢) zum Zeitpunkt ¢ mit der effektiven Drehachse @ (t) fir t = 0

zusammenfallt zu

0
¢ (0) =Q(0) (3.60)
T
=5
Fiir den Fall ¢ () = 0 und fir ¢t = 0 ergibt sich fur die Ableitungen aus dem Grenzwert
t—0

do(t)] 109
o |, 2 o |,
00 (1) .

or |,

wobei 8—? trivial durch Ableiten folgt.

Mit der Parametrierung der Drehachse gemafi den Gleichungen (3.57) resultieren dann
mit
—ay (t)sin (¢ (£)) + (1 = cos (¢ (1)) ax () a= (t)
) )

fig (£) =n () | a. (t)sin (¢ () + (1 = cos (¢ (1)) ay (t) a- (1)
cos (¢ (t)) + (1 —cos (¥ (1)) az (3.61)
Ny (1)
=n(t) | ny. (1) |
n.. (t)

wobei n;; (t) Matrixelemente der Drehmatrix (siehe (A.3)) bezeichnen, folgende Ein-

schrankungen fiir frequenzmodulierte Pulse bei reiner Dephasierung.
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In erster Ordnung in 7, ergibt sich mit den Gleichungen (3.1) und (3.57) aus dem ers-
ten Term der Magnus-Entwicklung im allgemeinen Fall, siche Gleichung (2.27),

—/ ny. (t) | dt

o, n.. (t)

/ 1 () (0anas () + oyny. (1) + 0unas (1)) dt.
0

Mit dem Erwartungswert nach Gleichung (2.10) fiir den stochastischen Prozess gilt

schliefilich
o =10, [ —ay (1) sin (& (1) + (1 = cos (& (1)) ae (6) 0 (1) dt

Tp

+70y | ax (t)sin (¢ () + (1 = cos (¢ (1)) ay (t) a- () dt (3.62)

70 [ cos (1 (£)) + (1 — cos (¢ (1)) adt

[
;

in erster Ordnung.

In zweiter Ordnung in 7, ergibt sich mit den Gleichungen (3.1) und (3.57) aus dem

zweiten Term der Magnus-Entwicklung im allgemeinen Fall, siche Gleichung (2.28),

Tp 11
=2i0 // (t2)) dtadty
Og Tp 11 Ngz (tl) Ny (t2)
=2 Oy //77 (tl) n (tg) My (tl) X Ny (tg) dtzdtl
0 00 UZy (tl) Uz (t2>

Mit der Autokorrelationsfunktion geméafi Gleichung (2.13) ergibt sich schliellich in
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zweiter Ordnung

Tp t1

1? =20, (ﬁz - 02) //nyz (t1) nes (ta) — Mz (t1) 1y (t2) dtadty
0 0

Tp t1

+ 2io, (7 + 0%) / / Nos (81) Mg (f2) — Mg (£1) Mas (£2) dbodty  (3.63)

Tp t1

+ 20, (724 0%) [ [ e (0) my (82) = e (1) ms (12) dtadts,
00

mit den Matriexelementen n;; (¢) der Drehmatrix (A.3).

In dritter Ordnung in 7, ergibt sich mit den Gleichungen (3.1) und (3.2) so aus dem
dritten Term der Magnus-Entwicklung im allgemeinen Fall, siche Gleichung (2.29),

Tp t1 t2

dtsdtadty

0, 000 Nz (tQ
Og Tp t1 tg Nz t3
—4 Oy /// — | Nz tg A127] (tg) n (tz) n (tl) dtgdthtl

Ou\ oty ta [N (t2)
=—4 Oy ///2 nyz (tg)) A137’] (t3) n (tg) n (tl) dtgdtgdtl
)
)
)
)
) | Asan (t3) ) (t2) m (t1) dtadtedty
)

mit A;; = ng. (8) N (8) + 1y (8) gz (85) + 1z (8) 12z (¢5). Daraus ergibt sich auf
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der rechten Seite

Tp t1 ta

—40, 0/ 0/ 0/ 2Ny, (t2) Ars — Mgy (t3) A1 — Ny (t1) Aso

n (tg) n (tQ) n (tl) dtgdtgdtl

Tp t1 t2

_40'y / / / Qnyz (tg) A13 — nyz (tg) A12 — nyZ (tl) A32
0 0 0

n (tg) n (tg) n (tl) dt3dt3dt2dt1

Tp t1 ta

—40, / / / 21, (t2) A1z — N, (t3) A1z — 1z (8) Aso
0
n (tg) n (tg) n (tl) dtgdtgdtzdtl

Zusammen mit dem aus dem Isserli- bzw. Wick-Theorem als Gleichung (2.11)
gefundenen Ausdruck und der Taylorentwicklung fir die auftretenden Autokorre-

lationsfunktionen gemafl (2.13) ergibt sich in dritter Ordnung in 7, schlielich

Tp t1 tg

1O = — o, (7 +30m) [ [ [ 20 () vy
0 00

— Nys (tg) A12 — Ny (tl) Aggdtgdtgdtgdtl

Tp t1 to
— 40'y (ﬁ?) + 30‘ﬁ) ///2nyz (tg) Alg
I (3.64)

— Ny (tg) A12 — Ny (tl) Aggdtgdtgdtgdtl

— Ny, (tg) A12 — Ny (il) Adetgdtgdtgdtl.

3.2.1. Frequenzmodaulierte Losungen

Fir frequenzmodulierte Pulse miissen Ansétze fiir den zeitlichen Verlauf der Frequenz

Q2 (t) des Kontrollpulses geméf Gleichung (3.58) gemacht werden. Dazu werden erneut

Fourierreihen

t t
t) = Z bop,_1 SIN <27m7_> + boy, <cos <27m7_p> — 1)
n p
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angesetzt. So konnen die Koeffizienten und die Amplitude V' als freie Parameter ange-

passt werden. Neben den aus der Zeitentwicklung resultierenden Bedingungen miissen

alle diese Anséatze zuséatzlich die Bedingungen
T

0(t) =—

(1) =3

und

Y (7p) = X

bei gewtlinschter Rotation um y erfiillen.

3.2.1.1. Pulse erster Ordnung

Pulse erster Ordnung miissen neben den Gleichungen

Tp

[ =y (#)sin (0 (1)) + (1= cos (4 (£) @z (£) 0= (£) de £ 0

Tp

[ (@sin (@ (6)) + (1= cos (@ (1)) ay (1) a (£ de £ 0

/cos (0 (1)) + (1 — cos (¢ (1)) a2dt = 0

gemaf Gleichung (3.62) zusétzlich die Gleichungen (3.65) und (3.66) erfiillen.

m-Puls
Mit dem Ansatz
Q (t) =by sin (27z) 4 by (cos (2mx) — 1)
+ by sin (47x) + by (cos (4wz) — 1)
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miissen nach der Substitution ¢t = x7, somit die einheitenlosen Gleichungen

[ =y @) sin (0 (@) + (1= cos (1 (@) @z () az () dx £ 0

[ cos (6 (@) + (1 = cos (¢ (2))) adx £ 0
¥(1)=x=0
6(1) -3 =0,

(3.68)

wobei 1 (1) und 6 (1) aus der Integration des gekoppelten Differentialgleichungssystems

(3.59) folgt, mit x = 7 erfillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur numerischen Inte-

gration von Differentialgleichungssystmen, zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und

zur numerischen Integration aus der “GNU Scientific Library” (GSL), fiir Details zum
Programmablauf siche Abschnitt A.6, wurde so der Puls “1-PI-FM-DEPH” gefunden.
Er ist in Abbildung 3.25(a) geplottet, der zeitliche Verlauf der Parametrierung der effek-
tiven Rotationsachse wéihrend des Pulses ist in Abbildung 3.25(b) gezeigt und Tabelle

3.7 zeigt die angepassten Parameter.

T
E—PUIS

Mit dem Ansatz
Q(t) =by sin (27x) 4 by (cos (2mx) — 1)

+ by sin (47x) 4 by (cos (4mz) — 1)

(3.69)
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Abbildung 3.25.: 1-PI-FM-DEPH




miissen nach der Substitution ¢t = x7, somit die einheitenlosen Gleichungen

[ =y @) sin (0 (@) + (1= cos (1 (@) @z () az () dx £ 0

1 (3.70)
[ cos (6 (@) + (1 = cos (¢ (2))) adx £ 0
Y (1) —x=0
mn—géa

wobei 1 (1) und 6 (1) aus der Integration des gekoppelten Differentialgleichungssystems
(3.59) folgt, mit x = 7 erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur numerischen Inte-
gration von Differentialgleichungssystmen, zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und
zur numerischen Integration aus der “GNU Scientific Library” (GSL), fiir Details zum
Programmablauf siehe Abschnitt A.6, wurde so der Puls “1-PI2-FM-DEPH” gefunden.
Er ist in Abbildung 3.26(a) geplottet, der zeitliche Verlauf der Parametrierung der effek-
tiven Rotationsachse wihrend des Pulses ist in Abbildung 3.26(b) gezeigt und Tabelle

3.7 zeigt die angepassten Parameter.

1-PI-FM-DEPH
Parameter Wert
\%4 3.751157411 7'1;1
by 2.145615987 - 10713
b —1.090479108
bs 1.924749755 - 10713
by —0.5889134264

1-PI-FM-DEPH
Parameter Wert
1% 4.928276883 7'p_1
by 8.23430104 - 10—
b —0.9448515812
b3 1.094139729 - 10~ 13
by —0.1220876571

Tabelle 3.7.: Tabelle der Parametrierung von frequenzmodulierten Losungen erster Ord-
nung bei reiner Dephasierung
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Abbildung 3.26.: 1-PI2-FM-DEPH



3.2.1.2. Pulse zweiter Ordnung

Pulse zweiter Ordnung miissen neben den Gleichungen

Tp

[ =au (t)sin (@ (6)) + (1= cos (v (1)) @z (t) 0= (t) dt £ 0
[ (@) sin (0 (5) + (1= cos (& (1)) ay (£)az (£) dt = 0
/cos (1 (1)) + (1 — cos (¢ (1)) a2dt = 0

geméaf Gleichung (3.62) und den Gleichungen

Tp t1

/ / fye (£1) Mas (£2) — 1as (£1) 1y (£2) dtadty = 0
0 0

Tp 11

//nzz (tl) Ny (tZ) — Ny (tl) Nz (tQ) dt2dt1 ; O
0 0

Tp t1

//n:z:z (tl) nyz (t2) — Ny (tl) Ny (t2) dt2dt1 ; 07
00

mit den Drehmatrixelementen n;; (), geméfl Gleichung (3.63) zusétzlich die Gleichungen
(3.65) und (3.66) erfiillen.

-Puls

Mit dem Ansatz
Q () =by sin (2mx) + by (cos (2mx) — 1)
+ by sin (4mx) 4 by (cos (4mx) — 1
s it (4) + by cos (d) — 1) -
+ b sin (6mx) + bg (cos (6mz) — 1)

+ by sin (87x)
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miissen nach der Substitution ¢ = 27, somit die einheitenlosen Gleichungen
1
[ =y (@)sin (6 (2)) + (1 = cos (¢ (@) az (2) 0 () dx = 0
' 1
[ aa (@)sin (& (@) + (1= cos (4 (2))) @, (2) a () dx £ 0
0

[ cos (W (@) + (1 = cos (v (x)) a2dx £ 0

T

[y

nyz (1’1) n;. (:L'Q) — Ny (1:1) nyz (1‘2) dXQdXI ; 0 (372)

o

1

n;. (l'1> Nz (l‘g) — Ngz (:El) n;. (x2> dXdel ; O

1

/nm (1) nys (22) — Ny (21) Ny (22) dxodxy 20
0

O\H O\»—A O\H
o\

(1) =x=0
o(1) -~ Lo,

NG I N

wobei ¥ (1) und 6 (1) aus der Integration des gekoppelten Differentialgleichungssystems
(3.59) folgt, mit x = 7 erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur numerischen Inte-
gration von Differentialgleichungssystmen, zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und
zur numerischen Integration aus der “GNU Scientific Library” (GSL), fiir Details zum
Programmablauf siehe Abschnitt A.6, wurde so der Puls “2-PI-FM-DEPH” gefunden.
Er ist in Abbildung 3.27(a) geplottet, der zeitliche Verlauf der Parametrierung der effek-
tiven Rotationsachse wihrend des Pulses ist in Abbildung 3.27(b) gezeigt und Tabelle

3.8 zeigt die angepassten Parameter.

™
2-Puls

Mit dem Ansatz
Q (t) =by sin (27x) + by (cos (2mx) — 1)
+ bs sin (4mx) + by (cos (4dmz) — 1
ssin (472) £ by cos (dr) — 1) -
+ by sin (6mx) + bg (cos (67z) — 1)

+ b7 sin (87x)
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(b) Plot des zeitlichen Verlaufs der Parametrierung der effektiven Rotationsachse
wéhrend 2-PI-FM-DEPH

Abbildung 3.27.: 2-PI-FM-DEPH



miissen nach der Substitution ¢ = 27, somit die einheitenlosen Gleichungen
1
[ =y (@)sin (6 (2)) + (1 = cos (¢ (@) az (2) 0 () dx = 0
' 1
[ aa (@)sin (& (@) + (1= cos (4 (2))) @, (2) a () dx £ 0
0

[ cos (W (@) + (1 = cos (v (x)) a2dx £ 0

T

[y

nyz (1’1) n;. (:L'Q) — Ny (1:1) nyz (1‘2) dXQdXI ; 0 (374)

o

1

Nz (l'1> Ngz (l‘g) — Ny (:El) Nz (x2> dXdel ; O

1

/nm (1) nys (22) — Ny (21) Ny (22) dxodxy 20
0

o\’—‘ O\H O\»—A
o

(1) =x=0
o(1) -~ Lo,

N[ H e

wobei ¥ (1) und 6 (1) aus der Integration des gekoppelten Differentialgleichungssystems
(3.59) folgt, mit x = 7 erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur numerischen Inte-
gration von Differentialgleichungssystmen, zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und
zur numerischen Integration aus der “GNU Scientific Library” (GSL), fiir Details zum
Programmablauf sieche Abschnitt A.6, wurde so der Puls “2-PI2-FM-DEPH” gefunden.
Er ist in Abbildung 3.28(a) geplottet, der zeitliche Verlauf der Parametrierung der effek-
tiven Rotationsachse wihrend des Pulses ist in Abbildung 3.28(b) gezeigt und Tabelle

3.8 zeigt die angepassten Parameter.
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2-PI-FM-DEPH
Parameter Wert
V 8.420030525 ’7'p_1
by —1.6230316 - 10~1°
b —0.3074903818
bs —1.497217739 - 10715
by 0.52195722
bs —6.299741329 - 10715
be —0.4245393438
by —8.143869422 - 10715
2-PI2-FM-DEPH
Parameter Wert
V 9.352608401 7'p_1
b1 2.550126544 - 10713
bs —0.2251249703
b —7.314102307 - 10~ 14
by 0.3160590947
bs 1.01330672 - 1014
be —0.5517229043
by 2.519696222 - 10~ 14

Tabelle 3.8.: Tabelle der Parametrierung von frequenzmodulierten Losungen zweiter
Ordnung bei reiner Dephasierung

3.2.1.3. Pulse dritter Ordnung

Pulse dritter Ordnung miissen neben den Gleichungen

Tp

[ =y (#)sin (0 (1)) + (1= cos (& (1)) @z (£) a= (£) de £ 0

[ (2)sin (6 (1)) + (1 = cos (& (1)) ay (1) (1) de £ 0

/cos (¥ () + (1 — cos (¢ (1)) a2dt = 0

0
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gemaf Gleichung (3.62), den Gleichungen

Tp t1

/ / fye (£1) Mas (B2) — s (£1) 1y (£2) dtadty = 0

Tp t1

00
Tp t1

//nxz (tl) nyz (tZ) — Ny (tl) Ny (t2) dt2dt1 ; 07
00

mit den Drehmatrixelementen n;; (¢), geméfl Gleichung (3.63) und den Gleichungen

Tp t1 t2

///2%2 (t2) A13 — ngs (t3) A1z — Ny (t1) Agadtsdtadty =0
000

Tp t1 t2
/Q’H,yz (tg) A13 — nyz (tg) A12 — nyz (tl) Aggdtgdtgdtl ; O

0 0 0
Tp t1 tg

///2nzz (t2) A1z — s (t3) A1z — Nz (t1) Asedtsdtadty = 0,
000

mit A;; = ng. (6) nae (8) + nys (6) nys (8) + 1 (8) ne. (85), gemé Gleichung (3.64)

zusétzlich die Gleichungen (3.65) und (3.66) erfiillen.

7-Puls

Mit dem Ansatz
Q () =by sin (27x) + by (cos (2mx) — 1)

+ by sin (4mx) + by (cos (dmz) — 1)

+ b sin (67x) + b (cos (67z) — 1) (3.75)

(
+ by sin (87mx) + bg (cos (87z) — 1)
+ by sin (10mx) + byg (cos (10mx) — 1)
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miissen nach der Substitution ¢ = 27, somit die einheitenlosen Gleichungen
1
[ =y @)sin (6 (@) + (1 = cos (¢ (2)) a (&) @ () dx £ 0
' 1
[ aa (@)sin (& (@) + (1 = cos (& (2)) @, (2) a () dx £ 0
0

[ cos (6 (@) + (1 = cos (¢ (2))) adx £ 0

1

/nyz (1) Nz (T2) — Nas (1) Ny (22) dxodxy L0
0

1

Nz (xl) Ny ($2) — Ny (xl) N2z (332) dX2dX1 ; O

) (3.76)
/nm (1) Ny (22) — Nz (1) Mg (22) dxodxy 20
0

oY O Y—— = o— .
o

//2nmz (IQ) A13 — Ny (133) A12 — Ny (xl) A32dX3dX2dX1 é 0
0 0

wobei 9 (1) und € (1) aus der Integration des gekoppelten Differentialgleichungssystems
(3.59) folgt, mit x = 7 erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur numerischen Inte-
gration von Differentialgleichungssystmen, zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und
zur numerischen Integration aus der “GNU Scientific Library” (GSL), fur Details zum
Programmablauf siehe Abschnitt A.6, wurde so der Puls “3-PI-FM-DEPH” gefunden.
Er ist in Abbildung 3.29(a) geplottet, der zeitliche Verlauf der Parametrierung der effek-
tiven Rotationsachse wihrend des Pulses ist in Abbildung 3.29(b) gezeigt und Tabelle

3.9 zeigt die angepassten Parameter.
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(b) Plot des zeitlichen Verlaufs der Parametrierung der effektiven Rotationsachse
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Abbildung 3.29.: 3-PI-FM-DEPH
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Mit dem Ansatz
Q2 (t) =by sin (2wx) + by (cos (2mz) — 1)

+ by sin (4mx) + by (cos (4mz) — 1)
+ by sin (67x) + bg (cos (67z) — 1)
+ by sin (87x) + b (cos (87x) — 1)
+ by sin (10mx) + by (cos (10mx) — 1)

mitssen nach der Substitution = 27, somit die einheitenlosen Gleichungen
0/1—% (x) sin (¢ (x)) + (L = cos (¢ (2))) az () a, () dx = 0

0/1% (x)sin (¢ (x) + (1 = cos (¢ (2))) a (2) az (x) dx = 0

0/lcos (¥ () + (1 = cos (¢ (1)) a2dx = 0

T

/n )Nz (T2) — Nay (1) Ny (22) dxodxy L0
0

[y

x

[l

Nz (331) Ny (x2> — Ny (371) N2z (IQ) dXdel ; O

1

/nm T1) Ny (T2) — Ny (T1) Ny (22) dxodxy 20
0

O\H o\)—' D\»—l
o

//Q%Z (x9) A1z — Ny (x3) Arg — N (1) Azadxzdxodx; =0
00
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wobei 1 (1) und 6 (1) aus der Integration des gekoppelten Differentialgleichungssystems

(3.59) folgt, mit x = % erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur numerischen Inte-

2

gration von Differentialgleichungssystmen, zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und

zur numerischen Integration aus der “GNU Scientific Library” (GSL), fiir Details zum
Programmablauf sieche Abschnitt A.6, wurde so der Puls “3-PI2-FM-DEPH” gefunden.
Er ist in Abbildung 3.30(a) geplottet, der zeitliche Verlauf der Parametrierung der effek-
tiven Rotationsachse wiahrend des Pulses ist in Abbildung 3.30(b) gezeigt und Tabelle

3.9 zeigt die angepassten Parameter.

3-PI-FM-DEPH
Parameter Wert
\%4 13.85466726 7'p_1
by —3.267126838 - 10~ 12
b 0.2529758942
bs 2.282197917 - 10712
by —1.31815197
bs 1.593895636 - 1012
be 0.2357994122
b, 5.922151382 - 10713
bs —0.281469874
by —1.081176806 - 1012
b0 0.3803592476
3-PI2-FM-DEPH
Parameter Wert
1% 14.71928215 7'p_1
by 8.978005661 - 10~13
ba —0.04917470273
b3 —4.100870659 - 1013
by —1.298922313
bs 2.145782135 - 10~
be 0.3439668532
by 2.426165428 - 10715
bs —0.1086891232
by 3.02155127 - 10714
b0 0.4624540579

Tabelle 3.9.: Tabelle der Parametrierung von frequenzmodulierten Losungen dritter Ord-
nung bei reiner Dephasierung
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(b) Plot des zeitlichen Verlaufs der Parametrierung der effektiven Rotationsachse
wéhrend 3-PI2-FM-DEPH

Abbildung 3.30.: 3-PI2-FM-DEPH
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4. Allgemeine Dekoharenz

Die Wahl des, das Bad modellierenden, 77 (t) zusammen mit der Wahl zugelassener ef-
fektiver Drehachsen @ (t) fiir 0 < ¢ < 7, bestimmt, welche Matrixelemente aus der Dreh-
matrix Dz (—v) verschwinden oder zu Bedingungen beitragen, siche Ausdruck (A.3).
GemaB 7i; (t) = Dz (=) - 77 (¢), sieche Gleichung (2.25), ergeben sich so zusammen mit
den Gleichungen (2.27), (2.28) und (2.29) aus der Magnus-Entwicklung und den statis-
tischen Eigenschaften sowie den Beziehungen der beteiligten Zufallsprozesse zueinander,

siehe Gleichungen (2.14) und (2.16), die zu erfiillenden Bedingungen.

Fiir den Fall, dass allgemeine Dekoharenz modelliert werden soll gilt

()= n, @) |, (4.1)
N (t)

das klassische Bad koppelt also an alle Komponenten des Spins, statt wie im Fall von

reiner Dephasierung nur an die z-Kompnente.

4.1. Frequenzmodulation

Fiir die Frequenzmodulation werden zeitlich veranderliche Rotationsachsen wie zuvor fiir
frequenzmodulierte Pulse bei reiner Dephasierung geméf Gleichung (3.57) durch 6 ()
und ¢ (t) parametrisiert zugelassen. Mit diesem Ansatz fiir die Zeitabhangigkeit der
Rotationsachse und einem erneut wie bereits zuvor geméfl Gleichung (3.58) angesetzten
Puls folgt aus dem impliziten Differentialgleichungssystem Gleichung (A.2) das explizite
System gekoppelter Differentialgleichungen geméfl den Gleichungen (3.59). Auch die

Anfangsbedingungen ergeben sich analog wie zuvor zu Gleichung (3.60).

Mit der Parametrierung der Drehachse geméfl den Gleichungen (3.57) resultieren dann
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mit

Nz () Ny (1) M (1) (n (1)
T (8) = [ Ny (8) gy (8) 1y (8) | - [ e (2
Moy () Ny (B) Ny (2) n.. (t
e (1 P (1 e (1) (42)
=1 (1) Nyz (t)) +my (1) (nyy ()| +n- (t) ny: (t)
Nz (1) My (1) nzz (1)

wobei n;; (t) Matrixelemente der Drehmatrix (siehe (A.3)) bezeichnen, folgende Aus-

driicke fiir frequenzmodulierte Pulse bei allgemeiner Dekohérenz.

In erster Ordnung in 7, ergibt sich mit den Gleichungen (4.1) und (3.57) aus dem ers-
ten Term der Magnus-Entwicklung im allgemeinen Fall, sieche Gleichung (2.27),

Tp

p = / iz (t) Gt
0

Tp

= [ &+, ()5 + . (1) 2) 7.

Mit den statistischen Eigenschaften der stochastischen Prozesse geméafl Gleichung

(2.14) verschwinden die 7,- und n,-Terme und es folgt in erster Ordnung

T Nys (t) Oy

=7, / ) | n,. ®) | | o, | at.

0 n., (t)) \o.
so resultiert mit
i =i, [ —a, (t)sin (w0 (1)) + (1 = cos (U (1)) a (1) . (1)t

Tp

+ 7,0y [ a; (t)sin (¢ (t)) + (1 — cos (¢ (1)) ay (t) a, (t) dt (4.3)

7.0, [ cos (4 (1)) + (1~ cos (1 (1)) a2

/
/
0

eine exakte Reproduktion der zu erfiillenden Bedingungen in erster Ordnung bei
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reiner Dephasierung geméfl Gleichung (3.62).

In zweiter Ordnung in 7, ergibt sich mit den Gleichungen (4.1) und (3.57) aus dem

zweiten Term der Magnus-Entwicklung im allgemeinen Fall, siche Gleichung (2.28),

Tp t1
220’// Ny Zfl ))dtzdtl

Tp t1

=20 Y /?7k (t1) m (t2) [E (1) ¥ f(lb)} dtadty.

kle{z,y,2} 0 0

Dazu wurde das Skalarprodukt ausmultipliziert. Mit den Autokorrelationsfunktio-
nen in z-, y- und z-Richtung geméaf Gleichungen (2.15) und den Kreuzkorrelati-
onsfunktionen geméfl den Gleichungen (2.16) und (2.17) ergeben sich in zweiter

Ordnung lediglich Beitrage aus den Diagonalelementen der Drehmatrix und es folgt

Tp 11

—2ZO'O' // >< T tg —|— Yy (tl) X g(tg)] dtgdtl
Tp t1

+2i¢ (72 + 0?) //5(751) X 7 (ts) dtadt,

in zweiter Ordnung. Ausschreiben der Kreuzprodukte fithrt dann in zweiter Ord-
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nung schlieBlich auf

Tp t1

i =2i0,0° [ [ nya (1) 1 (82) + 1y (1) ey (1)
0 0

— (20 (t1) Nyz (t2) + Nzy (t1) Nyy (t2)) dtadt,

Tp t1

+ 2iay02 / / Mg (1) N (t2) + Ny (1) Mgy (T2)
00

— (nm (t1> Noo (tg) + Ny (t1> Ny (tg)) dtgdtl

Tp t1

20,02 O/O/Hxx (t1) nya (t2) + gy (t1) 1y (£2) (4.4)

— (nya (t1) N (t2) + nyy (81) Ny (t2)) dtadty

Tp t1

+ 2i0, (712 + o) / / Mys (£1) Mas (t2) — s (1) 1y (£2) dtadty
00

Tp t1

+ 20, (712 + 0°) / / Mes (1) Tias () — 1s (£1) Mes (£2) dtadty
0 0

Tp t1

+2io. (72 + 0?) / / Nax (1) s (t2) — Ny (1) M (£2) dtadty
00

mit den Matriexelementen n;; (¢) der Drehmatrix gemafl expliziter Reprasentation

(A.3).

4.1.1. Losungen erster Ordnung

Die Gleichung (4.3) ist eine exakte Reproduktion des Ausdrucks in erster Ordnung bei
reiner Dephasierung (3.62). Deshalb losen die bereits gezeigten, frequenzmodulierten
Losungen 1-PI-FM-DEPH und 1-PI2-FM-DEPH auch bei allgemeiner Dekohérenz und
sollen hier nicht erneut gezeigt werden. Sie sind in den Plots 3.25(a) und 3.25(b) bzw.
3.26(a) und 3.26(b) bereits gezeigt und Tabelle 3.7 zeigt ihre Parametrierung.
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4.1.2. Losungen zweiter Ordnung

Pulse zweiter Ordnung miissen neben den Gleichungen

/—ay (t)sin (¢ (t)) + (1 —cos (¢ (1)) ax (t) a. (t)dt =0
[ aa (t)sin (@ (1)) + (1 = cos (@ (1)) ay (£) @z (1) dt £ 0
/cos (4 (1)) + (1 — cos (¢ (1)) a2dt = 0

gemafl Gleichung (4.3) und den Gleichungen

Tp t1

[ [ ) me (t2) 4 (1) sy (12)

— (Pag (1) g (£2) + 11y (11) My (£2)) dtadty = 0

Tp t1

[ [ e () s (02) £ 1y () 1 ()

— (g (t1) Nz (t2) + Ty (£1) sy (£2)) dbadty = 0

Tp t1

[ [ (00 s (12) + 1y (1) ()

— (nya (1) g (t2) + 1y (£1) Mgy (£2)) dbpdty = 0

Tp 11

/ / fye (£1) Mas (£2) — s (1) 1y (£2) dtadty = 0

Tp t1

00
Tp t1

|
//nxz (tl) nyz (tZ) — Ny (tl) Ny (t2) dt2dt1 = 07
00

mit den Drehmatrixelementen n;; (¢), geméf Gleichung (4.4) zusétzlich die Gleichungen
(3.65) und (3.66) erfiillen.
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m-Pulse

Mit dem Ansatz
Q2 (t) =by sin (2wx) + by (cos (2mz) — 1)

+ by sin (47mx) + by (cos (4mz) — 1)
+ by sin (67mx) + bg (cos (67z) — 1)
+ by sin (87mx) + bg (cos (87z) — 1)
+ by sin (10mx) + by (cos (10mx) — 1)
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miissen nach der Substitution ¢t = x7, somit die einheitenlosen Gleichungen
0/1 —ay () sin (v () + (1 = cos (¢ (2))) @, () @ (x) dx = 0
0/1 0, () sin (1 () + (1 = cos (¢ (2))) @y (¥) . (x) dx = 0
cos (¢ (x)) + (1 = cos (¢ (z))) aZdx = 0
Ny (1) Naw (T2) + Ny (T1) Ny (22)

/
:

— (2 (1) Mgy (02) + 1y (1) 1y () Aoy = 0

1

/1 [ e (@) i (22) + 1y (1) iy ()

Nya (T1) Ny (X2) + Ny (T1) Ny (22)) dxodxy 20

—~

1

/nyz (1) Nz (T2) — Mgy (1) Ny (22) dxodxy L0
0
Nz (l’l) Ny (122'2) — Ny (xl) Nz (:EZ) dX2dX1 ; O

Ngy (3:1) Nyz (1’2) — Ny (1'1) Ngy (552) dXdel ; 0

O\H O\H O\H
0\5 O\§

wobei 1 (1) und € (1) aus der Integration des gekoppelten Differentialgleichungssystems
(3.59) folgt, mit xy = 7 erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur numerischen Inte-
gration von Differentialgleichungssystmen, zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und
zur numerischen Integration aus der “GNU Scientific Library” (GSL), fiir Details zum
Programmablauf siehe Abschnitt A.6, wurde so der Puls “2-PI-DEKO” gefunden. Er ist
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in Abbildung 4.1(a) geplottet, der zeitliche Verlauf der Parametrierung der effektiven
Rotationsachse wihrend des Pulses ist in Abbildung 4.1(b) gezeigt und Tabelle 4.1 zeigt

die angepassten Parameter.

g-PuIse

Mit dem Ansatz
Q2 (t) =by sin (2mx) + by (cos (2mz) — 1)

+ by sin (47mx) + by (cos (4mz) — 1)

+ by sin (67mx) + bg (cos (67z) — 1) (4.7)
+ by sin (87x) + bg (cos (87z) — 1)

+ by sin (10mx) + by (cos (10mx) — 1)
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(a) Plot des frequenzmodulierten m-Pulses zweiter Ordnung 2-PI-DEKO geméaf An-
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(b) Plot des zeitlichen Verlaufs der Parametrierung der effektiven Rotationsachse

wahrend 2-PI-DEKO

Abbildung 4.1.: 2-PI-DEKO
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miissen nach der Substitution ¢ = 27, somit die einheitenlosen Gleichungen
1
/—ay (x)sin (¢ (x)) + (1 — cos (¢ (2))) az (x) a, (z) dx =0
0
[ aa (@)sin (& (@) + (1= cos (4 (2))) @, (2) a () dx £ 0
cos (¢ () + (1 — cos (¢ (z))) adx = 0
Nya (1) Nzo (T2) + nyy (21) 12y (22)

/
:

0
— (Mg (1) My () + Ty (1) 1y () dxady = 0

1

j J ise (@) e (2) + 1y (1) iy ()

8
o

/
/l/nzz (71) Ny (2) — Nz (T1) M2z (w2) dxpdxy 2 0
/

/nm (1) Ny (T2) — Mg (1) Ny (22) dxodxy L0
0

»(1)—x=0

NGRS PNY

wobei ¢ (1) und € (1) aus der Integration des gekoppelten Differentialgleichungssystems
(3.59) folgt, mit x = 7 erfiillt werden. Mithilfe der Algorithmen zur numerischen Inte-
gration von Differentialgleichungssystmen, zur mehrdimensionalen Nullstellensuche und
zur numerischen Integration aus der “GNU Scientific Library” (GSL), fir Details zum
Programmablauf siehe Abschnitt A.6, wurde so der Puls “2-PI2-DEKO” gefunden. Er
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ist in Abbildung 4.2(a) geplottet, der zeitliche Verlauf der Parametrierung der effektiven
Rotationsachse wihrend des Pulses ist in Abbildung 4.2(b) gezeigt und Tabelle 4.1 zeigt

die angepassten Parameter.

2-PI-DEKO
Parameter Wert
\% 10.557107 7'p_1
b —1.607077698
ba 0.6537364809
b3 —0.1006096088
by —0.1371809843
bs 0.2137188192
b 0.3292681484
by —0.8444775145
bs —0.7683989654
by —0.5892392924
bio —0.4451065372

2-PI12-DEKO
Parameter Wert
\%4 8.484727858 7'p_1
by —1.834279415
ba 0.1676184646
b3 0.2804076917
by 0.4124756921
bs —0.5715199408
be 0.2382261544
by 0.1160697257
bs —0.444575314
by —0.2515453355
bio 0.07471054885

Tabelle 4.1.: Tabelle der Parametrierung von frequenzmodulierten Losungen zweiter
Ordnung bei allgemeiner Dekohérenz
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5. Fazit & Ausblick

Generell wird erwartet, dass Pulse, die eine Entkopplung des Spins von einem klassi-
schen Bad, wie es in dieser Arbeit betrachtet wurde, realisieren im Vergleich zu quan-
tenmechanisch modellierten Badern weniger Einschrankungen liefern und so auf kleinere
Maximalamplituden und Pulse von einfacherer Struktur fithren.

Ein Vergleich der gefundenen amplituden- bzw. frequenzmodulierten Pulse in erster
Ordnung bei reiner Dephasierung zeigt Reproduktionen bereits bekannter Einschréankun-
gen und damit auch der zugehorigen, bekannten Losungen. Es handelt sich bei diesen
Losungen um die bekannten "CORPSE”- und "SCORPSE”-Pulse, wie in den Abbildun-
gen 3.13, 3.14, 3.15 und 3.16 gezeigt. Die Reproduktion der Einschrankungen ist plausibel
mit einer geometrischen Interpretation der Gleichungen in erster Ordnung zu verstehen.
Diese besitzen letztlich die Proportionalititen oc 7); ;fpnij (t) dt mit statischen Antei-
len des ankoppelnden Bads in den Koeffizienten und Matrixelementen der Drehmatrix
ni; (t). Diese Terme zeigen also eine Art "zeitliches Mittel” aller moglichen Rotationen
der Kopplung, die von der physikalischen Figenart der tatséchlich betrachteten Kopp-
lung unabhéngig ist, da mogliche Zeitabhangigkeiten erst in Termen hoherer Ordnungen
relevant werden. So ist plausibel, dass die hier gefundenen Pulse fiir ein als klassisch
modelliertes Bad bei Amplitudenmodulation mit den Pulsen im Fall eines zeitunabhén-
gigen Quantenbads [PKRUQ09] koinzidieren. Auch ist so plausibel zu erkliren, dass der
Fall von frequenzmodulierten Pulsen bei klassischem Bad in erster Ordnung die selben
Einschrankungen wie im Fall eines zeitabhdngigen Quantenbads [FPU12] reproduzieren.

In zweiter Ordnung zeigt sich die erwartete Reduktion der Einschrénkungen im Fall
eines als klassisch modellierten Bads gegeniiber den Féllen von zeitunabhéngigen und
zeitabhdngigen, quantenmechanischen Badern. Die erwartete Absenkung des Betrags
der Maximalamplitude der amplitudenmodulierten Pulse ist in den Abbildungen 3.17,
3.18, 3.19 und 3.20 dokumentiert. Die Absenkung der Amplituden frequenzmodulierter
Pulse zweiter Ordnung kann auflerdem dem Vergleich der, in dieser Arbeit fiir den Fall
des klassischen Bads gefundenen, Amplituden aus Tabelle 3.8 und den Amplituden der

Pulse zweiter Ordnung fiir ein zeitabhéngiges Quantenbad [FPU12] entnommen werden.
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Es ergeben sich Amplituden von ~ 12.8 % und ~ 8.4 % fiir m-Pulse, sowie ~ 12.3 % und
~ 9.4 % fir 5-Pulse. Auch die in zweiter Ordnung gefundene Reduktion der Einschran-
kungen ist plausibel aus dem klassischen Eigenschaften des hier betrachteten Bads zu
begriinden. Im zeitunabhéngigen Fall des Quantenbads [PKRUQ9] resultieren die weite-
ren Einschrankungen letztendlich aus den Termen [Hb,ZjL # 0 und {X]‘,Zk]i # 0.
Beide Terme resultieren aus den quantenmechanischen Eigenschaften der Kopplungsope-
ratoren A; und der inneren Dynamik des quantenmechanischen Bads H,;. Dabei besitzt
der erste Kommutator im klassischen Fall wegen eines fehlenden Analogons fiir die Bad-
dynamik H; keine Entsprechung und folgt fiir H; := 0 oder den klassischen Eigenschaften
von 7 (t) aus dem quantenmechanischen Fall, wahrend fiir den zweiten Kommutator of-
fensichtlich [n (t1),n (t2)]_ = 0 gilt. Eine weitere Méglichkeit Terme in zweiter Ordnung
in 7, zu erzeugen ist ein linearer Anteil einer zeitlichen Abhangigkeit des Erwartungs-
werts 77 (t) des betrachteten stochastischen Prozesses. Tatsdchlich wird bei dem hier
betrachteten Modell aber eine Kurzzeitentwicklung in 7, vorgenommen. Deshalb ist es
plausibel von einem stationédren stochastischen Prozess wahrend [0, 7,] und damit von
einem zeitunabhéngigen Erwartungswert 77 auszugehen. Eben diese Zeitunabhangigkeit
des Erwartungswerts erklért auch den Verlust der im Fall des zeitabhéngigen Quan-
tenbads [FPU12] zusétzlich gefundenen Terme zweiter Ordnung proportional zu —i.A4;;.
Dabei markiert die 1 in dem Index die Herkunft des Terms aus dem linearen Teil der

Zeitabhéngigkeit des betrachteten Kopplungsoperators A (t).

Weiterhin resultiert der moderate Zuwachs der Bedingungen in dritter Ordnung ne-
ben der bereits erwdhnten Zeitunabhéngigkeit des Erwartungswerts des stochastischen
Prozesses aus der angesetzten, typischen Form der Autokorrelationsfunktion wie in Ab-
bildung 2.1 skizziert. Die fehlende lineare Komponente in der Entwicklung erzeugt keinen

weiteren Beitrag zu Bedingungen in dritter Ordnung.

Es wurden auch hier nicht gezeigte, simultane amplituden- und frequenzmodulierte
Pulse gefunden. Die Amplitudenmodulation wurde dabei genutzt um Ein- und Aus-
schalteffekten durch endlich schnelles Steigen und Fallen der Pulsamplitude am Inter-

vallbeginn und -ende Rechnung zu tragen.

Insgesamt ist zu resiimieren, dass die gefundenen Pulse die Erwartungen an die Ver-
ringerung der Maximalamplituden ab zweiter Ordnung erfiillen und entsprechend der
Reduktion der zu erfiillenden Gleichungen auch mitunter von erheblich einfacherer Ge-
stalt sind als ihre quantenmechanischen Pendants. In Experimenten, die Pulse in hohe-
rer als der ersten Ordnung benotigen und deshalb nicht mehr auf den "CORPSE”- und
"SCORPSE”-Pulsen beruhen koénnen, stellen die gefundenen Pulse deshalb eine Wahl

114



dar, die eine Verbesserung gegeniiber der bisherigen, quantenmechanischen Vorschla-
ge erwarten lasst. Insbesondere im Fall simultan amplituden- und frequenzmodulierter
Pulse erlauben es die neuen Vorschliage aus dieser Arbeit als Bestandteil entsprechender
RUDD-Sequenzen mit ihrer durch die berticksichtigten An- und Abschalteffekte grofie-
ren Nahe zu real implementierbaren Pulsen eine bessere Unterdriickung der Dekohérenz

7zu erwarten.

115



A. Appendix

A.1. Zusammenhang zwischen Pulsformen und

effektiven Rotationsachsen und -winkeln

Die Schrodingergleichung fiir den Puls (2.21) fithrt tber die folgende Differentialglei-
chung einen Zusammenhang zwischen Pulsform ¥/ (t), effektiver Rotationsache @ (¢) und

effektivem Rotationswinkel ¢ (¢) ein. Die freie Rotationsachse wird durch

sin (6) cos (¢)
a = | sin () sin (¢) (A1)
cos (0)

mit Hilfe normierter Kugelkoordinaten parametrisiert.

Die Schrodingergleichung ist

i(’*)tPt :HQ (T) PT
~ iaﬂjt :’17 (t) (?Pt,

mit den expliziten Repréasentationen

Pr = exp {—1507 (t) ¢2(t)} = cos <W> — i (#d(t))sin <w(t)>
Prt = exp {—2'567 (t) w;t)} = cos (210) +i (3@ (t))sin <2t>>

folgt

0Py = W;” [— sin (%”) i (5@ (1)) cos (‘”ét))] _ i (7@ () sin (%”) .
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Wird dieser Ausdruck auf der linken Seite der Schrodingergleichung eingesetzt und die
Gleichung anschlieBend von rechts mit P, * multipliziert folgt, mit zur Ubersichtlichkeit

ausgelassenen Zeitabhéngigkeiten,

{Qé, [—i sin (g) + (6d) cos <7§>] + (¢d’) sin (g) } Pt =05,
Mit explizitem P; ' und Ausmultiplizieren des Produkts
{i/ [—z’ sin (g) + (6d) cos (;b)} + (¢d’) sin (g)} X
X {cos <M> + 4 (dd (t)) sin <M> }
2 2
folgt fiir das Produkt
2 {5) e
— —isin Ccos
2 2
zg,sm (g) (dd)

= — ﬂz sin w coS
2 2

Mit (7i&) - (mad) = mi + 6 (m x @) fir [m, o] = [, 6] = 0 und den aus (A.1) folgenden

Eigenschaften dad = 1, aa’ = 0 folgt dann

- gz sin <é}> oS <7’2D> + lg/cos <7’2D> (6a@) + sin (;U) Cos (;D) (¢d’) +
g51n (g) (6d) + isin (g) cos (g) g (aa)
— J'sin (g) cos (;b) ﬁ, (@ x @) + isin® (;b) (@'@) — sin® (g o (d x ad)
=— gz sin <12ﬁ> cos (g) + QZ;lcos (g) (6d) + sin <g> cos g) (Ga’) +
+ ﬁ/ sin (gj) (6d) + isin (gj) cos (Z) ﬁ’ — sin? (15) g(d xd).
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Mit den Additionstheoremen sin? () + cos® (o) = 1, 2sin (%) Cos (%) = sin () und
sin? (o) = £ (1 — cos (a)) folgt fiir das Produkt

—gli sin (%b) CoS (2/)) + 7sin <¢> cos <¢> ﬂ/
2 2 2 2 2/ 2

was das Ergebnis aus [PUO8] exakt reproduziert.

A.2. Expliziter Ausdruck fiir D (—1))

Mit der expliziten Form von 7 (t) ldsst sich die folgende Représentation fiir die Matrix
D; (—) finden

costp + (1 — cosvp) a? a,siny + (1 —cosvp) aza, —aysiny + (1 —cosy) aza,
—a,siny + (1 — cos)) azay, cos ) + (1 — cosp) ai agsiny + (1 —cosy) aya, |, (A.3)
aysiny + (1 —cos¢) aza, —azsiny + (1 —cosp) aya, costh + (1 — cosp) a?

wobei die Zeitabhingigkeiten v () und @ () zur besseren Ubersicht ausgelassen wurden.

118



A.3. Rechnung zur Herleitung einer expliziten Form von
H (t)

Mit expliziten

P, = exp {—m(t) 2(”} _ cos <w2(t>> (G (1) sin (2(t)>
Pt = =i () 20} —cos (U1 i@t sn (110

H(r) =P "H(T)P-

_ lcos (;”) _i(3d)sin (;”N (75) lcos (;”) +i(33)sin (;”)] |

Ausmultiplizieren fithrt auf der rechten Seite auf

s (£) o (£) s () i

Mit (/i) - (&) = mil + id (i x i) gilt

— —»

A = @ij+i6 (@ x ) — 7d + 6 (i x @) = 2i5 (@ x 7)
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und

cos? (;”) (&77) + isin (g) cos (g) A+ sin? () (5d) (777) (54)
= cos? (g) (&77) + isin (g) cos (f) A+ sin? () (@7 + i (a@ x 17)] (5)
ot ()0 (3o

+ sin? (g) (@7 (5d) + i (@ x 1) ()]

folgt.
Mit der GraBmann-Identitdt oder BAC-CAB-Regel und der Antikommutativitit des
Kreuz-Produktes folgt

cos® (g) (o7) + isin (g) cos (;D A
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Mit 2sin (%) Cos (%) = sin (), 2 cos? (%) =1+ cos (a), 2sin? (%) =1—cos(a) und A

wird daraus

— L (1 cos (1) (7) — £ (1 — cos (1)) (79) — sin (1) 7 (a x 7)
+ 25sin? (Z’) aif (7a)

=cos () &1 — sin () & (@ x 1) + 2sin? (;b) arn (6'a)

A.4. Explizite Berechnung der Korrektur in dritter
Ordnung p(®

Ausgehend von

Tp t1 t2
i = [ [ [ [ A )+ [, [P | dtsdtadt,
0 00
Tp t1 12
= [ ] [ 1 (t0) @i (12) 8] i (1)
000

+ [y (t1) 7, [y (t2) 7,75 (t3) 5]] dtadtadts

ergibt sich mit [7:[“, 7:[1;]} = 2i0 (ﬁﬁ’ti X ﬁﬁyt», wie bei der zweiten Ordnung in Gleichung
(2.28) errechnet, auf der rechten Seite

Tp t1 t2

—2i / / / (70,5, G (i, X )] + [ (e, X fnay)  iea ] dtadtadty.
0 0 O
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Ausmultiplizieren der Kommutatoren fiihrt auf

Tp t1 t2
=il [
0 0 O
(ﬁﬁ,tl 6) ’ ((ﬁﬁytz X ﬁﬁ,ts) 5) - ((ﬁ_ZtQ X ﬁﬁis) J) : (nﬁ,t1
(

dtsdtadt;.

Mit (ma) - (1id) = min + id (m x 1) ergibt sich dann

dtsdtadt;.
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Nach Wegheben der Spatproduktterme mit paarweise gegensetzlichen Vorzeichen und
dem Herausziehen des gemeinsamen, konstanten Koeffzienten i vor das Integral bleibt
Tp t1 to
=—-20
000
Mgty X (nﬁ,tz X nﬁﬂh) - (nﬁ,t2 X nﬁﬂ%) X Mgty
+ (nﬁvtl X nﬁytz) X Nz — Tigeg X (nﬁ,tl X nﬁytz)
dtgdtodty

Tp t1 ta
—-2[[]
0 0 O

ﬁﬁ)tl X (ﬁﬁ’tQ X ﬁﬁ7t3> + ﬁﬁ7tl X (ﬁﬂtQ X ﬁﬁ7t3)
- ﬁﬁ,ts X (ﬁﬁh X ﬁﬁﬂb) - ﬁﬁ,t3 X (ﬁ_',h X ﬁ_’7t2)

dtsdtadty

Tp t1 ta
——a[ [/
0 0 O

ﬁﬁ,h X (ﬁﬁ,fa X ﬁﬁiS) - ﬁﬁ:ts X (ﬁﬁ,tl X ﬁﬂ,fa)

dtsdtadt;.

stehen. Nutzen der Grassman-Identitat bzw. BAC-CAB-Regel fiihrt dann schliellich auf

Tp t1 t2
— 45
0 0 O
ﬁﬁatQ (ﬁﬁ7t1ﬁﬁ7t3) - ﬁﬁ7t3 (ﬁﬁ7t1ﬁﬁ7t2)
- ﬁﬁvtl (ﬁﬁ7t3ﬁﬁ7t2) + ﬁﬁ7t2 (ﬁﬁztSﬁﬁztl)
dtsdtadt
Tp t1 tg
= 45
0 0 O
207, (T, Tiits) — Tiite (M Mies) — M (M550,

dtsdtodt;.
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A.5. Programmablauf zur numerischen Losung mit Hilfe

der Algorithmen aus “SciPy”

Fir samtliche Programme wurde SciPy in der Version 0.9.0 mit Python 2.7 verwendet.
Die komplette Dokumentation zu Scipy kann [com11] entnommen werden. Samtliche
Programme sind im Wesentlichen mehrdimensionale Nullstellensuchen durch den, mit

scipy .optimize. fsolve (lambda Prmtr: fnctns(Theta, Prmtr), InitPrmtr, full output = True)

aufgerufenen, Python-Wrapper fiir die Routinen “hybrd” und “hybrj” aus MINPACK.
Der so verwendete Wrapper beruht auf dem Standardverhalten von MINPACK, was auch
die Abbruchbedingung der Nullstellensuche umfasst (siche MINPACK-Doku [Beell]).
Die aufgerufene Funktion fnctns(Theta, Prmtr) implementiert in den Programmen die zu
losenden, in den jeweiligen Abschnitten explizit angegebenen, Gleichungssysteme. Fiir
asymmetrische Komposit-Pulse erster Ordnung wére lambda Prmtr: fnctns(Theta, Prmtr) ZUIN
Beispiel durch
def fnctns(Theta, prmtr):

print prmtr, "—>"

rslt = [ etall(prmtr), etal2(prmtr), N(Theta, prmtr) ]

print rslt

return rslt
implementiert.

Bei stiickweise konstanten Pulsen werden die nach Nullstellen zu untersuchenden Aus-
driicke, wie etall(prmtr), etal2(prmtr) UNd N(Theta, prmtr) im Beispiel oben, durch Ausnutzen der
stiickweisen konstanten Amplituden analytisch exakt berechnet. Durch die stiickweise
konstanten Amplituden resultieren stiickweise lineare 1) (t), was eine stiickweise analy-
tische Integration erlaubt. Dazu werden die Integrationsgebiete an den Umschaltzeiten
aufgetrennt und die Integration wird in jedem dieser Untergebiete mit einer analytisch
gebildeten Stammfunktion durchgefiithrt. Die Ergebnisse aller Untergebiete dieser Par-
tition werden dann zum Gesamtergebnis aufaddiert. Analog wird dieses Vorgehen auf
entsprechend komplizierteren Integrationsgebieten und unterschiedlichen analytischen
Mehrfachintegrationen in den erzeugten Untergebieten bis in die dritte Ordnung fortge-
setzt.

Bei kontinuierlichen Pulsen wird zur Berechnung der zu untersuchenden Ausdriicke,
Wwie etall(prmtr), etal2(prmtr) UNd N(Theta, prmtr) im Beispiel oben, der QUADPACK-Wrapper
scipy . integrate .quad() verwendet. Als Beispiel fiir einen solchen Aufruf soll

def etall(Theta, prmtr):
"""first order, first equation"""

return sp.integrate.quad(lambda x: sin(Psi(Theta, x, prmtr)), 0, 1)[0]

124



dienen. Der so gestartete Algorithmus berechnet das integral adaptiv bis der absolute
oder relative Fehler von ~ 1.5-107% unterschritten wird. Fiir die in héheren Dimensionen
auftretenden Mehrfachintegrale wird dieser adaptive quad-Algorithmus mit entsprechen-

den oberen Grenzen verschachtelt aufgerufen.

A.6. Programmablaufe zur numerischen Losung mit
Hilfe der Algorithmen aus der “GNU Scientific
Library” (GSL)

Samtliche Programme wurden mit der GSL in der Version 1.15 geschrieben und wurden
mit dem g++-Compiler in Version 4.6.3 iibersetzt. Die GSL-Dokumentation ist unter
[Teall] zu finden.

A.6.1. Programmablauf fiir kontinuierliche, amplitudenmodulierte

Pulse in dritter Ordnung

Wie bereits die SciPy-Programme sind auch die GSL-Programme im Wesentlichen mehr-

dimensionale Nullstellensuchen. Diese wurden stets mit

gsl_multiroot_function f = {&fnctns, n, params};

T = gsl_multiroot_ fsolver__hybrids;

s = gsl_multiroot__fsolver_alloc (T, n);

gsl _multiroot_fsolver set (s, &f, x);

initialisiert. Dabei wahlt T = gsi_multiroot_fsolver_hybrids; den zu verwendenden, in diesem Fall
einen zu “hybrd” aus MINPACK é&hnlichen, Algorithmus mit interner Skalierung, und
x ist ein Vektor mit den zuvor gewéhlten Startparametern fiir die Nullstellensuche. Die

[terationen der Nullstellensuche werden dann geméf3

do
{
iter++;
status = gsl_multiroot__fsolver_iterate(s);
print__state(iter , s);
if (status) {break;}
status = gsl_multiroot__test_residual (s—>f, 1le—10);
}

while (status = GSL_CONTINUE);

ausgefiihrt bis die Summe der Betrdge der Ausdriicke, und damit die Abweichung zu

einem exakten Nullpunkt, kleiner als 10719 sind.
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Wie zuvor ist &fmctns ein Verweis auf das zu untersuchende Gleichungssystem. Fiir
asymmetrische, kontinuierliche, amplitudenmodulierte Pulse dritter Ordnung ergibt sich
zum Beispiel

int fnctns(const gsl_vectorx x, voidx params, gsl_vector* f)

{
double prmtr[5] = { gsl_vector_get(x, 0), gsl_vector_get(x, 1),\
gsl_vector_get(x, 2), gsl_vector_get(x, 3), gsl_vector_get(x, 4) };
gsl_vector_set(f, 0, etall(prmtr));
gsl_vector_set(f, 1, etal2(prmtr));
gsl _vector_set(f, 2, eta2(prmtr));
gsl_vector_set(f, 3, eta3z(prmtr));
gsl _vector_set(f, 4, etad3x(prmtr));
return GSL_SUCCESS;
}

fiir die Gleichungen. Die Integrationen wurden, wenn nétig erneut durch verschachtelte
Aufrufe, mit gsl_integration_qag() gelost. Zum Beispiel sei hier

double etall(doublex prmtr)

{
double rslt , abserr;
gsl_integration__workspace*x wrkspc = gsl_integration_workspace_alloc (50);
gsl_function fnctn;
fnctn.function = &etall_integrand;
fnctn .params = prmtr;
gsl_integration__qag( &fnctn, 0, 1, le—12, 0, 50, 6, wrkspc, &rslt , &abserr );
gsl_integration__workspace_free (wrkspc);
return rslt;
}

gezeigt. Dieser Aufruf bewirkt eine adaptive, abschnittsweise Integration geméafl 61 Punk-
te Gauss-Kronrod-Regel. Dazu wird solange der Integrationsabschnitt mit dem grofiten
ermittelten Fehler erneut geteilt bis ein globaler, absoluter Fehler von 1072 unterschrit-

ten wird.

A.6.2. Programmablauf fiir frequenzmodulierte Pulse

Auch die Programme zum Auffinden frequenzmodulierter Pulse sind im Wesentlichen
mehrdimensionale Nullstellensuchen. Diese wurden erneut stets mit

gsl _multiroot_function f = {&fnctns, n, params};
T = gsl_multiroot_ fsolver__hybrids;

s = gsl_multiroot_fsolver alloc (T, n);
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gsl_multiroot__fsolver_set (s, &f, x);

initialisiert. Dabei wahlt T = gsI_multiroot_fsolver _hybrids; den zu verwendenden, in diesem Fall
einen zu “hybrd” aus MINPACK é&hnlichen, Algorithmus mit interner Skalierung, und
x ist ein Vektor mit den zuvor gewédhlten Startparametern fiir die Nullstellensuche. Die

Iterationen der Nullstellensuche werden dann gemafl

do
{
iter+-+;
status = gsl_ multiroot_ fsolver iterate(s);
print__state(iter , s);
if (status) {break;}
status = gsl_multiroot__test_residual (s—>f, 1le—10);
}

while (status = GSL_CONTINUE);

ausgefiihrt bis die Summe der Betrdge der Ausdriicke, und damit die Abweichung zu
einem exakten Nullpunkt, kleiner als 10719 sind.

Wie zuvor ist &fnctns auch hier ein Verweis auf das zu untersuchende Gleichungssys-
tem. Fiir asymmetrische, frequenzmodulierte Pulse erster Ordnung ergibt sich bei reiner
Dephasierung zum Beispiel

int fnctns(const gsl vectorx x, void*x params, gsl_ vectorx f) {
// solves ODE for given set of parameters:
ode_params ode_prmtr = {gsl_ vector_ get(x, 0), {gsl_vector_ get(x, 1),\
gsl_vector_ get(x, 2), gsl vector_get(x, 3), gsl vector_ get(x, 4)}};
int multi_ state = do_ode(ode_ prmtr);

// evaluates constraints
gsl__vector_set(f, 0, eta_11());
f, 1, eta_12());
f, 2, eta_13());
t, 3, N())7

f, 4, plane());

gsl_vector_ set
gsl__vector_ set

gsl_vector_ set

o~ o~ o~ —~

gsl__vector_ set

return multi_state;

}

fiir das Gleichungssystem. Der wesentliche Unterschied zu dem bisherigen Vorgehen bei
Amplitudenmodulation ist der vorangehende Aufruf von do_ode(ode_prmtr). Diese Funkti-
on integriert das explizite Differentialgleichungssystem mittels Runge-Kutta-Verfahren
in vierter Ordnung. Die Schrittgrofie wird dabei adaptiv gewéhlt, so dass der lokale Feh-
ler in jedem Schritt zwischen dem 0.5- und 1.1-fachen des geforderten, absoluten lokalen
Fehlers von 107% liegt. Zur Ermittlung des lokalen Fehlers wird die Doppelschrittme-
thode herangezogen. Anschliflend erzeugt die Funktion mit Hilfe von kubischen Splines

interpolierte Objekte fiir 1 (¢), ¢ (t) und 6 (¢). So wird fiir die gegebenen Parameter in
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jeder Iteration das Differentialgleichungssystem gelost und mit der so resultierenden Zeit-
abhéngigkeit der effektiven Drehachse @ (t) die numerische Integration der Bedingungen
wie gehabt, beispielsweise geméafl

double eta_ 11 integrand(double t, void* params) {
return —a_ y(t)*xgsl sf sin(Psi(t)) + (1.0—gsl_sf cos(Psi(t)))*a x(t)xa_z(t);

double eta_11() {
// set up integration , integrate:
double rslt , abserr;

gsl_integration__workspacex wrkspc = gsl_integration__workspace_alloc (1000);
gsl_function fnctn;

fnctn.function = &eta_11_integrand;

fnctn .params = NULL;

cout << "eta_11:." << gsl_strerror(gsl_integration_ qag(&fnctn, 0.0, 1.0,\

le—12, 0.0, 1000, 6, wrkspc, &rslt , &abserr)) << endl;

gsl_integration_ workspace_ free(wrkspc);

return rslt;
}
durchgefithrt. Es wird also erneut die adaptive, abschnittsweise Integration geméfl 61
Punkte Gauss-Kronrod-Regel gewahlt. Bei dieser Integration wird der Integrationsab-
schnitt mit dem grofiten ermittelten Fehler erneut geteilt bis ein globaler, absoluter

Fehler von 102 unterschritten wird.
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