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Kapitel 1

Einleitung

Spinsysteme stellen ein sehr reichhaltiges Feld der theoretischen Festkdrperphy-
sik dar. Viele isolierende Festkdrper mit interessanten magnetischen Eigenschaf-
ten lassen sich durch einen effektiven Hamiltonoperator beschreiben, der allein
durch Spinvariablen S; ausgedriickt werden kann, den sogenannten Heisenberg-
Hamiltonian

N
Hpeis = Z Ji;SiS; (1.1)
=1

Die Spins sind hierbei auf einem Gitter angeordnet, und die Spinoperatoren wir-
ken in einem Hilbertraum, der als Tensorprodukt der N Einteilchen-Hilbertraume
der einzelnen Spins aufzufassen ist. Im allgemeinen wird durch Gleichung 1.1 ein
dreidimensionales System beschrieben, da die Spins den Gitterpldtzen eines drei-
dimensionalen Kristalls zugeordnet werden. In einigen Materialien liegt jedoch
eine stark anisotrope Wechselwirkung J; ; vor, so daB man den Austausch in einer
oder gar zwei Raumrichtungen vernachldssigen kann. Neben der Tatsache, daB
die Reduktion der Dimension eine wesentliche Vereinfachung sowohl fiir analy-
tische als auch fiir numerische Untersuchungen bedeutet, wird die Betrachtung
von ein- bzw. zweidimensionalen Spinsystemen so auch durch die Anwendbarkeit
auf reale Systeme motiviert.

Die in dieser Arbeit betrachtete Substanz CuGeOs ist ein besonders promi-
nentes Beispiel fiir ein System, das durch einen Hamiltonian der Form 1.1 be-
schrieben werden kann. Es handelt sich hier um einen quasi-eindimensionalen
Antiferromagneten, bei dem in Kettenrichtung nur die Wechselwirkung zwischen
nichsten Nachbarn und die zwischen iiberndchsten Nachbarn (,,Frustration®) re-
levant ist. Die Eindimensionalitat ist zwar in guter Naherung erfiillt, jedoch ha-
ben Zwischenkettenkopplungseffekte einen sichtbaren EinfluB auf die Eigenschaf-
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ten des Systems. Das besondere Interesse an CuGeQj; ist dadurch bedingt, daB
hier eine Kopplung des Spinsystems an die Gitterschwingungen vorliegt. Diese
Spin-Phonon-Kopplung kommt durch die Abhangigkeit der magnetischen Wech-
selwirkung zweier benachbarter Spins vom Winkel der fiir die Wechselwirkung
verantwortlichen Bindung zustande (vgl. Abschnitt 2.3.4). Sie bewirkt bei Ab-
senken der Temperatur den sogenannten Spin-Peierls-Phaseniibergang, bei dem
die zundchst dquidistant liegenden Spins alternierend von ihren urspriinglichen
Positionen ausgelenkt werden (,, Dimerisierung”). CuGeOs3 war die erste anorga-
nische Substanz, an der dieses Phanomen beobachte wurde [1]. Obwohl vorher
schon einige organische Spin-Peierls-Substanzen bekannt waren, bedeutete die
Entdeckung einen Durchbruch auf diesem Gebiet, da CuGeOs-Kristalle hoher
Qualitat bedeutend prazisere Messungen erlauben.

Formal hat Gleichung 1.1 eine sehr einfache Struktur. Die GroBe des zu-
gehorigen Hilbertraums 13Bt jedoch alle Versuche, durch Matrixdiagonalisierung
die Zustinde und Energien fiir realistische Teilchenzahlen zu erhalten, schei-
tern. So kann z.B. eine Spin—%—Heisenbergkette, in der nur eine Wechselwirkung
zwischen ndchsten Nachbarn auftritt, mittels exakter Lanczos-Diagonalisierung,
begrenzt durch die heutzutage zur Verfiigung stehenden Rechenkapazitdten, nur
bis zu einer Lange von etwa L = 30 behandelt werden.

Ein entscheidender Fortschritt fiir die numerische Untersuchung von eindi-
mensionalen Spinsystemen gelang Steven R. White (1992) mit der Entwicklung
der Dichtematrix Renormierungsgruppen (DMRG) Methode. Diese erlaubt es,
den Grundzustand und niedrige angeregte Zustande solcher Systeme mit einigen
hundert Gitterplatzen zu behandeln, und ist anderen numerischen Methoden, wie
Quanten-Monte-Carlo oder Lanczosverfahren an Effizienz und Genauigkeit weit
tiberlegen.

In der vorliegenden Arbeit werden Spin-Peierls-Ketten mit DMRG-Methoden
untersucht. Die Arbeit gliedert sich in vier Teile. Im zweiten Kapitel wird eine
Ubersicht zu bekannten experimentellen und theoretischen Erkenntnissen iiber
Spin-Peierls-Systeme gegeben, wobei in einem eigenen Abschnitt speziell auf
CuGeOj; eingegangen wird. Im darauffolgenden Kapitel wird auf das Konzept
der numerischen Dichtematrixrenormierung eingegangen und die Implementie-
rung eines DMRG-Algorithmus erldutert. Im letzten Kapitel werden numeri-
sche Resultate fiir inkommensurabel modulierte Spinketten diskutiert, die mittels
DMRG erhalten wurden, und mit fiir CuGeO3; bekannten experimentellen Tatsa-
chen verglichen.



Kapitel 2

Spin-Peierls-Systeme

2.1 Der Spin-Peierls-Phaseniibergang

Bei Spin-Peierls-Substanzen handelt es sich um quasi-eindimensionale Spin-%-
Antiferromagnete mit Kopplung der Spinfreiheitsgrade an die Freiheitsgrade des
dreidimensionalen Phononensystems. Bei Unterschreiten einer kritischen Tem-
peratur Tsp setzt bei diesen Systemen eine spontane Gitterverzerrung ein. Es
handelt sich um einen Phaseniibergang zweiter Ordnung von der sogenannten
U-Phase (unverzerrte Phase) in eine dimerisierte Phase (D-Phase). Wéhrend die
Gleichgewichtspositionen der einzelnen Spins in der uniformen Phase dquidistant
liegen, ist der Abstand zwischen benachbarten Gitterplatzen in der D-Phase ab-
wechselnd um einen festen Betrag Au vergroBert bzw. verringert. Als Ordnungs-
parameter fiir diesen Phaseniibergang kann der Betrag der Auslenkung der Spins
aus den Gleichgewichtspositionen, die sie in der U-Phase einnehmen, betrachtet
werden. Diese Auslenkung beginnt bei Absenken der Temperatur unterhalb von
Tsp stetig von Null auf einen Maximalwert bei T = O anzusteigen. Eine dritte
Phase, die sogenannte |-Phase (inkommensurable Phase) tritt bei Einschalten
eines iliberkritischen Magnetfeld auf. In dieser Phase liegt eine von Gitterplatz zu
Gitterplatz variierende Auslenkung der Spins von ihren Gleichgewichtspositionen
vor. Abbildung 2.1 zeigt das fiir Spin-Peierls-Systeme typische Phasendiagramm.
In Abschnitt 2.3.5 wird auf diese Situation am Beispiel von CuGeO3 noch einmal
ausfiihrlicher eingegangen.

Der erste experimentelle Nachweis fiir einen Spin-Peierls-Ubergang gelang
Bray und Mitarbeitern [3, 4] an den organischen Substanzen TTFCuS,C4(CF3)4
und TTFCuBDT. Ein Spin-Peierls-Ubergang in einer anorganischen Substanz
(CuGeO3) konnte zum erstenmal von Hase et al. nachgewiesen werden [1] (vgl. Ab-
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Abbildung 2.1: Fiir Spin-Peierls-Systeme typisches Phasendiagramm. [2]

schnitt 2.3.2). Die einzige anorganische Substanz neben CuGeOs, von der ver-
mutet wird, daB es sich um ein Spin-Peierls-System handelt, ist das «’-NaV,05

[5, 6].

2.2 Theoretische Beschreibung

Der Hamiltonoperator zur Beschreibung eines Spin-Peierls-Systems besteht im
einfachsten Fall aus zwei Anteilen, einem fiir die antiferromagnetisch gekoppelten
Spins und einem fiir das Phononensystem

H=H, + Hg (2.1)
mit
N
Hm = Z ](ﬁi)ﬁiﬂ)sisﬂh (2-2)
i=1
HB = Z wabgbq‘ . (2.3)
d

Der erste Anteil H,,, ist der magnetische Anteil, der die Wechselwirkung der langs
einer Kette angeordneten Spins beinhaltet. Der Index i durchlduft die N Gitter-



platze und das Austauschintegral J(ii;, U;,1) bestimmt die Nachstnachbarwech-
selwirkung. Langreichweitigere Spin-Spin-Wechselwirkungen wurden hier nicht
mitaufgefiihrt. Es sei jedoch darauf hingewiesen, daB etwa in CuGeO3 auch ei-
ne antiferromagnetische Wechselwirkung zwischen iibernichsten Nachbarn (Fru-
stration) eine wesentliche Rolle spielt, so daB man hier einen Term der Form
> oJS;Sii2 hinzufiigen muB (vgl. Abschnitt 2.3.3). Die N&chstnachbarwech-
selwirkung ist von der Auslenkung benachbarter Spins von ihren Gitterpldtzen
U; abhéngig (vgl. 2.3.4), was zu der fiir Spin-Peierls-Systeme charakteristischen
Kopplung des Phononensystems an das Spinsystem fiihrt. Der zweite Anteil Hp
ist der Hamiltonian des reinen Phononensystems. Hierbei ist {G} die Menge aller
erlaubten Phononenimpulse, w(q) die Energie des Phonons mit Impuls ¢, und
bg. bzw. bg stehen fiir die Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren eines Pho-
nons mit dem Impuls . Der Zusammenhang zwischen den Auslenkungen u; und
den Erzeugern bzw. Vernichtern lautet

1 e ]
- >_ 14Tt T
U = E €ze b.+b_3). 2.4
v MN 7 d ,/Zwa( q a) (24)

M steht fiir die Masse der Gitterionen und €5 ist der Polarisationsvektor des
Phonons zum Wellenvektor G. Der Einfachheit halber gehen wir hier von einem
Gitter mit einfacher Basis aus. Im Falle einer mehratomigen Basis muB der
Index @ durch (gA) ersetzt werden, wobei der Index A die verschiedenen linear
unabh3ngigen Schwingungszustidnde der Basis numeriert.

In vielen Féllen (insbesondere auch in CuGeO3s, vgl. 2.3.4) kann davon aus-
gegangen werden, daB die magnetische Wechselwirkung zwischen ndchsten Nach-
barn J(1i;, Ui 1) nur von der Differenz der Auslenkungen 1i;, ;7 abhangt. Nimmt
man zusatzlich an, daB die Auslenkungen klein sind, so bietet es sich an, J(t;, ;1)
zu entwickeln

J(y, Uigr) = J + V(W — i) (2.5)
Der magnetische Anteil des Spin-Peierls-Hamiltonians 13Bt sich so in einen reinen

Spinanteil Hs und einen Anteil Hgg, der die Spin-Phononkopplung beschreibt,
zerlegen

Hs = ) JSiSin (2.6)

. bl+b_
HSB — ,}‘,’é‘a (equi _ equi+1) q q

q 1/2Mqu

S:Sii1 . (2.7)
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Durch Fouriertransformation der Spinoperatoren S; = 1/v/N Y~ e“zﬁSE erhdlt
man den Standardausdruck fiir die Spin-Phononkopplung im Impulsraum:

Hss =) Aq(bf+bq), (28)
q
wobei
Ag = Z g(d,E)S,gS,g,a - (2.9)
K

Der Faktor g(d, k) charakterisiert die Kopplung des Spinsystems an die Phono-
nen. Explizit gilt
= DY 3o 1 ike ige
014, R) = a7 e 1 =), (2.10)
wobei C ein Vektor ist, der in Richtung der Ketten zeigt und dessen Linge dem
Abstand der Spins in Kettenrichtung entspricht.

Eine nichtkonstante Dispersion wj ist hier eine Voraussetzung dafiir, daB der
Anteil Hgg fiir die Spin-Phononkopplung dreidimensional ist. Die Dreidimensio-
nalitdt der Phononen ist wiederum notwendig fiir die Existenz eines Spin-Peierls-
Phaseniiberganges bei einer endlichen Temperatur, da rein eindimensionale Sy-
steme nach dem Mermin-Wagner-Theorem bei endlichen Temperaturen niemals
langreichweitige Ordnung zeigen kénnen (vgl. z.B. [7]).

2.3 CuGeO;

1993 wurde zum erstenmal von einem Spin-Peierls-Ubergang in einem anorgani-
schen Material berichtet [1]. M. Hase und Mitarbeiter hatten Suszeptibilitdts-
messungen an CuGeO3 durchgefithrt und konnten anhand dieser klar nachweisen,
daB es sich hierbei um eine Spin-Peierls-Substanz handelt (vgl. Abschnitt 2.3.2).
Im Gegensatz zu den bis dahin bekannten organischen Substanzen 138t sich
CuGeOs; in groBen Einkristallen herstellen, so daB sich durch diese Entdeckung
neue experimentelle Moglichkeiten zur Untersuchung eines Spin-Peierls-Systems
ersffneten (fiir eine Ubersicht siehe Referenz [8]).

2.3.1 Kiristallstruktur

Abb. 2.2 zeigt die Kristallstruktur von CuGeO3 [9, 10]. Charakteristisch sind die
CuOg-Oktaeder mit den Cu*"-lonen im Zentrum, die entlang der c-Achse ange-
ordnet sind. An den sechs Ecken dieser Oktaeder befinden sich Sauerstoffatome.
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Die Sauerstoffatome an den zwei Spitzen der CuOs-Oktaeder werden mit O(1)
bezeichnet, die restlichen vier Sauerstoffatome, die in der Basalebene der Okta-
eder liegen, mit O(2). Je zwei in c-Richtung benachbarte Oktaeder haben zwei
0O(2)-Sauerstoffatome gemeinsam. Die Oktaeder sind stark verzerrt. Der Ab-
stand vom Cu?*-lon zu den O(2)-Atomen ist etwa 30% kleiner als der Abstand zu
den O(1)-Atomen. Desweiteren betragt der fiir die magnetische Wechselwirkung
zwischen |3ngs der c-Achse benachbarten Cu”"-lonen entscheidende Cu-O(2)-
Cu-Winkel etwa 98° (vgl. Abschnitt 2.3.4). Ein weiterer Bestandteil der Kristall-

Abbildung 2.2: Kristallstruktur von CuGeO3 [10]. Die Einheitszelle ist durch den
eingezeichneten Quader hervorgehoben.

struktur sind die GeOs-Tetraeder, die zwischen den in a-Richtung benachbarten
CuOg-Oktaedern liegen. Die magnetischen Eigenschaften von CuGeO; sind auf
die Cu®*-lonen zuriickzufiihren, die einen Spin von S = % tragen. Die c-Achse
entspricht der Kettenrichtung. Der quasi-eindimensionale magnetische Charak-
ter von CuGeOj; ist darauf zuriickzufiihren, daB die magnetische Wechselwirkung
zwischen benachbarten Spins, die auf derselben Kette liegen, die Wechselwirkung
zwischen Spins, die auf verschiedenen Ketten liegen, weit iiberwiegt (vgl. Ab-
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schnitt 2.3.4).

2.3.2 Entdeckung des Spin-Peierls-Ubergangs in CuGeO;

Der Verlauf der Temperaturabhidngigkeit der magnetischen Suszeptibilitdt von
CuGeO; (vgl. Abb. 2.3) war der erste Hinweis darauf, daB es sich bei CuGeO3 um
eine Spin-Peierls-Substanz handelt [1]. Die hervorstechenden Merkmale der von
Hase et al. gemessenen Suszeptibilitdtskurven sind der exponentielle Abfall von
X(T) unterhalb einer bestimmten Temperatur Tsp ~ 14K und das breite Ma-
ximum bei einer Temperatur von ca. 56K. Das Verhalten oberhalb von Tgp
dhnelt dem eines eindimensionalen Heisenberg-Antiferromagneten mit konstan-
ter Austauschwechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn. Zum Vergleich ist
in Abb. 2.3 neben den gemessenen Suszeptibilitdtskurven die exakt bekannte
Suszeptibilitat [11] fiir ein solches System eingezeichnet, wobei die Austausch-
konstante so gewahlt wurde, daB das Maximum an derselben Stelle liegt wie bei
den experimentellen Kurven. Die quantitative Ubereinstimmung ist schlecht, was
als Indiz fiir die Existenz einer Frustration gewertet werden kann [12, 13, 14].
Der Verlauf der Suszeptibilitdt unterhalb der kritischen Temperatur ist im zweiten

-t
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Abbildung 2.3: Suszeptibilitatskurven aus Referenz [1].

Teil von Abb. 2.3 zu sehen. Die Kurve beginnt unterhalb von Tsp exponentiell
abzuklingen. Dieses Verhalten weist auf einen unmagnetischen Grundzustand
und eine Energieliicke zwischen diesem und der ersten Anregung im magneti-
schen Energiespektrum hin. Dies sind charakteristische Eigenschaften, die ein
eindimensionaler Spin-1/2 Heisenberg-Antiferromagnet mit alternierender Aus-
tauschwechselwirkung aufweist. Aus diesen Uberlegungen folgerten Hase et al.
daB CuGeOj3 bei Unterschreiten von Tsp durch eine Gitterverzerrung in eine di-
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merisierte Phase iibergeht. Um auszuschlieBen, daB es sich hierbei um einen rein
strukturellen Phaseniibergang handelt, untersuchten die genannten Autoren die
Magnetfeldabhingigkeit der Ubergangstemperatur und zeigten, daB diese mit der
bis dahin bekannten Theorie [2] fiir den Spin-Peierls-Ubergang qualitativ iiber-
einstimmt. Hiermit war eindeutig erwiesen, daB es sich bei dem beobachteten
Phaseniibergang tatsdchlich um einen Spin-Peierls-Phaseniibergang handelt.

2.3.3 Modellhamiltonoperator

Zur analytischen Behandlung des Hamiltonoperators (2.8) miissen noch eini-
ge Vereinfachungen durchgefiihrt werden. Die erste Vereinfachung betrifft die
Phononendispersion. Zur Beschreibung von Spin-Peierls-Systemen nimmt man
fiir gewdhnlich an, daB fiir den Ubergang nur solche Phononenmoden relevant
sind, die ndherungsweise der Verzerrung in der D-Phase entsprechen. Diese wird
durch einen Wellenvektor ¢4 charakterisiert, und die Energie dieser Phononen
wird durch w := w(d§q) approximiert

Hg = w) blb; (2.11)
1
Hsg = ) Ay(bl, +bij) (2.12)
i,
mit
Ai; = 9(8:;Siv15— Si;Si15) . (2.13)

Der Index i numeriert hier Pldtze innerhalb einer in c-Richtung verlaufenden Ket-
te, wahrend j die verschiedenen Ketten numeriert. Durch die Vernachldssigung
der Dispersion ist die Kopplung der lokalen Phononen b;; auf der Kette j mit
den Spins auf benachbarten Ketten verloren gegangen. Eine Einheitszelle von
CuGeO; beinhaltet jedoch jeweils zwei Ketten (vgl. Abb. 2.2). Daher ist es plau-
sibel anzunehmen, daB ein lokales Phonon b;; sowohl an die Spins der Kette
selbst als auch an die Spins der beiden benachbarten Ketten koppelt. Dies kann
in Hgp durch einen zusdtzlichen Term fiir die Kopplung der Spins der Kette j an
die Phononen der Ketten j & 1 beriicksichtigt werden [15]

Ay =09 (Si,j Siv1— Si3Siq; +f Z (Siv1,5:Siy — Si,j’si—1,j’)> )
jr=jT
(2.14)
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mit einer die elastische Zwischenkettenkopplung charakterisierenden Konstan-
te f. Die weitere Vorgehensweise hdangt von den GréBenordnungen der fiir das
Spin- bzw. Phononensystem charakteristischen Energieskalen ab. Wenn die fiir
das Phononensystem charakteristische Energie w(qq) weit niedriger liegt als die
fiir das magnetische System relevanten Energien J, A, bietet sich eine mittlere
Feldndherung an, in der die Phononenoperatoren durch ihre statischen Erwar-
tungswerte ersetzt werden. Die Dimerisierung 0;; wird definiert durch

(byy) == %51,;' . (2.15)

Der Spin-Peierls-Hamiltonian Hsp = Hg + Hs + Hgp lautet in dieser Naherung

N N
K
Hgp = Z J(T+6:)SiSiy1 + aJSiSi2 + 7 Z 57, (2.16)

i=1 i=1

wobei im Hinblick auf die Anwendung auf CuGeO3; dem reinen Spinanteil noch
ein Frustrationsterm ~ «] angefiigt wurde. Die elastische Konstante ergibt sich
aus der relevanten Phononenfrequenz w zu K = ‘Z"TIZZ Gleichung 2.16 beschreibt
eine antiferromagnetische eindimensionale frustrierte Heisenbergkette mit alter-
nierender Wechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn. Der elastische Anteil
~ 87 stellt bei fester Dimerisierung eine triviale Konstante dar. Die §; werden
jedoch im allgemeinen selbstkonsistent bestimmt, wobei dieser Anteil eine we-
sentliche Rolle spielt (vgl. Abschnitt 4.1).

Als Bedingung fiir die Giiltigkeit des Molekularfeldzugangs geben M. C. Cross
und D. S. Fisher [16] 1979 an, daB die fiir den Spin-Peierls-Ubergang relevanten
Phononen eine im Vergleich zur magnetischen Austauschenergie niedrige Energie
aufweisen (,,soft phonons”). Anders als bei den damals bekannten organischen
Spin-Peierls-Substanzen ist diese Bedingung fiir CuGeO3 nicht erfiillt. Die Ener-
gien der fiir den Spin-Peierls-Ubergang relevanten Phononenmoden liegen zwi-
schen 150 K und 1000 K, wahrend die fiir das magnetische System charakteristi-
schen Energien bei J/kg ~ 115-150K bzw. A/kg ~ 23K liegen [17, 18]. Statt
der oben skizzierten adiabatischen Behandlung der Phononen ist eine antiadiaba-
tische Behandlung der Phononen realistischer [15]. Trotz dieser Diskrepanz konn-
ten viele der Eigenschaften von CuGeO3z mit Hilfe des Molekularfeld-Zuganges
erklart werden. Auch in der vorliegenden Arbeit wird abgesehen von einigen
Erweiterungen ausschlieBlich der Hamiltonian 2.16 betrachtet. In Abschnitt 4.2
wird auf die Terme, die bei einer antiadiabatischen Behandlung auftreten, ein-
gegangen, und es wird gezeigt, daB ein Hamiltonian resultiert, der weitgehende



2.3.4 Magnetischer Austausch in CuGeO3;

15

207\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\
- (d,,0,0;) = (0,1,112-k )

T T T ‘ T ‘ I
(0,,0p9,) = (0,-1+k;,1/2)

w/[meV]
=
o
LA L B I B O B

e e b Ly
w/[meV]

Lo e by g A

07\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\
0 A1 2 3 4 4 6 .8

k/lrl.u] ky/lr.l.u]

o

(3]
o
()
=
o

Abbildung 2.4: a: Dispersion von CuGeOs in c-Richtung. Die MeBpunkte sind
aus Ref. [19], die durchgezogene Linie ist ein Fit aus Ref. [22]

Parallelen zu dem aus der adiabatischen Phononenbehandlung gewonnenen auf-
weist.

2.3.4 Magnetischer Austausch in CuGeO3;

Zur experimentellen Bestimmung der Austauschkonstanten in CuGeO3; wurde von
Regnault et al. [19] mittels inelastischer Neutronenstreuung die Dispersion in den
verschiedenen Kiristallrichtungen gemessen und mit bekannten analytischen Aus-
driicken [20] verglichen. Abbildung 2.4 zeigt die gemessenen Dispersionskurven
in ¢- und b-Richtung. Die Dispersion in a-Richtung kann in guter Naherung
vernachldssigt werden [21]. Anhand dieser Daten ermittelten Regnault et al. fiir
die Austauschkonstanten in den einzelnen Richtungen Werte von J. ~10.3meV,
Jo ~0.1]. und J, ~-0.01].. Damit ist der Austausch in c-Richtung zwar dominie-
rend, aber der relativ groBe Wert fiir J,, zeigt, daB eine realistische Modellierung
von CuGeOj3 auch die Einbeziehung von Effekten der Zwischenkettenkopplung
notwendig macht.

Die Austauschwechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn in CuGeO3 wird im
allgemeinen auf einen Superaustausch iiber die zwischen den Cu?*-lonen liegen-
den O(2) Sauerstoffatome (vgl. Abb. 2.2) zuriickgefiihrt [9, 23, 24]. Fiir die
Stdrke der Austauschwechselwirkung ist hierbei der Cu-O(2)-Cu-Bindungswinkel
entscheidend. So wiirde ein Winkel von 180° zu einer stark antiferromagnetischen
Kopplung fithren, wahrend ein Winkel von 90° eine schwache ferromagnetische
Kopplung zur Folge hitte (Goodenough-Kanamori-Regel [25]). Der tatsachliche
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Cu-O-Cu-Bindungswinkel betragt in CuGeO3; etwa 98°, liegt also relativ nahe
beim “ferromagnetischen Winkel” von 90°. Nach Braden et al. [9] reicht diese
Abweichung aus, um einen realistischen [19] antiferromagnetischen Austausch
von J. ~ 12.4 meV zu erhalten. Geertsma und Khomskii [24] erhalten dagegen
unter alleiniger Beriicksichtigung des Cu-O-Cu-Superaustauschs eine zu geringe
bis negative Austauschkonstante. Die Autoren erklidren dies damit, daB bei diesen
Rechnungen das zu dem O(2)-Atom benachbarte Germaniumion nicht beriick-
sichtigt wird und erhalten erst bei Beriicksichtigung des Germaniumions einen
Austausch von J. ~ 11.2 meV.

Die fiir den Spin-Peierls-Ubergang relevante Phononenmode entspricht ei-
ner alternierenden VergréBerung bzw. Verkleinerung des Abstands zwischen den
Cu?*-lonen und damit des Cu-O-Cu-Bindungswinkels. Eine Verkleinerung dieses
Winkels bedeutet jedoch eine Verkleinerung der Austauschkonstante und umge-
kehrt, so daB im Falle einer Dimerisierung die starkere Kopplung jeweils zwischen
den weiter voneinander entfernt liegenden Cu?*-lonen vorliegt.

0@ 0(2) 0(2)
\ ) \\\ /
Cu Cu Cu Cu
O@2) o2 . 02

c-Achse

Abbildung 2.5: Austauschpfade fiir die Kopplungen in der c-Richtung von
CuGeOs . Die gestrichelte Linie deutet den Superaustauschpfad fiir die Aus-
tauschkonstante J. an, und die gepunktete Linie zeigt den Pfad fiir die Frustration

oJe.

Neben dem Superaustausch iiber ein O(2)-Atom ist auch der Superaustausch-
pfad, der ein Cu®*-lon iiber zwei benachbarte O(2)-Atome mit seinem iibernich-
sten Nachbarn ldngs der c-Achse verbindet (vgl. Abb. 2.5), zu beriicksichtigen.
Dieser fiihrt zu einer Frustration «-J., die wir im Hamiltonian 2.16 schon ein-
gefiihrt haben. Geertsma und Khomskii erhalten in ihrer ab initio-Rechnung fiir
o einen Wert von ~ 0.23. Fits der Suszeptibilitdt [14] ergeben dagegen einen
Wert von « = 0.35 und Fits der Dispersion [26] o ~ 0.3.

Die Zwischenkettenkopplung J, := pJ. verbindet jeweils zwei dquivalente
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Abbildung 2.6: Austauschpfade fiir die Kopplungen in b-Richtung. Die gestri-
chelten Linien zeigen die beiden Pfade fiir die direkte Zwischenkettenkopplung
Jo = W] an, die gepunktete Linie den Pfad fiir die Zwischenkettenfrustration
pnpJe. Es handelt sich um eine schematische Aufsicht aus der a-Richtung auf
Abbildung 2.2

auf in b-Richtung benachbarten Ketten liegende Cu?*-lonen (vgl. Abb. 2.7).
Sie kommt iiber die zwei dquivalenten Cu-O(2)-O(2)-Cu Austauschpfade (sie-
he Abb. 2.6) zustande, wobei die beiden O(2) diesmal O(2)-Atome sind, die
auf verschiedenen in b-Richtung benachbarten Oktaedern liegen (vgl. Abb. 2.2).
In b-Richtung ist zusdtzlich eine “Zwischenkettenfrustration” denkbar. Dabei
handelt es sich wie in Abb. 2.7 (gepunktete Linien) gezeigt um eine antiferroma-
gnetische Wechselwirkung zwischen Spins benachbarter Ketten, die in c-Richtung
um einen Gitterplatz gegeneinander versetzt sind. Der Austauschpfad fiir diese
Wechselwirkung ist in Abbildung 2.6 (gepunktete Linie) angedeutet. Fiir die be-
schriebene Kopplung kommt im Gegensatz zur direkten Zwischenkettenkopplung
nur ein Austauschpfad in Betracht, so daB zu erwarten ist, daB diese betraglich
bei etwa J,/2 liegt.

Uhrig schldgt ein Modell fiir CuGeO; [22] vor, bei dem alle bisher in die-
sem Abschnitt aufgefiihrten Kopplungen beriicksichtigt werden. In Abbildung
2.7 ist diese Situation anhand eines Segmentes zweier benachbarter dimerisier-
ter Ketten schematisch dargestellt *. In Abb. 2.7 wird beriicksichtigt, daB das
Dimerisierungsprofil von Kette zu Kette um einen Gitterplatz verschoben ist,

!Die in Abbildung 2.7 verwendeten Notationen weichen von denen in Ref. [22] ab.
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wie in Neutronenstreuexperimenten an der D-Phase von CuGeOj3 [9, 27] gefun-
den wurde. Anhand einer Stérungsrechnung bis zur dritten Ordnung ausgehend

a
1-3 A 1-3

b-Achse

c-Achse

Abbildung 2.7: Zweidimensionales Spin-Modell fiir CuGeOs3 unter Einbeziehung
der im Text beschriebenen Kopplungen. (J. = 1) Es ist ein Segment aus zwei
in b-Richtung benachbarten dimerisierten Ketten, die in c-Richtung verlaufen,
gezeigt.

vom vollstindig dimerisierten Fall (6 = 1) berechnet Uhrig die Dispersionsre-
lationen in c- und b-Richtung in Abhdngigkeit der in Abb. 2.7 eingetragenen
Kopplungskonstanten. Die durchgezogenen Linien in Abb. 2.4 sind Fits der so
erhaltenen Dispersion an die experimentellen Daten. Die anhand dieser Fits vor-
geschlagenen Werte fiir die Austauschkonstanten und Dimerisierung liegen bei
c~98meV,0~0.124,x=0,u:=Jp/J. =~ 0.33, 3 ~ 0.3.

Knetter und Uhrig [26, 28] schlagen aufgrund einer weiterfiihrenden Ana-
lyse bis in 10. Ordnung drei verschiedene Werte fiir 3 (f = 0.3,—0.3,0) vor
und erhalten, abhdngig vom gewadhlten (3, Werte fiir die Frustration, die bei
« ~ 0.3 liegen. Fiir die Zwischenkettenkopplung werden abhdngig von 3 die
Werte pg_o3 = 0.29, pg—o = 0.14, pg—_o3 = 0.09 angegeben, und die Aus-
tauschkonstante J. liegt in allen drei Fillen etwa bei J. ~ 13meV. Das in den
genannten Referenzen benutzte Verfahren erlaubt es leider nicht, einen Wert fiir
3 zu fixieren. In Abschnitt 4.6 werden daher anhand dieser Werte durchgefiihrte
DMRG-Rechnungen beschrieben. Durch Vergleich der erhaltenen Daten mit dem
Experiment soll einer der drei Werte favorisiert werden.
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In Abschnitt 2.1 wurde bereits das typische Verhalten von Spin-Peierls-Systemen
im Magnetfeld angedeutet. Das experimentelle Phasendiagramm von CuGeQO3 im

Temperature (K)
0 5 10 15
T I T I T I
20 ¢ therma expansion
Y2 magnetostriction  * =125
< 50 : l
T 15 20 §
B . S
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o 05 D "o =~
45
3
0'0 1 | 1 | 1 | 1 | 1 4 0
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Abbildung 2.8: Phasendiagramm von CuGeO3; im Magnetfeld [10]

Magnetfeld wird in Abb. 2.8 gezeigt. Es zeigt qualitativ das fiir Spin-Peierls-
Systeme theoretisch vorhergesagte [16, 2] und an den vor CuGeO3 bekannten,
organischen Spin-Peierls-Substanzen beobachtete Verhalten. Der Parameterbe-
reich ist in drei Gebiete unterteilt, die U-Phase, die D-Phase und die |I-Phase.
Die Grenzen der verschiedenen Phasen schneiden sich in einem Punkt, dem so-
genannten Lifshitz-Punkt [29].

Bei hohen Temperaturen liegt CuGeO3 in der U-Phase vor, in der das Gitter
unverzerrt ist. Die Cu”-lonen liegen dquidistant entlang der c-Achse, und das
System kann durch den Hamiltonoperator 2.16 ohne Dimerisierung, also mit
0 =0,Vi=1,..., N beschrieben werden.

Unterhalb eines kritischen Feldes geht das System bei Absenken der Tem-
peratur unter die magnetfeldabhingige kritische Temperatur Tsp(H) in die D-
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Phase iiber. Die Ubergangstemperatur betrigt bei verschwindendem Feld gerade
Tsp ~ 14K. Der Ubergang von der U-Phase in die D-Phase ist von zweiter Ord-
nung. Die in der D-Phase vorliegende alternierende Verzerrung der Kette fiihrt
dazu, daB die Kopplungsstéarke J(i) zwischen benachbarten Spins entsprechend
alterniert. Es treten abwechselnd “starke Bonds” der Starke J(i) = J(1 4 6) und
schwache mit J(i’) = J(1 — §) auf. Im Hamiltonoperator 2.16 muB &; = (—1)
mit der festen Dimerisierung & gesetzt werden. Wie in Abschnitt 2.3.4 bereits
erldutert, treten die schwachen Bonds gerade zwischen den Cu?*-lonen auf, die
ndher aneinander riicken. Die magnetische Energie kann in dieser Phase beson-
ders stark abgesenkt werden, indem die iiber starke Bonds miteinander verbun-
denen Spins Zustinde mit hohem Singulettcharakter einnehmen. In Abbildung
2.9 ist diese Situation veranschaulicht. Fiir eine unfrustrierte Spinkette |38t sich

4 ; 1-o 4 ; 1-3 4 ; 1-o
1+ 1+0

1+%

Abbildung 2.9: Dimerisierte Spinkette mit Singuletts an den starken Bonds

zeigen, daB die Absenkung der magnetischen Energie, die so erreicht werden
kann, proportional zu 53 ist [16], wéhrend die Anhebung der elastischen Energie
in der Beschreibung durch den Hamiltonoperator (2.16) proportional zu & ist,
so daB bei hinreichend kleiner Dimerisierung die Absenkung der magnetischen
Energie die Anhebung der elastischen Energie iiberwiegt. Dies ist der treibende
Mechanismus fiir den Ubergang von der U-Phase in die D-Phase. Da die Spins in
der D-Phase Singuletts bilden, verschwindet hier die lokale Magnetisierung (S7).
Erh6ht man in der D-Phase das Magnetfeld, so bleibt diese stabil, solange man
unterhalb eines temperaturabhdngigen kritischen Wertes bleibt. Dies ist auf die
in der D-Phase vorhandene Energieliicke im magnetischen Anregungsspektrum
zuriickzufiihren.

Bei weiterer Erhohung des Magnetfeldes muB die D-Phase spatestens dann
instabil werden, wenn die zu dem Feld gehorige Zeemanenergie gugH, ausreicht,
um die Energieliicke A zwischen dem Grundzustand (S=0) und dem ersten an-
geregten Zustand (S=1) zu iiberbriicken. In Wirklichkeit tritt die Instabilitat
schon bei einem Feld auf, dessen Zeemanenergie ca. 80% der Energieliicke be-
tragt. Die Ursache fiir den niedrigeren Wert ist, daB das Verzerrungsprofil sich
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neu einstellt, so daB der neue Zustand energetisch giinstiger liegt als der erste
angeregte Zustand einer fest dimerisierten Spinkette.

Bei diesem Phaseniibergang von der D-Phase in die |-Phase werden einige
Singuletts aufgebrochen. Die entstehenden Tripletts mit S = 1 zerfallen zu je-
weils zwei sogenannten Spinonen. Dies sind Bereiche endlicher Magnetisierung,
die jeweils einen Gesamtspin von S = 1/2 tragen und immer in Paaren auftre-
ten, da der Gesamtspin des Systems ganzzahlig sein muB. Die Dimerisierung
stellt sich hierbei so ein, daB die Gesamtenergie des Systems minimal ist. In
den Bereichen endlicher Magnetisierung wird die magnetische Energie durch ei-
ne endliche Dimerisierung nicht mehr abgesenkt, so daB die Dimerisierung in
der Umgebung eines Spinons bis auf Null absinkt. Abbildung 2.10 zeigt ein
typisches Dimerisierungsmuster zusammen mit den zugehdrigen lokalen Magne-
tisierungen. Im Verzerrungsmuster sind Bereiche gleichférmiger Dimerisierung
durch Nullstellen, in deren Umgebung ein tanh-artiges Profil vorliegt, getrennt.
Im Magnetisierungsprofil sieht man die Spinonen, die an den Nullstellen der Di-
merisierung lokalisiert sind und jeweils den Spin }_.(S?) = ] tragen. Eine solche
Nullstelle der Dimerisierung zusammen mit dem an ihr lokalisierten Spinon soll im
folgenden als Soliton bezeichnet werden. Die inkommensurable Phase von Spin-
Peierls-Systemen ist Gegenstand einer Reihe experimenteller sowie theoretischer
Arbeiten. Kontinuumstheorien [30, 31, 32] ergeben fiir das Dimerisierungspro-
fil 5; und die lokale Magnetisierung m; in der |I-Phase Ausdriicke der folgenden
Form:

o = (— 1)‘63n<ka )
m; = mytdn (k& >+( )1”r181tcn<k(E ), (2.17)

wobei sn, dn,cn die Jacobischen elliptischen Funktionen zum Modulus k be-
zeichnen [33]. Die Ausdehnung der Solitonen ist in dieser Beschreibung durch
den Parameter & gegeben. Die lokale Magnetisierung setzt sich aus einem lang-
sam veranderlichen Anteil ~ dn, der im folgenden mit m“™ (,,uniform") be-
zeichnet werden soll, und einem alternierenden Anteil (—1') ~ cn zusammen,
wobei offenbar nur der langsam verdnderliche Anteil zur Gesamtmagnetisierung
beitragt.

Das erste Experiment zur Bestimmung einer Solitonenbreite wurde von Ki-
ryukhin und Keimer durchgefiihrt [34]. Die genannten Autoren ermittelten mit-
tels elastischer Rontgenstreuung den ersten und dritten harmonischen Beitrag
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Abbildung 2.10: Typische Solitonenform in der I-Phase von CuGeQO3 aus einer
DMRG-Rechnung (vgl. Abschnitt 4.1). Es sind das Dimerisierungsprofil (oberer
Teil) und die lokalen Magnetisierungen (unterer Teil) jeweils gegen den Gitter-
platz i aufgetragen.

zum Verzerrungsmuster und erhielten durch einen Fit an die exakt bekannte Fou-
riertransformierte der sn-Funktion einen Wert von & ~ 13.6a. Allerdings basiert
der Fit auf einer Reihe von Annahmen, die das Resultat unsicher erscheinen
lassen. Desweiteren wurden in Kernspinresonanz-Experimenten [35, 36, 37] die
Form und Amplitude der lokalen Magnetisierung in Abhdngigkeit eines duBeren
Magnetfeldes untersucht. In den zitierten Arbeiten konnte eine Verteilungsfunk-
tion fiir die Werte der lokalen Magnetisierungen bestimmt werden. Diese Funk-
tion kann auch mit Hilfe des zweiten Teils von Gleichung 2.17 in Abhadngigkeit
der dort vorkommenden Parameter berechnet werden, so daB man m§™, m§'t, £

aus einem Fit der experimentellen Verteilung an die berechnete erhalten kann.
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Uberraschenderweise ergaben sich aus diesen Experimenten Solitonenbreiten von
6 bis 10 Gitterplatzen, die damit deutlich unter dem anhand der Verzerrungsmu-
ster erhaltenen Wert liegen. Offenbar miissen daher in Glg. 2.17 unterschiedliche
Breiten und Moduli, &4, &, ka, ki, fiir den elastischen bzw. magnetischen Anteil
der Solitonen eingefiihrt werden. Wir erhalten hiermit die Ausdriicke

W1 Ti
= 7{ﬁd“<m"‘m)+

i Ti
Heen (kmam’km) } (219)
8. = (—1)issn (iad,kd) . (2.19)
kq

Die Parameter &4, und kg hdngen, da die Periode der Funktionen durch Ket-
tenlange und Magnetisierung vorgegeben ist, direkt zusammen

4mkm/aK(Km/a)&mma =1, (2.20)

wobei K(k) das vollstandige elliptische Integral 1. Art bezeichnet. Der alternie-
rende Anteil der lokalen Magnetisierung 2.18 ergibt keinen Beitrag zur Gesamt-
magnetisierung m = ) . m;, so daB sich zusammen mit der Tatsache, daB der
Mittelwert iiber eine Periode der dn-Funktion in Glg. 2.18 7t/(2K(k)) betragt
[33], zusétzlich die folgende Relation ergibt

B ™w
"~ 4RK(ky)

Die Form der Solitonen, ihre Breiten und Amplituden sind Gegenstand der
vorliegenden Arbeit.

m (2.21)
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Kapitel 3

Dichtematrix-Renormierung

Mit Hilfe des Dichtematrix-Renormierungsgruppen (DMRG)-Algorithmus von
White [38, 39] kdnnen der Grundzustand, niedrige angeregte Zustdnde und Er-
wartungswerte von Operatoren beziiglich dieser Zustande mit groBer Genauigkeit
berechnet werden. Der erste numerische Renormierungsgruppen-Algorithmus
geht auf Wilson [40] zuriick, der diesen fiir das Kondoproblem entwickelte.
Um das Grundkonzept der Renormierungsalgorithmen zu erldutern und die No-
tation festzulegen, soll im ersten Abschnitt dieses Kapitels ein einfaches Bei-
spiel anhand einer Spin—%-Heisenbergkette diskutiert werden. Im darauffolgenden
Abschnitt wird die Erweiterung des Renormierungskonzepts zum Dichtematrix-
Renormierungsgruppen-Algorithmus erklart. Der letzte Abschnitt geht kurz auf
die Implementierung des DMRG-Algorithmus in dieser Arbeit ein.

3.1 Renormierungsidee

Allen numerischen Renormierungsgruppen-Algorithmen (RG-Algorithmen) ist ge-
mein, daB man, beginnend mit einem kleinen (d.h. exakt diagonalisierbaren) Teil-
system (B), in jedem Schritt die SystemgroBe vergroBert, indem man ein weiteres
System (B) anfiigt. Der Hilbertraum des so erhaltenen vergroBerten Systems wird
in jedem solchen Schritt auf einen kleineren relevanten Unterraum reduziert. Die
Art und Weise, auf die reduziert wird, unterscheidet die verschiedenen Renor-
mierungsalgorithmen. Zum Beispiel wird bei den Wilsonschen RG-Algorithmen
einfach der von den m niedrigsten Energieeigenzustdnden des groBeren Systems
aufgespannte Unterraum gewahlt.

In Abb. 3.1 ist ein solches Verfahren schematisch illustriert. Beginnend mit ei-
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nem Block B (im ersten Schritt kann B z.B. ein einzelner Spin sein) wird in jedem
Schritt ein neuer Block BB gebildet, indem ein Block B hinzugefiigt wird. B ist
hierbei typischerweise entweder das (reflektierte) System selbst oder ein einzelner
zusatzlicher Gitterplatz. Der Hamiltonoperator Hy; des so erweiterten Blocks
kann nun aus den Hamiltonoperatoren Hg und H; der beiden Teilsysteme und
entsprechenden Kopplungstermen zusammengesetzt werden. Fiir eine Heisen-
bergkette mit Wechselwirkung zwischen ndchsten Nachbarn lautet die Vorschrift

Hps =He® T3 +1s @ Hz + (S, ® 15) - (Ts @ SL) . (3.1)

Hierbei steht S§ fiir den Spinoperator des am rechten Rand von B liegenden
Gitterplatzes und S% fiir den am linken Rand von B liegenden Spin. Im Falle
einer Heisenbergkette mit Frustration miissen zwei weitere Kopplungsterme hin-
zugefiigt werden, um die Wechselwirkung zwischen dem vorletzten (bzw. letz-
ten) Gitterplatz des linken Blocks und dem ersten (bzw. zweiten Gitterplatz) des
rechten Blocks zu beriicksichtigen. Wenn Hg und Hy in einem m- bzw. m-
dimensionalen Hilbertraum wirken, so wirkt Hy in einem m - m-dimensionalen.
Um das so entstandene System durch einen m-dimensionalen Hilbertraum zu
beschreiben, bestimmt man beim Wilsonschen Renormierungsalgorithmus die m

niedrigsten Eigenzustande {u®} _; _ von Hyj und bildet die Transformations-

matrix U, deren Zeilen die Vektoren u* sind. Mit Hilfe dieser Transformation
wird nun die zu Hy gehdrige (m - m x m - m)-Matrix auf eine (m x m)-Matrix
fiir Hg: projiziert

Hp: = UHggUT . (3.2)

Ebenso erhdlt man die fiir den nachsten Schritt bendtigten Spinoperatoren fiir
den rechten Rand von B’
bo=usput. (3.3)

Auf diese Weise entsteht durch Abschneiden der hoheren Anregungen aus dem
System BB das System B’, mit dem im nichsten Schritt genauso verfahren wird
wie mit dem System B. Je nach Wahl von B kann das System von Schritt
zu Schritt bis auf die gewiinschte SystemgriBe erweitert werden, ohne daB die
Dimension des Hilbertraums m iibersteigt. Das Problem bei diesem Ansatz ist,
daB man das System BB als isoliert annimmt und so nicht beriicksichtigt, daB
es als in das Gesamtsystem eingebettet angesehen werden muB. Wenn BB an
das Gesamtsystem koppelt, sind die Eigenzustinde des isolierten Systems BB
insbesondere am Rand im allgemeinen nicht geeignet, den Zustand des in das
Gesamtsystem eingebetteten BB zu beschreiben.
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Abbildung 3.1: Ein einfacher Renormierungsalgorithmus

3.2 Renormierung mit Hilfe der Dichtematrix

3.2.1 Wahl einer optimalen Basis

Der grundlegende Unterschied des DMRG-Algorithmus zum oben diskutierten
einfachen numerischen Renormierungsalgorithmus besteht in der Auswahl der
zur Beschreibung des Systems BB benutzten Zustinde. Statt Hg 5 zu diago-
nalisieren und die m niedrigsten Eigenzustinde zu verwenden, bettet man BB
zundchst in ein groBeres System, den sogenannten Superblock, ein und ermittelt
den interessierenden Eigenzustand des Superblocks, den sogenannten Zielzustand
(fiir unsere Zwecke immer der Grundzustand). Gesucht ist nun ein Satz von m
Zustinden von BB, mit deren Hilfe der Zielzustand optimal reprisentiert werden
kann. Dieser Abschnitt soll aufzeigen, wie anhand der noch zu definierenden
reduzierten Dichtematrix des Teilsystems BB beziiglich des Gesamtsystems ein
solcher Satz gefunden werden kann.

Hierzu betrachte man ein System L, das an ein zweites System R (den Rest
des Gesamtsystems) gekoppelt ist [39] und mit diesem zusammen den Super-
block bildet. Ziel ist es nun, den Zielzustand [\p) des Superblocks durch einen
eingeschrankten Satz von Basiszustanden von L moglichst gut zu approximieren.
Hierzu driicke man [\p) als Entwicklung im Tensorprodukt der Orthonormalbasen
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{It)r}iz1..1 bzw. {[j)r}j=1..r von L bzw. R aus

) = Z Pij[1)f) - (3.4)

Soll das System L durch einen m-dimensionalen Hilbertraum, aufgespannt durch
die Vektoren {[ti*)}4—1. . mit m < 1, beschriecben werden, so bedeutet dies,
daB der Zielzustand durch einen Satz von Produktustdnden der Form {[i*) ®
li)Ja=t...mj=1..r approximiert werden muB. Der N3herungszustand lautet dann

) = Z Qo [A*)f) (3.5)

und ein MaB fiir den Fehler S der Approximation ist

S =) — Rb))IF . (3.6)

Setzt man V%) := N 3. a;lj) mit den Normierungsfaktoren N% = 3 [aq;[?,
so ergibt sich

Py = ) Nea®)p*)

1r
= Z Py;[)j) (3.7)
i,j=1
mit
B m
Piji=) Nafoe . (3.8)
a=1

Die Zahlen 1", V;* sind hier gerade die Komponenten der orthogonalen Zustands-
vektoren [1%*), bzw. |v*) beziiglich der Basen [i),[j), d.h. @& = (i/i*) und
V¥ = (jIv*). Der Fehler S 138t sich nun schreiben als

1r m
S = ) hhiy— ) N
ij=1 a=1
1r N
= Z pi; — bl (3.9)

i,j=1

Das Problem der Approximation eines Zielzustands wurde hiermit in das Problem,
die Lxr-Matrix 1 durch eine 1 xr-Matrix 1 der durch Gleichung 3.8 vorgegebenen
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Form zu approximieren, iiberfiihrt. Zur Losung dieses Problems der linearen
Algebra driicke man S als Spur aus [41]

S =Sp{(w — ) (W - )} . (3.10)

Dann zerlege man die 1 x r-Matrix (1);; mit Hilfe des im Anhang A bewiesenen
SVD-Theorems in folgender Weise

P =UDVT, (3.11)

wobei U € R™!, V € R™" orthogonale Matrizen sind und D € R**" diagonal ist
(d-h. di; = 0 falls i # j). Der Einfachheit halber seien die nichtverschwindenden
Elemente d;; von D der GroBe ihrer Betrdge nach geordnet, was sich immer
durch simultane Zeilen- und Spaltenvertauschungen in U und V1 erreichen I3Bt.
Dieselbe Transformation wende man nun auch auf die Matrix (J))ij an

UV =D < { = UDVH, (3.12)
was in Gleichung 3.10 eingesetzt

S = Sp{(v—V)(w—1)
SpV(D - D)Iufu(b — D) V!
= Sp(D-D){(D-D)
= Z i — dis? (3.13)
i
ergibt.

Aus dem letzten Ausdruck fiir S liest man ab, daB zur Minimierung von S die
Matrix D diagonal gewshlt werden muB, da D schon diagonal ist. Dies bedeutet
aber, daB (bei optimaler Wahl von {) U, V,und D die SVD-Zerlegung von 1
ergeben. Aus der Definition der Matrix 1 liest man ab, daB der Rang von { m
betrdgt (der Wertebereich wird durch die m linear unabh3ngigen Vektoren t1*
aufgespannt). Anhand der Bemerkung zum SVD-Theorem in Anhang A kann
nun gefolgert werden, daB D nur m nichtverschwindende Elemente haben kann,
und zur Minimierung von S miissen diese nach Glg. 3.13 offenbar gerade den
m groBten Elementen, d',..., d™ von D entsprechen. Gleichung 3.12 fiir den
optimalen Naherungszustand wird zu

¥i; = (UDVT);

m
a=1
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Die optimalen Werte fiir N*, i und V¢ in 3.8 kdnnen also mit Hilfe der SVD-
Zerlegung von 1\ bestimmt werden. Die N sind gerade die m gréBten Elemente
von D und die u® bzw. v* die zugehdrigen Spalten von U bzw. V. Theore-
tisch ware mit dieser Erkenntnis ein Renormierungsverfahren denkbar, bei dem
man in jedem Schritt die optimale Basis durch SVD-Zerlegung der Matrix ({);;
gewinnt. Es stellt sich jedoch heraus, daB man diese Basis mit Hilfe der so-
genannten reduzierten Dichtematrix des Teilsystems L einfacher, ndmlich durch
Diagonalisierung, gewinnen kann:

Die reduzierte Dichtematrix von L angekoppelt an R, unter der Annahme,
daB das Gesamtsystem sich im reinen (Ziel-) Zustand [\p) befindet, lautet [42]

prir =) Wil . (3.15)
j

Hierbei handelt es sich tatsdchlich um eine Dichtematrix, d.h. p ist hermitesch,
positiv, und es gilt Sp p = 1. Die Hermitizitdt liest man direkt aus Gleichung
3.15 ab. Fiir die Spur gilt

Spp = ) pii=) byl

v

= [wlPP=1. (3.16)

Driickt man p mit den Matrizen U, D und V aus der SVD-Zerlegung von 1 aus,
so ergibt sich
p =uD?ut, (3.17)

Man erkennt, daB die Eigenwerte diz,i von p positiv sind. AuBerdem geht aus
(3.17) hervor, daB U gerade die Dichtematrix p diagonalisiert. Um die Zustédnde
lu®) zu erhalten, braucht daher nicht die SVD-Zerlegung von 1 gefunden zu
werden. Es reicht aus, die nach Gleichung 3.15 definierte Dichtematrix zu bil-
den und diese zu diagonalisieren. Die m Eigenvektoren, die zu den m gréBten
Eigenwerten von p gehoren, ergeben dann die gesuchte optimale Basis.

Desweiteren 3Bt sich an dieser Stelle der Abschneidefehler S angeben. Aus
Glg. 3.13 und der Wahl von D ergibt sich:

1 m
S = Z diz,iZSPP—Zdiz,i
i=1

i=m+1

= 1— i df; . (3.18)
i=1
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In der Praxis muB man jedoch beriicksichtigen, daB das System R immer nur
eine Naherung des Gesamtsystems sein kann, was eine zusdtzliche Fehlerquelle
bedeutet. Insofern ist (3.18) zwar ein guter Anhaltspunkt fiir den Fehler, streng-
genommen jedoch nur eine untere Schranke.

Ausgehend von den in diesem Abschnitt dargestellten Tatsachen schlug White

[38, 39] zwei Algorithmen vor, den , Infinite-Size"- und den ,, Finite-Size“-Algorithmus,

bei denen die Basiszusténde jeweils iterativ mit Hilfe der Dichtematrix (3.15) er-
zeugt werden.

3.2.2 Der Infinite-Size-Algorithmus

Beim Infinite-Size-Algorithmus wird der Block B in jedem Schritt mit Hilfe von
Glg. 3.1 um einen Gitterplatz zum System B’ = Be erweitert. B’ wird nun
mit dem reflektierten System eB™ zum Superblock B e eB™ zusammengesetzt
(ebenfalls mit Glg. 3.1). Fiir den Hamiltonoperator des Superblocks wird der
Zielzustand (hier der Grundzustand) mit einer exakten Diagonalisierungsmetho-
de berechnet. Hat man die gewiinschte SystemgroBe erreicht, so konnen an dieser
Stelle die interessierenden Erwartungswerte iiber den Zielzustand berechnet wer-
den. Will man einen weiteren Schritt ausfiithren, so muB3 aus dem Zielzustand die
Dichtematrix nach Glg. 3.15 berechnet werden, wobei (i,1’) hier die Zusténde
von Be und (j,j’), die Zustdnde von eB" durchlaufen. Mit den m Eigenvektoren
von p, die zu den hochsten Eigenwerten gehoren, wird nun die Matrix T gebildet,
deren m Zeilen gerade diese Vektoren sind. Analog zu Glg. 3.2 wird nun die zu
Hg, gehorige Matrix auf eine m x m-Matrix fiir Hg: transformiert

Hp: = THg T . (3.19)

Mit dem so erhaltenen neuen Block B’ wird nun ebenso verfahren wie mit B.
Zu Beginn des Algorithmus ist B typischerweise ein einzelner Gitterplatz, so daB
der erste Superblock aus vier einzelnen Gitterpldtzen zusammengesetzt wird. In
Abbildung 3.2 ist dieses Verfahren veranschaulicht. Neben der eben beschrie-
benen sind auch andere Arten der Zusammensetzung des Superblocks denkbar.
Insbesondere bei periodischen Randbedingungen fiihrt die Tatsache, daB die zwei
groBen Blécke B und B" direkt verbunden sind, zu einer wesentlich dichteren
Besetzung der Hamiltonmatrix des Superblocks. Daher ist es hier sinnvoll, statt
der Konfiguration B e B die Konfiguration B e Be fiir die Erzeugung des Su-
perblocks zu verwenden [39]. Im Falle einer Heisenbergkette mit alternierender
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— B, Hp ® O B, Hp

"~

~H/ HB’ — T]_lB.TT

| BrHg

Abbildung 3.2: Der Infinite-Size-Algorithmus

Wechselwirkung ist die letzte Art der Zusammensetzung jedoch nicht vertraglich
mit dem Abwechseln der Austauschkonstanten und daher ungeeignet.

3.2.3 Der Finite-Size-Algorithmus

In jedem Schritt des Infinite-Size-Algorithmus wurde fiir die rechte Halfte des
Superblocks nicht wie in den Betrachtungen aus Abschnitt 3.2.1 der Rest des
Gesamtsystems verwendet, sondern nur eine N3herung hierfiir. Die mit Hilfe
der Dichtematrix des so entstandenen Superblocks erzeugten Zustdnde zur Be-
schreibung der linken Halfte des Systems sind daher nicht wirklich optimal im
Sinne der Ausfiihrungen aus Abschnitt 3.2.1. Aus diesem Grund kann nach Er-
reichen der gewiinschten SystemgroBe L mit dem Infinite-Size-Algorithmus die
Genauigkeit durch weitere Renormierungsschritte, die die SystemgroBe diesmal
jedoch konstant lassen, erhoht werden. Hierzu werden wahrend des Infinite-
Size-Verfahren alle erhaltenen Blocke gespeichert, so daB im weiteren Blocke der
Langenl=1,...,L/2—1, die hier mit By, ..., By, bezeichnet werden sollen,
zur Verfiigung stehen.

Nach Erreichen der gewiinschten SystemgréBe L im Infinite-Size-Verfahren
beginnt die zweite Phase des Finite-Size-Schritts. Beginnend mit der sich aus
dem letzten Infinite-Size-Schritt ergebenden Konfiguration [Br,,_; e 'B£/2_1]
(vgl. Abb. 3.3) wird nun der linke Block in weiteren Schritten jeweils um einen
Gitterplatz erweitert, so daB dieser im k-ten Finite-Size-Schritt die Lange L/2 —
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1+ k hat.

B: ee By
B, ee B;
Infinite-Size-Alg.

2
B% (1) B% 5 — B%Jr]
1.Phase des . e
Finite-Size-Alg. —
. .
BL—4 [ 1) Bz — BL—3 %
............................ o
c
By ee B, 3 — B) §_
Bé [ 1 BL74 — Bé 0§:
2.Phase des o
Finite-Size-Alg.
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2z

Abbildung 3.3: Die beim Finite-Size-Algorithmus auftretenden Superblocke. Ein
Pfeil ,— “deutet jeweils den Reduktionsschritt an, bei dem aus dem System
Bie das m-dimensionale System By,; entsteht.

Die Erweiterung geschieht hierbei ebenso wie im Infinite-Size-Algorithmus
mit Hilfe der Dichtematrix, die aus dem Zielzustand des zuvor gebildeten Su-
perblocks gewonnen wurde. Zur Bildung des Superblocks wird jedoch nicht wie
beim Infinite-Size-Algorithmus der Block selbst benutzt, sondern der im voran-
gehenden Infinite-Size-Algorithmus erzeugte und gespeicherte Block, By 1.
So wird gewahrleistet, daB der entstehende Superblock immer genau die Lange L
hat, denn im k-ten Schritt liegt gerade die Superblockkonfiguration [By 2. 1 ®
oB[ > x_1] vor. Hat man mit diesem Vorgehen die Konfiguration [B; 4  B)]
erreicht und hieraus den Block B;_3 erhalten, so ist diese Phase des Finite-Size-
Schritts beendet.
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Die nichste Phase des Finite-Size-Schrittes beginnt damit, daB der Super-
block [B;eeB]_;] gebildet wird, um hieraus den Block B zu erhalten. In weiteren
Schritten wird wie zuvor der linke Teil B{ des Superblocks um je einen Gitter-
platz erweitert und durch einen der Blocke B;_4,...B/2 1 zu einem Superblock
der Lange L ergdnzt, um nacheinander neue Blocke B3,..., B, ; zu erhal-
ten. Bei der symmetrischen Konfiguration [BIL/2—1 ° ‘BIL/z_1] angelangt ist ein
»Finite-Size-Durchgang“durch das System beendet. Hier kdnnen der zugehéri-
ge Zielzustand und alle interessierenden Erwartungswerte (vgl. Abschnitt 3.2.4)
berechnet werden. Im allgemeinen wird durch einen einzigen solchen Durch-
gang die Genauigkeit im Vergleich zum reinen Infinite-Size-Algorithmus erheb-
lich verbessert. Ausgehend von der zuletzt erhaltenen symmetrischen Konfigu-
ration [B£/2_1 ° oBﬁ/z_]] kdnnen jedoch zusadtzlich beliebig viele weitere solche
Durchgénge durchgefiihrt werden.

3.2.4 Erwartungswerte

Das ,,Messen* einer physikalischen GroBe entspricht in einem DMRG-Verfahren
der Berechnung des Erwartungswertes des entsprechenden Operators A. Hier-
zu wird der Zielzustand [\p) des im letzten Schritt des Verfahrens erhaltenen
Superblocks verwendet. Um explizite Ausdriicke zur Berechnung von Erwar-
tungswerten zu erhalten, nehme man an, daB der betrachtete Superblock sich
aus vier Teilblocken zusammensetzt, wie es in den beiden in Abschnitt 3.2.2 bzw.
3.2.3 dargestellten Verfahren der Fall war (Block 2 und Block 3 waren hier jeweils
einzelne Gitterpldtze). Numeriert man die Zustdnde der vier Teilsysteme mit den
Indizes 14, 12, 13, 14 durch, so lautet die allgemeine Vorschrift zur Berechnung des
Erwartungswertes eines Einteilchenoperators, der auf einen Gitterplatz in Block
1 wirkt

1‘]” |A|1b Z 1‘1)11 i21i314 11 ,i; 11)1{ ipizig ¢ (320)

i1i21314,1
Nach dieser Vorschrift kann z.B. die lokale Magnetisierung m; = (S%) berechnet
werden. Zur Berechnung von Erwartungswerten von Produkten von zwei Ein-
teilchenoperatoren unterscheidet man, ob die beiden Operatoren auf verschie-
denen Blocken wirken oder nicht. Fiir den Fall, daB beide auf verschiedenen
Blocken wirken (z.B. A auf Block 1 und B auf Block 2), ergibt sich wegen
(hiizisiaABILi5131) = (WlAR]) (12IB[i2) 81, 1184,

<ll)|AB|ll)> = Z 1l’)11121314 1 ,11 12»1211)1'112131'4 : (321)

11121314 ,11 ,LZ
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Bei Operatoren A, B, die auf demselben Block wirken (z.B. Block 1), ist die
naheliegende Vorschrift

<1.|)|AB|11)> = Z 1-1)11121314 14 ,11 11 ,i{'¢i{',izi3i4 (322)

11121314, 11 11

inkorrekt. \Wegen der Reduktion der Basis in jedem DMRG-Schritt durchlauft i;
namlich keinen vollstandigen Satz von Basisvektoren, so daB Zi{ L # 1.
Vielmehr muB hier in jedem Schritt die Matrix A - B berechnet und gespeichert
werden. Deren Erwartungswert kann dann ebenso wie in Glg. 3.20 berechnet
werden:

<1|)|AB|11) Z 1-I)I11213~L4 )11 ,i{ l-l)i{izi3i4 . (323)

11121314 ,11

3.3 Implementierung

Der in dieser Arbeit verwendete DMRG-Algorithmus wurde in der objektorientier-
ten Programmiersprache C++ implementiert. Dabei wurde auf von Schénfeld
erstellte Klassen [41] zuriickgegriffen. Im folgenden soll kurz auf diese Klassen
und ihre Verwendung zum Aufbau eines DMRG-Algorithmus eingegangen werden.

Die Klasse Site reprdsentiert einen einzelnen Gitterplatz und enthilt die
hierfiir bendtigten Spin-Matrizen S*, S, S=.

Aus zwei Objekten vom Typ Site kann ein Objekt vom Typ Edge aufge-
baut werden. Edge reprasentiert zwei benachbarte Gitterplatze, die am Rand
eines Blocks liegen. Die zwei Sites reprdsentieren dementsprechend jeweils den
duBersten und zweitduBersten Gitterplatz des Blocks, zu dem Edge gehért. Die-
se Klasse wird eingefiihrt, um auch frustrierte Heisenbergketten behandeln zu
kénnen. Die Frustration filhrt beim Zusammenfiigen von zwei Blécken B,B zu
einem Superblock zu zwei zusatzlichen Kopplungstermen fiir die Wechselwirkung
zwischen dem vorletzten (letzten) Spin des linken Blocks und dem ersten (zwei-
ten) Spin des rechten Blocks (vgl. Glg. 3.1) und macht so die Speicherung der
Spin-Matrizen fiir die zweitduBersten Gitterpldtze eines Blocks notwendig. Dies
geschieht gerade in der Klasse Edge.

Die Klasse Block beinhaltet neben der Hamiltonmatrix des zu reprasentie-
renden Blocks die zwei Objekte vom Typ Edge (Kante am linken bzw. rechten
Rand), die notwendig sind, um zwei Blocke zu einem Superblock zusammen-
zusetzen. Die Kante fiir den linken Rand wird notwendig, wenn periodische
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Randbedingungen vorliegen, da in diesem Fall die beiden am linken Rand liegen-
den Spins des linken Blocks mit den beiden am rechten Rand liegenden Spins des
rechten Blocks wechselwirken. In Block enthaltene Elementfunktionen ermdgli-
chen es, den Block nach Gleichung 3.1 um einen Gitterplatz zu erweitern (B in
Gleichung 3.1 steht dann fiir den einzelnen Gitterplatz). An dem so entstandenen
System kann mit einem weiteren Unterprogramm die Transformation aus Glei-
chung 3.19 vorgenommen werden, um wieder auf einen entsprechend kleineren
Hilbertraum zu projizieren. Voraussetzung hierfiir ist, daB die Transformations-
matrix T berechnet wurde, was in der Klasse Target geschieht (siehe weiter unten
im Text).

Ein Superblock setzt sich aus zwei Blécken zusammen, und dementspre-
chend benotigt der Konstruktor der Klasse Superblock zwei Blécke, einen linken
und einen rechten. Die Klasse verfiigt iiber eine Elementfunktion, die mit Hilfe
der in den beiden Teilblocken enthaltenen Objekte vom Typ Edge und der Block-
Hamiltonmatrizen die Hamiltonmatrix des Superblocks erzeugt und die von Null
verschiedenen Elemente in einer Datenstruktur (SparseMatrix) zur Darstellung
diinn besetzter Matrizen abspeichert. Superblock enthdlt auBerdem eine Dia-
gonalisierungsroutine, die den Targetzustand mit Hilfe des Davidsonalgorithmus
[43] bestimmt.

In der Klasse Target wird der in Superblock berechnete Targetzustand gespei-
chert und zur Berechnung der Dichtematrix nach (3.15) verwendet. Desweiteren
enthalt diese Klasse eine Elementfunktion zur Diagonalisierung der Dichtematrix.
Die Funktion sortiert zusatzlich die m groBten Eigenwerte aus und erzeugt aus
den zugehorigen Eigenvektoren die Tranformationsmatrix T (vgl. (3.19)).



Kapitel 4

Anwendung: Inkommensurabel
modaulierte Spin-Peierls-Systeme

In diesem Anwendungsteil soll erldutert werden, wie inkommensurabel dimerisier-
te Spinketten mittels DMRG behandelt werden kdnnen, und es sollen die erhalte-
nen Resultate diskutiert werden. In Abschnitt 4.1 wird darauf eingegangen, wie
man fiir den rein eindimensionalen Hamiltonian 2.16 durch eine selbstkonsistente
Rechnung einen optimalen Satz von Verzerrungen {01, ...,0n} ermitteln kann.
Abschnitt 4.2 gibt eine vollig neue Interpretation der Verzerrungen §;, die auf ei-
ner antiadiabatischen Betrachtung des urspriinglichen Spin-Peierls-Hamiltonians
2.12 in Kombination mit einer Meanfield-Behandlung von Termen, die benach-
barte Ketten koppeln, beruht. Es stellt sich heraus, daB trotz dieser neuen
Interpretation das vorher beschriebene Verfahren zur Bestimmung der Verzer-
rungen nur leicht abgeindert werden muB. Der EinfluB dieser Anderung auf die
numerischen Resultate wird am Ende dieses Abschnitts diskutiert. In Abschnitt
4.3 wird gezeigt, wie eine magnetische Zwischenkettenkopplung in die Rechnun-
gen einbezogen werden kann. Der EinfluB dieser Kopplung auf die Form der
Solitonen wird untersucht. In Abschnitt 4.4 wird fiir den elastischen Anteil im
Hamiltonian 2.16 eine Dispersion eingefiihrt und diskutiert, wie diese sich auf die
Solitonenbreite auswirkt. Um einen Bezug zu CuGeOs zu schaffen, wird in Ab-
schnitt 4.5 eine Zwischenkettenfrustration (vgl. 2.3.4) eingefiihrt und untersucht,
wie diese sich auf die Solitonenbreiten auswirkt. Abschnitt 4.6 geht schlieBlich
unter Verwendung von Parametersitzen aus Referenz [26] auf die Situation in
CuGeOs3 ein.
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4.1 Iterative Bestimmung der Modulationen

Zur Behandlung des Hamiltonoperators aus Gleichung 2.16 mittels DMRG miissen
Verzerrungen {81, ...,0n} vorgegeben sein. Hier stellt sich die Frage, welches
Verzerrungsmuster iiberhaupt benutzt werden soll. Bei einer vorgegebenen Ge-
samtmagnetisierung ist es sinnvoll, ein Verzerrungsmuster anzunehmen, bei dem
die freie Energie (fiir unsere Zwecke ist diese mit der Grundzustandsenergie gleich-
zusetzen, da wir T = O voraussetzen) des Systems minimal ist. Die in der vorlie-
genden Arbeit verwendete Methode zur Berechnung einer Modulation mit dieser
Eigenschaft wurde erstmalig von Feiguin et al. [44] in Monte-Carlo-Rechnungen
benutzt. Weitere ausfiihrliche hierauf basierende Untersuchungen wurden von
Schonfeld et al. durchgefiihrt [45, 46]. Man minimiert dazu den Erwartungswert

N N
K
(Hep) = > (J1+8)(SiSua) +al(SiSi2) +5 ) & (41)
i=1 i=1
beziiglich 51,...,0n unter der Nebenbedingung } . 6; = 0, die gewdhrleisten
soll, daB keine Translationen der gesamten Kette beriicksichtigt werden. Durch
einfaches Differenzieren erhdlt man als Bestimmungsgleichung fiir die {;} bei

minimaler Energie

J(SiSi1) + K& —J/LY (SiSiy1) =0 Vi=1,...,N (4.2)
beziehungsweise:

b=~ (ScScr) — (SSca)] V=T, N, (4.3)

wobei die doppelten spitzen Klammern fiir das Mittel der Erwartungswerte iiber
die Kette stehen

(S i= 1 Y (S:Sut) (4.4)

Dieser Term sichert gerade die Nebenbedingung » . 8; = 0.

In Gleichung 4.3 ist zu beachten, daB die rechte Seite von 81, ..., dn abhangig ist.
Denn iiber die Erwartungswerte geht der Grundzustand des Hamiltonoperators
2.16 ein, der wiederum von den Verzerrungen abhdngig ist. Zur Ldsung von
Glg. 4.3 benutzt man daher das folgende iterative Verfahren:

0. Wi3hle eine Anfangsmodulation &; = &Y .
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1. Erzeuge den Hamiltonian Hgp aus Gleichung 2.16 mit der vorgegebenen
Modulation und berechne den Grundzustand mittels DMRG.

2. Berechne die Erwartungswerte (S;S;;) wie in Abschnitt 3.2.4 beschrieben
und nach Gleichung 4.3 die Verzerrungen {5]**"}.

3. Ersetze die alten Verzerrungen {;} durch die in Punkt 2 berechneten.
4. Fahre mit Schritt 1 fort.

Die Wahl der Anfangsverzerrung ist davon abhangig, welche Phase behandelt
werden soll. In der D-Phase wihlt man &; = (—1)%, mit einer Schitzung fiir 5.
In der |-Phase ist das Verzerrungsprofil komplizierter. Gleichung 2.19 ergibt in
Fourierdarstellung [33]

5(r;) ~ sn (ﬁad)

= Z a,sin ((2n+ 1)qry) , (4.5)
n=0
mit
R S
= 2kaK(ka)éq
= 7m(l14+2m), (4.6)

wobei im letzten Schritt die Relation 2.20 benutzt wurde. Die Koeffizienten a,
klingen sehr schnell ab. So wurde in Réntgenstreuexperimenten [34] |a;/ao| ~
0.07 erhalten, so daB eine sinusférmige Anfangsverzerrung mit dem Wellenvektor
q aus Gleichung 4.6 eine naheliegende Wahl ist [47, 45]

59 = & cos (qrmi) . (4.7)

Fiir verschwindende Magnetisierung gilt g = 7t, und Gleichung 4.7 geht in §; =
(—1)' iiber. Die Magnetisierung pro Gitterplatz m ist hierbei ein MaB fiir
die Inkommensurabilitdt des Systems. Das oben beschriebene Verfahren wird
abgebrochen, wenn das Verzerrungsmuster sich nicht mehr signifikant dndert.
Interessiert man sich fiir die lokale Magnetisierung, so miissen am Ende wie
in Abschnitt 3.2.4 angegeben die Erwartungswerte (S?) berechnet werden. In
Abbildung 4.1 sind Verzerrungsmuster und lokale Magnetisierungen, die auf diese
Weise nach 10 Schritten erhalten wurden, gezeigt. Als MaB fiir die Konvergenz
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Abbildung 4.1: Lokale Verzerrungen §; und lokale Magnetisierung (S?) einer
Kette mit L = 92, o = 0.35, K = 10.2 nach 10 Schritten.

kann das Maximum der Abweichungen der Verzerrungen aus dem letzten Schritt
zum vorletzten Schritt benutzt werden. Fiir die Rechnung, mit der Abb. 4.1
erhalten wurde, ergibt sich hierfiir ein Wert von etwa 10748,

Um anhand der berechneten &;, m; die fiir die Solitonen charakteristischen
Amplituden, 5, W, R und Breiten &4, &, zu erhalten, muB ein Parameterfit mit
den Funktionen aus Glgn. 2.18, 2.19 durchgefiihrt werden. Wegen der Relation
2.20 kann einer der Parameter berechnet werden. Man muB jedoch beachten,
daB berechnete (oder auch experimentell erhaltene) Ausdriicke im allgemeinen
noch vom Ursprung verschoben sind, so daB ein zusatzlicher Fitparameter 7, fiir
diese Verschiebung eingefiihrt werden muB. Fiir die Verzerrung bietet sich ein
Drei-Parameterfit mit den Fit-Parametern 8, k4, 7o an. Die elastische Solitonen-
breite wird dann nach Glg. 2.20 berechnet. Fiir die lokale Magnetisierung kann
ebenso vorgegangen werden. Fitparameter sind hier die Amplituden W, R, der
Modulus k,, und die Verschiebung 1, des Solitons vom Ursprung. Auch hier
kann die Solitonenbreite &, aus Glg. 2.20 berechnet werden. In Referenz [46]
wurden DMRG-Daten, die mit dem oben beschriebenen selbstkonsistenten Ver-
fahren erhalten wurden, mit diesem Vorgehen ausgewertet, um die erhaltenen
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Abbildung 4.2: Solitonenbreiten nach Ref. [46] (K = 18, & = 0.35). Oberer Teil:
Kreise sind DMRG-Daten, Quadrate experimentelle Daten. Leere Symbole stehen
fiir magnetische Solitonenbreiten &, gefiillte Symbole fiir elastische Breiten &4.
Die offenen Quadrate sind NMR-Resultate fiir &,,, aus [37], das gefiillte Quadrat
basiert auf den Rontgenstreuungsdaten aus Ref. [48]. Unterer Teil: Verhiltnis
von elastischer zu magnetischer Solitonenbreite. Kreise: DMRG-Daten, Quadrat:
experimenteller Wert.

Parameter W, R, &4, &, mit experimentellen Daten [34, 36, 37| zu vergleichen.
Da die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten DMRG-Rechnungen direkt an
die Untersuchung von Uhrig et al. [46] ankniipfen, soll diese hier kurz diskutiert
werden.

Die erhaltenen Solitonenbreiten und deren Verhiltnisse sind in Abb. 4.2 zu-
sammen mit den experimentellen Werten gegen die mittlere Magnetisierung auf-
getragen. Die DMRG-Resultate liegen in der richtigen GréBenordnung und zei-
gen, daB die magnetischen Breiten, wie auch im Experiment, nicht mit den ela-
stischen Breiten iibereinstimmen, sondern deutlich niedriger als diese liegen. Der
monoton steigende Verlauf insbesondere der magnetischen Breiten steht jedoch
im Widerspruch zum Experiment, das ein monotones Abfallen der magnetischen
Breiten mit steigender Magnetisierung zeigt. Fiir die elastische Solitonenbreite
liegt leider nur ein experimenteller Wert bei einer Magnetisierung von ca. 1/140
vor [34].
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Abbildung 4.3: Amplituden W,R nach Ref. [46] (K = 18, « = 0.35). Volle Kreise
sind DMRG-Resultate, volle Quadrate NMR-Daten [37]. Die offenen Kreise sind
die um den Faktor 0.25 renormierten DMRG-Amplituden.

In Abb. 4.3 sind die zugehdrigen Amplituden W, R der lokalen Magnetisie-
rung (vgl. Glg. 2.18, 2.19) aufgetragen. Der qualitative Verlauf der DMRG-
Amplituden stimmt mit dem der experimentellen Amplituden iiberein, jedoch
liegen sowohl W als auch R etwa um einen Faktor 4 zu hoch. Dies bedeutet,
daB der alternierende Anteil der lokalen Magnetisierung entsprechend renormiert
werden miiBte. Die Amplitude des uniformen Anteils W/R liegt in der richtigen
GroBenordnung, weicht jedoch immer noch um bis zu 35% von den experimentel-
len Werten ab (vgl. Abb. 4.4). Uhrig et al. [46] fiihren die Abweichung von W und
R auf Nullpunktsschwankungen des Solitonengitters (,,Phasonen®) zuriick, die als
dynamischer Effekt der DMRG-Behandlung nicht zuganglich sind. Diese Oszil-
lationen fiihren zu einer Mittelung der Amplitude W des alternierenden Anteils
der lokalen Magnetisierung, wahrend der uniforme Anteil W/R nicht beeinfluBt
wird. Die Mittelung kann durch Renormierung der alternierenden Amplitude um
einen Faktor 'y’ beriicksichtigt werden. Um zu gew3hrleisten, daB die homogene
Amplitude W/R nicht beeinfluBt wird, muB R um denselben Faktor renormiert
werden. In Ref. [46] wird dieser Renormierungsfaktor zu 'y’ ~ 0.16 berechnet,
was darauf hinweist, daB die DMRG-Resultate fiir W und R, die um ~ 0.25 re-
normiert werden miissen, noch etwas zu niedrig liegen. Die l"Jbereinstimmung
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Abbildung 4.4: Amplitude des uniformen Anteils W/R der lokalen Magnetisierung
aus den Daten in Ref. [46]. Die Kreise stehen fiir die DMRG-Daten, die Quadrate
fiir die experimentellen Daten aus Ref. [37].

kann jedoch durch die Wahl eines kleineren Wertes fiir K (d.h. eines groBeren )
verbessert werden.

Die Analyse der DMRG-Resultate weist eine Inkonsistenz zu Gleichung 2.21
auf. Setzt man die fiir eine bestimmte Magnetisierung erhaltenen Werte fiir
W, R, &, ki, in diese Gleichung ein, so ergibt sich nicht die korrekte Magnetisie-
rung. Um dieses Defizit zu beheben, muB fiir die lokale Magnetisierung ein etwas
allgemeinerer Ausdruck als der in Gleichung 2.19 angegebene verwendet werden.
Dort wurde angenommen, daB diese sich aus einem uniformen (~ W/2R) und
einem alternierenden (~ W/2) Anteil zusammensetzt, die beide dieselbe Solito-
nenbreite &, aufweisen. Dieses Bild trifft jedoch nicht ganz zu. Uhrig [49, 50]
weist darauf hin, daB zwischen der Solitonenbreite E,ﬁ} des alternierenden Anteils
und der des uniformen Anteils £ unterschieden werden muBB. Anhand einer er-
weiterten Kontinuumstheorie erhilt er bei kritischer Frustration (o, ~ 0.241 [51])
&ﬁ}/&‘;{‘ ~ 1.14 [50]. Entsprechend miissen zwei verschiedene Moduli ki* kal

m ) m

eingefiihrt werden. Gleichung 2.20 ist dann sowohl fiir £3! k9 als auch fiir

v kit giiltig. Gleichung 2.21 gilt hingegen nur fiir £ k aus dem uniformen

Anteil der lokalen Magnetisierung, da nur dieser zur mittleren Magnetisierung m
beitrdgt. Um dies zu beriicksichtigen, muB die in Referenz [15] benutzte einfa-
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che Analyse, die keine Unterscheidung zwischen alternierendem und uniformem
Anteil der Magnetisierung machte, erweitert werden. Die Fitfunktionen lauten
nun

mp = V—V{ldn<n_ro k”“)-l—

R kungun’
i Ty — T a
+(—1)'en (kalaa(l)’k“11> } . (4.8)

Der Parameter 1, gibt die Verschiebung der ersten Nullstelle zum Ursprung an.

Die Fitparameter in dieser gemischten Analyse bleiben W, R, 1o, kalt. kU™ wird
aus Gleichung 2.21 berechnet und die Solitonenbreiten £91, U™ nach wie vor aus
Gleichung 2.20. Mit diesem Vorgehen wurden die in Referenz [46] berechneten

12.0 T T T T . T

@@ alternierender Anteil
G- - -O uniformer Anteil
11.0 F  e— ohne Unterscheidung y
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Abbildung 4.5: aus einer gemischten Analyse (nach Gleichung 4.8) der Daten
aus Ref. [46] (K = 18, = 0.35) erhaltene magnetische Solitonenbreiten im
Vergleich zu den ohne Unterscheidung von £ und EY™ erhaltenen.

m; neu ausgewertet. Die so erhaltenen Breiten E,T‘_lr}, Ext sind in Abb. 4.5 zu-
sammen mit den &, aus der zitierten Arbeit in Abb. 4.5 dargestellt. Bei kleinen
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Magnetisierungen stimmt das Ergebnis fiir &,,, aus der einfachen Analyse gut mit
der Breite £9! aus der gemischten Analyse iiberein, was auch zu erwarten war,
da der alternierende Anteil den uniformen Anteil stark iiberwiegt. Bei groBeren
Magnetisierungen wichst jedoch £%! bedeutend stérker an. Die Breite des unifor-
men Anteils £“™ ist nahezu unabhangig von der Magnetisierung und liegt deutlich
unterhalb von £%. Das Verhiltnis £%/E"™ steigt von ~ 1.06 bei m = 0.005 bis
auf ~ 1,42 bei der hochsten betrachteten Magnetisierung. Die Bedeutung einer
gemischten Analyse wird auch durch die Qualitdt der Fits unterstrichen. Bei
der gemischten Analyse erhilt man ' x2 ~ 107>, wihrend die einfache Analyse
um ein bis zwei GroBenordnungen schlechter liegt. An dieser Stelle sei jedoch
bemerkt, daB auch der allgemeinere Ausdruck in Glg. 4.8 nur eine Approximation
fiir die tatsachliche Form der lokalen Magnetisierung darstellt.

1.20 b

1.10

1.05
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40

Abbildung 4.6: Verhdltnis der Breiten von alternierendem zu uniformem Anteil
der lokalen Magnetisierung in Abhangigkeit der Frustration. K wurde jeweils so
gewahlt, daB die Amplitude der Dimerisierung etwa bei & ~ 0.027 liegt. Die
genauen Werte fiir (, K) sind in Tabelle B.2 aufgefiihrt.

Aufgrund der im letzten Absatz geschilderten Beobachtung miissen auch die
experimentellen Werte aus Referenz [37] neu iiberdacht werden. Dort wurde
ebenso wie in Referenz [46] nur eine magnetische Solitonenbreite angenommen,

1x2=Summe der Quadrate der Abweichungen der Originaldaten von Fitfunktion
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d.h. die dort ermittelte Solitonenbreite liegt nahe bei der in unserer Notation
mit £2 bezeichneten. Diese Breite wurde jedoch zusammen mit den erhaltenen
Werten fiir W, R benutzt, um die Magnetisierung der Probe nach Gleichung 2.21
zu berechnen. Diese Gleichung gilt jedoch nur fiir den uniformen Anteil der
Magnetisierung, und die DMRG-Daten deuten darauf hin, daB die Abweichung
zwischen &% und £™ schon ausreicht, um das Ergebnis fiir die Magnetisierung
stark zu verfélschen.

Neben der mittleren Magnetisierung beeinfluBt auch die Frustration « das
Verhiltnis der Breiten von alternierendem zu uniformem Anteil der lokalen Ma-
gnetisierung. Abbildung 4.6 zeigt den Verlauf von £%'/&“™ in Abhangigkeit der
Frustration bei einer Magnetisierung von m = 1/140, wobei K jeweils so gewahlt
wurde, daB die Amplitude der Dimerisierung etwa konstant bleibt.

Der Unterschied zwischen den beiden Breiten ist bei verschwindender Frustra-
tion maximal (~ 17%) und sinkt bei steigender Frustration bis auf einen Wert
von ca. 6% bei « = 0.4. Ein Vergleich dieser Aussagen mit der erweiterten
Kontinuumstheorie [49] ist wiinschenswert.



4.2 Bezug zur antiadiabatischen Phononenbehand-
lung

In Abschnitt 2.3.3 wurde bereits darauf hingewiesen, daB die adiabatische Be-
handlung, die auf den Hamiltonian 2.16 fiihrt, fiir CuGeO3 nicht durch das Vor-
handensein von , langsamen Phononen®“ gerechtfertigt ist. In Anbetracht der
Energieskalen des Phononensystems und des magnetischen Systems erscheint
sogar eine antiadiabatische Behandlung realistischer (vgl. Abschnitt 2.3.3). In
Referenz [15] fiihrt Uhrig eine solche durch. Durch eine unitdre Transforma-
tion, die die Spin-Phonon-Kopplungsterme im vollen Spin-Peierls-Hamiltonian
beseitigt, ergibt sich ein effektiver Spinhamiltonoperator, in dem durch die an-
tiadiabatische Behandlung der Phononen zusétzlich zum reinen Spinanteil Hg =
> . JSiSii1 + «JSi Sy die folgenden Terme auftreten:

AHy = —i > AfA (4.9)
i)
1 w

AHy = ——seoth (3] 3 [Af), [Hs, Al (4.10)

i)

mit

Aij = 9(Si413S1; + 1 Z Sit1,j+151j21) (4.11)

+

Der erste Term AHy ist von der Ordnung O(g?/w), der zweite von der Ordnung
O(g?J/w?). Terme hoherer Ordnung in g/w bzw. J/w wurden vernachlissigt.
Der Index i durchlduft Gitterplatze innerhalb einer festen Kette, und j numeriert
verschiedene benachbarte Ketten. Die Konstante g steht fiir die Stirke der
Spin-Phonon-Kopplung. Der zu f proportionale Term ergibt sich dadurch, daB
beriicksichtigt wurde, daB eine Verzerrung der Kette j - 1 an die Spins der
Kette j koppeln kann (vgl. Abschnitt 2.3.3). Fiir f = O ist der Effekt nur
eine Renormierung der Kopplungskonstanten | und «, da in AHx und AHy nur
Konstanten und Terme, die proportional zu S;S; ;1 bzw. S;S;,, sind, auftreten.
Der zu f proportionale Term in Glg. 4.11 erzeugt in AHy wegen des Kommutators
nur Produkte von Spinoperatoren auf derselben Kette, was ebenfalls nur zu einer
Renormierung von J und « fiihrt. In AHyx tritt jedoch zusdtzlich ein Term auf,
der benachbarte Ketten koppelt

Hine = —==— ) (Si11;8:5)(Sts154181511) (4.12)

ij
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Fiir CuGeO3 kdnnen wir annehmen, daB fiir die auftretende Kopplung g*f/w <<
1 gilt, was bedeutet, daB die elastische Zwischenkettenkopplung klein ist ge-
geniiber der Energie w der relevanten Phononenmode. Dies rechtfertigt eine
Mean-Field-Behandlung von H;,;. Hierbei wird in Gleichung 4.12 das Operator-
produkt Si1;41Si;41 auf einer Kette durch seinen Erwartungswert ersetzt. Der
Beitrag einer Kette j zu Hi,. lautet dann [49]

] 20 s s Si1:S
Hi. = Z _7Z< 1,51 90541) ¢ Sig15S4;

i +
= Z]5isi+1,jsi,j> (4.13)
mit 202
5 — —f)—] 3 (Sir1ja1Sise1) - (4.14)
n

Der auf diese Weise erhaltene effektive Hamiltonian hat dieselbe Form wie der
adiabatische Hamiltonian 2.16. Der einzige Unterschied ist, daB die §; in der
antiadiabatischen Behandlung anders interpretiert werden miissen. Die Kopp-
lungskonstanten o und ] erfahren durch die Eliminierung des Phononensystems
eine Renormierung, und die &; sind nicht als Korrektur von J, die durch die
Auslenkung der Spins langs der Kette zustandekommt, zu verstehen. Vielmehr
kommen die §; durch die Kopplung der Verzerrung einer Kette an die Spins der
benachbarten Kette zustande, was auch am Vorfaktor f in Gleichung 4.14 zu
erkennen ist. Behandelt man verschiedene Ketten gleich (,, Ketten-Mean-Field"),
so geht die Analogie noch weiter. Setzt man

w]?
Ko — 41
eff ‘4ng : (4.15)
so ergibt sich
& = —sgn(f)l(sm,msi,m) : (4.16)

K
Abgesehen vom Vorfaktor sgn(f) entspricht dies gerade Gleichung 4.3 (Die Kon-
stante ((S;Si;1)) bedeutet nur eine Renormierung von J.). Fiir CuGeOjs ist
bekannt, daB in der D-Phase benachbarte Ketten entgegengesetzt dimerisieren
(vgl. Abschnitt 2.3.4), so daB sgn(f) = —1 angenommen werden muB. Glei-
chungen 4.16 und 4.3 unterscheiden sich also um ein Vorzeichen. Das oben
beschriebene Verfahren zur selbstkonsistenten Bestimmung kann so neu inter-
pretiert werden als Behandlung des Zwischenkettenkopplungsterms aus Gleichung
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Abbildung 4.7: Elastische und magnetische Solitonenbreiten in Abhangigkeit der
mittleren Magnetisierung m mit K = 18, « = 0.35. Im oberen Teil sind die
Solitonenbreiten &4 (Quadrate) und &,,, (Kreise) zu sehen und im unteren Teil die
Verhaltnisse &4/&:,. Die gefiillten Symbole sind friihere Daten [46], die offenen
Symbole wurden mit der am Ende von Abschnitt 4.2 beschriebenen Modifikation
gewonnen.

4.12 in einer Ketten-Mean-Field-N3herung. Zur Behandlung von CuGeO3; muB
hierbei noch das Vorzeichen der §; in jedem Schritt umgekehrt werden, da jede
Kette mit ihrer entgegengesetzt dimerisierten Nachbarkette wechselwirkt. In der
D-Phase hat dies keinen EinfluB auf die Dimerisierung, da der Hamiltonoperator
2.16 mit &; = (—1)8, gegeniiber einer solchen Transformation invariant ist. Bei
inkommensurabler Modulation ist dies nicht mehr der Fall, und wir erwarten, daB
der Effekt um so gréBer wird, je hSher die Inkommensurabilitdt des Systems ist.
Ein MaB fiir die Inkommensurabilitdt des Systems ist d = |q — 71| = 27tm, wobei
m = < > .(S?) fiir die mittlere Magnetisierung steht [47]. Abbildung 4.7 zeigt
Solitonenbreiten, die mit Umkehrung des Vorzeichens in jedem Schritt gewonnen
wurden, zusammen mit den Breiten aus Referenz [46]. Man erkennt, daB die
magnetischen Breiten &, kaum beeinfluBt werden. Wie erwartet wird auch &4
fir niedrige Magnetisierung kaum beeinfluBt. Ab etwa m > 0.015 erhalten wir
jedoch signifikant niedriger liegende Breiten. Fiir kleine m ergibt der antiadia-
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batische Zugang also im wesentlichen dieselben Resultate wie der adiabatische.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB die selbstkonsistente Behandlung
des adiabatischen Hamiltonians 2.16 dquivalent ist zu einer Kettenmeanfield-
Behandlung von Termen, die sich aus einer im Falle von CuGeO3 realistischeren
antiadiabatischen Phononenbehandlung ergibt. Der einzige Unterschied, die Um-
kehrung des Vorzeichens der §; in jedem Schritt, beeinfluBt nur die elastischen So-
litonenbreiten bei relativ hoher Magnetisierung. Hierdurch wird die Verwendung
des adiabatischen Hamiltonians 2.16 im nachhinein auch fiir den antiadiabati-
schen Grenzfall gerechtfertigt. Es ist zu erwarten, daB diese Art der Behandlung
auch zwischen den beiden Grenzfillen eine gute Interpolation darstellt.

4.3 EinfluB einer Zwischenkettenkopplung

Die Beschreibung von CuGeO3s als magnetisch eindimensionales System durch
den Hamiltonoperator 2.16 ist, wie bereits in Abschnitt 2.3.4 bemerkt, nur eine
N&herung. Fiir eine genauere Beschreibung muB der Austausch in b-Richtung
(1]), der immerhin 10-30% der magnetischen Kopplung innerhalb der Ketten
ausmacht [21, 22, 26], hinzugezogen werden. Hierzu muB der magnetische Anteil
des Hamiltonoperators 2.16 um den Term H,, = uJ 3 ;5 Si;Si41 zu

H= Z J(1+80)81;Si15 + &J S Siv25 + 1) Z SijSij (4.17)
1,) v)

erweitert werden. Der Index j numeriert hier die verschiedenen Ketten, wahrend
i weiterhin die Spins einer einzelnen Kette durchlduft. Um die Zwischenket-
tenkopplung in die DMRG-Rechnungen einbeziehen zu kdnnen, wenden wir eine
Mean-Field-N&dherung auf die Kopplungsterme an, d.h. wir ersetzen S;;S;; 1
durch S$%;(S%;,;) =: Sfym;;. Die Zwischenkettenkopplung wird also durch
ein lokales Magnetfeld, das von den Spins der Nachbarkette herriihrt, ersetzt.
Hierdurch wird das zweidimensionale Problem 4.17 wieder auf ein eindimen-
sionales reduziert, wobei nun jedoch die zusatzliche Selbstkonsistenzbedingung
my; = (Sf;) erfiillt werden muB. Der zu behandelnde Hamiltonoperator einer
Kette lautet nun

N N
K
H= E J(1T+8:)SiSiv1 + &JSiSio + ZpuJm; ST + 5 z 57 . (4.18)
i

i=1
Der Faktor Z im dritten Term steht fiir die Koordinationszahl und wird im fol-
genden immer auf Z=2 gesetzt, um zu beriicksichtigen, daB jede Kette in der
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b-c-Ebene zwei Nachbarketten hat. Die Wechselwirkung in a-Richtung soll hier
nicht beriicksichtigt werden, da diese um etwa zwei GroBenordnungen schwacher
ist als die innerhalb der Ketten (vgl. Abschnitt 2.3.4).

Der Hamiltonoperator 4.18 wird nun ahnlich wie in Abschnitt 4.1 selbstkon-
sistent behandelt. Benachbarte Ketten werden auch hier wie in Abschnitt 4.2,
abgesehen von der Umkehrung der Modulationen in jedem Schritt, gleich be-
handelt, d.h. fiir die my,..., my werden die Erwartungswerte (S%) derselben
Kette eingesetzt. Da diese wieder vom Grundzustand des Hamiltonoperators
4.18 abhangen, werden hier, ebenso wie zur Berechnung der Dimerisierung in
Abschnitt 4.1, Anfangswerte festgelegt. In den weiteren Schritten wird dann
jeweils der Hamiltonoperator 4.18 erzeugt, wobei fiir die m; die im vorherge-
henden Schritt berechneten Erwartungswerte (S%) eingesetzt werden. Die im
i-ten Schritt berechnete Kette wird als Nachbar der im vorhergehenden Schritt
berechneten angesehen. Wie in Abschnitt 4.2 bereits erldutert, werden daher in
jedem Schritt die {6;} umgekehrt.

Das in Abschnitt 4.1 angegebene Verfahren wird wie beschrieben erweitert:

0. Wahle eine Anfangsmodulation und Anfangsmagnetisierungen z.B. m; =
0, &; = cos(gi), mit g = (1 + 2m).

1. Erzeuge den Hamiltonoperator aus Gleichung 4.18 mit der vorgegebenen

Modulation und den Magnetisierungen m;, und berechne den Grundzu-
stand mittels DMRG.

2. Berechne die Erwartungswerte (S;Si 1), mP®* = (S#), wie in Abschnitt
3.2.4 beschrieben. Berechne {6**} nach Gleichung 4.3.

3. Ersetze die alten {0} durch {—8I**"} und die {m;} durch {m***}.
4. Fahre mit Schritt 1 fort.

Der EinfluB der Zwischenkettenkopplung auf Solitonen wurde von Zang et
al. [32] in einem Molekularfeldzugang mittels Bosonisierung untersucht. Die Au-
toren erhielten Ausdriicke wie in (2.17) ohne Unterscheidung zwischen magneti-
scher und elastischer Solitonenbreite. Die Zwischenkettenkopplung fiihrte auf ei-
ne Renormierung der Solitonenbreite, und es konnte gezeigt werden, daB die Zwi-
schenkettenkopplung die Solitonenbreiten deutlich vergréBert. Die VergroBerung
der Breiten ist qualitativ leicht verstandlich, da durch die Zwischenkettenkopp-
lung die magnetischen Solitonen an benachbarten Ketten antiferromagnetisch
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Abbildung 4.8: Elastische und magnetische Solitonenbreiten einer Kette mit
L=140, m=1/140, K=10.2, & = 0.35 in Abhangigkeit der Zwischenkettenkopp-
lung . Im oberen Teil sind die die Breiten &4 (Quadrate) und &, (Kreise) zu
sehen, der untere Teil zeigt die Verhaltnisse. (einfache Analyse)

koppeln und bei einem um einen Gitterplatz versetzten Magnetisierungsprofil ei-
ne um so niedrigere Energie erreicht werden kann, je breiter die Solitonen sind.

Auch die experimentellen Tatsachen weisen darauf hin, daB die tatsidchlichen
Solitonenbreiten hoher liegen als die, die man durch theoretische oder numerische
Untersuchungen anhand von rein eindimensionalen Modellen erhdlt. So wird in
Ref. [32] ohne Zwischenkettenkopplung ein Wert von & ~ 8a angegeben, was im
Vergleich zu der experimentellen Breite von & = 13.6a [34] viel zu niedrig ist.
Auch die in Abb. 4.2 gezeigten DMRG-Daten fiir die Solitonenbreiten liegen vor
allem bei kleinen Magnetisierungen zu niedrig.

Mit der beschriebenen Methode wurde der EinfluB der Zwischenkettenkopp-
lung auf die Verzerrungen und die lokale Magnetisierung fiir verschiedene Werte
von 1 untersucht. In Abbildung 4.8 sind fiir eine Kette mit 140 Gitterpldtzen
und zwei Solitonen die Solitonenbreiten in Abhangigkeit von p dargestellt. Man
erkennt deutlich, daB wie erwartet sowohl die elastische als auch die magnetische
Solitonenbreite mit groBer werdender Zwischenkettenkopplung wachsen. Die ela-
stische Solitonenbreite bleibt zundchst nahezu konstant, wahrend &, fiir kleine
u linear ansteigt. Die naheliegende Erkldrung ist, daB die Zwischenkettenkopp-
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lung sich direkt nur auf den magnetischen Anteil der Solitonen auswirkt, wahrend
der elastische Anteil nur indirekt beeinfluBt wird. Das Verhaltnis &4/&,, sinkt
zunachst linear und bewegt sich damit vom experimentellen Wert in CuGeO3, der
bei £q/&m ~ 1.4 liegt (vgl. Abb. 4.3), weg. Bei Zwischenkettenkopplungen von
2pn > 0.2 beginnt das Verhéltnis vom linearen Verhalten abzuweichen, der Wert
fiir 2u = 0.26 liegt sogar hoher als der fiir 2u = 0.23. Dies kdnnte ein Hinweis
darauf sein, daB unsere Mean-Field-Behandlung hier an ihre Grenzen stoBt, was
auch durch die Tatsache gestiitzt wird, daB bei weiterer Erhohung die Solito-
nenbreiten zu explodieren beginnen und die Qualitdt der Fits deutlich schlechter
wird.

Ubereinstimmung mit den experimentellen Breiten kann durch Variieren von
u nicht erreicht werden, da das Verhiltnis &4/&,,, sich mit steigender Zwischen-
kettenkopplung vom experimentellen Wert wegbewegt. Der experimentelle Wert
&a ~ 13.6 aus Referenz [34] ist jedoch als weitaus unsicherer anzusehen als die
Daten aus Referenz [37]. Um nur mit der magnetischen Solitonenbreite, fiir die
man aus Abb. 4.2 bei m = 1/140 einen Wert von &, ~ 9.37 extrapoliert, Uber-
einstimmung zu erreichen, muB fiir die Zwischenkettenkopplung ein Wert von
2p ~ 0.235 angenommen werden.

In Abbildung 4.9 sind die Amplituden W, R des magnetischen Anteils des
Solitons (vgl. Gleichungen 2.18, 2.19) und deren Verhiltnis in Abhangigkeit der
Zwischenkettenkopplung dargestellt. Die Amplitude des alternierenden Anteils
der Magnetisierung steigt linear, wahrend der uniforme Anteil W/R sinkt. Durch
den Anstieg des alternierenden Teils gewinnt das System an Zeemanenergie,
wahrend der Abfall der uniformen Amplitude konstant bleibende Magnetisierung
trotz groBer werdender Ausdehnung der Spinonen &, gewahrleistet. Fiir den
anhand der magnetischen Solitonenbreite weiter oben vorgeschlagenen Wert der
Zwischenkettenkopplung 21 = 0.235 ergibt sich W/R ~ 0.034. Dieser Wert
paBt recht gut zu den experimentellen Werten bei den niedrigeren Magnetisie-
rungen. Fiir die drei niedrigsten Magnetisierungen, die in Ref. [37] betrachtet
wurden, liegt W/R zwischen 0.033 und 0.037. Ein genauerer Vergleich ist wegen
der Unsicherheit der Werte fiir die Magnetisierungen (vgl. Abschnitt 4.1) nicht
moglich.

Dieselben Rechnungen wurden fiir eine bedeutend héhere Magnetisierung von
m=2/100 durchgefiihrt, um zu sehen, ob das Einschalten der Zwischenketten-
kopplung dazu fiihrt, daB die Solitonenbreiten, wie im Experiment, mit groBer
werdender Magnetisierung sinken. Dies ist leider nicht der Fall, wie man anhand
von Abb. 4.10 erkennt. Hier sind die elastischen (oberer Teil) und magneti-
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Abbildung 4.9: Amplituden des magnetischen Anteils der Solitonen (einfache
Analyse, K =10.2, « = 0.35). Im oberen Teil ist die Amplitude des alternieren-
den Anteils zu sehen und im unteren Teil die Relativamplitude R (vgl. Glg. 2.19).
Der eingesetzte Graph zeigt das Verhiltnis W/R, d.h. die Amplitude des unifor-
men Anteils des magnetischen Solitons.

schen (unterer Teil) Solitonenbreiten fiir jeweils 2 verschiedene Magnetisierun-
gen gegen die Zwischenkettenkopplung aufgetragen. Man sieht, daB die Kurven
mit m=2/100 mit steigender Zwischenkettenkopplung stdrker anwachsen als die
Kurven mit m=1/140. Es ist also zu erwarten, daB die mit unserem Verfahren
berechneten Solitonenbreiten fiir alle betrachteten Werte der Zwischenketten-
kopplung mit der Magnetisierung wachsen.

Die magnetischen Breiten aus Abbildung 4.8 wurden mit einer Analyse ohne
Unterscheidung von E,ﬁ} und & erhalten und stimmen sehr gut mit E,ﬁ} aus
einer gemischten Analyse iiberein. Abbildung 4.11 zeigt den Vergleich von &%
und & in Abhdngigkeit von W aus einer gemischten Analyse. Fiir verschwin-
dende Zwischenkettenkopplung &£ betrigt der Unterschied etwa 6%, und bei
zunehmender Zwischenkettenkopplung nihert sich £ zunehmend an £8! an.
Insbesondere fiir den oben vorgeschlagenen Wert von 2pu = 0.235 stimmen £9!
und & beinahe iiberein.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB bei einem Parametersatz mit
(e, K,2u) = (0.35,10.2,0.235) bei einer Magnetisierung von m = 1/140 ei-
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Abbildung 4.10: Vergleich mit hdherer Magnetisierung (einfache Analyse, K =
10.2, &« = 0.35) Oberer Teil: elastische Solitonenbreiten fiir m=2/100 (Qua-
drate), und m=1/140 (Kreise). Unterer Teil: magnetische Solitonenbreiten fiir
m=2/100 (Quadrate), und m=1/140 (Kreise).

ne recht gute Ubereinstimmung der magnetischen GréBen mit dem Experiment
erreicht werden kann. AuBerdem ist fiir diese Wahl| der Parameter bei den DMRG-
Daten der Unterschied zwischen den Breiten der beiden Anteile der lokalen Ma-
gnetisierung sehr gering, so daB die einfache Analyse hier ausreicht. Zu kliren
bleibt, ob dies auch fiir die experimentellen Daten zutrifft oder ob die Magnetisie-
rungen aus Ref. [37] und damit auch der Wert £€P = 9.37 entsprechend korrigiert
werden miissen. Der vorgeschlagene Wert 21 = 0.235 fiir die Zwischenketten-
kopplung liegt leider schon in dem Bereich, in dem das Verhaltnis £4/&,,, beginnt,
sich unregelmaBig zu verhalten (siehe Abbildung 4.8). Der Vorschlag kann daher
bestenfalls zur Orientierung dienen, in welcher GréBenordnung die Zwischenket-
tenkopplung in CuGeOs liegt. Hinzu kommt, daB die Wahl K = 10.2 fiir die
elastische Konstante keine sichere Grundlage hat. Der Wert wurde anhand einer
DMRG-Analyse [52] der Temperaturabhéngigkeit der Suszeptibilitat, bei der rein
eindimensionale Ketten angenommen wurden, gewahlt. Unter Beriicksichtigung
zweidimensionaler Effekte erhaltene Parametersitze [26] zur Beschreibung der
Situation in CuGeO3; werden in Abschnitt 4.6 betrachtet.
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Abbildung 4.11: Vergleich der Breiten des uniformen und des alternierenden
Anteils der Solitonen in Abhdngigkeit der Zwischenkettenkopplung mit m =
1/140, « = 0.35, K = 10.2 (gemischte Analyse)



4.4 EinfluB einer elastischen Dispersion

Die Annahme einer dispersionsfreien elastischen Energie im Hamiltonoperator
2.16 zur Beschreibung des reinen Phononensystems ist ebenfalls eine Vereinfa-
chung. Der dort benutzte Ausdruck lautet in Fourier-Darstellung Ec, = 5 >~ [5:/%.
Er gewichtet den Beitrag jeder k-Komponente &, der Verzerrung mit demselben
Faktor K. Realistischer ist es, einen Ausdruck der Form E. = %Zk K|6k|2 an-
zunehmen, wobei die Dispersion R k-Komponenten von &; ~ Y, §xe™ ™ mit
einem Wellenvektor nahe k=7t , bevorzugt”. So wahlen Schonfeld et al. K(k) =
K 4 2K cos(k) mit einem Minimum bei k = 7t und finden, daB durch diese Wahl
der Phaseniibergang von der D-Phase in die |-Phase erster Ordnung ist [45]. Fiir
die elastische Energie bedeutet dies

1 -
Ba =5 Z K62 + 2K8:8i41 . (4.19)

Wegen des zusdtzlichen Terms in E.; muB das in Abschnitt 4.1 angegebene
Verfahren leicht abgedndert werden. Glg. 4.3 wird zu

K8 + Kby = —J[(SiSui1) — ((SiSira))] (4.20)

d.h. zur Berechnung der neuen Modulationen nach jedem Schritt muB ein lineares
Gleichungssystem mit einer zyklischen tridiagonalen Koeffizientenmatrix gelost
werden.

Um Daten, die mit Hilfe von 4.20 erhalten werden, mit solchen zu vergleichen,
die sich ohne elastische Dispersion mit E,; = % 2 6% ergeben, miissen K und
K so gewahlt werden, daB die elastische Energie (und damit die sich einstellende
Dimerisierung) in der D-Phase mit Dispersion dieselbe ist wie ohne Dispersion,
d.h. K = Ko + 2K. Wir erwarten, daB eine solche Dispersion das Dimerisie-
rungsprofil sinusférmiger macht und damit die Solitonenbreiten vergréBert. Die
Ursache hierfiir ist, daB fiir die gewdhlte Dispersion mit einem Minimum bei k=7t
im Ausdruck fiir die elastische Energie die Moden mit Wellenvektor in der Nahe
von 7t begiinstigt werden. Hohere harmonische Anteile von §;, die zu einem stu-
fenformigeren Verzerrungsprofil beitragen wiirden, liegen weiter vom Minimum
entfernt und werden dementsprechend benachteiligt [45].

Abbildung 4.12 zeigt den EinfluB einer solchen Dispersion auf die Solitonenbrei-
ten fiir ein System mit m=1/140 bei einer Zwischenkettenkopplung von 2u=0.2.
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Abbildung 4.12: Solitonenbreiten in Abhdngigkeit der elastischen Dispersion
Y = l~</Ko fir Ketten mit L=140, m=1/140, Ky,=10.2, « =0.35, 2u=0.2. Die
Quadrate zeigen die elastischen, die Kreise die magnetischen Solitonenbreiten.

Wie erwartet verbreitern sich die elastischen Solitonen mit gréBer werdender Di-
spersion. Der Anstieg ist etwa linear. Der Effekt auf den magnetischen Anteil ist
bedeutend geringer, so daB das Verhiltnis &4/, ansteigt. Dies wird verstand-
lich, wenn man bedenkt, daB die Dispersion primar an den Verzerrungen angreift.
Das in Abschnitt 4.3 angesprochene Problem, daB das Verhaltnis &4/&,,, sich bei
Einschalten der Zwischenkettenkopplung vom beobachteten Wert ~1.4 wegbe-
wegt, konnte ein Hinweis darauf sein, daB zur quantitativen Beschreibung des
Experiments der EinfluB der K-Dispersion nicht vernachlassigt werden kann.

4.5 EinfluB einer Zwischenkettenfrustration

In dem in Abb. 2.7 schematisch dargestellten Spinmodell wird neben der Zwi-
schenkettenkopplung 1 eine Zwischenkettenfrustration 3 beriicksichtigt. Diese
kann ebenso wie die Zwischenkettenkopplung L in einer mittleren Feld-Ndherung
dem Hamiltonian 4.18 hinzugefiigt werden. Der zusatzlich entstehende Term
lautet

HE' = ZuB Y (mar +me1)S7 (4.21)
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wobei die m; wie in Glg. 4.18 die aus dem vorhergehenden Schritt gewonnenen
Magnetisierungen sind.

Weil die lokale Magnetisierung von Kette zu Kette entgegengesetzt ausgerich-
tet ist und alterniert, koppelt 3 Spins, die in dieselbe Richtung polarisiert sind.
Dadurch wird der Effekt der direkten Zwischenkettenkopplung ., die Energie
durch negative Zeemanbeitrdge abzusenken, teilweise aufgehoben. Der Beitrag
der direkten Zwischenkettenkopplung lautet: E, ~ —Zum?, der der Zwischen-
kettenfrustration: Eg ~ ZPmi(mii1 + mi_1) ~ 2ZBm?Z. Daher ist es sinn-
voll, den EinfluB von (3 zu untersuchen, indem man, (3 variierend, die GroBe
Ho := w(1 —2B) konstant hilt.

Dies haben wir fiir Ketten mit K=10.2, ®=0.35 mit py = 0.1 durchgefiihrt.
In Abb. 4.13 sind die entsprechenden Solitonenbreiten zu sehen. Obwohl p(1 —
2(3) konstant gehalten wird, erkennt man ein starkes Ansteigen der Solitonen-
breiten bei steigendem (3. Anders als beim Erhéhen der reinen Zwischenketten-
kopplung in Abschnitt 4.3 steigen die magnetische und elastische Solitonenbreite
jedoch beide etwa gleich schnell, so daB das Verhédltnis nur unwesentlich be-
einfluBt wird. Das Verhaltnis &4/&,, bleibt nahezu konstant. Die im unteren
Teil von Abb. 4.13 erkennbare Abweichung vom konstanten Verhalten muB wohl
auf Ungenauigkeiten in der numerischen Behandlung zuriickgefiihrt werden. Bei
hoheren Werten fiir 3 beobachten wir ein Explodieren der Solitonenbreiten. Die-
se werden fiir Werte in der Ndhe von 3 = 0.3 vergleichbar mit der Kettenldnge.
In diesem Parameterbereich ist unsere Mean-Field Behandlung vermutlich nicht
mehr zuverl3ssig.

Im oberen Teil von Abb.4.13 sind zusatzlich &4, &, fiir eine hohere mittlere
Magnetisierung m=2/100 dargestellt (offene Symbole). Der qualitative Verlauf
ist derselbe wie fiir die niedrigere Magnetisierung, jedoch liegen die Breiten mit
m=2/100 auch hier deutlich iiber denen mit m=1/140, so daB auch die Ein-
beziehung einer Zwischenkettenfrustration leider keine l"Jbereinstimmung mit der
experimentellen Beobachtung, daB die Solitonenbreiten mit steigender Magneti-
sierung sinken, liefert.
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Abbildung 4.13: Solitonenbreiten fiir Ketten mit K=10.2, « =0.35 und deren
Verhiltnisse in Abhangigkeit der Zwischenkettenfrustration (3. o := p(1 — 2p3)
wurde konstant auf 0.2 gehalten, 3 und p entsprechend variiert.
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4.6 Bezug zu CuGeO;

In den letzten Abschnitten wurde das Verhalten der Solitonenformen in Abhangig-
keit von Zwischenkettenkopplung, elastischer Dispersion und Zwischenketten-
frustration untersucht. Um eine Verbindung zu CuGeOj3 zu schaffen, wurden
zusdtzlich Rechnungen mit den Parametersdtzen durchgefiihrt, die in Ref. [26]
(vgl. Abschnitt 2.3.4) erhalten wurden. Diese Werte sind in Tabelle 4.1 aufgeli-
stet.

| | B=03 | B=0 | B=03 |

JimeV] | 13.240.1 13.0+0.2 13.0+£0.1
5 | 0.06840.003 | 0.0534-0.0025 | 0.048--0.003
o 0.28+0.01 | 0.30+0.01 | 0.30+0.01
b | 0.299+0.003 | 0.145+0.002 | 0.094+0.002

Tabelle 4.1: Kopplungsparameter aus der Analyse von C. Knetter [26]

Die Dimerisierung & kann in unserem selbstkonsistenten Verfahren (vgl. Ab-
schnitte 4.1, 4.3) nicht direkt als Eingabeparameter festgelegt werden, sondern
stellt sich abhdngig von der elastischen Konstante K im Laufe des Verfahrens ein.
Um Solitonen zu erhalten, deren elastische Amplitude & den Werten aus Tabelle
4.1 entspricht, wurde daher zundchst in der D-Phase gerechnet, um K so abzu-
stimmen, daB die Dimerisierung hier den gewiinschten Wert annimmt. Hierzu
wurde genau ein DMRG-Schritt mit dem gewiinschten § als Anfangsdimerisierung
durchgefiihrt und mit Hilfe der am Ende berechneten Erwartungswerte (SZS%, ;)
K aus

K= —%[<sos1> — ((SoST))], (4.22)

berechnet (vgl. Ref. 4.3).

Die erhaltenen Daten sind in Tabelle B.6 zusammengefaBt. Fiir die Parame-
tersdtze mit § = O und 3 = —0.3 liegen die Solitonenbreiten zu niedrig, fiir
3 = 0.3 zu hoch. Der einzige noch zur Verfiigung stehende Parameter, der nicht
durch die Werte in Tabelle 4.1 festgelegt ist, ist y. Wie in Abschnitt 4.4 schon
gesehen, kdnnen die Solitonenbreiten durch Erhéhen von y vergroBert werden,
so daB fiir die Fille § = 0 und B = —0.3 Ubereinstimmung von &, mit dem
experimentellen Wert erreicht werden kann. Hierbei wird von der magnetischen
Solitonenbreite, die sich aus einer einfachen Analyse der lokalen Magnetisierung
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ergibt, ausgegangen, da auch der experimentelle Wert ohne Unterscheidung der
Breiten des uniformen und des alternierenden Anteils gewonnen wurde.

Fiir 3 = 0 und eine Magnetisierung von m = 1/140 erhdlt man mit diesem
Vorgehen y = 7.231 (vgl. Abbildung 4.14). Die elastische Solitonenbreite liegt
fiir diesen Parametersatz mit £4 ~ 11.9 um 14% niedriger als der experimentelle
Wert &4 = 13.6. Wie jedoch in Abschnitt 4.3 bereits angemerkt, ist dieser Wert
unsicherer als die magnetischen Solitonenbreiten aus Referenz [37], so daB wir uns
hier an letzteren orientieren. Die Qualitdt der Fits liegt fiir diesen Parametersatz
unabhingig von y bei x4 ~ 107> fiir die Verzerrungen bzw. x2 ~ 1073 fiir die
Magnetisierungen.
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Abbildung 4.14: Magnetische Solitonenbreiten in Abhdngigkeit der elastischen
Dispersion, fiir 3 = 0. Fiir y = 7.231 stimmt &,, mit dem experimentellen Wert
iiberein.

Fir 3 = —0.3 und eine Magnetisierung von m = 1/140 muB vy ~ 11.59
gesetzt werden, um &, ~ 9.37 zu erhalten (vgl. Abbildung 4.14). Die elastische
Solitonenbreite liegt hier mit &3 ~ 12.5 noch etwas ndher am experimentellen
Wert &4 = 13.6 als im Falle von B = 0. Die Qualitit der Fits ist mit x2, ~ 10*
fiir die Verzerrungen etwas schlechter als beim oben betrachteten Parametersatz,
wihrend wir fiir die Magnetisierungen wie oben x% ~ 103 erhalten.

Fiir den Parametersatz mit 3 = 0.3 liegt die magnetische Solitonenbreite mit
£ = 10.51 schon bei 'y = O iiber dem experimentellen Wert. Um hier Uberein-
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Abbildung 4.15: Wie Abbildung 4.14 mit 3 = —0.3. Fiir y = 11.59 stimmt &,
mit dem experimentellen Wert iiberein.

stimmung zu erreichen, miiBten negative Werte fiir y verwendet werden. Hierfiir
zeigt es sich jedoch, daB die Verzerrungsprofile schon bei betraglich kleinen nega-
tiven Werten von <y sehr schlecht konvergieren und nur noch sehr schlecht durch
die Jacobischen elliptischen Funktionen zu beschreiben sind. Ein Vorgehen wie
bei den anderen beiden Parametersitzen ist daher hier nicht durchfiihrbar.

Zusammenfassend konnen fiir die beiden Parametersitze mit 3 = 0 bzw. 3 =
—0.3 die beiden angegeben Werte v = 7.231 bzw. v = 11.59 vorgeschlagen
werden. Fir den zweiten Parametersatz ist, was die elastische Solitonenbreite
angeht, die Ubereinstimmung etwas besser, wahrend die Qualitdt der Fits beim
ersten Parametersatz am besten ist. Der Parametersatz mit 3 = 0.3 paBt da-
gegen im Rahmen der obigen Betrachtungen nicht ins Bild, da die magnetische
Solitonenbreite hier zu hoch liegt und auch durch Hinzufiigen einer elastischen
Dispersion keine Ubereinstimmung erreicht werden kann.
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Numerische Details

4.7 Numerische Details

Alle aufgefiihrten Rechnungen wurden mit 64 Zustdnden durchgefiihrt. Als MaB
fiir die Qualitdt der Konvergenz der Verzerrungsmuster nach s Schritten wurde

8¢ — &'
€= max ————
i=1...1 dmax

(4.23)

verwendet. Hierbei ist 6; die Dimerisierung am Gitterplatz i, die nach s Schrit-
ten erhalten wurde, und §,,. die Amplitude des Verzerrungsmusters nach s
Schritten. Fiir verschwindende Zwischenkettenkopplung wurde nach 10 lteratio-
nen bei € ~ 103 abgebrochen. Das Hinzufiigen einer Zwischenkettenkopplung
bzw. Zwischenkettenfrustration bewirkt eine langsamere Konvergenz, so daB hier
in der Regel 12 lterationen nétig waren, um ein € in der GroBenordnung von 1073
zu erhalten. Die Anzahl der Zustdnde wirkt sich nicht auf das Konvergenzverhal-
ten aus. L3ufe mit 32 Zustdnden konvergierten nach ebenso viel Schritten wie
Laufe mit 64 Zustanden. Auch die Solitonenbreiten hdngen nicht sehr empfindlich
von der Anzahl der Zustdnde ab. Mit 32 Zustdnden erhaltene Solitonenbreiten
weichen typischerweise um 1-10% von Solitonenbreiten, die mit 64 Zustidnden
erhalten wurden, ab.

Die Qualitdt der Fits hdngt ebenso wie die Geschwindigkeit der Konvergenz
von Zwischenkettenkopplung und Zwischenkettenfrustration ab. Allgemein liegt
die quadratische Abweichung x? der Fits fiir das Verzerrungsprofil (x2,) um eine
bis zwei GréBenordnungen niedriger als die fiir die lokale Magnetisierung (x2 ).
Bei verschwindender Zwischenkettenkopplung liegt x2 bei ~ 107° und x2 bei
etwa 107*-1075. Bei Einfiihrung einer Zwischenkettenkopplung wird x* kaum
beeintrichtigt. Die Zwischenkettenfrustration fiihrt jedoch dazu, daB x? um
eine bis zwei GroBenordnungen verschlechtert wird (vgl. auch Abschnitt 4.6).

Die Rechnungen wurden zum Teil auf einer Sun Ultra Enterprise 10000 mit
20 GB Arbeitsspeicher und zum Teil auf einer Sun Enterprise E4500/E5500 mit
5 GB Arbeitsspeicher durchgefiihrt. Der Arbeitsspeicherbedarf fiir eine Kette mit
140 Gitterplatzen unter Verwendung von 64 Zustinden liegt bei etwa 1.4 GB.
Pro Iteration bendtigt ein solcher Lauf ca. 12 Stunden Rechenzeit.



Kapitel 5

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die Form von Solitonen in der inkommensura-
blen Phase von quasi-eindimensionalen Spin-Peierls-Systemen numerisch unter-
sucht. Das prominenteste Beispiel einer Spin-Peierls-Substanz, CuGeQ3, erlaubt
den direkten Vergleich der numerischen Resultate mit dem Experiment. Sowohl
der elastische als auch der magnetische Anteil der Solitonen konnten in dieser
Substanz experimentell untersucht werden [53, 37].

Die verwendete Methode, der von White 1992 [38, 39] entwickelte Dichte-
matrixrenormierungsalgorithmus, wird in Kapitel 3 erlautert. Er ermdglicht es,
den Grundzustand und die Grundzustandsenergie von eindimensionalen Quanten-
systemen mit hoher Genauigkeit zu ermitteln. Kapitel 3 beschreibt die beiden
in den Referenzen [38, 39] vorgestellten auf der Idee der Dichtematrixrenormie-
rung basierenden Algorithmen, den Infinite-Size-Algorithmus und den Finite-Size-
Algorithmus. Im AnschluB wird auf die Berechnung von Erwartungswerten von
Ein- und Zweiteilchenoperatoren eingegangen, und im letzten Abschnitt werden
die zur Implementierung benétigten Datenstrukturen kurz beschrieben.

Abschnitt 4.1 stellt ein Verfahren vor, mit dessen Hilfe die fiir die I-Phase
von Spin-Peierls-Systemen charakteristischen Verzerrungsmuster iterativ ermit-
telt werden kénnen und diskutiert Resultate, die anhand dieses Verfahrens in
Referenz [46] erhalten wurden. Es stellt sich heraus, daB die dort benutzten Fit-
funktionen noch nicht allgemein genug sind. So miissen zur genaueren Analyse
der Daten zwei verschiedene Solitonenbreiten fiir das Profil der lokalen Magneti-
sierung angenommen werden, eine fiir den alternierenden Anteil und eine weitere
fir den uniformen Anteil (vgl. Gleichung 4.8). Die erneute Analyse der Daten
aus der genannten Referenz ergab, daB die beiden Breiten sich je nach Gesamt-
magnetisierung um 6 —40% unterscheiden. Es zeigt sich, daB die magnetischen
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KAPITEL 5. ZUSAMMENFASSUNG

Solitonenbreiten, die sich aus einer einfachen Analyse ergeben, bei niedrigen Ma-
gnetisierungen der Breite des alternierenden Anteils entsprechen. Diese Beob-
achtungen erschweren den Vergleich zu den experimentellen Daten aus Referenz
[37], da diese unter der Annahme einer einzigen Breite fiir alternierenden und
uniformen Anteil der Magnetisierung ausgewertet wurden.

Die adiabatische Behandlung der Spin-Phononkopplung ist im Falle der Sub-
stanz CuGeO; a priori nicht gerechtfertigt. In Abschnitt 4.2 wird erldutert, da8
ein antiadiabatischer Zugang zu einem dem adiabatischen analogen Hamiltonian
fiihrt, wenn man Terme, die eine elastische Zwischenkettenkopplung bewirken,
in einer Mean-Field-Naherung behandelt. Fiir das in Abschnitt 4.1 beschriebene
Verfahren dndert sich hierbei abgesehen von einer Umkehrung des Vorzeichens
der Dimerisierungen in jedem Schritt nichts. Jedoch miissen die 6; neu inter-
pretiert werden, da sie sich als Erwartungswerte von Produkten zweier Spinope-
ratoren, die der Nachbarkette zugeordnet sind, ergeben (vgl. Glg. 4.14). Die
einzige Anderung fiir das in Abschnitt 4.1 beschriebene iterative Verfahren ist
eine Umkehrung der Verzerrungen in jedem Schritt. Am Ende von Abschnitt
4.2 wird der EinfluB dieser Umkehrung auf die Solitonenbreiten betrachtet und
festgestellt, daB nur die Breite des elastischen Anteils der Solitonen bei hohen
Magnetisierungen signifikant beeinfluBt (verkleinert) wird.

Die Eindimensionalitdt ist in den meisten realen Systemen nur eine Nihe-
rung. In CuGeO; z.B. liegt eine antiferromagnetische Zwischenkettenkopplung
vor, die etwa 10-30% der Kopplung innerhalb der Ketten betragt [21, 22, 26].
In Abschnitt 4.3 wird eine Mean-Field-Ndherung zur Behandlung dieser Kopp-
lung vorgestellt, und es werden numerische Resultate, die mit dieser Erweite-
rung erhalten wurden, diskutiert. Die Zwischenkettenkopplung fiihrt zu einer
Vergr6Berung sowohl der elastischen als auch der magnetischen Solitonenbrei-
ten. Dies steht im Einklang mit der Tatsache, daB sowohl theoretische als auch
numerische Betrachtungen, die von rein eindimensionalen Modellen ausgingen,
zu niedrige Werte fiir die Solitonenbreiten ergaben. Bei einer Frustration von
« = 0.35 und mit einer elastischen Konstante K = 10.2 wird in Abschnitt 4.3
die Zwischenkettenkopplung in einem Bereich von 2 = 0 bis 2 = 0.26 variiert.
Hierbei wird eine Magnetisierung von m = 1/140 gewadhlt, da fiir die elasti-
sche Zwischenkettenkopplung der einzige vorliegende experimentelle Wert dieser
Magnetisierung zuzuordnen ist. Anhand des Vergleichs der magnetischen Solito-
nenbreite mit der experimentell bekannten wird fiir die Zwischenkettenkopplung
ein Wert von 2p = 0.235 vorgeschlagen. Es wird jedoch angemerkt, daB dieser
aus zwei Griinden nur der Orientierung dienen kann. Zum einen ist die Wahl der
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Parameter «, K recht unsicher, und zum anderen ist der Wert 2 schon recht
hoch, und das unregelmé&Bige Verhalten von &4/&,, (vgl. Abb. 4.8) in diesem
Bereich konnte ein Hinweis darauf sein, daB die Mean-Field-Behandlung der Zwi-
schenkettenkopplung hier beginnt, an ihre Grenzen zu stoBen. Die in Abschnitt
4.1 diskutierten Solitonenbreiten nehmen im Widerspruch zum Experiment mit
steigender Magnetisierung zu. In Abschnitt 4.3 wird daher bei einer hoheren
Magnetisierung das Verhalten der Solitonenbreite in Abhdngigkeit der Zwischen-
kettenkopplung (vgl. Abb. 4.10) untersucht. Es zeigt sich, daB unabhingig von
u die Solitonenbreiten bei der hoheren Magnetisierung hoher liegen und daB der
Unterschied mit steigender Zwischenkettenkopplung sogar gréBer wird. Der zum
Experiment vorliegende Widerspruch, daB &4, &,,, mit der Magnetisierung wach-
sen, konnte also nicht durch Hinzufiigen einer Zwischenkettenkopplung aufgelost
werden. AbschlieBend wird in Abschnitt 4.3 noch darauf eingegangen, wie die
Zwischenkettenkopplung sich auf den Unterschied zwischen der Breite des uni-
formen Anteils und der des alternierenden Anteils der lokalen Magnetisierung
auswirkt. Es zeigt sich, daB dieser Unterschied mit steigendem p kleiner wird
und bei 2 = 0.235 vernachldssigbar ist, so daB, was die DMRG-Daten angeht,
die einfache Analyse ohne Unterscheidung dieser beiden Breiten ausreicht. Zu
kldren bleibt, ob dies auch fiir die experimentellen Daten der Fall ist.

Im hierauf folgenden Abschnitt 4.4 wird auf den EinfluB einer Dispersion der
elastischen Energie eingegangen (vgl. Glg. 4.19). Es zeigt sich, daB bei einer
Wahl von K und K, die gewshrleistet, daB die elastische Energie in der D-Phase
gleichbliebe, die elastische Solitonenbreite mit wachsendem K schwach ansteigt.
Die magnetische Solitonenbreite steigt auch, jedoch bedeutend schwacher, was
darauf zuriickgefiihrt wird, daB die elastische Dispersion nur an den Verzerrungen
direkt angreift.

Neben einer Zwischenkettenkopplung spielt in CuGeOs auch eine Zwischen-
kettenfrustration {3 eine Rolle [22, 26]. In Abschnitt 4.5 wird diese ebenso wie die
Zwischenkettenkopplung in einer Mean-Field-N3herung einbezogen. Der EinfluB
auf die Breite der Solitonen wird untersucht. Es zeigt sich, daB die Solitonenbrei-
ten mit steigendem (3 wachsen. Der EinfluB ist etwa ebenso stark wie der beim
Erhohen der Zwischenkettenkopplung, obwohl die effektive Zwischenkettenkopp-
lung o := u(1—2B) konstant gehalten wurde. Desweiteren werden &4 und &,
etwa gleich stark beeinfluBt. Das Verhaltnis &4/&,,, bleibt abgesehen von kleinen
Schwankungen, die auf den numerischen Fehler zuriickgefiihrt werden, konstant.

Im letzten Abschnitt 4.6 wird schlieBlich auf drei in Referenz [26] vorgeschla-
gene Parametersitze («, ., 3,0) eingegangen. Die in diesen Parametersdtzen
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nicht festgelegte elastische Dispersion v = K/Ko wird benutzt, um bei einer
Magnetisierung von m = 1/140 eine Ubereinstimmung der magnetischen Soli-
tonenbreite mit dem experimentellen Wert zu erhalten. Fiir die Parametersatze
mit 3 = 0 bzw. 3 = —0.3 muB jeweils eine recht starke K-Dispersion angenom-
men werden (y =~ 7 bzw. v ~ 12), um Ubereinstimmung zu erhalten. Fiir den
Satz mit 3 = 0.3 liegt dagegen schon bei verschwindender Dispersion eine zu
hohe magnetische Solitonenbreite vor. Negative Werte von <y fithren schnell zu
Instabilitdt und sind daher nicht geeignet, die Solitonenbreiten entsprechend zu
verringern.



Anhang A

SVD-Zerlegung einer Matrix

In Abschnitt 3.2.1 wurde die sogenannte SVD-Zerlegung (,, Singular- Value-Decom-
position”) einer Matrix verwendet. In diesem Anhang soll ein Beweis fiir die
Existenz dieser ,,Zerlegung nach singuldren Werten' angegeben werden [54].

Satz (SVD-Theorem): Fiir eine reelle 1 x r-Matrix A existieren eine or-
thogonale 1 x 1-Matrix U, eine diagonale ! 1 x ™-Matrix D und eine orthogonale
T X T-Matrix V mit

A =UDV'.

Bem.: Da die Matrizen U und V regular sind, ist der Rang von A gerade durch
die Anzahl der nicht verschwindenden Elemente von D gegeben.

Beweis: A nimmt als lineare Abbildung auf der kompakten Einheitssphére
S™ 1 ein Maximum an, so daB man ein x; € S™! finden kann mit:

01 = ||AX]|| = Imax ||AX|| .
[Ix||=1
Zusammen mit x; wahle man nun eine Orthonormalbasis {x1, x>, ..., X} von R",
Weiterhin setze many; = Hf\\%l\ und finde y», ..., yy, sodaB {y,yz,...,y;} eine

Orthonormalbasis von R! bilden. Mit diesen Vektoren bilde man die Matrizen
u(]):(yhyZ»---)yl)» V(]]:(Xb---axr) .
Betrachte nun die 1 x r-Matrix

Dqy = Uf;)AVq

! Der Begriff , diagonal “wird hier auch im Falle T # L in dem Sinne verwendet, daB D; ; = 0,
falls i # .
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mit den Eintragen D}f] = (yilAlx;). Wegen Ax; = ||Axq||ys und der Orthogo-
nalitat der {y;} gilt DE]‘]) = ||Ax;|| = o7 und Dh]) = 0 fiir i > 1. Die erste Spalte
hat also nur einen nichtverschwindenden Eintrag, und D(;) nimmt die Form

f
oy w
20=(5 2)
(M 0 Ag
mit w € R™™" an. Desweiteren erhalten V() und UJE]) als orthogonale Ma-
trizen die Norm im R" bzw. R' , so daB ||Ax|| = ||[Dax|| V x € R" und

nach Konstruktion ||[D()x|| < o7 Vx € R'. Fiir den normierten Vektor x :=
1__ (o, wh)! erhilt man insbesondere:

v/ or+wiw
Doy — 1 (cr% + wTw)
Mm*= "V

Vo3 +whw Aw
e JAawl?
w
DXl = oF + whw + —— D1

Da die einzelnen Summanden alle positiv sind, erkennt man, daB die Bedingung
IDayx|| < o7 nur erfiillt werden kann, wenn w = 0. D¢y hat also sogar die

01 0
Dy = .
W (0 Am)

Fiir die (1 — 1) x (r — 1)-Matrix A(;) kénnen nun nach demselben Schema
orthogonale Matrizen U, € RDXUD v, € RIVDX(T) gefunden werden,

mit
i [ 0O2 0
U AmVe = <0 A(z)) ,

Form

so daf3
01 0 0

1 0 (1 o)
D =10 oo O
t (M 2
(O um) 0 Vay 0 0 Ag

Fiihrt man dieses Verfahren fort, erhdlt man schlieBlich die Matrizen U und V
als Produkte der bei dem Verfahren konstruierten orthogonalen Matrizen. Nach
Multiplikation mit U von links und mit V' von rechts folgt die Behauptung. Der
Satz 4Bt sich direkt auf den komplexen Fall A € C™" verallgemeinern. Die
Matrizen U und V sind dann unitdre statt orthogonale Matrizen.



Anhang B

Simulationsergebnisse
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L m 2 | K| & | & | W R

1/140 | 0 18 | 10.1661 | 7.66726 | 0.215129 | 4.98829
1/92 0 18 | 10.7492 | 8.09689 | 0.214 | 5.11338
2/128 | 0 18 | 12.0575 | 8.80565 | 0.219727 | 5.09801
2/112 | 0 18 | 12.5811 | 9.08745 | 0.223408 | 4.93662
2/100| 0 18 | 12.8759 | 9.29716 | 0.226889 | 4.72743
1/140 | 0 | 10.2 | 6.74937 | 5.14414 | 0.269337 | 4.22011
1/92 0 |10.2|6.82921 | 5.2005 | 0.268519 | 4.23577
2/128 | 0 |10.2 | 7.12943 | 5.42523 | 0.267669 | 4.3165
2/100 | 0 |10.2 | 7.52641 | 5.67729 | 0.270879 | 4.347

1/140 | 0.03 | 10.2 | 6.74521 | 5.25005 | 0.284553 | 4.56165
1/140 | 0.06 | 10.2 | 6.79676 | 5.40484 | 0.300244 | 4.96864
1/140 | 0.09 | 10.2 | 6.88522 | 550406 | 0.316872 | 5.44763
1/140 | 0.12 | 10.2 | 7.07742 | 5.87601 | 0.333635 | 6.04834
1/140 | 0.15 | 10.2 | 7.40584 | 6.2853 | 0.350814 | 6.8265
1/140 | 0.2 | 10.2 | 8.55139 | 7.51423 | 0.37967 | 8.88345
1/140 [0.23 | 10.2 | 10.044 | 8.952 | 0.397 | 11.098
1/140 | 0.26 | 10.2 | 13.2307 | 11.6718 | 0.415664 | 15.0128
1/140 [ 0.29 | 10.2 | 25529 | 19.0711 | 0.434642 | 22.541
| 1/92 [0.03 | 10.2 | 6.82389 | 5.31129 | 0.283621 | 4.58007
2/100 | 0.03 | 10.2 | 7.491 |5.81756 | 0.286033 | 4.67517
2/100 | 0.06 | 10.2 | 7.52628 | 6.00736 | 0.301913 | 5.05103
2/100 | 0.09 | 10.2 | 7.65277 | 6.26777 | 0.318417 | 5.48559
2/100 | 0.12 [ 10.2 | 7.91078 | 6.64412 | 0.335351 | 5.99711
2/100 | 0.15 | 10.2 | 8.37334 | 7.21336 | 0.35267 | 6.60734
2/100 | 0.2 [ 10.2 [ 10.1455 | 9.13013 | 0.382052 | 7.93662
2/100 | 0.23 [ 10.2 | 13.0498 | 12.1845 | 0.399878 | 8.99328
2/100 | 0.26 | 10.2 | 30.0666 | 37.5894 | 0.417738 | 10.3263

Tabelle B.1: Einfache Analyse mit Zwischenkettenkopplung (o = 0.35)
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o | K| & | &n | ES | & JEyEt|EgEr] s | W[ R
0 468 | 18.475|16.371 | 16.539 | 14.088 | 1.117 1.3114 | 0.0229 | 0.205 | 9.368
0.1 551 | 13.620 | 11.898 | 11.952 | 10.736 | 1.139 1.2685 | 0.0253 | 0.217 | 7.659
0.2 6.82 | 10.381 | 8.692 | 8.712 | 8.054 1.192 1.2888 | 0.0269 | 0.233 | 6.127
0.241 | 756 | 9.294 | 7.613 | 7.622 | 7.103 1.219 1.3085 | 0.0273 | 0.241 | 5.568
0.35 | 10.2 | 6.749 | 5.144 | 5.150 | 4.838 1.310 1.3951 | 0.0275 | 0.269 | 4.220
04 |11.61| 5.507 | 4.157 | 4.158 | 3.909 1.324 1.409 | 0.0272 | 0.290 | 3.669
05 | 13.86 | 3.403 | 2.457 - - 1.384 - 0.0273 | 0.370 | 2.767

Tabelle B.2: Verhaltnis der Solitonenbreiten bei verschiedenen Werten der Fru-
stration (m=1/140)

[(m J2u [ K] & [ & [ & [ W R

1/140 | 0 18 | 10.1661 | 7.67365 | 7.10725 | 0.215042 | 4.79945
1/92 0 18 | 10.7492 | 8.19588 | 7.20732 | 0.213235 | 4.76592
2/128 | 0 18 | 12.0575 | 9.34007 | 7.36336 | 0.217578 | 4.62034
2/112 0 18 | 12.5811 | 9.9915 | 7.43915 | 0.220969 | 4.4875
2/100| O 18 | 12.8759 | 10.6602 | 7.51469 | 0.224294 | 4.33291
1/140 | 0 10.2 | 6.74937 | 5.14959 | 4.83805 | 0.269218 | 4.09187
1/92 0 10.2 | 6.82921 | 5.32106 | 4.98885 | 0.283347 | 4.43738
2/128 | 0 10.2 | 7.12943 | 5.61034 | 5.02556 | 0.281542 | 4.38691
2/100 | 0 |10.2 | 7.52641 | 5.90385 | 4.97097 | 0.26838 | 4.00087
1/140 | 0.03 [ 10.2 | 6.74521 | 5.24903 | 4.95183 | 0.284598 | 4.42736
1/140 | 0.06 | 10.2 | 6.79676 | 5.3946 | 5.13528 | 0.300338 | 4.84529
1/140 | 0.09 | 10.2 | 6.88522 | 5.59588 | 5.3656 | 0.316735 | 5.33896
1/140 | 0.12 | 10.2 | 7.07742 | 5.87828 | 5.70578 | 0.333633 | 5.98023
1/140 | 0.15 | 10.2 | 7.40584 | 6.28619 | 6.09425 | 0.350762 | 6.71501
1/140 | 0.2 | 10.2 | 8.55139 | 7.51304 | 7.37818 | 0.379743 | 8.79683
1/140 | 0.23 | 10.2 | 10.044 | 8.94776 | 8.85259 | 0.397333 | 11.0182
1/140 | 0.26 | 10.2 | 13.2307 | 11.6686 | 11.7496 | 0.415724 | 15.0489
Tabelle B.3: Gemischte Analyse mit Zwischenkettenkopplung (o« = 0.35)
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L m |y | & [ &n | W [ R
1/140 | 0 | 8.551 | 7.514 | 0.3797 | 8.883
1/140 | 1 | 8.885 | 7.600 | 0.3793 | 8.983
1/140 | 2 | 9.182 | 7.671 | 0.3791 | 9.069
1/140 | 3 | 9.459 | 7.743 | 0.3788 | 9.151
1/140 | 4 | 9.723 | 7.809 | 0.3786 | 9.228
1/140 | 6 | 10.212 | 7.934 | 0.378 | 9.347
1/140 | 10 | 11.095 | 8.160 | 0.377 | 9.592

Tabelle B.4: EinfluB einer K-Dispersion (vgl. Abb. 4.12), Ko = 10.2, o« = 035

L m | 2u [ B | & | & | &Y [ &Y | W | R
1/140 [ 0.1538 [ -0.15 | 7.971 | 6.914 | 6.916 | 6.783 | 0.369 | 7.912
1/140 | 0.1818 | -0.05 | 8.298 | 7.259 | 7.257 | 7.111 | 0.375 | 8.475
1/140 | 0.2 0 | 8551 | 7.514 | 7.513 | 7.378 | 0.37967 | 8.883
1/140 | 0.222 | 0.05 | 8.902 | 7.862 | 7.860 | 7.733 | 0.3846 | 9.422
1/140 | 025 | 0.1 | 9.419 | 8.347 | 8.347 | 8.250 | 0.3912 | 10.189
1/140 | 0.286 | 0.15 | 10.357 | 9.233 | 9.232 | 9.155 | 0.3985 | 11.476
1/140 | 0.33 | 0.2 | 11.814 | 10.469 | 10.463 | 10.493 | 0.4088 | 13.339
1/140 | 0.4 | 0.25 | 14.953 | 12.754 | 12.739 | 13.086 | 0.4243 | 16.652
2/100 [ 0.2 0 | 10.146 | 9.134 | 9.364 | 8.530 | 0.3821 | 7.9367
2/100 | 0.25 | 0.1 |11.7757 | 10.877 | 11.196 | 8.755 | 0.3935 | 8.617
2/100 | 0.333 | 0.2 | 17.922 | 18.352 | 10.381 | 9.026 | 0.4092 | 9.760

Tabelle B.5: EinfluB einer Zwischenkettenfrustration
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| m | [ B |« K| v | & | &m | & | 87 [ W ]| R |
1/140 [ 0145| 0 | 03 [525| © 9.094 | 8.403 | 8.400 | 8.598 | 0.463 | 12.347
1/140 [ 0145 0 | 03 |525| 4 | 10.761 | 8.976 | 8.966 | 9.406 | 0.464 | 13.323
1/140[0145| 0 | 03 [525| 5 | 11.115 | 9.102 | 9.0974 | 9.559 | 0.465 | 13.530
1/140 [ 0145 | 0 | 03 [525| 6 | 11.456 | 9.223 | 9.213 | 9.650 | 0.465 | 14.023
1/140 [ 0145 0 | 03 [525| 7 | 11.789 | 9.343 | 9.333 | 9.905 | 0.465 | 13.920
1/140[0.145| 0 | 03 |525|7.231| 11.861 | 9.370 | 9.365 | 9.922 | 0.465 | 13.962
1/140[0.145| 0 | 03 |525| 8 | 12109 | 9.460 | 9.449 | 9.916 | 0.465 | 14.403
1/140 [ 0145 | 0 | 03 [525| 10 | 12732 | 9.684 | 9.674 | 10.221 | 0.466 | 14.832
1/92 [0145| 0 | 03 [525|7.231| 12.635 | 9.928 | 9.920 | 10.353 | 0.460 | 14.402
2/100 [ 0.145 | 0 | 0.3 |5.25 | 7.231 | 36.302 | 35.587 | 34.957 | 14.409 | 0.456 | 10.588
11/140[0.299 | 0.3 [0.28[4.14| 0 [ 11.735 [10.510 ] 10.501 | 11.311 | 0.509 | 17.144 |
1/140]0.094 [ -03| 03 |569| 0 8.718 | 8.091 | 8.088 | 8.159 | 0.440 | 11.222
1/140 [ 0.094 | 03| 0.3 | 569 | 10 | 12.072 | 9.224 | 9.215 | 9.563 | 0.442 | 12.961
1/140[0.094 | 03| 0.3 | 569 | 11 | 12.345 | 9.315 | 9.309 | 9.755 | 0.442 | 13.457
1/140 [ 0.094 | -0.3 | 0.3 [ 5.69 | 11.59 | 12.499 | 9.364 | 9.358 | 9.711 | 0.442 | 13.402
1/1400.094 [ 03] 03 | 569 | 12 | 12.613 | 9.412 | 0.403 | 9.824 | 0.442 | 13.548
1/1400.094 [ 03] 03 | 569 | 13 | 12.872 | 9.502 | 9.482 | 9.857 | 0.442 | 13.360
1/140 | 0.094 | -0.3 | 0.3 [5.60 | 18 | 14.136 | 9.936 | 9.928 | 10.443 | 0.442 | 13.981
1/92 [ 0.094 | -03| 0.3 | 569 1159 | 13.427 | 9.929 | 9.914 | 10.199 | 0.437 | 13.296
2/100 [ 0.094 [ -03| 0.3 [569] 0 [9.98192] 9.631 | 9.681 | 9.778 | 0.438 | 9.305
2/100 | 0.094 [ -0.3 | 0.3 | 5.60 | 11.50 | 42.725 | 36.644 | 36.574 | 38.248 | 0.433 | 10.709

Tabelle B.6: Betrachtung der in Referenz [26] vorgeschlagenen Parametersitze.
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