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Kapitel 1

Einleitung

Im Jahre 1963 haben J. Hubbard, J. Kanamori und M.C. Gutzwiller ein Mo-
dell zur Beschreibung stark korrelierter elektronischer Systeme vorgeschla-
gen, das heute Hubbard-Modell genannt wird [1]. Hierbei ist es Elektronen
erlaubt, sich auf einem Gitter zu bewegen. Befinden sich zwei Elektronen
am selben Gitterplatz, so stoflen sie sich gegenseitig ab. Das Modell wurde
unter anderem eingefiihrt, um verstédndlich zu machen, dass ein System mit
einer ungeraden Anzahl von Leitungselektronen pro Elementarzelle ein Iso-
lator sein kann.

Im Folgenden soll aus dem Hubbard-Modell ein allgemeines ¢ — J Modell
abgeleitet werden. In diesem effektiven Modell sollen nur Operatormonome
enthalten sein, welche die Anzahl der Doppelbesetzungen erhalten. Hierbei
wird das Verfahren der Flussgleichungsmethode angewandt, welches erstmals
von Wegner vorgeschlagen wurde [2]. Im Gegensatz zur Vorgehensweise von
J. Stein soll hier allerdings keine Storungsrechnung durchgefiihrt werden [3].
Stattdessen werden bestimmte Regeln aufgestellt, nach denen wihrend der
Rechnung neu auftretende Terme entweder in die weitergehenden Rechnun-
gen einbezogen oder vernachléssigt werden.

Die Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut: In Kapitel 2 wird das Konzept der
Flussgleichungsmethode vorgestellt. Hierbei wird zunéchst die Flussgleichung
hergeleitet und dariiber hinaus werden verschiedene Generatoren, sowie de-
ren Einfluss auf den Hamiltonoperator, besprochen. Ein einfaches Beispiel soll
schlieBllich das Verfahren verdeutlichen. Kapitel 3 beschéaftigt sich mit dem
Hubbard-Modell und dem gewiinschten effektiven Modell nach dem Fluss.
Zunachst wird das effektive Modell bei halber Fiillung Schritt fiir Schritt
berechnet. Anschlieend wird die analoge Ableitung abseits halber Fiillung
durchgefiihrt. Teil 4 der Arbeit gibt Auskunft dariiber, in welchem Parame-
terbereich eine solche Ableitung iiberhaupt moglich ist. In Kapitel 5 werden
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die gewonnenen Erkenntnisse zusammengefasst.



Kapitel 2

Die Flussgleichungsmethode

2.1 Herleitung der Flussgleichung

Bei der Betrachtung vieler physikalischer Probleme hat man es mit relativ
unhandlichen Hamiltonoperatoren zu tun. Mit Hilfe der Flussgleichungsme-
thode ist es moglich, aus einem bereits bekannten, ,, komplizierten®
Hamiltonoperator einen effektiven Hamiltonoperator abzuleiten, welcher dann
bei kiinftigen Rechnungen leichter zu handhaben ist. Diese Methode wurde
als erstes von Wegner [2] und unabhéngig davon auch von Glazek und Wilson
[4, 5] vorgeschlagen und verwendet. Um aus einem gegebenen Hamiltonope-
rator H einen effektiven Hamiltonoperator H.g abzuleiten, verwendet man
héufig unitdre Transformationen. Die einmalige Verwendung eines unitéiren
Operators U und die damit verbundene unitéare Transformation wiirde bei-
spielsweise folgendermafien aussehen

H.;=UHU'. (2.1)

Wird durch eine unitidre Transformation der Operator H in einen anderen
Operator H.y; iiberfiihrt, so entspricht diese Transformation einem Basis-
wechsel, wobei die Eigenwerte unverdndert bleiben. Wéahrend obige Trans-
formation lediglich aus einem Schritt besteht, kann diese Vorgehensweise ver-
allgemeinert werden durch die Einfiihrung einer kontinuierlichen Flussvaria-
blen . Ausgangspunkt ist hierbei wiederum der Ursprungshamiltonoperator
H = H(0); aus diesem wird ein Satz von Operatoren H () mittels unitérer
Operatoren U () berechnet, welche wiederum alle gleiche Eigenwerte besitzen

H(l) = U()HU(I). (2.2)

7
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Um eine Gleichung zu erhalten, welche direkt die Anderung des Hamilton-
operators beziiglich der Flussvariablen [ beschreibt, wird obige Gleichung wie
folgt nach [ abgeleitet

dH(l) dU . dUT
(2.3)
dU dUt
¥ U'UHU'"+UHU'U ¥
Mit Hilfe des Generators der unitéren Transformation n(l) = %4'U" kann

diese Gleichung durch einen Kommutator ausgedriickt werden

= n()H (1) — H(l)n (1) (24)

wobei verwendet wurde, dass 7 ein anti-hermitescher Operator ist, was direkt
aus der Eigenschaften UUT = 1 des unitéiren Operators U folgt

d d d
—(UU) =(=U U +U (U] =0
a v (dl ) " (dl )

d d (2.5)
- T _ 2t
j(ﬂu>y U(ﬂU)
=n=-n'"

Insgesamt ergibt sich demnach fiir die Anderung des Hamiltonoperators die
Flussgleichung

dH(l)
S =), HQ)) (26)

Theoretisch kann jeder Operator H(l) als effektiver Hamiltonoperator ge-
nutzt werden. Wird die Flussgleichung aber bis [ = oo integriert, so heifit
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H(l = 00) = Hag. (2.7)

Bei praktischen Anwendungen wird es allerdings oftmals nicht moéglich sein,
eine Integration bis [ = co durchzufiihren, so dass bestimmte Abbruchkrite-
rien fiir die Integration bené6tigt werden.

2.2 Generator

Der mogliche Vorteil der Flussgleichungsmethode gegeniiber einer iiblichen
unitdren Transformation kann darin liegen, dass sich wihrend des Flusses
die Transformation immer dem momentanen Hamiltonoperator anpasst, da
dieser in die Flussgleichung mit eingeht. Man erhélt also einen effektiven
Operator, der in bestimmter Weise einfacher zu handhaben ist, als der ur-
spriingliche Hamiltonoperator H(l = 0). Die genauen Eigenschaften von Hg
héngen allerdings von der Wahl des Generators ab. Im Folgenden werden nun
verschiedene Generatoren besprochen.

2.2.1 Wegners Generator

In seiner urspriinglichen Arbeit [2] hat Wegner den Hamiltonoperator in
einen diagonalen Hy und einen nichtdiagonalen H,q Anteil aufgeteilt

H = Hy + Hy, (2.8)

wobei zunéchst nicht ndher spezifiziert ist, welcher Operator als diagonal
beziehungsweise als nichtdiagonal angesehen wird. Der Generator wird mit
Hilfe des Kommutators

nw(l) = [Ha(l), Hua(D)] = [Ha(l), H(1)] (2.9)

berechnet, so dass die Flussgleichung folgende Gestalt annimmt:

dH ()

- [nw(l), H(I)] = [[Ha(l), Hua(1)], H(1)]. (2.10)

Um zu untersuchen, welche Folgen diese Art der Generatorwahl auf die Ge-
stalt des effektiven Hamiltonoperators hat, ist es sinnvoll die Betragsquadrate
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der Nichtdiagonalelemente genauer zu untersuchen [6, 7]. Die Matrix H(I)
hat allgemein folgende Gestalt

dl h12 h13
hoy dy hoy ...
HO) = | o pe d (2.11)

Wie oben bereits erwdhnt kann der Generator durch Kommutieren des Diagonal-
mit dem Nichtdiagonalanteil des Hamiltonoperators berechnet werden

(1) = [Ha(l), H(D)]
= [Ha(l), Hya(1)] (2.12)

= Hy(l)Hna(l) — Hua(1)Ha(l)

wonach die ij - Komponente von 7({)

Nij = Z didirhyj — Z hird;0g;
k k

(2.13)

= dzhu — hijdj

= (di — d;j)hy;

auf relativ einfache Art berechnet werden kann. Durch Einsetzen dieser Re-
lation in die Flussgleichung

(2.14)

kann die Anderung der ij - Komponente von H(l) wihrend des Flusses dar-
gestellt werden
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dh;;
dl] = ? Th‘khkj - ; hz‘knkj
= Z ((dl — dk)hikhk;j - (dk - dj)hkjhik) (2.15)
k

= (d; + dj — 2dy) hihy;.
k

Da n;; = —nj;; wird durch Gleichung (2.15) eine kontinuierliche unitére Trans-
formation des Hamiltonoperators beschrieben. Wird nun ausgenutzt, dass die
Spur von H (l)? wihrend der Transformation konstant bleibt, so ist es méglich
einen Term ausfindig zu machen, der die Gréfle der gesamten Aufer-
diagonalelemente wéhrend des Flusses beschreibt

TT(HQ) = Z (Z hikhki> = Z i i

%

=> &+ hihu.

i,k

(2.16)

Aus der Ableitung dieser Gleichung folgt

Zd(dc?) :_Z% (2.17)

Mit Hilfe von Gleichung (2.15) kann die linke Seite folgendermafBien umge-
schrieben werden
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d(d?) d
Z y _221:61%@

(2

=2 Z 2d; (Z(dz - dk)hikhki>

=93 (2 — 2didy) highu

(2.18)

=2 (d; — dy)* hiphui,
i,k#i

wobei im letzten Schritt die Summe der Vereinfachung halber geringfiigig um-
gestellt wurde. Aus Gleichung (2.17) und (2.18) folgt zusammen mit den her-
miteschen Eigenschaften von H () die gesuchte Gleichung, welche die Ande-
rung der Summe der Betragsquadrate der Auflerdiagonalelemente beschreibt

d
> a'h"k‘z —2) " (d; — di)? |hax]*. (2.19)

1,k#1 i,k

Die linke Seite dieser Gleichung beschreibt die Anderung einer positiven
GroBe. Die rechte Seite, welche den genauen Wert der Anderung angibt, ist
immer kleiner oder gleich null. Somit konvergiert die Summe der Betragsqua-
drate der AuBerdiagonalelemente gegen einen Wert, der grofler oder gleich
null ist.

Fiir den Fall, dass d; # d;. fiir @ # k wéihrend dem Fluss gilt, wird die positi-
ve Grofle der Summe der Betragsquadrate der Auflerdiagonalelemente immer
kleiner, bis die rechte Seite verschwindet. Ist die rechte Seite schliellich gleich
null, so gilt dies natiirlich auch fiir alle Aulerdiagonalelemente. Somit hétte
H.¢ Diagonalgestalt.

Bei vorliegender Entartung d;(I') = di(I') ist es theoretisch moglich, dass
die gesamte rechte Seite an der Stelle I’ verschwindet. Insgesamt folgt da-
mit, dass fiir alle ¢,k mit ¢ # k entweder d; = d; oder h;, = 0 ist. Somit
verschwindet auch der Generator n(I’). Im Hamiltonoperator tritt nun keine
weitere Anderung mehr auf und Heg ist erreicht. Allerdings kann bei Entar-
tung d;(l') = di(l') keine Aussage mehr iiber die Matrixkomponente h;, von
H.g gemacht werden.

Insgesamt ergibt sich, dass mit der Generatorwahl von Wegner ein
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Hamiltonoperator in Diagonalgestalt erzeugt werden kann, wenn sémtliche
Diagonalelemente wihrend des Flusses ungleiche Werte annehmen. Doch
auch wenn dies nicht erfiillt ist, kann in den meisten Féllen eine Vereinfa-
chung des Hamiltonoperators erreicht werden, da viele Nichtdiagonalelemente
verschwinden.

2.2.2 Der Generator von Mielke, Knetter und Uhrig

Im Folgenden soll der Generator niher betrachtet werden, der von Mielke [9]
und von Knetter und Uhrig [15] eingefiihrt wurde. Hierbei wird bei der Wahl
des Generators ein Anzahloperator () verwendet. Der Generator

n(l) = 1Q, H(D)]. (2.20)

stellt eine spezielle Variante des Wegner-Vorschlags dar. Die Wahl von @
héngt von der jeweiligen Problemstellung ab. Um den Generator explizit
auszudriicken, kann mit einem vollstadndigen Orthonormalsystem von Eigen-
zustdnden von ) gearbeitet werden. Hierbei gehore zum Eigenzustand |g¢;)
der Eigenwert ¢; von ). Die Matrixdarstellung von H(l) ergibt sich aus

hig (1) = (@l H (1)]g;), (2.21)

wobei man den Hamiltonoperator in Blocken anordnen kann, die den Quan-
tenzahlen ¢; und ¢; zugeordnet sind. Hierbei erweist es sich als sinnvoll, die
Eigenwerte ihrer GroBe nach zu ordnen (Abbildung 2.1).

Die entsprechende Matrixdarstellung von (1) ergibt sich aus
i (1) = (@n(Dlg)), (2.22)

wobei mit Hilfe von Gleichung (2.20) die Komponenten des Generators auch
explizit ausgedriickt werden kénnen

15 (1) = (@|QH(I) — H()Qlg;)
= (@Q Y la)(ae HW)lgs) = (@l HWO) Y law)(alQlas)  (2.93)

= (g5 — 4j)hi; ().
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Abbildung 2.1: Schema eines Hamiltonoperators in Blockstruktur (vergleiche
Referenz [8])

Hierbei wurde ausgenutzt, dass es sich bei den Eigenvektoren {|gx)} um ein
vollstdndiges Orthonormalsystem handelt, womit ), |qx){qx| = 1 gewéhrlei-
stet ist.

Bei der Generatorwahl nach Mielke, Knetter und Uhrig wird der Generator
(2.23) durch die Verwendung der Signumfunktion modifiziert

155 (1) = sgn(g; — q;)ha;(1). (2.24)

Welche Auswirkungen die Verwendung eines Anzahloperators im Generator
auf den effektiven Hamiltonoperator hat, sieht man am Besten anhand der
Flussgleichung, die es letzten Endes zu 16sen gilt. Fiir die Anderung der ij -
Komponente des Hamiltonoperators ergibt sich dann

= Z Nik Ty — Z i
K K

= Z(q@ — qr)hikhij — Z(Qk — @) hirh;
%

k

(2.25)

= (¢ = ¢5)(hyy = hiidhig + Y (a5 = ai) + (a5 — ar)) hahig
ki,
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beziehungsweise mit dem zweiten Generator (siehe auch in Referenz [9])

dh;;i(l
% =sgn(qi — q;)(hjj — hii)hij
(2.26)
+ ) (sgnla — ai) + sgn(a; — ar)) hich.
k#i,j

Fiir die weitere Betrachtung ist es nun zweckméfig, die Eigenzustdnde und
somit auch die Eigenwerte von () so zu ordnen, dass ¢; > ¢ fiir i > k gilt.
Die Anderung der Summe der ersten r Hauptdiagonalelemente des Hamil-
tonoperators hat dann folgende Gestalt

= 1k7$z

—222 —Qk ’hzk|

i=1 k>r

(2.27)

wobei r beliebig gew#hlt ist. Mit dem zweiten Generator ergibt sich entspre-
chend

LS b =233 sanlas - ol

i=1 i=1 k#i

= 2Zngn G — Qi) | hir]*

=1 k>r

(2.28)

Auf Grund der eben gewé#hlten Anordnung sind in beiden Féllen die einzel-
nen Summanden kleiner oder gleich null. Die Summe der Diagonalelemente
ist monoton fallend. Gehen wir nun davon aus, dass die Summe nach un-
ten beschrinkt ist, so folgt fiir | — oo, dass die Anderung der Summe
der Diagonalelemente verschwinden muss. Somit muss aber auch jeder ein-
zelne Summand auf der rechten Seite verschwinden. Falls ¢; # ¢, ist folg-
lich Ay (I = oo) gleich null. Offensichtlich gehért h;, zu einem Nichtdiago-
nalblock. Wahrend des Flusses werden also alle Nichtdiagonalblocke immer
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Fluss

Abbildung 2.2: Anderung des Hamiltonoperators wihrend des Flusses (ver-
gleiche Referenz [8])

kleiner bis sie schliellich ganz verschwinden. Anders verhélt es sich dagegen
mit Matrixkomponenten, die zu einem Diagonalblock gehéren. Da hier so-
wohl (g; — q) = 0 als auch sgn(q; — qx) = 0 ist, muss der Koeffizient h;, nicht
unbedingt verschwinden (vgl. Abbildung 2.2).

Da jeder einzelne Summand in (2.27) und (2.28) verschwindet, wird auch im
Limes | — oo jede Generatorkomponente zu null und die Quantenzahl @)
ist eine Erhaltungsgrofle des effektiven Hamiltonoperators

n(l = o00) = [Q; Hepg] = 0. (2.29)

AuBerdem sind bei dieser Art der Generatorwahl und Reihenfolge der Eigen-
zustdnde von () die Eigenwerte des effektiven Hamiltonoperators beziiglich
der angeregten Quanten in aufsteigender Reihenfolge sortiert.

Im Folgenden soll am Beispiel eines Zwei-Niveau-Systems die genaue Vorge-
hensweise beim Losen der Flussgleichung verdeutlicht werden. Die Rechnung
soll fiir alle bisher vorgestellten Generatoren durchgefiihrt werden, so dass
eventuelle Unterschiede explizit verglichen werden kénnen.
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2.2.3 Zwei-Niveau-System

Betrachtet wird hierbei ein System mit einem zweidimensionalen Zustands-
raum (Vergleiche auch Referenz [10]). Dieses Zwei-Niveau-Problem, dem ein
fiktiver Spin zugeordnet werden kann, besitzt folgenden Hamiltonoperator

(2.30)

wobei 0% und o” fiir die jeweilige Paulimatrix stehen. Eine Diagonalisierung
dieser Matrix liefert die beiden Eigenwerte

1
E+:E—|—§\/w2+a2
(2.31)
1
E_ =F— 5\/102 + a?.

Im Folgenden soll die Flussgleichungsmethode verwendet werden um den ur-
spriinglichen Hamiltonoperator zu diagonalisieren [8].

Mielke-Knetter-Uhrig Generator

Der Anzahloperator () kann in diesem Falle als

Q=(1-0%)/2= (8 g’) (2.32)

gewihlt werden. Die beiden Eigenzustéinde dieses Zihloperators liefern die
Eigenwerte ¢; = 0 und ¢ = 1. Der Generator

ni;(1) = sgn(q — q;)Hi; (1) (2.33)

hat in Matrixschreibweise die Form
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_a®)
(D) = (& K )
? (2.34)
= —z’@ay.
Auch die Generatorwahl
n(l) = Q. H(l)] (2.35)

fithrt in diesem speziellen Fall auf das gleiche Ergebnis (2.34). Einsetzen des
Generators in die Flussgleichung liefert

(2.36)
al? . wlall) .
2 2

Ein Koeffizientenvergleich liefert fiir £(1), w(l) und a(l) folgendes gekoppeltes
System von Differentialgleichungen

—2 =a(l)? (2.37)

Hierbei fillt auf, dass die Grofe s = a(l)? + w(l)? wihrend des Flusses kon-
stant bleibt, da

ds da(l) dw(l)
= —2w(Da(l)? + 2w(l)a(l)? (2.38)
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Aus den theoretischen Uberlegungen aus Abschnitt 2.2.2 folgt, dass a(l =
00) = 0 ist und somit w.s; = w(l = co) mit Hilfe des urspriinglichen Hamil-
tonoperators durch die Beziehung

Wepr = v/ w(0)2 + a(0)? (2.39)
berechnet werden kann. Der Zustand mit ¢; = 0 hat den Energieeigenwert

E =E— % (2.40)

der Zustand mit ¢ = 1 hat den Energieeigenwert

By =B+=4L. (2.41)

Explizites Losen der Flussgleichungen fiithrt zu den drei Funktionen

E(l)=E

w(l) = w(oco) tanh (w(oo)l + arctanh (ﬂ»

w(o0) (2.42)

a(l) = sgn(a(O))w(oo)\/ 1 — tanh? (w(oo)l + arctanh (ﬂ) )

w(oo)

wobei man nun auch explizit sieht, dass a(l) fiir groBe [ - Werte allméhlich
verschwindet, der effektive Hamiltonoperator also Diagonalgestalt besitzt.
Anhand der Abbildungen (2.3) und (2.4) erkennt man aber, dass sich die
GroBe a(l) fiir negative Startwerte von w(l) nicht monoton der Null néhert.
Zuerst wird der Auflerdiagonalteil grofier, und zwar so lange, bis w(l) den
positiven Bereich erreicht hat. Erst dann ist ein monotones Abfallen zu be-
obachten. Dies bedeutet, dass die Diagonalelemente wahrend des Flusses um-
sortiert werden, da diese zu Beginn nicht der Grofle nach sortiert sind.

In der Praxis kann bei komplizierteren Anwendungen die Losung nicht ex-
plizit angegeben werden. Daher ist es wichtig, den Nichtdiagonalpart des
Hamiltonoperators wiahrend des Flusses zu beobachten, damit das Losen der
Flussgleichung erst dann abgebrochen wird, wenn der Nichtdiagonalpart un-
terhalb einer moglichst kleinen Schranke liegt.
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Abbildung 2.3: Verlauf von a(l) wéhrend des Flusses fiir verschiedene Start-
werte w(0), bei Verwendung des Generators von Mielke, Knetter und Uhrig
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Abbildung 2.4: Verlauf von w(l) wahrend des Flusses fiir verschiedene Start-
werte w(0), bei Verwendung des Generators von Mielke, Knetter und Uhrig
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Der Generator von Wegner

Um diese Methode anwenden zu konnen benétigt man den Diagonalanteil
des Hamiltonoperators

Hy=F1— %az. (2.43)

Hiermit folgt fiir den von Wegner vorgeschlagenen Generator

77<l) = [Hda Hnd]
2.44
el , 240
5 .
Einsetzen dieses Generators in die Flussgleichung liefert
dH (1) a(Dw(l)? w(l)a(l)?
= — T — z. 2.4
dl 2 7 2 7 (2.45)
Durch Koeffizientenvergleich erhélt man wiederum
dE(1)
——= =0
dl
dw(l) _ w(l)a(l)? (2.46)
dl
da(l) _ 2

Auch in diesem Fall bleibt die GroBe s = a(l)* + w(l)? withrend des Flus-
ses erhalten. Die Gleichung, welche die Anderung von a(l) beschreibt, macht
deutlich, dass a(l — oo0) = 0. Die Steigung von a(l) ist negativ, falls a(l)
positiv ist; die Steigung von a(l) ist positiv, falls a(l) negativ ist. Der Koeffi-
zient a(l) ndhert sich somit monoton dem Wert null an. Im Gegensatz dazu
fallt die Funktion w(l), falls w(l) negativ ist und steigt an, falls w(l) positiv
ist. Dieses Verhalten muss in w(oo) berticksichtigt werden

Werr = sgn(w(0))y/w(0)2 4+ a(0)2. (2.47)
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f

19 \ \ \

Abbildung 2.5: Verlauf von w(!) wiahrend des Flusses fiir verschiedene Start-
werte w(0), bei Verwendung des Generators von Wegner

Der genaue Verlauf der Koeffizienten a(l) und w(l) wihrend des Flusses
kann den Abbildungen (2.5) - (2.8) entnommen werden. Hierbei wird deut-
lich, dass fiir w(0) € {—2.0,2.0} eine schnellere Konvergenz erreicht wird
als fir w(0) € {—1.0,1.0}, da der Betrag der Differenz der Diagonalelemen-
te nach Gleichung (2.19) eine wichtige Rolle fiir die Anderung der Summe
der Betragsquadrate der Auflerdiagonalelemente spielt. Ist der Betrag dieser
Differenz, der im hiesigen Beispiel einen Wert von |w(l)| hat, kleiner, so er-
folgt auch eine langsamere Konvergenz. Der Verlauf des Koeffizienten w(l)
fiir negative Startwerte, der analog zu den Abbildungen (2.5) und (2.7) im
negativen Bereich erfolgt, dndert hierbei nichts am Verlauf des Auflerdiago-
nalkoeffizienten a(l), da wegen Gleichung (2.19) und (d;, — d»)* = w(l)? das
Vorzeichen von w(l) keinen EinfluB auf die Gréfle des Koeffizienten a(l) hat.
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— w(0)=2.0 .
- w(0)=-2.0

a(l)

15 2

Abbildung 2.6: Verlauf von a(l) wéhrend des Flusses fiir verschiedene Start-
werte w(0), bei Verwendung des Generators von Wegner

16 I I I

w(l)

Abbildung 2.7: Verlauf von w(l) wéhrend des Flusses fiir verschiedene Start-
werte w(0), bei Verwendung des Generators von Wegner
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Abbildung 2.8: Verlauf von a(l) wéhrend des Flusses fiir verschiedene Start-
werte w(0), bei Verwendung des Generators von Wegner

Als Eigenwerte von H.sy erhédlt man

(2.48)
E2 = F + w;ff

Die Eigenwerte sind hierbei eventuell nicht geordnet. Es wird aber deutlich,
dass das Problem mit den hier vorgestellten Generatoren gelést werden kann.



Kapitel 3

Hubbard-Modell

3.1 Der Hamiltonoperator

Mit Hilfe des Hubbard-Modells kann das Verhalten von Elektronen beschrie-
ben werden, die sich auf einem Gitter bewegen. Auch der Elektronspin wird
hierbei beriicksichtigt. Im Folgenden soll ein zweidimensionales quadratisches
Gitter betrachtet werden. Der Hamiltonoperator, der das Elektronensystem
beschreibt, besteht aus zwei Termen; der erste Term beschreibt die Wechsel-
wirkung zwischen zwei Elektronen, der zweite Term repréasentiert die kineti-
sche Energie

bo|
N
S
|
|2
N————
=
=

Hy =UY (g = 1/2) (ng) = 1/2) =

Hy=t Z (CzT,aCj,o + h.c.) , (3.2)

<1,7>,0

N steht hierbei fiir die Anzahl der Gitterpldtze. Der Operator cjva erzeugt
ein Elektron am Ort 7 mit Spin o, wiahrend der Operator ¢;, am Ort ¢ ein
Elektron mit Spin ¢ vernichtet. Der Term der kinetischen Energie beschreibt
Elektronenbewegungen zwischen Nachbargitterplitzen (ij). Das Auftreten
von C;-r’Uij bedeutet hierbei ein Hiipfen eines Elektrons mit Spin ¢ von Git-
terplatz j zum benachbarten Gitterplatz i. Der hermitesch konjugierte Part
beschreibt den umgekehrten Prozess. Das Hiipfelement hat den Wert t.

Der Anzahloperator n;; = CZT,TCM bezichungsweise n; | = cj} 1€l gibt die An-
zahl der Elektronen am Ort ¢ mit Spin ,up‘ beziehungsweise Spin ,down‘ an.
Da hier ein System von Elektronen, also Fermionen, beschrieben wird, kann

25



26 KAPITEL 3. HUBBARD-MODELL

der Anzahloperator nur einen Wert € {0, 1} liefern.

Der Term der potentiellen Energie beschreibt die gegenseitige Abstoflung
zweier Elektronen mit unterschiedlichem Spin am gleichen Ort. Um zwei
Elektronen mit entgegengesetztem Spin an den gleichen Ort zu bringen, ist
eine Energie der Grofle U aufzubringen. Im Falle halber Fiillung ist die An-
zahl der Gitterplidtze mit zwei Elektronen gleich der Anzahl der Gitterplitze
ohne Elektronen. Man kann hierbei beide Gitterplatze als Doppelbesetzung
bezeichnen und folglich auch jedem die Energie U/2 zuschreiben. Hierzu
benotigt man in der Summe der potentiellen Energie einen Operator, der die
Anzahl der Doppelbesetzungen zahlt. Diese Aufgabe tibernimmt der Opera-
tor

D = Z (Qni,Tnm — Ny — Ny, + 1) . (33)

Er liefert sowohl bei einem Gitterplatz mit zwei Elektronen, als auch bei ei-
nem Gitterplatz ohne Elektronen den Wert eins. Des Weiteren enthélt der
Term der potentiellen Energie einen konstanten Anteil, der die Anzahl der
Gitterplatze enthéalt. Dieser Anteil spielt jedoch fiir die weiteren Berechnun-
gen keine Rolle.

3.2 Das effektive Modell

Im Falle halber Fiillung und starker Elektronenabstoffung U kann aus dem
Hubbard-Modell ein reines Heisenberg-Modell abgeleitet werden [11, 12, 13,
3]. In der Folge soll mit Hilfe der Flussgleichungsmethode aus dem Hamil-
tonoperator des Hubbard-Modells ein effektiver Hamiltonoperator abgeleitet
werden, welcher die Anzahl der Doppelbesetzungen erhélt. Der abgeleitete,
effektive Hamiltonoperator stellt ein verallgemeinertes ¢ — J Modell dar [8].
Hierbei sind im effektiven Modell neben dem Heisenbergterm, welcher Wech-
selwirkungen zwischen benachbarten Spins beschreibt, auch Spinwechselwir-
kungen zwischen weiter entfernten Spins enthalten. Zu diesen Kopplungen
zwischen zwei Spins treten Kopplungen, die zwischen vier Spins auftreten.
Neben diesen Spintermen werden Operatoren betrachtet, die die Bewegung
von Ladungen, beziehungsweise deren Wechselwirkung beschreiben.

Die hier prisentierten Ergebnisse haben, wie auch die Resultate aus den Ar-
beiten [8, 14], im Gegensatz zu den Ergebnissen aus [11, 12, 13, 3] den Vorteil,
dass sie nicht ausschliellich fiir den Grenzfall sehr grofier Elektronenabsto-
Bung giiltig sind, da keine Storungsrechnung angewandt wird.
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3.3 Generator

Im effektiven Modell sind Operatoren enthalten, welche Prozesse beschreiben,
die sich relativ lokal abspielen. Geht man némlich zunéchst von einem un-
endlichen grofien Wert fiir U aus, so ist es den Elektronen bei halber Fiillung
nicht moglich, sich entlang des Gitters zu bewegen, da schon jeder andere
Gitterplatz von einem Elektron besetzt ist. Wird U allmahlich kleiner, so
wird es den Elektronen moglich sein, auch auf benachbarte Gitterpliatze zu
hiipfen, obwohl sich dort schon ein Elektron befindet. Diese Doppelbesetzung
ist allerdings energetisch teuer und bleibt nur fiir eine kurze Zeit erhalten.
Daher springt entweder das urspriingliche oder das andere Elektron unmittel-
bar auf den zuvor verwaisten Gitterplatz zuriick. Es setzt also eine Dynamik
ein, die sich auf relativ lokale Bereiche beschrinkt.

Da die Anzahl der Doppelbesetzungen im effektiven Modell eine Erhaltungs-
grofe sein soll, wird im Folgenden der Generator von Mielke, Knetter und
Uhrig verwendet. Als Anzahloperator () wird der Operator D verwendet, da
dieser die doppelt besetzten Gitterplitze zahlt. Der Generator berechnet sich
aus

n(l) = [D, H(1)]. (3.4)

Streng genommen miisste im Generator von Mielke, Knetter und Uhrig das
Signum der Differenz der Doppelbesetzungen auftreten. Da allerdings der
Start-Hamiltonoperator die Anzahl der Doppelbesetzungen nur um den Wert
zwei dndert, unterscheiden sich die Matrixelemente des Generators sgn(d; —
d;)H;; beziehungsweise (d; — d;)H;; in einer Eigenbasis des Anzahloperators
D nur um den Faktor zwei.

Wie bereits erwédhnt, ist die Anzahl der Doppelbesetzungen von groier Be-
deutung. Somit erweist es sich als zweckméafig, einzelne Teile des Hamil-
tonoperators zusammenzufassen, die gleichen Einfluss auf die Anzahl der
Doppelbesetzungen haben. Hierzu kann zunéchst der kinetische Teil des ur-

spriinglichen Hamiltonoperators in drei Anteile zerlegt werden

Ho=t Y (e +he)
<i,j>,0 (35)

=To+ Tio + T o,

wobei
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Abbildung 3.1: Elektronenhiipfen ohne Anderung der Doppelbesetzung

Ty = to Z (1 —7ni0) cjﬁcﬁ (1—nj,)+ ni,gcgﬁcjﬁnjp + h.c.]

<1,7>,0

Tho =ty Z [nz’,oczacﬁ (1= njq) + nj,oC;,acif (1 —nig)] (3.6)

<t,j>,0

T,Q = t,Q Z [(1 — nw) CI,ECJ,EnJ‘,U -+ (1 — le’g> c}ECi,Enw].

<i,j>,0

Hierbei bewirkt der Part Ty keine Anderung der Doppelbesetzung. Das Mo-
nom

(1 = nig)elzei0(1 —n50)

beschreibt hierbei das Hiipfen eines isolierten Elektrons von Gitterplatz j
zum benachbarten, unbesetzten, Gitterplatz ¢ (Abbildung 3.1); der Ausdruck

T
N4.0C; 5C5,51,0

beschreibt die Bewegung eines Elektrons von einem doppelt besetzten Gitter-
platz zu einem bis dato einfach besetzten Platz, wobei das dortige Elektron
natiirlich umgekehrten Spin aufweist (Abbildung 3.2). Beide Prozesse éndern
die Anzahl der Doppelbesetzungen nicht.

T, vergroBert die Anzahl der doppelt besetzten Plitze um zwei. Hierbei
werden Prozesse beschrieben, bei denen ein einzelnes Elektron von einem
einfach besetzten Gitterplatz auf einen benachbarten, ebenfalls einfach be-
setzten Gitterplatz, hiipft, wobei das dortige Elektron wiederum einen ande-
ren Spin aufweisen muss (Abbildung 3.3).
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O @

Abbildung 3.2: Elektronenhiipfen ohne Anderung der Doppelbesetzung

O ©

Abbildung 3.3: Anderung der Doppelbesetzung um +2 durch Elektro-

nenhiipfen
i j

Abbildung 3.4: Anderung der Doppelbesetzung um -2 durch Elektro-
nenhiipfen

Die Terme, welche zu T_5 gehoren, verringern die Anzahl der Doppelbeset-
zungen um zwei. Hierbei springt ein Elektron von einem doppelt besetzten
Gitterplatz zu einem leeren Gitterplatz, wobei zwei einfach besetzte Plétze
entstehen (Abbildung 3.4).

Im Folgenden wird deutlich werden, dass wahrend des Flusses noch andere
Terme entstehen, die bisher noch nicht im Hamiltonoperator enthalten sind.
Da allerdings laut Abschnitt 2.2.2 die Anzahl der Doppelbesetzungen im
effektiven Hamiltonoperator eine Erhaltungsgriofie ist, besteht dieser nur aus
Operatoren, welche die Anzahl der Doppelbesetzungen nicht dndern.
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3.4 Ableitung eines effektiven Modells bei hal-
ber Fiillung

3.4.1 Referenzensemble

In den folgenden Rechnungen werden normal-geordnete Operatoren, und
Produkte solcher Operatoren, beziiglich eines Referenzensembles verwendet.
Ist dieses Ensemble eindeutig, so handelt es sich um einen Referenzzustand.
Besteht das Ensemble dagegen aus mehreren verschiedenen Zustédnden, so
bezeichnet man es als Referenzensemble [8].

Ein Referenzzustand besteht aus lokalen Referenzzusténden|0);, die die je-
weilige physikalische Situation beschreiben

|ref) = H 10);. (3.7)

In den einzelnen Zusténden sind keine Anregungen des Systems enthalten.

Gibt es mehrere mogliche lokale Zustédnde, die das Vakuum des Systems
beschreiben, wird die obige Definition des Referenzzustandes durch den Aus-
druck fiir den statistischen Operator des Referenzensembles verallgemeinert

=11 ( Y |a>ii<a\) . (3.5)

i acref

Hierbei treten alle moglichen lokalen Zustédnde auf, die keine Anregung des
Systems beschreiben. Die Anzahl dieser Zusténde ist durch N, gegeben. Der
Faktor ﬁ gewahrleistet, dass statistisch kein Zustand bevorzugt wird.
Allgemein heifit ein lokaler Operator O; normal-geordnet, wenn sein Erwar-
tungswert beziiglich des Referenzensembles verschwindet

(O)ret = Tr(Os0) = 0. (3.9)

Somit ergibt sich, dass ein Produkt aus normal-geordneten Operatoren, die
auf verschiedenen Gitterplitzen wirken, ebenfalls normal-geordnet ist. Dies
sieht man unmittelbar durch Berechnung des Erwartungswertes, d.h. durch
Berechnung der Spur des Produktes mittels des Referenzensembles, welches
selbst ein Produkt ohne Korrelation zwischen den einzelnen Gitterplitzen
ist.

Im Falle halber Fiillung geht man davon aus, dass jeder Gitterpunkt mit einer

Wahrscheinlichkeit von % von einem Elektron mit Spin ,up‘ beziehungsweise
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Spin ,down‘ besetzt ist. Um diesen Sachverhalt zu beschreiben, verwendet
man zunéchst vier mogliche Zustandsvektoren um den einzelnen Gitterpunkt
zu beschreiben. Hierbei bedeutet |0), dass der jeweilige Platz unbesetzt ist.
Die Zustédnde |T) und ||) beschreiben die Existenz eines Elektrons mit Spin
;up’ oder Spin ,down‘. Eine Doppelbesetzung eines Gitterplatzes wird durch
den Zustand |T]) beschrieben. Somit lautet der statistische Operator des
Referenzensembles

o =TT 5 (a1l + 1l (3.10)

7

wobei ¢ wiederum alle vorhandenen Gitterplatze durchlauft. Wie man sieht,
soll das System keine Vorzugsrichtung des Spins enthalten. Abweichungen
hiervon, beispielsweise eine Vorzugsrichtung des Spins, bedeuten eine Anre-
gung des Systems.

Die zur Beschreibung von lokalen Prozessen verwendeten normal-geordneten
Operatoren, erfiillen in diesem konkreten Fall die Bedingung

(Ot = T (Oo) = 5 ({1 O [+ (11 O =0 (311

Da jeder Gitterpunkt durch vier Zusténde beschrieben werden kann, ist jeder
beliebige lokale Operator mit Hilfe dieser vier Basisvektoren durch eine 4 x 4
- Matrix darstellbar. Folglich kann man jeden beliebigen lokalen Operator
als Linearkombinatoin von 16 normal-geordneten Basisoperatoren darstellen.
Diese Basis von lokalen, normal-geordneten Operatoren lautet

e 1. der Einheitsoperator

e n = ny +n; — 1, zdhlt die Anzahl der Elektronen relativ zur halben
Fiillung

e 2nyn; —n, zéhlt die Anzahl der Doppelbesetzungen

e 07 =ny —ny, gibt die z-Komponente des Spins an

o 0 = c}rci, bewirkt einen Spinflip

e 0 = CICT, bewirkt einen Spinflip

e c|cy, vernichtet zwei Elektronen am jeweiligen Gitterplatz

. c¥c1, erzeugt zwei Elektronen am jeweiligen Gitterplatz
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e (1 —ny)cy, vernichtet ein isoliertes Spin ,up‘ Elektron

o (1—mny) c%, erzeugt ein isoliertes Spin ,up‘ Elektron

e (1 —ny)cy, vernichtet ein isoliertes Spin ,down‘ Elektron
o (1—ny) CL vernichtet ein isoliertes Spin ,up‘ - Elektron

e nc, vernichtet ein Spin ,down‘ Elektron bei vorhandener Doppelbe-
setzung

° ”TCL erzeugt eine Doppelbesetzung durch Erzeugung eines Spin ,down’
Elektrons

e ncy, vernichtet ein Spin ,up‘ Elektron bei vorhandener Doppelbeset-
zung

on ch erzeugt eine Doppelbesetzung durch Erzeugung eines Spin ,up
Elektrons

Der Erwartungswert des Einheitsoperators ist von dem bisher gesagten aus-
genommen. Sein Erwartungswert beziiglich des statistischen Operators ist
gleich eins.

3.4.2 Generelle Vorgehensweise

Bei der Verwendung der Flussgleichungsmethode zur Ableitung des allgemei-
nen t — J Modells ist zunéchst der Kommutator zwischen dem Generator der
unitaren Transformation und dem Hamiltonoperator zu berechnen. Dieser
Kommutator

(D), H(1)] (3.12)

beschreibt die Anderung des Hamiltonoperators withrend des Flusses. Hierbei
entstehen sowohl Operatorterme, die schon im urspriinglichen Hamiltonope-
rator zu finden sind, als auch Terme, die neu entstehen. Da die Anzahl der
neu entstandenen Terme relativ grof§ sein kann, muss man ein Kriterium
finden, welches entscheidet, ob diese neuen Terme in die Rechnungen mit
aufzunehmen sind oder vernachléssigt werden kénnen.

Eine Moglichkeit wére hierbei die neu entstehenden Terme storungstheore-
tisch zu behandeln, und nur Terme bis zu einer gewissen Ordnung zuzulassen.
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Abbildung 3.5: Direkt benachbarte Gitterplétze

OO00O0
o) X OO,
O X JOXO,
O0O00O0

Abbildung 3.6: Plakette

Dieses Verfahren wurde beispielsweise in den Arbeiten [15, 3, 16, 17, 18] an-
gewendet.

Im Gegensatz zu diesen Ansétzen soll in der Folge die ,,Ausdehnung* eines
Termes, das heifit sein rdaumlicher Wirkungsbereich entscheidend sein, ob der
Term in die Rechnungen mit einbezogen wird oder nicht. Dariiber hinaus ist
es auch moglich, nur bestimmte auftretende Terme, trotz einer bestimmten
Ausdehnung, in die Rechnung mit einzubeziehen.

Im Folgenden werden drei Kalkulationen durchgefiihrt. Bei der ersten Anwen-
dung der Flussgleichungsmethode werden nur Terme betrachtet, die sich iiber
maximal zwei benachbarte Gitterplédtze erstrecken, das heifit, dass sie nur
dort von der Identitét verschieden sind (Abbildung 3.5), wobei das Haupt-
augenmerk auf der Heisenberg-Wechelwirkung liegt.

Im zweiten Fall werden alle Terme beriicksichtigt die sich iiber benachbarte
Gitterpliitze erstrecken (Abbildung 3.5). Erst bei der dritten Anwendung wer-
den Terme einbezogen, deren Einfluss sich iiber ganze Plaketten (Abbildung
3.6) oder iiber lineare Dreierketten erstreckt (Abbildung 3.7).

Terme, die nicht im urspriinglichen Hamiltonoperator enthalten sind, wahrend
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OO00O0
Co000O
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Abbildung 3.7: Lineare Kette, die sich iiber drei Gitterplitze erstreckt

der Rechnung aber neu auftreten und betrachtet werden, werden in den Ha-
miltonoperator mit iibernommen. Der Koeffizient, der durch seine Grofie
den Einfluss des Terms beschreibt, unterliegt dabei der Anfangsbedingung
trerm (I = 0) = 0.

Durch Integration der Flussgleichung erhélt man fiir [ — oo das effektive
Modell. Bei groler Anzahl betrachteter Terme muss hierbei ein Runge-Kutta
Verfahren verwendet werden, welches die Flussgleichungen 16st. Da in der
Praxis die Integration nicht bis [ = oo durchgefiihrt werden kann, wird ein
passendes Abbruchkriterium benétigt.

Da das effektive Modell die Anzahl der Doppelbesetzungen erhalten soll,
wéhlt man hierfiir die Summe der Quadrate der Koeffizienten von Monomen,
die die Anzahl der Doppelbesetzungen verédndern. Da diese Groflie ROD
(residual off-diagonality) wahrend des Flusses nicht vollstdndig verschwin-
det, kann unterhalb einer gew&hlten, hinreichend kleinen Schranke (wie zum
Beispiel 107'%) die Rechnung abgebrochen werden. Somit sind auch die Ko-
effizienten der Monome, welche die Anzahl der Doppelbesetzungen éndern,
vernachléassigbar klein.

Bei der konkreten Berechnung von Kommutatoren ist zu beachten, dass die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ¢! und ¢ Antikommutationsregeln
unterworfen sind

{Ci’cj} =0
{cl,cl} =0 (3.13)

{C@a, C;,ﬁ} = 5@'3' . 5a,ﬁ-

Hierbei geben a und 3 den jeweiligen Spinzustand an. Sédmtliche wihrend
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der Rechnung auftretende Kommutatoren beziehungsweise Antikommutato-
ren miissen wieder in normal-geordneter Form ausgedriickt werden, wie zum
Beispiel

1 1

N | —

{nyernyef} =

3.4.3 Minimales Modell

Wie auch in den Arbeiten [8, 14] wird in der Folge zunéchst ein minima-
les Modell betrachtet, welches jeweils nur benachbarte Gitterplitze mit ein-
schlieft. Von den wahrend der Rechnung neu entstehenden Termen wird nur
der Heisenbergsche Spinwechselwirkungsterm in die Rechnung iibernommen.
Die iibrigen entstandenen Terme werden erst in einem erweiterten Modell
mit einbezogen.

Ausgangspunkt einer jeden Rechnung ist der Generator der unitiren Trans-
formation

n(l) = (D, H(D). (3.15)

Da am Anfang einer Rechnung noch nicht bekannt ist, welche Terme wéhrend
der Rechnung neu entstehen, kann fiir den Hamiltonoperator zunéchst nur

H(l) = Hy(l) + To(l) + Tia(1) + T-2(0) (3.16)

angesetzt werden. Hy (1) und T(1) dndern die Anzahl der Doppelbesetzungen
nicht, und liefern, wie spéter auch alle anderen Terme mit dieser Eigenschaft,
keinen Beitrag zum Generator. Da auflerdem

[D ,Tyo] = 2T
(3.17)
[D,T,Q] = —2T,2
gilt, folgt fiir den Generator
n(l) = 2T 5 — 2T o, (3.18)

was bis auf den Faktor zwei dem Signum-Generator entspricht. Dieses Er-
gebnis kann nun fiir die Flussgleichung
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dlz—;l) = [n(1), H (1) + To(l) + Tia(l) + Too(D)] (3.19)

verwendet werden. Aus Gleichung (3.17) folgt fiir den Kommutator

0), (0] = 2735 — 27, 0 )

(3.20)
— 2U()Tys — 2U ()T,

Bei Untersuchung der Beitrdge der Operatoren der kinetischen Energie zur
Flussgleichung sind die Kommutatoren [Ty, Ty, [T-2,T0] und [T 2, T 2] zu
berechnen. Fiir den Kommutator [T, Ty] muss hierbei beispielsweise

[nigel e (1 =ngp), (1= ni)el ¢ (1 —ngp)]
= —mnigcl (1 =nip)el {ej (1= njp), 50 (1=njp)}

+{nagel | (U =nip)el Yej (1 =ngp)e; (1 —ny) (3.21)
— 040

= 0
berechnet werden. Auch insgesamt ergibt sich

(T2, To] = 0, (3.22)

und ebenso

[T 5, Ty] =0, (3.23)

so dass in der Flussgleichung zusétzlich zu den Beitriagen aus Gleichung (3.20)
noch die Terme
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In(0). To(1) + Thall) + Ta(l)] =[2T5 — 2T, To(1) + Tia(l) + Tos(0)]
—A[Tys,T_5]
b

1
=32t.al 2 5

+ 1624212 Z gzgy
<iyj> (3.24)

+ 8t ot Z <CI,TCI,levlcjvT + c@lciﬁc;’Tch)

<ij>

—4> mem

<%,j>
+...

auftreten. Hierbei wurde die Relation

5?15?] = 5i252 + SiySiy + S5i 252

(3.25)
1 + - -+ 1 z Lz
verwendet, wobei
o =8%"=5,+1iS,
o =5 =5,—15, (3.26)

oF = 25"

Die Punkte in Gleichung (3.24) stehen fiir Terme, die sich iiber mehr als zwei
Gitterplatze erstrecken. Diese sollen aber, wie oben schon erwéhnt, zunéchst
nicht mit einbezogen werden. Auflerdem bleiben bei dieser minimalen Be-
trachtung die beiden letzten neu entstandenen Terme auflen vor. In den Ha-
miltonoperator soll aber zuséatzlich der Term der Heisenberg-Wechselwirkung
zwischen zwei benachbarten Spins
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Hyxn = Ji(1) Z 52*57] (3.27)

<i,5>

aufgenommen werden. Hierbei gilt fiir den Koeffizienten .J; (1) die Anfangsbe-
dingung J;(0) = 0. Da auch der Heisenberg-Term die Anzahl der Doppelbe-
setzungen nicht dndert, tragt auch er nicht zum Generator bei. Der Beitrag
des Termes der Heisenberg-Wechselwirkung zur Flussgleichung lautet

[n(1), Han] = [2T42 — 2T 5, Ji(1) D SiS)]
<ig>
(3.28)
3 3

== —§J1(Z)T+2 - §J1(Z)T_2

Doch im Rahmen des minimalen Modells soll zunéichst auf diesen Kommu-
tator verzichtet werden.

Vereinfachend wirkt auch die Tatsache, dass T’y 5 durch hermitesche Konjuga-
tion in T_o tiberfithrt werden kann. Geht man davon aus, dass die Koeffizien-
ten t,5 und t_o, wie auch alle iibrigen Koeffizienten des Hamiltonoperators,
reell sind, so folgt t 1o = t_o. Mit Hilfe der Gleichungen (3.20) und (3.24)
sowie der linken Seite der Flussgleichung kann durch Koeffizientenvergleich
das folgende System an Differentialgleichungen abgelesen werden

d
EU(Z) = 32t45(1)?

%m(l) — U ()t4s(1)
(3.29)
d

atozo

d
ajl(l) = 16t+2(l)2‘

Durch nochmaliges Ableiten der ersten Gleichung erhélt man
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" (1) P2
az- Y
= —124U(1)t2,(1) (3.30)
duU (1)
:—4 —_—
)=

wobei auch die zweite Gleichung Verwendung fand. Diese Differentialglei-
chung zweiter Ordnung wird von der Funktion

U(l) = étanh (A-l+ B) (3.31)

gelost. Die Konstante B folgt aus der Anfangsbedingung

2
B = arctanh (ﬂ> . (3.32)
A
Aus der Ableitung von % = 32t%, kann nun der Koeffizient ¢, bestimmt
werden
dU(l A?
U0 _ A ank® (414 B)) (3.33)
dl 2
somit berechnet sich ;5 zu
A
too(l) = §\/1 ~tanh? (A -1 + B). (3.34)

Aus Gleichung (3.31) und (3.34) folgt der Wert der Konstanten A

A= \JAU(1)2 + 64t 15(1)2 = \/4U2 + 6412, (3.35)

wobei verwendet wurde, dass die Koeffizienten ¢y und ¢,5 zu Beginn des
Flusses gleich sind. Um aus den bisher gewonnenen Ergebnissen Riickschliisse
auf den Koeffizienten der Heisenberg-Wechselwirkung zu ermoglichen kann
die Relation

dJ()
dl

= 16t 5(1)* = %%l(l) (3.36)
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verwendet werden. Durch Integration folgt

(3.37)
= %tanh(A-lJrB)JrC.

Aus der Anfangsbedingung fiir J;(1) ergibt sich die Integrationskonstante

C = —%. Fiir die Koeffizienten folgt somit bei Limesbildung [ — oo
toeff = o
t+2,eff =0

A 1 o
Ueff: 5 = 5 4U02+64t%

2
A UOZ% 1_16(t_0> U

(3.38)

het =3 =575 U, 2
41% 4 3
= 70 +0 (to/Uo)

(Diese effektiven Werte der Koeffizienten stimmen mit den Ergebnissen aus
8, 14] {iberein).

Somit kann auch der effektive Hamiltonoperator angegeben werden, und zwar
]_ el - =
Hegr = U(00) 5D + T + J1(o0) >SS (3.39)
<iyj>

Wie beabsichtigt, dndert dieser die Anzahl der Doppelbesetzungen nicht.
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3.4.4 Erweiterung des minimalen Modells: NN-Modell

Bei der Erweiterung des minimalen Modells werden, wie auch in [8, 14], alle
Beitréige beriicksichtigt, die sich iiber maximal zwei Gitterplatze erstrecken.
Bei der Herleitung der Flussgleichung im lezten Abschnitt traten neben der
Spinwechselwirkung noch zwei weitere Operatoren auf. Der erste dieser Ope-
ratoren lautete

Hpoir = Viair () Z (c;r’ch"chcﬂ + Cz‘,LCz’,TC;TCZT,O . (3.40)

<ij>

Er beschreibt Hiipfprozesse zweier Elektronen von einem doppelt besetzten
Gitterplatz zu einem benachbarten, leeren Gitterplatz.
Der zweite Operator

Hy =V() Y m -7 (3.41)

beschreibt Wechselwirkungen zwischen Elektronen auf benachbarten Gitter-
plétzen, falls auf beiden Pléatzen eine Doppelbesetzung vorliegt. Auch diese
beiden neu betrachteten Operatoren d&ndern die Anzahl der Doppelbesetzun-
gen nicht. Daher tragen sie nicht zum Generator der unitiren Transformation
bei. Zur Bestimmung der Flussgleichung muss jetzt - im Vergleich zum mi-
nimalen Modell - zusétzlich der Kommutator

(1), Hxw () + Hpair (1) + Hy (1)] (3.42)

berechnet werden (Es sei daran erinnert, dass im minimalen Modell auch
auf den Beitrag [n(l), Hun(l)] verzichtet wurde). Bei weiterer strikter Be-
schrinkung auf zwei benachbarte Gitterplatze folgt wiederum durch Koeffi-
zientenvergleich das Differentialgleichungssystem der Koeffizienten
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d
SU() =32t 5(1)°

Gteall) = =20 0a() + e (2V0) — W) - 210

d
=0
dr°

d
ajl(l) = 16t+2(l)2

(3.43)

d 2
SV(D) = —4t(0)

d

anair(l) - 8t+2(l)2.

Um hieraus Losungsfunktionen der Koeffizienten zu gewinnen, macht man
sich die Tatsache zu nutze, dass

diy(l) . dU(l)

dl =1/2 dl
av (1) dU (1)
= Vs (3:44)
VeI, dU(1)

dl =1/4 dl ’

so dass durch Integration unter Berticksichtigung der Anfangsbedingungen

V(0) =0 (3.45)
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fiir die Koeflizienten

) = 5U() - 3Us

1 1
V()= =UW) + s (3.46)
Vhaiel) = 7U(0) = 30s

folgt. Einsetzen dieses Zwischenergebnisses in die Differentialgleichung fiir
tyo(l) fithrt zu

dtyo(l) 7 3
a0 - tio —§U(l) + §U0 . (3.47)
Durch nochmaliges Ableiten der Differentialgleichung fiir U(l) kann mittels
Gleichung (3.47) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung abgeleitet wer-
den

U (1) dt
e~ =g
s (T 3
= 6413, ( —5U() + U0 (3.48)
du (i
= % (=7U(1) + 3U0) -

Da die Funktion U(l) = 2Atanh(A - [ + B) die Differentialgleichung

?U(1) _7dU(l)
- dl
16st, bietet sich als Losung von Gleichung (3.48) die Funktion

U(l) (3.49)

2
U(l) = ?A tanh(A -1+ B) + ;Uo (3.50)

an. Die Konstante B kann wiederum aus der Anfangsbedingung zu B =
arctanh (%) bestimmt werden. Fiir die funktionellen Verlaufe der anderen
Koeffizienten wihrend des Flusses folgt somit
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too(l) = %\/1 — tanh? (A -1+ B)

Ji(l) = étanh (A-l+B)— %Uo
(3.51)
V() = — 2 tanh (A -1+ B) + U,
28 14

A
VpairU) - ﬁtanh (A l+ B) — ?UO

Der Wert der Konstanten A ergibt sich hiermit zu A = 2,/U2 + 28t2. Durch
Limesbildung erhélt man somit die effektiven Koeffizienten

t+2,eff:0
4 t\> 3
Ug = -Upy |1+ 28 —0 2U,
= =0 + Uo> +7 0
J 1498 (Lo U
1eff— A 0 (352>
U Y L + 1y
eﬁ?* 0 ) 14 0
1 th\? 1
Visireg = Ut |1+ 28 — 20,
paireff = = U0 + (U()) -to

Auch diese Werte stimmen mit den Ergebnissen aus [8, 14] iiberein. Der Ko-
effizient #(l) besitzt wiederum wéhrend des ganzen Flusses den konstanten
Wert tyg. Durch Entwicklung des Wurzeltermes sieht man, dass

4t? t4
Jror = 7 +0 (U3> (3.53)

wie auch schon Jj i, den ersten Term der Stérungsrechnung fiir J; reprodu-
ziert, welche bis zur Ordnung O ( ) die Form [8, 14]
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42 24t 33148 18
J=— - O — 3.54
G W+Lw+<m) (8:54)

hat. Im Folgenden sind die bisher auftretenden effektiven Koeffizienten gegen
die Anfangswerte Uy und t, aufgetragen, wobei der Index null weggelassen
wird. Anstelle von ¢ wird die Bandbreite W = 8t verwendet. Als Referenz-
wert findet der fithrende Term der Stérungsrechnung Jl(Q) = % Verwendung.
Die Grofle Ueg der Elektronenabstoffung wird relativ zur Anfangsgréfie U,

aufgetragen (Abbildungen (3.8) - (3.11)).

1,05

- — min
-- NN

0,95
<
5 |
'_>H
09|
0851 -
0 8 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1
o} 04 0,8 1.2 16
W/U

Abbildung 3.8: Verlauf von J; relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U.
Aufgetragen sind die Werte des minimalen und des erweiterten Modells.
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12

U/ Uo

1,15

11

1,05
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Abbildung 3.9: Verlauf von U relativ zu Uy in Abhéngigkeit von W/U. Auf-
getragen sind die Werte des minimalen und des erweiterten Modells.
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Abbildung 3.10: Verlauf von V relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U
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Abbildung 3.11: Verlauf von V,;, relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U

Insgesamt ergibt sich fiir den effektiven Hamiltonoperator die Form

Heg = U(o0 )D+T0+J1 ) Y S+ V(o) > Wi
<i,j> <i,7>

(3.55)
+ Vpair(00) Z (cZTc;r’lcj,lcjj + Cz‘,lCi,TC;r-vTCl-L,l> :

<i,7>
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Abbildung 3.12: Einwirken des Operators aus (3.56) auf die Gitterplitze
(i7j7 k? l)

3.4.5 Plakette und lineare Kette

Im Folgenden werden auch Terme in die Rechnung mit aufgenommen, deren
Einflussbereich sich auf ganze Plaketten oder auf lineare Ketten mit drei Git-
terpunkten erstrecken. Um ein mdoglichst allumfassendes Modell zu erhalten,
werden hierbei alle Terme zugelassen, die sich iiber diese Plétze erstrecken,
d.h. es werden nicht nur spezielle Terme, wie zum Beispiel Spinwechselwir-
kungen, beriicksichtigt. Hierdurch steigt jedoch der Rechenaufwand enorm
an. Da jeder Term mit Hilfe der normal-geordneten Operatoren ausgedriickt
wird, gibt es 16* = 65536 verschiedene Operatoren auf einer Plakette, und
163 = 4096 Operatoren auf einer linearen Ketten. Dies wiirde zusammen eine
Anzahl von 69632 Operatoren ergeben. Da allerdings auch der Einheitsope-
rator Verwendung findet, ist die Anzahl verwendeter Operatoren geringfiigig
kleiner. So beschreiben zum Beispiel die beiden Operatorenmonome

und

onil,y, 3.57
1) ( )

denselben Prozess, der sich lediglich iiber die zwei Gitterpunkte ¢ und j er-
streckt. Daher wurden in der Rechnung nur lineare Ketten verwendet, die
Prozesse beschreiben, die sich wirklich iiber drei sites erstrecken, wie bei-
spielsweise

071,07, (3.58)

)
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Abbildung 3.13: Einwirken des Operators aus (3.57) auf die Gitterplitze
(4, J,m)

Ansonsten werden alle Prozesse mit Hilfe von Operatoren ausgedriickt, die
auf Plaketten wirken. Wie das obige Beispiel verdeutlicht, kénnen Prozesse,
die sich iiber zwei direkt benachbarte Gitterpliatze erstrecken, auch mit Hilfe
von Plaketten ausgedriickt werden, indem zwei Einheitsoperatoren verwendet
werden. Hierdurch kann die Berechnung der Flussgleichung leichter in einem
Computerprogramm implementiert werden, da nur Kommutatoren der Form

[001,771 ’ OO&2,F2 ’ Oasfs ' Oamﬁu O%,F&a ’ Oaﬁfﬁ ' Oa7f7 ’ OO&S,FS] (359)

berechnet werden miissen. Hierbei bezeichnen die Ortsvektoren 7, den Git-
terplatz an dem der jeweilige Operator O, wirkt. Der Index o, € {1,...,16}
spezifiziert den Operator genauer.

Ausgangspunkt fiir die Plakettenrechnung ist der Hamiltonoperator

16
Z Z tNT(Ozz)<l) : Ooq,i . Og@,j : Oa?”k . Oa4,l

<i,7,k,01> ag=1
ze€{1,2,3,4}

(3.60)

+ Z Z dNT?(ﬁz Oﬁw Oﬁzj Oﬁama

i—j—m  Gz=1
ze€{1,2,3}

wobei (i, 7, k,[) im Uhrzeigersinn Gitterpldtze bezeichnen (siehe Abbildung
3.12) und somit alle Plaketten des Gitters mit eingeschlossen werden. Da-
gegen bezeichnen ¢ — j — m drei Gitterpldtze in linearer Anordnung (siehe
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Abbildung 3.13). Auch hier wird die Translationsinvarianz beriicksichtigt, da
iiber alle linearen Dreier-Ketten summiert wird.

Die Koeffizienten der Operatorenmonome werden mit ¢ y,(,,) beziehungsweise
dnras,) bezeichnet. Hierbei ordnet die Bijektion N7 (o) = Nr(oa, g, as, ou)
dem Zahlentupel (ay, g, az,ay) € {1,...,16} x {1,...,16} x {1,...,16} x
{1,...,16} einen Wert € {1,...,65536} zu. Einem bestimmten Operatormo-
nom wird hierdurch ein Koeffizient zugeordnet.

Die Bijektion Nr2(8,) = Nr2(f1, fa, O3) ordnet dem Zahlentupel (31, (2, 83) €
{1,...,16} x {1,...,16} x {1,...,16} einen Wert € {1,...,4096} zu. Die
Operatoren Og, ; und Og, ,,, sollen hierbei jeweils ungleich dem Einheitsope-
rator sein, da solche Operatorenmonome schon bei den Operatoren auf Pla-
ketten mit einbezogen werden.

Die grofle Anzahl an Koeffizienten fiihrt im Endeffekt dazu, dass sehr viele
gekoppelter Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu l6sen sind. Um den
Rechenaufwand zu minimieren, ist es notwendig Symmetrien auszunutzen,
wie beispielsweise Spiegelung und Drehung. Dies bedeutet, dass Monome,
die durch Spiegelung oder Drehung ineinander {iiberfithrt werden konnen,
grundsétzlich den gleichen Koeffizienten besitzen. Da allerdings die Reihen-
folge der Gitterplatzbezeichnung gleich bleiben soll kann es vorkommen,
dass Koeffizienten auf Grund von Operatorenvertauschungen ein umgekehr-
tes Vorzeichen besitzen, dem Betrage nach aber gleich sind.

Wie in den vorigen Beispielen schon erwéhnt wurde, sind auch Koeffizienten
verschiedener Operatormonome gleich, wenn diese durch eine hermitesche
Konjugation ineinander iiberfithrt werden kénnen. Wird hierbei die Reihen-
folge der Gitterplatzbezeichnungen nicht gedndert, so erhélt der Koeffizient
eines Operatormonomes eventuell ein anderes Vorzeichen. Als Beispiel sei
hier auf die beiden Produkte von Operatoren

nicmnjc;r-’la,jaf (3.61)

und

nic;r’Tnjcj,lazaf (3.62)

verwiesen, deren Koeffizienten sich nur um den Faktor —1 unterscheiden.
Gehen Operatormonome durch Spinflip ineinander iiber, so ist auch hier der
Betrag ihrer Koeffizienten gleich. Allerdings wird im Falle eines Spinflips
nur dann das Vorzeichen des Koeffizienten geéindert, wenn mindestens ei-
ner der beiden Operatoren CH oder cjc; im Operatormonom enthalten ist.
Beide Operatoren werden durch eine Spinflipoperation ineinander iiberfiihrt.
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Um allerdings die Darstellung mittels normal-geordneter Operatoren beizu-
behalten, miissen die Erzeuger beziehunsweise Vernichter nach dem Spinflip
umgeordnet werden. Dies bewirkt den Faktor —1.

Durch all diese Symmetriebetrachtungen ist es moglich, die Anzahl verschie-
dener Koeffizienten drastisch zu minimieren. Beispielsweise kann aus dem
Operatorenmonom

Ci,T(l — niyl)n“c;lck,lcmll (363)

mittels Drehung, Spiegelung, Spinflip, hermitescher Konjugation, beziehungs-
weise Spinflip und anschliefender hermitescher Konjugation 32 andere Pla-
kettoperatoren abgeleitet werden. Man braucht also anstatt 32 Koeffizienten
nur einen einzigen zu betrachten. Somit reduziert sich auch die Anzahl der
zu losenden gekoppelten Differentialgleichungen, was sich in einer geringeren
Computerlaufzeit und geringerem Speicherbedarf bemerkbar macht.

Zur Berechnung des Generators wird der komplette Hamiltonoperator (3.60)
verwendet. Auch hier leisten wiederum nur Operatoren einen Beitrag, die die
Anzahl der Doppelbesetzungen verdndern.

Abbruchkriterium fiir die Berechnungen

Bei der Wahl eines geeigneten Abbruchkriteriums spielt die Gréle ROD (re-
sidual off-diagonality), welche schon in Abschnitt 3.4.2 erwdhnt wurde, eine
entscheidende Rolle. Diese wird als Summe der Quadrate der Koeffizienten
von Operatoren definiert, welche die Anzahl der Doppelbesetzungen édndern.
Die Grole ROD ist somit ein Mafl dafiir, inwieweit diese Terme zu einem
bestimmten Zeitpunkt des Flusses eliminiert wurden [8]. Bei der hier durch-
gefithrten numerischen Integration verschwindet allerdings die Summe der
Quadrate nicht ganz. Daher wird eine sehr kleine, von null verschiedene Gren-
ze festgelegt, unterhalb derer die Rechnung abgebrochen werden kann. Somit
sind auch die entsprechenden Koeffizienten, welche zu ROD beitragen, ver-
nachldssigbar klein.

In Abbildung (3.14) ist der Verlauf der Residual off-diagonality bei der Pla-
kettenrechnung fiir verschiedene Werte von W/U wéhrend des Flusses loga-
rithmisch gegen die dimensionslose Variable [ - U aufgetragen, da sich ROD
exponentiell dem Wert null ndhert. Dieses exponentielle Verhalten ergab sich
auch bei den entsprechenden Rechnungen in [8, 14]. Dagegen folgte aus ana-
logen Berechnungen bei der Dopelplakettenrechnung fiir W/U > 1.12 ein
nichtmonotones Verhalten der ROD. Allerdings ist in diesem Parameterbe-
reich, wie in Kapitel 4 ndher erlautert wird, eine Ableitung des effektiven
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Modells sowieso nicht mehr moglich.
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Abbildung 3.14: Verlauf der Residual off-diagonality bei der Plakettenrech-
nung wahrend des Flusses

Im Gegensatz zur Doppelplakettenrechnung in den Referenzen [8, 14] ist der
Verlauf der ROD in der Plakettenrechnung selbst bei W/U = 1.6 monoton
fallend.

Zu Beginn des Flusses (I = 0) tragen nur die Operatoren 7’5 und T_5 zur
Residual off-diagonality bei. Genau genommen sind das sowohl bei T 5 als
auch bei T, jeweils acht Terme (Zwei Spinrichtungen und jeweils Hin- und
Zuriickhiipfen in x- und y-Richtung). Somit ergibt sich ein Startwert von
ROD(1=0) = 8t3, + 8%, = 16¢*.
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Abbildung 3.15: Betrachtung von Operatoren, welche auf einer Doppelpla-

OO000O0
C0000O
OO000O0
OO0000O0

Abbildung 3.16: Betrachtung von Operatoren, welche auf einer linearen Kette
mit vier Gitterplatzen wirken

Effektives Modell

Im Folgenden werden die Resultate der Plakettenrechnung présentiert. Diese
entsprechen den Werten aus den Referenzen [8, 14]. In diesen Arbeiten wur-
den auch Rechnungen durchgefiihrt, die Operatoren enthalten, welche auf
Doppelplaketten oder linearen Ketten mit vier Gitterplitzen wirken (Ab-
bildungen (3.15) und (3.16)). Ebenfalls wurden in [8, 14] Rechnungen mit
Operatoren unternommen, welche auf bis zu vier Gitterpldtzen wirken, aber
in das Schema der Abbildungen (3.15) und (3.16) passen. All diese Wer-
te wurden auch hier zum Vergleich in die Abbildungen mit aufgenommen
(durch ,IV“ beziehungsweise durch , Doppelplakette” gekennzeichnet).
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Spinwechselwirkungsterme

Bisher wurde an Spinwechselwirkungsoperatoren nur der Ausdruck der Heisenberg-
Wechselwirkung

Hxww=J1 Y S5 (3.64)

<iyg>

verwendet, welcher die Austauschwechselwirkung zwischen Spins benachbar-
ter Gitterpliatze beschreibt. Die Erweiterung des bisherigen Modells macht
es moglich, neben J; auch Spinwechselwirkungen zwischen Gitterplatzen zu
betrachten, die diagonal benachbart sind (.J,), also einen Abstand von v/2a
zueinander aufweisen. Hierbei soll @ den Abstand zwischen direkt benach-
barten Gitterplatzen bezeichnen. Des Weiteren soll auch der Koeffizient des
Heisenberg-Operators betrachtet werden, bei dem die beiden Spins 2a vonein-
ander entfernt sind (J3), also an Enden einer linearen Dreier-Kette lokalisiert
sind.

1+ S — Plakette n
| min |
-1V
- Doppelplakette
0,95

0,85

08 \ \ \
) 04 0,8 1,2 16

Wiu

Abbildung 3.17: Verlauf von J; relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U. Zum
Vergleich sind auch die Werte des minimalen Modells und dessen Erweiterung
aufgetragen
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Abbildung 3.18: Verlauf von J, relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U
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Abbildung 3.19: Verlauf von J; relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U
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In Abbildung (3.17) wird die GroBle des Koeflizienten J; der bisherigen Mo-
delle miteinander verglichen. Wahrend das minimale Modell hier fiir alle
verschiedenen Anfangswerte die grofiten Werte liefert, sind sich die Koeffizi-
enten der beiden letzten Modelle recht &hnlich, wobei das Einbeziehen von
Plaketten und linearen Ketten leicht hohere Koeffizienten verursacht. Auch
das Einbeziehen von Operatoren mit groflerem Wirkungsbereich bringt kaum
Anderungen im Koeffizienten J; hervor.

Anhand der Abbildungen (3.17)-(3.19) ist ersichtlich, dass die Koeffizienten
Jo und J3 viel kleinere Werte annehmen als J;. Bei W/U = 0.64 ergibt sich
beispielsweise Jy/J; = 0.00645 und J3/J; = 0.00604. Somit konnte in einer
Vereinfachung des effektiven Modells auf die entsprechenden Terme verzich-
tet werden, da diese Spinwechselwirkungen eine viel geringere Rolle spielen
als solche, die zwischen direkt benachbarten Elektronen st%ttﬁnden.

t

Wiéhrend J; fiir kleine Werte von W/U proportional zu  ansteigt, zeigen

sowohl J5 als auch J;3 ein Verhalten proportional zu 5—43 Tragt man den Lo-
garithmus von J,/ % gegen den Logarithmus von W/U auf, so erhdlt man
eine Gerade der Steigung zwei. Folglich ist die Grofe Jo/ % fiir kleine W/U

proportional zu 5—22 und somit Jy proportional zu 5—43 Das gleiche Ergebnis
erhalt man auch fir Js.

Das Potenzverhalten der betrachteten Koeffizienten kann man sich folgen-
dermafien verstédndlich machen: Geht man zunéchst davon aus, dass zwei
benachbarte Gitterpunkte jeweils von einem Elektron besetzt sind, so ist es
eventuell moglich, dass eines der beiden Elektronen auf den einfach besetz-
ten Nachbargitterplatz springt. Unmittelbar nach diesem ersten Hiipfprozess
springt eines der beiden Elektronen wieder zuriick auf den nun leer gewor-
denen Gitterplatz. Springt dabei das andere Elektron zuriick, so bedeutet
dies einen Austausch zwischen den Spins und damit eine effektive Spin-Spin
Wechselwirkung[1]. Da hierbei zwei Hiipfprozesse der Ordnung ¢ beteiligt
sind, hat der Koeffizient J; die fithrende Ordnung %

Entsprechende Hiipfprozesse, welche effektive Spinwechselwirkungen zwischen
diagonal benachbarten Spins beziehungsweise zwischen Spins der Entfernung
2a hervorrufen sind jeweils von der Ordnung % Insgesamt sind somit J, und

J3 von der Ordnung 5—43
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Abbildung 3.20: Verlauf von Jyi,e relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U

AuBer diesen Spinwechselwirkungen kann man auch Wechselwirkungen von
vier Spins betrachten, die sich an den Eckpunkten einer Plakette befinden.
Der wichtigste dieser Terme ist der Operator der Ring-Wechselwirkung [19,
20, 21, 12, 22, 23, 8, 14]

Hiing = Jring Z [(gz : 5]) (gk : §l> + (gz : 5_1)1) <§] : gk)

<i,5,k, 0>
~(8-8) (8-9) (3.65)

wobei (i, j, k,l) wiederum fiir Gitterpliatze in zyklischer Ordnung einer Pla-
kette stehen. Ein weiterer Operator, der sich iiber eine ganze Plakette er-
streckt, ist der folgende Spinoperator

o =7y <§ ~ 51) (53 : §l> , (3.66)

<i,7,k,0>

wobei die Wechselwirkung der Spins hier zunéchst diagonal erfolgt.

Anhand der Abbildungen (3.20) und (3.21) wird ersichtlich, dass auch der
Einfluss des letzten Operators relativ klein ist. Dagegen nimmt der Koeffizi-
ent Jying beachtliche Werte an, so dass der Operator der Ring-Wechselwirkung
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Abbildung 3.21: Verlauf von J* relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U

einen wichtigen Beitrag zum effektiven Hamiltonoperator leistet. Durch lo-
garithmisches Auftragen wird klar, dass Jyn, von der Ordnung [t]—t und J*
von der Ordnung 5—65 ist (vergleiche auch Referenz [22]). Die Kalkulationen
der Doppelplakettenrechnung aus [8, 14] ergaben bei allen hier betrachteten
Spinkoeffizienten betragsméflig groflere Werte.
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Hiipfterme

Aufler Spinwechselwirkungsoperatoren treten im effektiven Hamiltonoperator
auch Beitrige auf, die eine Bewegung von Ladungstriagern beschreiben, wobei
allerdings die Anzahl der Doppelbesetzungen unveréandert bleibt. Ein Beispiel
fiir solch einen Operator ist Tj, der auch schon Bestandteil des Ursprungs-
hamiltonians ist. Der Koeffizient dieses Operators relativ zum Anfangswert
to(0) war in den beiden vorangegangenen Modellen unabhéngig von W/U.

Dies dndert sich nun bei der Einbeziehung von Plaketten und linearen Ketten
(Abbildung 3.22).

I
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0,95 BN Doppel plakette
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Abbildung 3.22: Verlauf von ¢, relativ zu ¢y(0) in Abhéngigkeit von W/U

Wie auch bei den Spinwechselwirkungen kénnen nun Hiipfprozesse diagonal
oder auch iiber einen Gitterplatz in x- oder y-Richtung erfolgen. Die vom
Elektron itberwundene Distanz betriigt hier wiederum v/2a beziehungsweise
2a. Die Koeffizienten aller im Folgenden présentierten Hiipfoperatoren sind
von der Ordnung % Die Operatoren solcher Prozesse lauten analog zu Ty

Ty=1t Z [(1—nip) e (1—n50) + nwc;rﬁcj,gnj,g +hec]  (3.67)
((@.d)),0

und



60 KAPITEL 3. HUBBARD-MODELL

Tél = t" Z [(1 — ’I’LZ‘J) C;EC‘]‘,g (1 - njﬂ) + ni70'C;ECj,Enj,0' + h.C.], (368>
({00

wobei ((i, 7)) gegeniiberliegende Gitterplitze beschreiben. (((i, j))) steht hier-
bei fiir Gitterplédtze, die zweifachen Gitterabstand haben. Den Abbildungen
(3.23) und (3.24) ist die Abhéngigkeit dieser beiden effektiven Koeffizienten

von den Anfangswerten U und ¢ zu entnehmen.
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Abbildung 3.23: Verlauf von ¢ relativ zu ¢y(0) in Abhéngigkeit von W/U

Beide Koeffizienten sind negativ. Allerdings nimmt der Koeffizient ¢’ dem
Betrage nach groflere Werte an als t”. Dies liegt daran, dass Hiipfprozesse
auf Grund der geringeren Distanz héufiger diagonal vorkommen als linear
iiber einen anderen Gitterplatz hinweg.

Aufer diesen spinunabhéngigen Hiipftermen liefern auch spinabhéngige Hiipf-
terme vergleichbare Beitrédge zum effektiven Hamiltonoperator. Die Opera-
toren dieser spinabhéngigen Vorgénge haben die Form
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Abbildung 3.24: Verlauf von t” relativ zu ¢y(0) in Abhéngigkeit von W/U

Tlo=t, > A{[(1=nia)clz0:5¢50—ng)- Sk
<i>k7j>§a:,8

—i—[ni,acl’a&aﬁcjﬁnm] - S+ h.c} (3.69)

beziehungsweise

Tl=t! > Al =nia)clz6a50¢,5 (1 —n5p)] - Sk
((i,k,5))50.8

+[ni7acza&’aﬁcjﬁnj7@] . gk + hC} (370)

Hierbei steht (i, k, j) fiir drei Gitterpunkte, wobei i und k& und auch k£ und j
direkt benachbart sind. ¢ und j hingegen sind diagonale Nachbarn. ((i, k, j))
bezeichnet drei Gitterpunkte entlang einer linearen Kette. o 7 steht fiir einen
Vektor, dessen drei Komponenten die Pauli-Spin-Matrizen sind, wobei durch
@ und [ die jeweilige Matrixkomponente angesprochen wird. Diese beiden
spinabhéngigen Hiipfterme sehen relativ kompliziert aus. Um sich ein Bild
davon zu machen, welche Prozesse diese Operatoren beschreiben, ist es sinn-
voll einzelne der darin enthaltenen Operatormonome explizit zu betrachten.
Ein Beispiel fiir ein solches Operatormonom lautet
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(1—mig) el oyeir (1—ny).

Bei diesem Prozess springt ein isoliertes Spin up Elektron auf einen diago-
nal benachbarten Gitterplatz. Wéahrend dieses Hiipfprozesses kommt es zu
einem Spinflip des gehiipften Elektrons. Dieser Spinflip wird kompensiert
durch einen entgegengesetzten Spinflip auf dem benachbarten Gitterplatz k.
Die Abbildungen (3.25) und (3.26) zeigen den Verlauf dieser beiden Hiipfele-
mente, der sich im positiven Bereich erstreckt. Sowohl ¢/ als auch t? sind von
gleicher Groflenordnung wie auch t'.

Wiéhrend die Koeffizienten der Spinwechselwirkungsterme in allen hier présen-
tierten Abbildungen glatte Funktionen von W/U sind, weisen die Koeffizien-
ten der Hiipfterme fiir die Doppelplakettenrechnung eine plotliche Anderung
des Kurvenverlaufs bei W/U = 1.35 auf. Dies liegt am nicht monotonen Ver-
lauf der Residual off-diagonality fiir die Doppelplakettenrechnung [8, 14]. A.
Reischl fand jedoch heraus, dass eine Ableitung des effektiven Modells ohne-
hin nur in einem Parameterbereich unterhalb von W/U ~ 0.9 moglich ist.
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Abbildung 3.25: Verlauf von ¢/, relativ zu ¢,(0) in Abhéngigkeit von W/U
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Abbildung 3.26: Verlauf von t” relativ zu ¢y(0) in Abhéngigkeit von W/U

Wechselwirkungsterme

Der erste Koeffizient, der betrachtet wird, beschreibt die Gréfle der Wechsel-
wirkung zwischen Elektronen, die sich am selben Gitterplatz befinden. Hierzu
konnten schon effektive Werte in den ersten beiden betrachteten Modellen ge-
wonnen werden. Bei der Erweiterung der Modelle féllt auch hier auf, dass das
Ergebnis der Doppelplakettenrechnung bei W/U = 1.3 eine plétzliche Ande-
rung des Kurvenverlaufs aufweist (Abbildung 3.27). Dies geschieht allerdings
im Parameterbereich oberhalb W/U = 0.9. Insgesamt liefert das NN-Modell
die kleinsten Werte fiir die ElektronenabstofSlung U. Der Verlauf des Koeffi-
zienten ist aber in allen betrachteten Modellen recht dhnlich (Zumindest im
giiltigen W/U - Bereich).

Schon bei der Betrachtung von Termen, die sich auf lediglich zwei benachbar-
te Gitterplédtze beschrianken, traten Wechselwirkungsterme zwischen Doppel-

besetzungen auf. Dies war zum einen die
Dichte-Dichte Wechselwirkung

Hy =V m;-n;. (3.71)
(4,3)

Da der Operator n die Anzahl der vorhandenen Elektronen relativ zu halber
Fiilllung angibt, liefert der Term nur dann einen Beitrag, wenn zwei benach-
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Abbildung 3.27: Verlauf von U relativ zu U(0) in Abhéngigkeit von W/U

barte Plitze von zwei Elektronen und/oder keinem Elektron besetzt sind. Ein
solcher Dichte-Dichte Operator kann natiirlich auch fiir diagonale Nachbarn
betrachtet werden
Hy=V' > nm;. (3.72)
((i.9))

Auf Grund des etwas grofleren Abstandes sind hierbei fiir den Koeffizienten
V' dem Betrage nach kleinere Werte zu erwarten, was durch die Abbildungen
(3.28) und (3.29) auch bestatigt wird.

In Abbildung (3.28) wurde als Vergleichswert zusétzlich noch der Verlauf
des Koeffizienten V' im NN-Modell angegeben. Dieser nimmt dem Betrage
nach etwas kleinere Werte an, als in der hier durchgefiihrten Plakettenrech-
nung. Tragt man den Logarithmus von V/ J1(2) gegen den Logarithmus von
t/U auf, so erkennt man fiir kleine W/U - Werte, dass V' proportional zu %,

wéahrend V' sogar proportional zu [t]—t ist. Dies ist auch verstdndlich, da die
Dichte-Dichte Wechselwirkung zwischen benachbarten Gitterplétzen durch
Hiipfprozesse entstehen, welche jeweils proportional zu t sind. Die entspre-
chenden Hiipfprozesse zwischen diagonal benachbarten Gitterplatzen sind
jeweils von der Ordnung % Die plotzlichen Anderungen im Kurvenverlauf
der Doppelplakettenrechnung treten erst oberhalb von W/U = 0.9 auf.
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Abbildung 3.28: Verlauf von V relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U
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Abbildung 3.29: Verlauf von V' relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U
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Abbildung 3.30: Prozess beschrieben durch H’

pair
Ein weiterer Operator, der zwei Doppelbesetzungen betrifft, ist der Operator
Hpnir = Voair Z (CI,TCZT,iijlevT + h.c.> : (3.73)
(6,3)

Hierbei bewegen sich zwei Elektronen von Gitterplatz j zum benachbarten,
noch leeren, Gitterplatz ¢ und umgekehrt. Bei den beiden nun betrachteten
Operatoren

H{Jair = V;air Z {(CL,UCJIL,EC@ETLZ':UCLU(1 - njf)
(i,k,5),0
—I—CL’UCL’ECZ‘f(l — Ny )Cj oMz + h.c.}. (3.74)
und
Hll)lair = ‘/;;ir Z {<Clt,oclt:,50iﬁnivgcjﬂ<1 - njﬁ)

((ik.3)),0
—|—CL’UC};EC,'3(1 — Niy)CjoNjz + h.c.}. (3.75)
werden ganz dhnliche Prozesse betrachtet. Allerdings sind hier drei Gitter-
plédtze involviert; entweder drei Gitterplédtze einer Plaquette ((i,k, j)) oder

drei Gitterpunkte einer linearen Kette ({(i, k,))). Abbildung (3.30) veran-
schaulicht die beschriebenen Prozesse.
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Ein Elektron mit Spin o springt von Gitterplatz ¢« zum Gitterplatz k, gleich-
zeitig springt ein Elektron mit Spin @ von Platz j nach k. Durch diesen Pro-
zess wird allerdings nicht die Anzahl der Doppelbesetzungen (2) geéndert.
Die Stelle £ war schon vorher eine Stelle mit Doppelbesetzung. Lediglich ¢
und j haben durch den Prozess ihren Status vertauscht. Die Abhéngigkeiten
der effektiven Koeffizienten Vi, Vi, und V7, von den Anfangswerten von

t und U sind in den Abbildungen (3.31) — (3.33) aufgetragen.
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Abbildung 3.31: Verlauf von V., relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W /U

Man erkennt, dass die Koeffizienten V. und V; etwa halb so grof} sind wie
der Koeffizient Vi, aber untereinander nahezu gleiche Werte besitzen. Dies
liegt daran, dass in den Operatoren Hj; und H] ; jeweils zwei Gitterpunkte
Ausgangspunkte von Elektronenhiipfen sind, im Operator Hp,;, liegt nur ein
Ausgangsgitterpunkt vor, der sich im entsprechenden Zustand befinden muss.
Zum anderen erfolgen die in den Operatoren H . und Hj; enthaltenen
Hiipfprozesse jeweils zum néchsten Nachbarplatz, unabhéngig davon, ob eine

lineare Kette oder eine Plakette vorliegt.
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Abbildung 3.32: Verlauf von V! . relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U
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Abbildung 3.33: Verlauf von V. relativ zu Jl(Q) in Abhéngigkeit von W/U

pair
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Abbildung 3.34: Prozess beschrieben durch V], ,

Zuletzt werden wie auch in Referenz [8, 14] Wechselwirkungsoperatoren der
Form

vri,O =V, Z {1 - ni,a)ci‘r,acjﬁ(l — 15,5) Tk
(i,k,5)50,08

+n,~7acj,acj75nj7gﬁk + h.c.} (3.76)

und

V9=Vl Y {1 —nia)elze;5(1 = njg)my
((i,k,5))500,8

—i-ni’acj?acj’gnj’gﬁk + hC} (377)

betrachtet (sieche Abbildung 3.34).

Hierbei sind wiederum zwei Doppelbesetzungen beteiligt, da beispielsweise
das Elektronenhiipfen von Gitterplatz j zu Gitterplatz ¢ nur dann stattfindet,
wenn Platz k& doppelt besetzt ist. Man kann somit diese beiden Operatoren in
den Kreis der Wechselwirkungsoperatoren zwischen zwei Doppelbesetzungen
aufnehmen. Den Abbildungen (3.35) und (3.36) entnimmt man, dass beide
Koeffizienten eine dhnliche Grofle besitzen. Durch logarithmisches Auftragen
erkennt man wiederum, dass Viair, Vi, Vi, Vo und V)7 fiir kleine Werte von

pair’ ¥ pair’
W /U proportional zu & sind. Dieses Potenzverhalten ist wiederum verstiand-
U

lich, da alle diese betrachteten Wechselwirkungen durch Hiipfprozesse ent-
stehen, welche jeweils von der Ordnung ¢ sind.
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Abbildung 3.35: Verlauf von V! relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U
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Abbildung 3.36: Verlauf von V)" relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit von W/U
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3.5 Ableitung eines effektiven Modells abseits
halber Fiillung

3.5.1 Referenzensemble

Wie auch im Falle halber Fiillung ist der Ausgangspunkt der Betrachtun-
gen ein Referenzensemble, dessen statistischer Operator Wahrscheinlichkei-
ten enthélt, die Gitterplézte in einem bestimmten Zustand anzutreffen. Bei
halber Fiillung ging man davon aus, dass jeder Gitterplatz mit einer Wahr-
scheinlichkeit von % entweder von einem Spin ,up‘ - oder einem Spin ,down'
- Elektron besetzt ist. Abseits halber Fiillung soll auflerdem der lokale Zu-
stand |0) moglich sein, und zwar mit einer Wahrscheinlichkeit 6. Man spricht
hierbei von Lochdotierung (Die Elektronendotierung, das heifit ein zusatzli-
cher lokaler Zustand |T|) mit Wahrscheinlichkeit § anstelle von |0), ist auf
einem paaren Gitter gleichwertig zur Lochdotierung, da hier eine Teilchen-
Loch-Symmetrie vorliegt. Ein paares Gitter lédsst sich in zwei Untergitter A
und B aufteilen. Hierbei sind alle ndchsten Nachbarn von Gitterpunkten aus
A Gitterpunkte von B und umgekehrt. Ein quadratisches Gitter hat diese
Eigenschaft). Der statistische Operator des neuen Referenzensembles lautet

po =TT Ualf] + D) + 810}a(ol) (375)

Da alle Operatoren wiederum in normal-geordneter Form angegeben werden,
miissen auch fiir diesen Fall zunéchst 16 normal-geordnete Operatoren ermit-
telt werden. Sie sind so zu wéhlen, dass ihre Spur bziiglich ps verschwindet.
Analog zu Gleichung (3.11) soll also

1—-4
(Oi)reg :=Tr (Osps) = 5 (T O [T)i +i (T Oi |1)s) + 040 | O; | 0);

=0
(3.79)

gelten. Hierbei bleiben die meisten Operatoren aus Abschnitt 3.2.1 erhalten.
Lediglich die beiden Operatoren

QHTTLL — nT — nl + 1 (380)

und
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n=n;+n —1 (3.81)

werden leicht modifiziert. Der erste neue Operator fiir Dotierung lautet

2nTnl —ny—n + (1 — (5) (382)

Jeder Doppelbesetzung wird hierbei der Wert 1 — ¢ zugewiesen. Liegt eine
lokale Einfachbesetzung vor, so wird diese mit einem Wert —¢§ gezéhlt. Der
zweite modifizierte Operator

ﬁ(;:mjtni—(l—d) (383)

gibt die Anzahl der Elektronen relativ zur mitleren Fiillung 1 — ¢ an. Kon-
sistenterweise muss im Folgenden das Ergebnis jeder Kommutator- bezie-
hungsweise Antikommutatorberechnung wieder als Linearkombination dieser
16, zum Teil neuen, Operatoren ausgedriickt werden, wie zum Beispiel bei
der Berechnung von

1 1, 1
{nlcT,nicU:§~(nT+nl—(1—5))—§-a—1—5(1—6)‘1. (3.84)

3.5.2 Benachbarte Gitterplitze

Nun soll, wie auch im Falle halber Fiillung, die Flussgleichung aufgestellt
werden, mit dem Zweck ein effektives Modell zu erhalten, in dem die Anzahl
der Doppelbesetzungen eine Erhaltungsgrofie ist. Die Rechnung wird exem-
plarisch zuerst mit Operatoren durchgefiihrt, die sich iiber maximal zwei
benachbarte Gitterpliatze erstrecken. Der Generator bleibt von der Tatsache,
dass wir uns abseits halber Fiillung bewegen, unberiihrt. Er lautet weiterhin

n(l) = (D, H(1)]. (3.85)

Der Ausgangshamiltonoperator in normal-geordneter Form lautet

U -~ U 1
- b+ U (5 _ 5) Tyt Tho + Toa, (3.86)

wobel
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Ds =" (2nigniy — nig —niy +(1-0)). (3.87)

i

Am Aussehen der kinetischen Terme éndert sich nichts. Wahrend das Ergeb-
nis des Kommutators

(1), Hus(D] = [n(1), Hy (1)]

Uél) D (3.88)

= [2T"o — 2T,

schon in neuer normal-geordneter Form vorliegt, bringt die verdnderte Nor-
malordnung in

[7(1), To(1) + Tia(l) + T2(1)] =[2T%2 — 2T, To(1) + Th2(1) + T-2(1)]

:4[T+27 T72]
1~
=325t 5 - 5 Ds

+16tiot_o Yy SiS;

<i,5>

A g (3.89)

<i,7>

+8tyat o Y (CZ,TCI,lCJ,iCj,T + Ci,icz'mc}nch)
<i,j>

+ 160t ot 5 » Mg

+ ...

eine Neuerung hervor. Werden im minimalen Modell wiederum nur die Ope-
ratoren Hy s, Tp und Hyy betrachtet, so ergibt sich hieraus bei Lochdotierung
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keine Anderung zum nichtdotierten Fall. Lediglich der Operator des chemi-
schen Potentials

Hy = (1) Y s (3.90)

tritt im erweiterten Modell als Neuerung auf. Da allerdings [n(l), H,(l)] = 0
ist, werden die Koeffizienten der anderen Operatoren von diesem neuen Ope-
rator nicht beeinflusst.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt wiederum das System gekoppelter Diffe-
rentialgleichungen aus Gleichung (3.43). Auflerdem tritt die Differentialglei-
chung

d

EZ“(D = 16612, (3.91)

hinzu. Aus der unverdnderten Losung

2
U(l) = ?Atanh (A-l+B)+ gUo (3.92)

kann mittels der Anfangsbedingung 1(0) = 0 und Integration der Gleichung
(3.91)

u(l) = SU(1) - S0,
(3.93)
o 2

gefunden werden. Am Verlauf der iibrigen Koeffizienten wihrend des Flusses
andert sich nichts. Da sich somit auch die Konstante A nicht dndert, erhélt
man

) 2
of = =A — =0U,
Heft 7 7 0

(3.94)

2 t\? 2
== 14928 =) =2
57U + 8(U) 7ML
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wobei wiederum bei den Anfangswerten ¢ und U der Index null weggelassen
wurde. Durch Entwicklung der Wurzel erhédlt man fiir kleine Werte von W/U
in fithrender Ordnung

4t? ¢
ff=0—+0—=]. 3.95
par =07 +0 (1) (3.99)
In den Abbildungen (3.37) —(3.40) ist der Koeffizient ji.s; im Falle von Loch-
dotierung fiir verschiedene Werte von ¢ relativ zu JI(Q) = % aufgetragen.
01
0,095 .
9,
S 009 |
0,085 .
Il ‘ Il ‘ Il ‘ Il
0 04 08 12 16
WU

Abbildung 3.37: Verlauf von p relativ zu J1(2), bei einer Dotierung von § = 0.1,
in Abhéngigkeit von W/U
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0,2

0,19

ﬁ-—l
7018

0,17

0,16

0 0,4

0,8
W/u

12

16

Abbildung 3.38: Verlauf von p relativ zu J1(2)7 bei einer Dotierung von § = 0.2,
in Abhéngigkeit von W/U

0,4

0,38

036

0,34

0,32

0 0,4

0,8
wiu

12

16

Abbildung 3.39: Verlauf von yu relativ zu J1(2), bei einer Dotierung von 6 = 0.4,
in Abhéngigkeit von W/U
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0,8
0,75+ _
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W/U

Abbildung 3.40: Verlauf von p relativ zu Jl(z), bei einer Dotierung von 6 = 0.8,
in Abhéngigkeit von W/U
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3.5.3 Plakette und lineare Kette

Im Folgenden sollen nun Ergebnisse présentiert werden, sie sich bei Dotie-
rung unter Einbeziehung von Plaketten und linearen Ketten ergeben. Die
Rechnungen werden analog zu den bisherigen vorgenommen. Auch bei Do-
tierung ist die Groe ROD bei allen Werten W /U eine exponentiell fallende
GRoBe. Abbildung (3.41) zeigt beispielsweise den Verlauf der Residual off-
diagonality bei der sehr hohen Dotierung § = 0.8.

1
— W/U=0.16
W/U=0.48
I —-- W/U=0.8
1e05F- - WU=1.12 E
>
B
c
o
g’ E
e E
w le-l0F —
o
©
=)
3
B
o E
le15F 3
1e20F ‘ ‘ E
““o 5 10 15

Abbildung 3.41: Verlauf der Residual off-diagonality wahrend des Flusses,
bei einer Dotierung von § = 0.8, fiir verschiedene Werte von W/U

Operator des chemischen Potentials

Zunéchst soll der Koeffizient des im letzten Kapitel neu aufgetretenen Opera-
tors des chemischen Potentials auch im Plakettenmodell betrachtet werden.
In den Abbildungen (3.42) bis (3.45) ist der Verlauf des Koeffizienten p re-
lativ zu J1(2) fiir die Dotierungen 6 = 0.1, 6 = 0.2, 6 = 0.4 und = 0.8 in
Abhéngigkeit von W/U aufgetragen. Zum Vergleich sind auch die Werte aus
dem vorangegangenen Kapitel aufgetragen.

Man erkennt, dass der Kurvenverlauf u/ J1(2) bei der Plakettenrechnung von
der Ordnung (%)4 ist, wihrend die entsprechenden Werte des NN-Modells
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proportional zu (5)2 verlaufen. Der Startwert bei W/U = 0 ist jeweils gleich
d.

Somit ergibt sich fiir den Koeffizienten p, dass der Term fithrender Ordnung
bei der Plakettenrechnung, nédmlich (5%, erhalten bleibt. Der Beitrag der
Ordnung 5—2 verschwindet bei der Plakettenrechnung, so dass der Koeffizient
i von der Form

s o (L (3.96)
Heff Plakette — TrE .
U U»
ist.
(o 1| M— — |
0,095 -
Q L
S5 N
< 0091 _
— Plakette
0,085 -~ NN -
1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1
0 04 08 12 16
WU

Abbildung 3.42: Verlauf von pu bei einer Dotierung von ¢ = 0.1 relativ zu JI(Z)
in Abhéngigkeit von W/U
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3 0,18} N _

L — Plakette .
0,17 NN
016 \ \ \
0 04 0,8 1,2 16
W/U

Abbildung 3.43: Verlauf von p bei einer Dotierung von § = 0.2 relativ zu Jl(z)
in Abhéngigkeit von W/U

04

0,38

N

S 0,36 —
| — Plakette —
0,34 - NN
0,32 \ \ \
0 04 08 1,2 16
Ww/u

Abbildung 3.44: Verlauf von p bei einer Dotierung von § = 0.4 relativ zu J1(2)
in Abhéngigkeit von W/U
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0,8

0,75

(2

1

L
= 07— ) N |
| — Plakette S
0,65 N
0.6 \ \ \
"0 04 0,8 1.2 16
W/U

Abbildung 3.45: Verlauf von u bei einer Dotierung von ¢ = 0.8 relativ zu JI(Q)
in Abhéngigkeit von W/U



82 KAPITEL 3. HUBBARD-MODELL

Spinwechselwirkungen

Nun soll zunéchst der Einfluss der Elektronendotierung auf die Koeffizienten
der Spinwechselwirkungsoperatoren untersucht werden. In Abbildung (3.46)
ist der Verlauf des Koeffizienten J; der Austauschwechselwirkung zwischen
benachbarten Spins exemplarisch fiir einige Werte von § aufgetragen. Der Ab-
bildung (3.47) kann die Anderung des Koeffizienten .J; fiir sémtliche mogli-
che Dotierungen zwischen null und eins relativ zum undotierten Wert bei
% = 0.64 entnommen werden. Wie man sieht, beeinflusst der Grad der Do-
tierung die Werte des Heisenberg-Koeffizienten kaum. Zwar werden die Werte
von J; geringfiigig grofler, doch ist insgesamt ein Zuwachs um weniger als ein

Prozent zu verzeichnen.

0,95

:N\P’\—l
= 09

—

0,85

Wiu

Abbildung 3.46: Verlauf von J; bei Dotierung relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit
von W/U

Anders reagiert hingegen der Koeffizient der Spinwechselwirkung zwischen
diagonal benachbarten Spins auf Dotierung. Auch dieser wéchst bei zuneh-
mender Dotierung an, teilweise werden sogar dreifach hohere Werte als bei
Nichtdotierung angenommen (Abbildung (3.48) und (3.49)).
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1,01

0,995

0,99 ‘ ‘

Abbildung 3.47: Verlauf von J; bei Dotierung relativ zu J; ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von &

0,08
— 0=0
6=0.2
-- 0=04
0,06 -- 0=0.6 -
- 5=0.8
ﬁ\ Nl
T omf i
'_>N
0,02
0 TR |
0 04 0,8 1,2 1,6

WiJ

Abbildung 3.48: Verlauf von J, bei Dotierung relativ zu .]1(2) in Abhéngigkeit
von W/U
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35—

15 _

Abbildung 3.49: Verlauf von J, bei Dotierung relativ zu J, ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von ¢

0,03

0,025

0,01

0,005

Abbildung 3.50: Verlauf von J3 bei Dotierung relativ zu J1(2) in Abhéangigkeit
von W/U
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Auch beim Koeffizienten J; ist im Gegensatz zum Koeffizienten J; ein deutli-
cher Einfluss der Dotierung zu verzeichnen. Auch hier wichst der Koeffizient
mit zunehmender Dotierung. Allerdings ist der Effekt im Vergleich zum Ko-
effizienten Jy nicht ganz so grof§ (Abbildung (3.50) und (3.51)).

15

141 _

13- _

30) 13,

12+ _

11 _

Abbildung 3.51: Verlauf von J3 bei Dotierung relativ zu J; ohne Dotierung
fiir ¥ = 0.64 in Abh#ngigkeit von §

Der Koeffizienten der Ringwechselwirkung Jyine, dndert sich, ebenso wie der
Koeffizient der Heisenberg-Wechselwirkung, bei zunehmender Dotierung kaum
(Abbildung (3.52) und (3.53)). Eine mogliche Dotierung hat also fast keinen
Einfluss auf die beiden wichtigsten Spinwechselwirkungsterme. Der Koeffi-
zient J* weist bei zunehmender Dotierung eine Anderung im einstelligen
Prozentbereich auf (Abbildung (3.54) und (3.55)).

Es ist erwdhnenswert, dass sich fiir alle Spinkoeffizienten auch im Falle 9 =1
(vollkommen leerer Zustand) endliche Werte ergeben.
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0,25

0,2

N

~ 0,15

ring

0,1

0,05

Abbildung 3.52: Verlauf von Jyin, bei Dotierung relativ zu Jl(z) in Abhéngig-
keit von W/U

0,9975 — —

ring

I
o
[{e]
[t}
(62}

T
|

‘]ring

0,9925 _

0,99 I | I | I | I |

Abbildung 3.53: Verlauf von J,,, bei Dotierung relativ zu Ji,, ohne Dotie-
rung fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von
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-0,01

-0,02 —

2)
315
S
Q
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I

-0,04

-0,05—

-0,06 | | | | | |
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Abbildung 3.54: Verlauf von J* bei Dotierung relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit
von W/U

1,05 _

1,025

X

38) /3

0,975 —
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Abbildung 3.55: Verlauf von J* bei Dotierung relativ zu J* ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von
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Elektronenbewegung

Der Einfluss der Dotierung auf den Koeffizienten des Operators Tj sieht in
Abbildung (3.56) zunédchst recht beachtlich aus, da die einzelnen Kurven
optisch geniigend Abstand voneinander aufweisen. Abbildung (3.57) riickt
dieses Bild allerdings wieder zurecht und verdeutlicht sogar, dass t; selbst
bei hohen Werten von ¢ iiber ein Wachstum von weniger als drei Prozent
nicht hinaus kommt.

0,98 —

0,96 —

t,0)

- 0,94 —

0,921

09—

\ \ \
0 04 0,8 12 16
Wiu

Abbildung 3.56: Verlauf von ¢y bei Dotierung relativ zu ¢¢(0) in Abhéngigkeit
von W/U

Die Betrachtungen im Fall ohne Dotierung erbrachten sowohl fiir ¢ als auch
fiir ¢ negative effektive Werte fiir alle Werte von W/U. Dies &andert sich
auch im Falle von nicht verschwindendem ¢ nicht. Allerdings nehmen beide
Koeffizienten dem Betrage nach ab. Wie auch bei den Koeffizienten zuvor,
so wurde auch hier aus Griinden der Vollstandigkeit ein Wert fiir 6 = 1.0
berechnet. Fiir diesen Wert verschwinden beide Koeffizienten fiir beliebige
Werte von W/U. Man kann demnach also festhalten, dass mit zunehmender
Dotierung der Einfluss der Operatoren T und 7] geringer wird (Abbildun-
gen (3.58) - (3.61)).
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1,03

1,02

0,99 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Abbildung 3.57: Verlauf von t; bei Dotierung relativ zu ¢, ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von

-0,05

-0,1

t/t,(0)

-0,15

- 6=08

0,4 0,8 12 16
W/uU

Abbildung 3.58: Verlauf von ' bei Dotierung relativ zu (0) in Abhéngigkeit
von W/U
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08 _
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t@)/t
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Abbildung 3.59: Verlauf von ¢’ bei Dotierung relativ zu ¢’ ohne Dotierung fiir
¥ =0.64 in Abhéngigkeit von §
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Abbildung 3.60: Verlauf von ¢” bei Dotierung relativ zu ¢,(0) in Abhéngigkeit
von W/U



3.5. ABLEITUNG EINES EFFEKTIVEN MODELLS ABSEITS
HALBER FULLUNG 91

0,8 _

0,6 — _

£ (8) It

0,41 _

02— _

Abbildung 3.61: Verlauf von t” bei Dotierung relativ zu ¢’ ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von ¢

Insgesamt kann bei der Betrachtung der Koeffizienten der spinabhéngigen
Hiipfterme festgestellt werden, dass der Einfluss der Dotierung relativ gering
ist. Dies ist auch den Abbildungen (3.62) und (3.64) zu entnehmen, da die
einzelnen Kurven fiir verschiedene Werte von ¢ relativ dicht liegen. Daher
wurden jeweils auch nur drei verschiedene Datensétze aufgetragen. Wahrend
allerdings (Abbildung (3.63)) der Koeffizient ¢, fiir groere Werte von 0 an-
steigt (ahnliches Verhalten wie auch bei t), ist bei ¢ eine génzlich andere
0 - Abhéngigkeit zu beobachten. Fiir 6 < 0.4 nimmt der Koeffizient mit
wachsendem § zunéchst monoton ab, um dann (6 > 0.4) wieder anzustei-
gen (Abbildung (3.65)). Insgesamt ist die relative Abweichung von ¢/ zum
Referenzwert t{ ;_, aber immer geringer als 0.5%.
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0,15
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Wiu

Abbildung 3.62: Verlauf von ¢/, bei Dotierung relativ zu ¢o(0) in Abhéngigkeit
von W/U
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0,99 \ \ \ \
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Abbildung 3.63: Verlauf von ¢/, bei Dotierung relativ zu ¢/ ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von ¢
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Abbildung 3.64: Verlauf von t” bei Dotierung relativ zu ¢¢(0) in Abhéngigkeit
von W/U
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Abbildung 3.65: Verlauf von ¢! bei Dotierung relativ zu ¢” ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von §
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Wechselwirkungsoperatoren

Hierbei soll zunéchst die Stérke der Elektronenabstoung zweier Elektronen,
welche sich am selben Gitterplatz befinden, betrachtet werden (Abbildungen
(3.66) und (3.67)). Hierbei wird deutlich, dass der Einfluss der Dotierung
auf den effektiven Wert U verschwindend gering ist. Dies wird vor allem in
Abbildung (3.67) erkennbar.

13

1,25

12—

Uu(0)
-
=
(62]
i

11

1,05~

‘ Il ‘ Il ‘ Il
10 04 0,8 12 16

W/u

Abbildung 3.66: Verlauf von U bei Dotierung relativ zu U(0) in Abhéngigkeit
von W/U

Ein etwas groflerer Einfluss der Dotierung ist bei dem Koeffizienten der
Dichte-Dichte Wechselwirkung zwischen Doppelbesetzungen auf benachbar-
ten Gitterpliatzen (Abbildungen (3.68) und (3.69)) zu beobachten. Da V' ne-
gative Werte annimmt und mit zunehmendem ¢ immer negativer wird, zeigt
das Verhiltnis in Abbildung (3.69) einen ansteigenden Verlauf. Dieses Ver-
halten gilt allerdings nur fiir den Wertebereich ¢ > 0.2. Fiir kleinere ¢ - Werte
nimmt der Koeffizient V' dem Betrage nach zunéchst ab.
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Abbildung 3.67: Verlauf von U bei Dotierung relativ zu U ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von
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Abbildung 3.68: Verlauf von V' bei Dotierung relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit
von W/U
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11

1,08 — _
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Abbildung 3.69: Verlauf von V' bei Dotierung relativ zu V' ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von &
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Abbildung 3.70: Verlauf von V' bei Dotierung relativ zu J1(2) in Abhéangigkeit
von W/U
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0,2 0,4 0,6 0,8 1

Abbildung 3.71: Verlauf von V' bei Dotierung relativ zu V'’ ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von &

Auf den Koeffizienten V' der Dichte-Dichte Wechselwirkung zwischen Dop-
pelbesetzungen auf benachbarten diagonalen Pléitzen hat die Dotierung einen
relativ groBen Einfluss. V', welches dem Betrage nach viel kleiner als V' ist,
fillt zunédchst bis etwa 6 = 0.3 um bis zu 10% ab, bevor der Koeffizient dann
bei wachsendem 0 sogar um iiber 40% anwachsen kann. Da auch V’ durchweg
negative Werte annimmt, ist auch hier ein betragsméfiger Anstieg gemeint
(Abbildungen (3.70) und (3.71)).

Den Abbildungen (3.72) bis (3.77) kann entnommen werden, dass die Ande-
rung der Koeffizienten Viair, V5,5, und V7, im Prozentbereich liegt. Wéhrend
Vpair fiir kleine § zunéchst abnimmt um dann bei wachsendem 4 anzusteigen,
steigen V! . und V. direkt an.

pair pair
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Abbildung 3.72: Verlauf von Vj,,;; bei Dotierung relativ zu J1(2) in Abhéngig-
keit von W/U

1,06

1,04

Abbildung 3.73: Verlauf von Vj,;, bei Dotierung relativ zu Vi, ohne Dotie-
rung fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von ¢
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Abbildung 3.74: Verlauf von V!

bair DE1 Dotierung relativ zu Jf2) in Abhéngig-
keit von W/U
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Abbildung 3.75: Verlauf von V!

pair

rung fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von §

bei Dotierung relativ zu V' . ohne Dotie-

pair
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Abbildung 3.76: Verlauf von V'

bair DE1 Dotierung relativ zu J1(2) in Abhéangig-
keit von W/U
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Abbildung 3.77: Verlauf von V. _bei Dotierung relativ zu Jl(z) ohne Dotierung

pair

fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von ¢
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Auch die Anderung der beiden Wechselwirkungskoeffizienten V/ und V" liegt
im Prozentbereich, wobei hier mit wachsendem ¢ ein monotones Wachsen
der Koeffizienten beobachtet werden kann. Da die beiden Koeffizienten nega-
tiv sind, ist wieder Wachstum im Sinne des Betrages gemeint (Abbildungen
(3.78) - (3.81)).
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Abbildung 3.78: Verlauf von V! bei Dotierung relativ zu J1(2) in Abhéangigkeit
von W/U
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Abbildung 3.79: Verlauf von V,| bei Dotierung relativ zu V,, ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von o
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Abbildung 3.80: Verlauf von V" bei Dotierung relativ zu J1(2) in Abhéngigkeit
von W/U
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Abbildung 3.81: Verlauf von V,” bei Dotierung relativ zu V,” ohne Dotierung
fiir % = 0.64 in Abhéngigkeit von
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Kapitel 4

Stabilitdtsanalyse

In diesem Kapitel soll kurz erldutert werden, warum die Ableitung des effek-
tiven Modells nur fiir einen bestimmten Parameterbereich moglich ist. Des
Weiteren wird ein Weg skizziert, wie dieser Parameterbereich bestimmt wer-
den kann. Da die Anzahl der Doppelbesetzungen im effektiven Modell eine
Erhaltungsgrofie sein soll, ist eine Ableitung nur moglich, solange die Un-
terrdume mit unterschiedlicher Anzahl von Doppelbesetzungen energetisch
geniigend getrennt sind, denn nur in diesem Fall ist die Entstehung einer
Doppelbesetzung mit einem Energieaufwand verbunden. Bei einer geniigend
groflien Elektronenabstofung U und geniigend kleiner Bandbreite der Hub-
bardbénder W = 8t sind das obere und das untere Hubbardband durch eine
Energieliicke getrennt. Dieser Sachverhalt ist schematisch in Abbildung (4.1)
dargestellt.

p(w)

| |
[ [ /

-U/2 +U/2 W

Abbildung 4.1: Schematischer Verlauf der Zustandsdichte im Falle eines Iso-
lators (Vergleiche Referenz [25])
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Wird nun das Verhéltnis W/U verkleinert, das heifit entweder der Wert der
Elektronenabstoflung wird verkleinert und/oder der Wert des Hiipfelementes,
und somit die Bandbreite, vergroflert, so ist es moglich, dass sich die beiden
Hubbardbénder iiberlappen (sieche Abbildung (4.2)).

p(w)

Abbildung 4.2: Schematischer Verlauf der Zustandsdichte im Falle eines Me-
talles (Vergleiche Referenz [25])

In diesem Fall héitte das System metallische Eigenschaften. Mégliche Prozes-
se, welche die Anzahl der Doppelbesetzungen &ndern, kénnen nun nicht mehr
eliminiert werden, da die Entstehung einer Doppelbesetzung nicht mehr mit
einem Energieaufwand verbunden ist. In diesem Parameterbereich ist eine
Ableitung des erwiinschten effektiven Modells nicht mehr mdéglich. Ergebnis-
se der Doppelplakettenrechnung aus den Arbeiten [8, 14] haben diese Uber-
legungen noch untermauert.

Im Falle halber Fiillung ist das untere Hubbardband voll besetzt. Der Wert
der Energieliicke (Agesame) ergibt sich aus der Berechnung der notwendigen
minimalen Energie, die zur Erzeugung einer Doppelbesetzung notwendig ist

(Ap), da nédmlich Agesume = 24 gilt (siehe auch Abbildung (4.3)).

Zur Berechnung der Energieliicke wird der Lanczos-Algorithmus verwen-
det [8, 14]. Dieser Algorithmus ist eine effiziente Methode, um physikali-
sche Groflen, wie beispielsweise die Grundzustandsenergie, zu berechnen [24].
Hierbei kann vom Liouville-Formalismus Gebrauch gemacht werden, der auf
Operatoren anwendbar ist.

Ausgangspunkt ist ein Startoperator, der eine Doppelbesetzung mit Wellen-
vektor k erzeugt



107

p(w)

Abbildung 4.3: Uberlegungen zur Energieliicke

1 o
Op = — e~ cl. , 4.1
0 \/N ; Al 1 ( )

welche sich entlang des paramagnetischen Spinhintergrundes bewegt. Hier-
bei steht N fiir die Anzahl der Gitterpliatze. Die Summation wird iiber das
gesamte Gitter ausgefiihrt.

Nun wird iterativ eine orthogonale Basis von Operatoren {O,,} durch An-
wendung des Liouville-Operators £ := [Heg, -| mittels der Vorschrift

Opi1 = LO, — an0p — 20,4 (4.2)

gebildet. Die Koeffizienten a, und b, werden mit Hilfe des positiv semi-
definiten Skalarproduktes (A|B) = Tr(ATBpy) wie folgt berechnet

w - (On|L£0,,)

T (04]00)

P2 — (05+41|0p41) (4.3)
" (Onl0n)

by = 0.

Aufgrund der Verwendung des effektiven Hamiltonoperators bewirkt der Liouville-
Operator beim Einwirken auf den Startoperator eine Bewegung der Doppel-
besetzung und/oder eine Verdnderung des Spinhintergrundes. Die berechnete
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Basis beschreibt eine Doppelbesetzung mit Wellenvektor k. Die Matrixdar-
stellung des Liouville-Operators hat beziiglich der Basisoperatoren {O,,} Tri-
diagonalform mit den Diagonalelementen a,, und den Nebendiagonalelemen-
ten b,,.

Durch mehrfache Durchfithrung dieser Vorgehensweise bei verschiedenen Wer-
ten des Wellenvektors und jeweiliger Bestimmung der kleinsten Energie Ej
des durch {O,,} aufgespannten Unterraumes, kann die Energieliicke aus der
Beziehung

Agesamt = 2ming Ey, (4.4)

bestimmt werden. In praktischen Berechnungen wurde in [8, 14] durch mehr-
maliges Einwirken des Liouville-Operators Ly := [Tp, -] auf den Startopera-
tor (4.1) eine Sequenz von Basen ermittelt. Hierbei besteht die erste Basis
(n = 1) lediglich aus dem Startoperator. Die nachfolgenden Basen werden
durch (n—1) faches Anwenden des Operators Ty berechnet. Alle Monome, die
wahrend der Rechnung entstehen, werden als einzelne Basisvektoren ange-
sehen. Der kleinste Eigenwert der Matrixdarstellung des Hamiltonoperators
beziiglich der errechneten Basis liefert eine obere Grenze fiir die kleinste
Energie Ej einer einzelnen Doppelbesetzung mit Wellenvektor k. Die Be-
rechnungen in [8, 14] ergaben bei W/U = 0 eine Energieliicke von U. Ein
Verschwinden der Energieliicke wurde oberhalb von W/U =~ 0.9 beobachtet.
Somit ist eine Ableitung des effektiven Modells nur unterhalb dieses Wertes
moglich.

Abseits halber Fiillung (bei Lochdotierung) ist das untere Hubbardband nur
teilbesetzt (sieche Abbildung (4.4)).

Um in diesem Fall ebenfalls den giiltigen Parameterbereich zu ermitteln muss
zum einen die minimale Energie zur Erzeugung einer Doppelbesetzung Ap(9)
ermittelt werden. Hierzu wird dem System wiederum ein Elektron zugefiihrt,
so dass eine Doppelbesetzung entsteht. Als Startoperator wird der

1 o
Oy = — e*n- el 4.5
0 \/N; W T ( )

gewdhlt. In einer zweiten Rechnung muss die maximale Energie zur Vernich-
tung einer Leerstelle berechnet werden(Af(9)). Es wird also ein Elektron auf
eine Leerstelle gesetzt. Als Startoperator wird dementsprechend der Operator
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p(w)

A,(3) @
—
A(8)

Abbildung 4.4: Uberlegungen zur Energieliicke

1 e
Oy =— el (1 — ni 4.6
0 \/N ZF: rT( 7l) ( )

gewihlt. In analoger Vorgehensweise wird dann der Wert von W /U gesucht,
ab dem die Energieliicke Agesame(d) = Ap(d) — AL(6) verschwindet.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Flussgleichungsmethode angewendet, um aus dem
Hubbard-Modell ein effektives Modell abzuleiten, welches die Anzahl der
Doppelbesetzungen erhélt. Die Rechnung wurde sowohl bei halber Fiillung,
als auch abseits halber Fiillung durchgefiihrt. Schritt fiir Schritt wurden im-
mer mehr, wihrend der Rechnung auftretende, Operatoren in die Rechnun-
gen mit aufgenommen.

Das effektive Modell enthielt unter anderem Operatorterme, welche Spin-
wechselwirkungen beschreiben. Hierbei wurden sowohl Wechselwirkungen zwi-
schen zwei Spins, als auch Wechselwirkungen zwischen vier Spins betrach-
tet und die jeweiligen Koeffizienten miteinander verglichen. Es fiel auf, dass
der Koeffizient des Ringaustausches viel grofler ist als die Koeffizienten von
Wechselwirkungen zwischen Spins, die untereinander einen Abstand von v/2a
beziehungsweise 2a besitzen. Diese beiden Koeffizienten reagierten allerdings
am stirksten auf Dotierung. Der Koeffizient Jo nahm sogar bei hoher Dotie-
rung einen bis zu 3.5 mal hoheren Wert als ohne Dotierung an. Die beiden
grofften Spinkoeffizienten, ndmlich der Koeffizient der Heisenberg-
Wechselwirkung und der Koeffizient des Ringaustausches, wurden vom Grad
der Dotierung kaum beeinflusst. Simtliche Spinkoeffizienten nehmen im Grenz-
fall 6 = 1.0 endliche Werte an.

Bei der Betrachtung von Termen, die die Bewegung von Ladungstrigern be-
schreiben, fiel zunédchst bei halber Fiillung auf, dass die Koeffizienten von
spinabhéngigen Hiipftermen von gleicher Gréflenordnung wie die Koeffizien-
ten von spinunabhéngigen Hiipftermen sind. Wahrend die spinunabhéngigen
Hiipfterme bei zunehmender Dotierung allméhlich verschwanden, &nderten
sich die Koeffizienten ¢y, und ¢/, im einstelligen Prozentbereich. Der Koeffizi-
ent ¢” anderte sich bei Dotierung kaum.

Bei den betrachteten Wechselwirkungstermen wird der Koeffizient der Dichte-
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Dichte Wechselwirkung zwischen diagonal benachbarten Gitterpldtzen am
stirksten vom Grad der Dotierung beeinflusst. Seine Anderung bewegt sich
im zweistelligen Prozentbereich. Wéhrend der Wert der Elektronenabstoflung
U relativ unabhéngig von der Dotierung ist, weisen alle anderen betrachteten
Wechselwirkungskoeffizienten eine Anderung im einstelligen Prozentbereich
auf. Insgesamt kann man sagen, dass Koeffizienten von Operatortermen, wel-
che jeweils nur auf zwei diagonal benachbarten Gitterplatzen wirken, bei Do-
tierung am starksten verdndert werden.

Als Neuerung tritt zu den Ergebnissen abseits halber Fiillung der Operator
des chemischen Potentials hinzu. Die fithrende Ordnung des Koeffizienten
w ist hierbei 2 /U. Der Term der néchst hoheren Ordnung ist bei der NN-
Rechnung von der Ordnung t*/U3. Bei der Plakettenrechnung hingegen tritt
in zweithochster Ordnung ein Term der Ordnung t®/U® auf.

In den Arbeiten [8, 14] wurde mit Hilfe des effektiven Hamiltonoperators
der Parameterbereich bestimmt, fiir den eine Ableitung des t — J - Modells
iitberhaupt moglich ist. Mit dem hier gewonnenen effektiven Hamiltonopera-
tor, der abseits halber Fiillung berechnet wurde, kénnte nun der Einfluss der
Dotierung auf den fiir die Ableitung des Modells giiltigen Parameterbereich
ermittelt werden.
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