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1 Einleitung

1.1 Ziel

In dieser Arbeit wird die Methode der selbstdhnlichen, kontinuierlichen unitédren Transforma-
tionen (S-CUT) auf eine eindimensionale Spinfliissigkeit in Form der dimerisierten Heisen-
bergkette im alternierenden Magnetfeld angewandt. Es soll ferner untersucht werden, ob die
Methode durch eine optimierte Wahl des Startpunktes verbessert werden kann. Dariiber hin-
aus wird ein mathematisches Werkzeug entwickelt, um a priori eine obere Schranke fiir den
Trunkierungsfehler der Methode zu berechnen; die praktische Eignung wird am Beispiel des

geschilderten Systems untersucht.

1.2 Aufbau

Die vorliegende Arbeit ist in 6 Kapitel gegliedert.

e Im ersten Kapitel werden die Ziele der Arbeit umrissen, der Aufbau dargestellt und die

Notatation festgelegt.

e Im zweiten Kapitel werden die untersuchten Modelle mit den wichtigsten physikalen Ei-

genschaften dargestellt und die verwendeten Basen eingefiihrt.

e [m dritten Kapitel werden die physikalische Motivation, Idee und Herleitung der S-CUT-

Methode zusammengefasst.

e Im vierten Kapitel werden Grundzustandsenergie und Untergittermagnetisierung der di-
merisierten Heisenbergkette bestimmt und mit Resultaten der DMRG verglichen. Ferner
wird eine Optimierung des Startpunktes vorgenommen und die Ergebnisse gegeniiberge-
stellt.

e Im fiinften Kapitel wird der Trunkierungsfehler der S-CUT-Methode mathematisch ana-

lysiert und eine obere Schranke fiir den Fehler der Grundzustandsenergie abgeleitet; das
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Vorgehen wird anhand des Doppel-Hardcore-Boson-Modells illustriert.

e Im sechsten Kapitel wird der hergeleitete Formalismus fiir den Trunkierungsfehler im
Praxiseinsatz anhand der endlichen und unendlichen dimerisierten Spin—%—Kette unter-

sucht.

1.3 Notation

Fiir quantenmechanische Zusténde wird durchgehend die DirAc-Notation ((¢|,[1)) verwen-
det. Quantenmechanische Operatoren werden durch grofie lateinische Buchstaben dargestellt;
fiir die entsprechende Operatorbasis werden kleine lateinische Buchstaben genutzt. Tiefgestell-
te arabische Zahlen stehen fiir den jeweiligen Gitterplatz, hochgestellte griechische fiir weitere
Quantenzahlen (Polarisation, Art der Quasiteilchen / flavour). Kommen zwei griechische Indi-
zes in einem Term vor, so ist iiber den entsprechenden Wertebereich zu summieren (EINSTEINS

Summationskonvention).

Superoperatoren (Operatoren, die nicht auf quantenmechanische Zustéinde wirken, sondern
lineare Abbildungen quantenmechanischer Operatoren selbst beschreiben, z.B. Trunkierung
T) werden mit Dach dargestellt.



Teil 1

Theoretische Grundlagen



2 Verwendete Modelle und Basen

2.1 Dimerisierte Heisenbergkette

Gegenstand der Untersuchungen in Kapitel 4 und 6 ist die lineare, dimerisierte antiferromag-
netische Spin—%—Heisenbergkette im alternierenden Magnetfeld. Der Hamiltonian ist gegeben
durch

H=Y7J <§f SR ASE. §f+1> +B <SZ.L’Z - SZR’Z> . (2.1.1)

Hierbei ist J die Stdrke der magnetischen Wechselwirkung, A\ die Interdimerkopplung und B

das alternierende Magnetfeld.

Im besonders einfachen Fall A = 0 besteht das System aus isolierten Dimeren. Im Grund-
zustand befindet sich das System in einem Produktzustand aus lokalen Singuletts an jedem
Dimer, die jeweils einen Beitrag Fy = —% zur Grundzustandsenergie lieferen. Anregungen des
Systems geschehen durch Umklappen eines Singuletts zu einem Triplettzustand, das System

zeigt daher ein dquidistantes Spektrum mit einer Energiedifferenz J.

Im Bereich 0 < A < 1 wird das System durch eine Spinfliissigkeit beschrieben [UG03]. Durch
die Wechselwirkung benachbarter Dimere wird die Energieliicke abgesenkt, bleibt aber endlich.
Folgleich kann sich keine langreichweitige magnetrische Ordnung ausbilden, die Spinkorrela-

tionen fallen exponentiell mit dem Abstand ab.

Der Fall A = 1, die homogene Spinkette, wurde von BETHE analytisch gelost [Bet3]. Die

tev 48V tsyv ¢ty
DY Y Jmy Jm=)

J MNoJ MNoOJ N

Abbildung 2.1: Darstellung der dimerisierten Heisenbergkette mit alternierendem Magnetfeld.
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Grundzustandsenergie pro Dimer betriigt nach HULTHEN [Hul38]

1
Ey=5—2ln2. (2.1.2)

In diesem Fall wird das System kritisch, die Energieliicke verschwindet. Der Grundzustand
bleibt zwar magnetisch ungeordnet, allerdings nehmen Korrelationen nur noch algebraisch mit
der Entfernung ab. Daher geniigen bereits kleine Storungen, um eine magnetische Ordnung zu
hervorzurufen. Die Untergittermagnetisierung erfiahrt an der Stelle B = 0 einen senkrechten
Anstieg; die zum alternierenden Magnetfeld gehorige Suszeptibilitéit divergiert [MTBBST].

2.2 Basiswahl auf Gittern

Zur mathematischen Beschreibung von Quantengittermodellen ist es essenziell, Zustinde und
Operatoren in der Problemstellung angepassten Basen darzustellen. Ausgangspunkt fiir ei-
ne Basis im OrtsraumEI bilden der lokale Hilbertraum H eines einzelnen Gitterplatzes mit

den Zusténden {|n)} und die Basis der hierauf definierten quantenmechanischen Operatoren

{A™}.
Der Hilbertraum [F' des gesammten Systems mit N Gitterpldtzen ist dann das Tensorprodukt
F = Q) H; (2.2.3)

der lokalen Hilbertraume H; an den Gitterpldtzen ¢. Die Basis der Zustédnde des Gesamtsystems

{In1...nn)} setzt sich dann aus Tensorproduktzustéinden

N
ny...nn) = Q) In); (2.2.4)
=1

zusammen. Die Dimension des neuen Hilbertraums [F ist damit

dimF = (dim H)" . (2.2.5)

Auf [F lassen sich neue Operatoren fiir Zustdnde des Gitters definieren,

A= Q1 | oA e | (X1 (2.2.6)

7<t 7>

die am Platz i wie ein lokaler Operator wirken, beziiglich anderer Gitterplitze keine Anderun-

!Die Wahl der Basis als Produktzustinde im Ortsraum ist allerdings keineswegs zwingend; prinzipiell kann
auch eine nichtlokale Basis, etwa anhand des Impulsraums, definiert werden.
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gen vornehmen. Durch Produktbildung lassen sich hierbei auch Terme
A TT A0
A=a H1 AL (2.2.7)
]:

darstellen, die auf n Gitterpliatzen wirken. Dies ermoglicht es, Wechselwirkungen, die nur
wenige Gitterplitze betreffen, sehr kompakt zu beschreiben. Die Gitterplétze {i(j)}, auf denen

ein Term anders als die Identitéat wirkt, wird im Folgenden als Cluster des Terms bezeichnet.

2.3 Bondboson-Algebra

Fine natiirliche Wahl fiir die lokale Basis eines auf Dimeren basisierenden Heisenbergmodells
stellen die Eigenzustéinde des Heisenberg-Dimers dar. In ihrer Arbeit [SB90J fithrten SACH-
DEV und BHATT zur Untersuchung des zweidimensionalen, dimerisierten Heisenbergmodells

Bondoperatoren ein. Hierbei werden die Eigenzusténde des Heisenberg-Dimers

s) =s :L - a
) =sT10) = == (111) = 11)) (2.3.8a)
2= Ty — — L 11y —

[2) = 10) = =5 (111 = 111) (2.3.8b)
ly) = i1 [0) = E (T1) +111)) (2.3.8¢)
12) = 112 0) = — (|11 + 11)) (2.3.84)

V2

in Besetzungszahldarstellung (,,Zweite Quantisierung) als Anregungen eines abstrakten Va-
kuumzustands |0) beschrieben. Fiir die zugehérigen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

wéhlten sie die bosonische Algebra

[s,sT] =1 (2.3.9a)
[£%,#19) = 6,51 (2.3.9b)
[s,17%] = 0. (2.3.9¢)

In dieser Operatorbasis nehmen die Spinoperatoren ST und S die Form
Sl — % (sTi‘l + s — ieamﬁﬁﬁ> (2.3.10a)
ghe — % (18 + 115 + o, 21717 (2.3.10D)
an.

Diese Darstellung hat allerdings den entscheidenden Nachteil, das physikalisiche Dimersystem

in den weitaus grofieren (unendlichdimensionalen) Hilbertraum des harmonischen Oszillators
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mit vier unabhéngigen Freiheitsgraden einzubetten. Der physikalische Unterraum der linearen
Operatoren des vierdimensionalen Hilbertraums H hat dagegen als Raum der 4 x 4-Matrizen
lediglich 16 Dimensionen. Neben dem physikalisch relevanten Unterraum, der durch die Be-

dingung
sts +#101* =1 (2.3.11)

erfasst wird, umfasst die Beschreibung auflerdem auch Wechselwirkungen mit dem unphysika-
lische Vakuum |0) sowie Zustédnden |szy) mit mehreren Dimeren pro Gitterplatz. Zwar erhélt
ein aus Spinoperatoren ([Z3IM) zusammengesetzter Hamiltonian die Anzahl der Dimere pro
Gitterplatz und sollte daher im Rahmen einer exakten Rechnung den physikalischen Hilbert-
raum nie verlassen. Die Erfiillung der Nebenbedingung (2311) muss aber explizit fiir jeden
Gitterplatz berticksichtigt werden. Bei der von BHATT und SACHDEV vorgenommenen Mean-
field-Néiherung kann Gleichung (ZZ3TT]) allerdings nur im Mittel erfiillt werden. Das Ergebnis

wird daher durch Fluktuationen in den unphysikalischen Teil des Hilbertraums verfilscht.

2.4 Hardcoreboson-Algebra

Der Nachteil der Einbettung in einen grofleren, unphysikalischen Hilbertraum wird in der
Hardcoreboson—AlgebraH per Konstruktion ausgeschlossen. Als Referenzzustand fungiert hier-

bei der (physikalische) Singulett-Zustand

1

0) = Is) = == (1) — L1 (2412
Die Tripletterzeuger
t1% .= |z) (s] (2.4.13a)
Y = |y) (s] (2.4.13b)
t% .= |2) (s (2.4.13¢)

werden direkt iiber ihre Wirkung im physikalischen Hilbertraum H definiert. Matrixelemente
zwischen Singulett und den Triplettzustdnden lassen sich damit direkt {iber die Tripletterzeuger

und -vernichter beschreiben. Die lokalen Produkte aus Erzeuger und Vernichter

t117 = |a) (s (s]18) = |ov) (8] (2.4.14)

decken alle Matrixelemente zwischen Triplettzustéanden ab. Operatoren dieser Bauarten werden
im Folgenden als normalgeordnet gegeniiber dem Referenzzustand bezeichnet; ihr Diagonal-

element im Singulettzustand verschwindet.

2Eine ausfiihrliche Diskussion der Hardcore-Algebra unter besonderer Beriicksichtigung der Matrixschreibweise
findet sich beispielsweise in der Dissertationsschrift von Alexander Reischl [Rei0f].
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Dieses noch fehlende Diagonalelement
|s) (5| = t71% = t¥¢1Y = ¢#¢1* (2.4.15)

besitzt 3 konkurrierende Darstellungen als Produkt aus Triplettvernichter und -erzeuger. Diese

Mehrdeutigkeit wird vermieden, indem stattdessen die Identitét
1= [s) (s| + [z) (= + [y) (Yl + |2) (2| (2.4.16)
nach dem Singulett-Diagonalelement
|s) (s| = 1 — tTo¢ (2.4.17)

umgestellt wird. Identitétﬁ und normalgeordnete Triplettoperatoren bilden damit eine Basis,

in der jeder lokale Operator eindeutig darstellbar ist.

Ausgehend von der Definition iiber die lokalen Matrixelemente ldsst sich die lokale Algebra im

Kommutator
12,67] = |s) (0] 18) (5] — 18) {s115) (o] = Gag |5) {51 — 18) (o] = dag (1 —¢747) — 11542
(2.4.18)

zusammenfassen. Lokale Produkte und ebenso Kommutatoren von zwei Erzeugern unterein-

ander liefern 0; gleiches gilt fiir die Vernichter.
Fiir Hardcore-Bosonen auf Gittern geméf Gleichung ZZ0l) wird die Algebra zu

[t 1) = o (ciw (11 — t,“tj) — tjﬁtf‘> (2.4.19)

erweitert. Die Wahl des Kommutators fiir Teilchen an verschiedenen Gitterpliatzen ist nicht
zwingend; hier wire auch eine Definition iiber den Antikommutator (Hardcore-Fermionen)

moglich.

2.5 Doppel-Hardcore-Boson

Als einfachen Modell fiir methodische Studien in Kapitel 5 wird das Doppel-Hardcore-Boson-

Modell verwendet. An zwei Pliatzen kann sich hierbei ein Hardcoreboson eines flavours a

3Die Priisenz des Identititsoperators in der lokalen Basis bietet zudem den Vorteil, dass ausgedehnte Ter-
me auf dem Gitter eine kompakte Darstellung besitzen, da sie fiir gewohnlich am {iberwiegenden Teil der
Gitterplédtze als Identitiat wirken.
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F10+F21 M+V M+V F10+F21
t

F1O i u F10

E

0

Abbildung 2.2: Darstellung der Energieniveaus des Doppel-Hardcore-Boson-Modells. Einzelne Symbo-
le stehen fiir Differenzen zwischen benachbarten Energieniveaus, Pfeile markieren Ubergédnge durch
Nichtdiagonalitdten und den Hopping-Term.

aufhalten. Der Hamiltonian des Modells wird durch

H=FEyl +pu (aial + a£a2> + Vaialagag +t (aIaQ + agal)
(2.5.20)
4+ 110 (a{ +ar + ag + a2> + 1% <a{a£a2 + alagag + aialag + aialag)

beschrieben. Ejy ist hierbei die Vakuumenergie des Systems;  ist das chemische Potential und
gibt den Energiebeitrag pro Boson wieder. V' entspricht der Teilchen-Teilchen-Wechselwirkung;
positive Werte entsprechen repulsiver Wechselwirkung und bestrafen Doppelbesetzung, nega-
tive Werte entsprechen anziehender Wechselwirkung und Erleichtern das Einbringen eines
weiteren Teilchens. ¢ ist ein Hoppingterm und gibt Hiipfprozesse des Teilchens von einem
Gitterplatz auf den benachbarten wieder. Die Nichtdiagonalititen I''* und I'?! sind teilchen-
zahlverletzende Prozesse; sie bewirken die Erzeugung oder Vernichtung eines Hardcorebosons
an einem Gitterplatz. Im Unterschied zu I'Y wirkt I'?! nur dann, wenn das jeweils andere

Niveau besetzt ist.
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3 Die CUT-Methode

Die Methode der kontinuierlichen unitdren Transformationen (continuous unitary transfor-
mations, CUT, auch: Flussgleichungsmethode) wurde unabhéngig von einander durch WEG-
NER sowie Glazek und Wilson [GWO3lIGW94] formuliert. Es handelt sich hierbei
um ein nichtperturbatives Verfahren, das fiir komplexen Problemstellungen sowohl die direkte
Bestimmung physikalischer Eigenschaften als auch die systematische Ableitung effektiver Mo-
delle mit renormierten Parametern fiir den Niederenergiebereich ermoglicht. Eine ausfiihrliche
Darstellung im Blick auf die vielfiltigen Anwendungen wird im Buch ,, The Flow Equation
Approach to Many-Particle Systems“ von KEHREIN gegeben [Keh(6].

3.1 Homogene Flufigleichung

Grundlage der CUT-Methode ist das Ziel, einen gegebenen Hamiltonian H in eine einfachere
Darstellung zu iiberfithren. Um das Eigenwertspektrum und damit die physikalischen Eigen-
schaften des Systems hierbei nicht zu verfilschen, muss die zugrundeliegende Transformation
unitédr sein. Da H ein selbstadjungierter und damit insbesondere auch normaler Operator ist,
ldsst er sich immer durch eine geeignete unitéire Transformation U in Diagonalform bringen,
so dass alle Eigenwerte direkt abgelesen werden koénnen. Die entsprechende Transformation ist

allerdings im Allgemeinen unbekannt.

In der CUT-Methode wird anstelle einer unitidren Transformation in einem Schritt eine von
einem kontinuierlichen Flussparameter ¢ abhéngige Transformation U(¢) eingefiihrt, die den

Hamiltonian
H(()=U@)HOU' () mit U0) =1 (3.1.1)

sukzessive nidher an die gewiinschte Gestalt bringt. Eine Ableitung nach ¢ ergibt

OH(l) = —agy)H(O)UT(@ + U(f)agiéo)UT(g) + U(0)H(0) ({“)U;g(ﬁ) (3.1.22)
- Lt auwnonto+vomoutouo?5d (3.1.2b)
= L Outomo + meuen 5 (3.1.20)

ov
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An dieser Stelle wird der Generator der Transformation

n(t) := Wg—f)w(@ (3.1.3)
definiert. Auf Grund des Zusammenhangs
t
0= 9,1 = QU () = 8%—2@UT(€) +U©) aUa f) —n(0) + 11 (0) (3.1.4)

ist der Generator antihermitesch. Damit ergibt sich aus (BZ2)) die homogene Flussgleichung

_aU(0) ouUT (¢)
OH = — —UN(OH (L) + H(OU()—; (3.1.5)
= [n(0), H(£)].

Die unitére Transformation kann dabei in der Umkehrung durch die Vorgabe eines beliebigen,

antihermiteschen Generators 7(¢) definiert werden.

Geometrisch kann H (/) als Parametrisierung einer Raumkurve in der Algebra der auf dem
System wirkenden linearen Operatoren verstanden werden. Die Ableitung 0yH (¢) entspricht
dann dem Tagentialvektor. Die Abbildung V' (¢) : A — [n(¢), A] definiert somit ein Vektorfeld,
das fiir jeden Punkt (=Operator) des Raumes die Richtung der Transformation angibt.

In diesem Bild bedeutet Flussgleichung anschaulich die Forderung, dass die Raumkurve des
Hamiltonians immer tangential entlang des durch n(¢) definierten Vektorfeldes V' (¢) verlaufen

muss. Dies ist gerade die Definition einer Flusslinie eines Vektorfeldes.

3.2 Generatorschemata

Das Problem, eine diagonalisierende Transformation U direkt zu bestimmen wurde durch
Einfiihrung des Flussparameters ¢ in die Aufgabe umformuliert, einen passenden Generator-
verlauf n(¢) zu finden, der die Diagonalisierung von H herbeifiihrt. Der wesentliche Schritt zur

Losung des Problems ist hierbei die Bildung des Generators

n(€) := N[H ()] (3.2.6)

aus dem transformierten Hamiltonian selbst anhand eines festen Generatorschemas 7| |. Durch
die Wahl des Generators in Abhéngigkeit von H(¢) wird die Flussgleichung nichtlinear. Das
Generatorschema ist hierbei so zu wéhlen, dass der Generator genau dann verschwindet, wenn

H(¢) die gewiinschte Form erreicht hat.

In der geometrischen Sichtweise vervollstandigt sich damit das Bild der CUT-Methode:
Durch die Vorgabe des Generatorschemas wird auf dem Raum der linearen Operatoren des

Systems ein Vektorfeld definiert, das in denjenigen Raumregionen Fixpunkte besitzt, in denen
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Abbildung 3.1: Matrixelemente des Hamiltonian wéhrend (grau) und nach (schwarz) der Integration
der Flussgleichung beim Wegner-Generator. Entartete Unterrdume werden nicht diagonalisiert.

der Hamiltonian die gewiinschte Form annimmt. Durch ein manifest antihermitesches Gene-
ratorschema wird garantiert, dass das Vektorfeld immer tangential zur Untermannigfaltigkeit
der Operatoren mit gleichem Eigenwertspektrum bleibt. Das Folgen der von H(0) ausgehen-
den Flusslinie wird immer zu einem unitér transformierten Hamiltonian H (co) fithren, der die

gewiinschte Struktur aufweist, sofern die Rechnung gegen ein H (o) konvergiert.

3.2.1 Wegner-Generator

Das erste Generatorschema wurde von WEGNER definiert. Hierbei wird der Hamilto-

H(f) = Haug(£) + Hya(0) (32.7)

in einen Diagonalanteil Hgjag(¢) und einen Nichtdiagonalanteil Hpq(¢) aufgespalten. Der Wegner-
Generator ist gegeben als der Kommutator aus H(¢) und dem Nichtdiagonalteil Hyq(¢):

NWegner [H ()] = [Haiag(€), H(£)]. (3.2.8)

Dieser Ausdruck verwindet, wenn der Hamiltonian keinen Nichtdiagonalteil besitzt und so-
mit selbst diagonal ist. Die Konvergenz des Wegner-Generators wurde allgemein bewiesen
[Wegd4l[DUG4]. Allerdings ist der Wegner-Generator nicht dazu in der Lage, entartete Energie-
niveaus zu entkoppeln. Der Hamiltonian kann nach dem Fluss noch nichtdiagonale, entartete

Unterrdume aufweisen, die mit anderen Verfahren nachdiagonalisiert werden miissen (siehe

Abbildung B2ZT]).
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S

Abbildung 3.2: Links: Darstellung des MKU-Generators (schraffiert) in Besetzungszahldarstellung. Der
grau markierte Starthamiltonian H(0) weist keine Prozesse auf, die mehr als 2 Quasiteilchen erzeu-
gen oder vernichten. Rechts: Der banddiagonale Hamiltonian wihrend (grau) und nach (schwarz) der
Integration der Flussgleichung.

3.2.2 Mielke-Knetter-Uhrig-Generator

Der unabhiingig voneinander von MIELKE [Mie98] sowie KNETTER und UHRIG [KUQO0] formu-
lierte MKU-Generator legt den Fokus die Beschreibung im Rahmen des Quasiteilchenbildes.

Der Hamiltonian
H(l)=H"(¢)+ H(¢) + H(¢) (3.2.9)

wird hierbei in einen quasiteilchenzahlerhdhenden Anteil H ™ (¢), einen quasiteilchenzahlerhal-
tenden Anteil H°(¢) und einen quasiteilchenzahlverringernden Anteil H~(¢) aufgespalten. Der
MKU-Generator nimmt hierbei die Form

ivku[H ()] = H*(6) — H(£) (3.2.10)

an. Der MKU-Generator fithrt zu einem quasiteilchenzahlerhaltenen, blockdiagonalen Hamil-
toniarﬂ. Jeder Block beinhaltet nur Wechselwirkungen einer bestimmten Anzahl von Quasiteil-
chen. Zusétzlich werden die Quasiteilchenrdume strikt nach Energien geordnet; das Quasiteil-
chenvakuum entspricht damit nach dem Fluss dem physikalischen Grundzustand des Systems
und der Einteilchenraum den niedrigsten Anregungen des Systems. Dadurch lassen sich die
Figenschaften verschiedener Quasiteilchenriume getrennt von einander untersuchen. So kann

etwa die Grundzustandsenergie als die Vakuumenergie des Hamiltonians abgelesen werdenH,

!Dies gilt sowohl fiir die Matrixdarstellung als auch fiir die Besetzungszahldarstellung im Operatorraum.
2Falls der Grundzustand entartet ist, sind weitere Umformungen nétig.



3.2 Generatorschemata 19

Abbildung 3.3: Links: Darstellung des 0:n-Generators in Besetzungszahldarstellung. Rechts: Der Ha-
miltonian wihrend (grau) und nach (schwarz) der Integration der Flussgleichung.

die Dispersionsrelation kann durch Fouriertransformation der Einteilchenwechselwirkung ge-

wonnen werden.

Ferner erhélt der MKU-Generator die Bandstruktur des Hamiltonians. Treten in H(0) keine
Prozesse auf, die mehr als eine bestimmte Anzahl an Quasiteilchen erzeugen oder vernichten,
bleibt diese Banddiagonalitit wihrend des Flusses unangetastet. Die Konvergenz wurde fiir

das MKU-Generatorschema bewiesen, sofern ein Zustand minimaler Energie existiertt].

3.2.3 MKU-Varianten

Ausgehend von der Definition des MKU-Generatorschemas wurden in jlingster Zeit Varianten
entwickelt, die die selektive Entkopplung tiefliegender Quasiteilchenrdume ermoglichen. Der

0:n-Generator [FDULFIs07 wird in Besetzungszahldarstellung definiert als
fom[H ()] = Hy (€) — Hy (£), (3.2.11)

wobei HSL (¢) alle Wechselwirkungsterme des Hamiltonians beinhaltet, die Quasiteilchen aus
dem Vakuum erzeugen. Analog enthélt H, (¢) alle Wechselwirkungsterme, die die Vernichtung
von Quasiteilchen in das Vakuum beinhalten. Es ist hervorzuheben, dass die Wirkung dieser
Terme nicht allein auf das Vakuum beschrankt ist, sondern Auswirkungen auf Zustdnde mit
beliebigen Quasiteilchenzahlen hat. Der 0:n-Generator bewirkt eine Entkopplung des Vaku-

umzustands von den hoheren Teilchenrdumen, so dass auch hier die Grundzustandsenergie

3Die Konvergenz ist nicht mehr gesichert, sofern ein trunkiertes System betrachtet wird (vergleiche Abschnitt

).
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abgelesen werden kann. Hierbei ist der Verlauf der Vakuumenergie (0| H () |0) bei dem 0:n-

und dem MKU-Generatorschema identisch, sofern keine Trunkierungen vorgenommen wer-

den [EDU].

Die Vorteile des 0:n-Generatorschemas gegeniiber dem MKU-Generatorschema sind der giinsti-
gere numerische Aufwand fiir die Integration der Flussgleichung, da wesentlich weniger Terme
in den Generator eingehen, und ferner eine verbesserte Stabilitéit der Rechnun&. Ein Nachteil
des 0:n-Generatorschemas ist die hier fehlende Erhaltung der Banddiagonalitéit wihrend des

Flusses.

Neben dem 0:n-Generatorschema lassen sich auch andere Varianten formulieren, die eine wéhl-
bare Anzahl von tiefliegenden Quasiteilchenrdumen separieren. So beinhaltet etwa der 1:n-

Generator
il H(0) = Hyf (0) + H{ (0) — Hy () — Hy (0 (3.2.12)

alle Wechselwirkungen, die (unter anderem) auf die Einteilchenzusténde wirken, und separiert

das Vakuum und den Einteilchenraum.

3.3 Bestimmung der Koeffizienten

Wird der Hamiltonian in Besetzungszahldarstellung notiert, lédsst sich die Flussgleichung von
einer Operatorgleichung in ein gewohnliches Differentialgleichungssystem fiir die Koeffizienten

umformen. Hierzu wird der Hamiltonian als
H(0) =" fr(0)hy (3.3.13)
k

dargestellt. Die fi(¢) sind die zugehohrigen Koeffizienten der Basisoperatoren hy. Verwendet

man das MKU-Generatorschema oder dessen Varianten, so lisst sich der Generator als
n(0) = nifi(0)h; (3.3.14)
J

schreiben. Der Faktor n; nimmt abhéngig von der gewédhlten MKU-Variante und dem Operator
h; die Werte {1,0,—1} an. Die Flussgleichung schreibt sich damit als

D 0ufi(0hi = nifi(0) fr(€) 1y, i) (3.3.15)
i ik

= Y [5(O) fr(0) Dyjchi. (3.3.16)

i7j7k

4Obwohl die Konvergenz des MKU-Generators fiir die exakte Losung der Flussgleichung bewiesen ist, kénnen
in trunkierten Systemen Divergenzen auftreten.
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Die Eintrdge des Differentialgleichungssystems D sind nach Ausfiihrung des Kommutators

durch Koeffizientenvergleich zu bestimmen.

Eine besondere Rolle kommt der Behandlung von Symmetrien zu, die sich in (bis auf ein Vor-
zeichen) gleichen Koeffizienten zu verschiedenen Basisoperatoren dufiern. Fiir die Behandlung
unendlicher Systeme ist die Nutzung der Translationssymmetrie unerlésslich. Die Symmetri-

enutzung ldsst sich durch Einfithrung eines Symmetriegruppenoperators G = > formalisie-
G
ren [Rei06]. Fiir jede Symmetriegruppe von Termen muss genau ein Reprisentant eindeutig

gewéhlt werden; die Anwendung von G liefert zu diesem die volle Symmetriegruppe. Die Fluss-

gleichung fiir Repréisentanten schreibt sich daher als

ST Ofi(OGh =3 0 f;(0) fr(0) [Ghj, th} (3.3.17)
i 3.k
=Y fi(0) feDijrhi. (3.3.18)
1,5,k

Diese Gleichung lésst sich analog durch Koeffizientenvergleich auswerten; allerdings miissen
nur die Differentialgleichungen fiir die Repriisentanten beriicksichtigt werden. Dies ermdglicht
es, eine Summation iiber die Symmetriegruppe einzusparen. Die verbleibende Summation iiber
die Symmetriegruppe im zweiten Argument des Kommutators bleibt allerdings bestehen und

muss vollsténdig ausgewertet werden.

3.4 Trunkierung

Das Flussgleichungssystem (B30 ist im Allgemeinen nicht geschlossen, da durch Ausfiithren
des Kommutators im unendlichen SystemH Wechselwirkung mit beliebig hoher Reichweite und
unter Beteiligung beliebig vieler Quasiteilchen erzeugt werden kénnen. Um das Differential-
gleichungssystem zu schlieflen, miissen gezielt Wechselwirkungen vernachléssigt werden. Bei
der S-CUT wird die Struktur des Hamiltonians zu Beginn durch ein Trunkierungsschema fest-

gelegt; Terme, die das Trunkierungsschema nicht erfiillen, werden auf Null gesetzt.

Bei der hier vorgenommenen Trunkierung im Realraum orientiert sich die Trunkierung an der
Anzahl der beteiligten Quasiteilchen und der Reichweite der Wechselwirkung. Fiir die Ab-
leitung eines effektiven Niederenergiemodells fiir Systeme mit endlicher Anregungsliicke und
damit exponentiell abfallenden Korrelationen sind insbesondere Terme kurzer Reichweite und
niedriger Quasiteilchenzahl wichtig. Bei den in dieser Arbeit verwendeten Trunkierungssche-
mata wird eine Mischung beider Aspekte vorgenommen; jeder Anzahl von Quasiteilchen wird
eine maximale Reichweite zugeordnet, ab der trunkiert wird. Abbildung B4l veranschaulicht

die Nomenklatur.

5Auch bei endlichen Systemen kann eine Trunkierung durch eine hohe Anzahl an Freiheitsgraden notwendig
werden.
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Abbildung 3.4: Darstellung des 10-8-6-3-Trunkierungsschemas.

3.5 Observablen

Die unitére Transformation U () ist nicht allein auf den Hamiltonian beschrénkt; auch andere

Operatoren wie die Observable O werden durch den Fluss geméfl der Flussgleichung
O(l) = [n(£), O(¢)] (3.5.19)

transformiert. Eine Besonderheit besteht darin, dass in die Transformation der Observable der

aus H(¢) anhand des Generatorschemas gebildete Generator 7(¢) eingeht.

3.6 ROD

Um die Konvergenzgeschwindigkeit des Differentialgleichungssystems beurteilen zu kénnen
wird die verbleibende Nichtdiagonalitit (residual off-diagonality, ROD) verwendet. Sie ist

geméf
ROD = |3 |nifil’ (3.6.20)

definiert als die Wurzel der Summe der Betragsquadrate aller Koeffizienten des Generators in

Besetzungszahldarstellung. In konvergierenden Rechnungen nimmt die ROD ab hinreichend
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hohen Werten des Flussparameters exponentiell ab. Die absolute Hohe der ROD kann daher

auch als Maf fiir die Geschwindigkeit der Konvergenz fungieren.
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Teil 11

Ergebnisse der Arbeit
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4 Dimerisierte Heisenbergkette

Im vorliegenden Kapitel wird die CUT-Methode auf das Modell der dimerisierten Heisen-
bergkette mit besonderem Schwerpunkt auf der Untergittermagnetisierung im alternierenden

Magnetfeld angewandt. Die Potentiale einer optimierten Basiswahl werden untersucht.

Zu Beginn wird die dimerisierte Heisenbergkette in einer Standardbasis behandelt; es wer-
den der MKU- und der 0:n-Generator hinsichtlich Qualitét, Rechenokonomie und Stabilitét
diskutiert. Grundzustandsenergie und Untergittermagnetisierung der Heisenbergkette werden
fiir verschiedene Starken der Interdimerkopplung und des alternierenden Magnetfeldes berech-

net.

Im zweiten Abschnitt werden der Mischungswinkel zwischen Singulett- und z-Triplett-Zustand
als neuer Variationsparameter zur Wahl der Basis eingefiihrt und die Auswirkungen auf Grund-

zustandsenergie, Konvergenz und Untergittermagnetisierung dargestellt.

Danach wird der optimale Winkel als stationédrer Punkt der Grundzustandsenergie identifiziert.
Die physikalischen Eigenschaften des Systems werden in der optimierten CUT ausgewertet und

mit den vorhergehenden Resultaten verglichen.

4.1 Standardbasis

Der Hamiltonian der dimerisierten Heisenbergkette mit alternierendem Feld ist gegeben als

H=YJ (5} - GR 4 A\SE. §f+1) - B <SZR’Z - SZ.L’Z) mit J > 0. (4.1.1)

Zur besseren Ubersicht wird die Stirke der magnetischen Kopplung J auf 1 normiert; alle
Energien und Feldstédrken werden in Einheiten von J gemessen. Ebenso wird im Folgenden von
Finsteins Summationskonvention Gebrauch gemacht und iiber doppelt vorkommende Indizes

summiert.
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3
H = Z — L+ (4.1.2a)
(]

1
+ ) (tj"‘ + tf‘) <t}i1 + tf‘+1>

i

+ sy ((t;ra + t?) it — 7] (t;'ril + t?ﬂ)) (4.1.2b)
Ly (487,07 .8 187,18

+ 1)‘ (tz‘ titilti — 1 tZtthﬂ)

+B <th + tf) (4.1.2¢)

Ein Umschreiben in die zuvor vorgestellte Hardcore-Boson-Algebra der Triplonen liefert den
Ausdruck [ET2); hierbei entspricht (I2al) der inneren Dimerkopplung, (£1.20]) der Kopplung
zwischen verschiedenen Dimeren und ([I2Zd) der Ankopplung des alternierenden Magnetfel-
des.

Der Hamiltonian weist drei Arten von Symmetrien auf, die zur Verringerung der Laufzeit des

Programms ausgenutzt werden kénnen:

1. algebraische Symmetrie: der Hamiltonian ist invariant gegen das Adjungieren; transpo-

nierte Terme besitzen komplex konjugierte Vorfaktoren.

2. geometrische Symmetrie: der Hamiltonian ist invariant gegen das Spiegelnﬂ der Koor-
dinaten (i — —i) bei gleichzeitiger Vertauschung von linkem und rechtem Spin (letzte-
res entspricht dem Transponieren der Triplettoperatoren oder, in Kombination mit der

Selbstadjungiertheit, dem komplex Konjugieren).

3. flavourartige Symmetrie: der Hamiltonian ist symmetrisch gegeniiber einer Rotation
im Spinraum. Ohne das symmetriebrechende Magnetfeld erhielte man die volle SU(2)-
Symmetrie, wodurch bis zu sechs Operatorkombinationen durch einen Reprisentanten
beschrieben werden kénnten. Durch die Anwesenheit des Magnetfelds bleibt hiervon nur

eine U(1)-Symmetrie in der zy-Ebene des Spinraums.

Jede der genannten Symmetrien erméglicht die Einsparung eines Faktors 2 hinsichtlich der
Zahl der notigen Reprisentanten, sofern ein Term die entsprechende Symmetrie nicht aufweist.
Da speziell in weit gefassten Trunkierungsschemata unsymmetrische Terme die iiberwiegen-
de Mehrheit stellen, kann tatséchlich nahezu der volle Faktor 8 eingespart werden, was die

Integration der Flussgleichung in erheblichem Umfang beschleunigt.
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Abbildung 4.1: Berechnete Grundzustandsenergie pro Dimer E; in Abhingigkeit von der Interdimer-
kopplung A fiir den MKU- und den 0:n-Generator mit verschiedenen Trunkierungsschemata.

Generator Trunkierung Représentanten Eintrage AE—EOO (A=1)
0:n 8-6-3 4.489 247.456 1,033 %
0:n 10-8-6 53.145  2.431.408 1,080 %
0:n 10-8-6-3 113.058  36.720.000 0,485 %

MKU 8-6-3 4.464  1.486.694 0,035 %
MKU 10-8-6 59.120  69.888.047 -

Tabelle 4.1: Anzahl der Représentanten im Hamiltonian nach dem Fluss, die Grofie des Differentialglei-
chungssystems in Eintrédgen sowie die Abweichung vom analytischen Referenzwert bei A = 1 fiir den
0:n- und den MKU-Generator bei verschiedenen Trunkierungen. In allen Fillen wurden Adjungieren,
spiegeln und U(1)-Spinsymmetrie benutzt, um die Anzahl von Représentanten und Eintréagen im DGL-
System zu reduzieren. Im Fall des MKU-Generators mit 10-8-6-Trunkierung divergierte die Rechnung
bei A =1.

4.1.1 Generatoren & Trunkierung

Die S-CUT-Methode ldsst durch die Wahlfreiheit des Trunkierungsschemas hinsichtlich der
Reichweite der Wechselwirkungen im selbstdhnlichen Hamiltonian einen breiten Variations-
spielraum zur Optimierung von Geschwindigkeit, Qualitit und Stabilitdt der Rechnung zu.
Erfahrungsgeméf verbessert ein weit gefasstes Trunkierungsschema, das viele Représentanten
zuléisst, die Qualitét der Ergebnisse, benotigt allerdings auch deutlich mehr Rechenzeit. Da-
mit verbunden ist auch die Wahl des Generatorschemas, denn auch hier miissen Qualitit der

Ergebnisse und Rechendkonomie gegeneinander abgewogen werden.

'Die Spiegelung am Nullpunkt ist in Kombination mit der Translationssymmetrie dquivalent zur Spiegelung
an einem beliebigen Gitterplatz.
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Abbildung 4.2: Verlauf der verbleibenden Nichtdiagonalitit (ROD) wiihrend des Flusses in Abhéngigkeit
des Flussparameters £ fiir den MKU- und den 0:n-Generator. Verglichen werden ein gut konvergierender
(A =0,25) und ein schlecht konvergierender Fall (A = 1) ohne Magnetfeld.

Wiéhrend das MKU-Generatorschema eine Ordnung aller Quasiteilchenrdume nach ihrer Ener-
gie durchfiihrt, wurde das 0:n-Generatorschema speziell dafiir entwickelt, nur den Grundzu-
stand zu separieren. Jede der in den 0:n-Generator eingehenden Wechselwirkungen bewirkt
unter anderem die Erzeugung von Quasiteilchen aus und deren Vernichtung in das Vakuum,
wihrend der MKU-Generator zusétzlich auch alle hoheren quasiteilchenzahlverletzenden Pro-
zesse beinhaltet. Daher ist zu erwarten, dass bei der Auswertung des Kommutators mehr Terme
generiert werden und das dabei erhaltene Differentialgleichungssystem bei gleicher Trunkie-
rung erheblich dichter besetzt sein wird. Tatséchlich wirkt sich dieser Effekt nicht ganz so
dramatisch aus, da das MKU-Generatorschema die Banddiagonalitdt erhélt und daher be-
stimmte Terme im Vorhinein ausgeschlossen werden kénnen. Dennoch zeigt ein Blick auf Ta-
belle ETT1 dass das MKU-DGL-System bei gleicher Trunkierung ein Vielfaches der Eintréige
des 0:n-Systems besitzt. Da Rechenzeit und Speicherbedarf zur numerischen Losung der Fluss-
gleichung nahezu proportional zur Anzahl der Eintrige im Differentialgleichungssystem sind,
stellt das 0:n-Generatorschema deutlich geringere Ressourcenanforderungen, insbesondere bei

weiter gefassten Trunkierungen.

Abbildung BTl zeigt die Abhéngigkeit der berechneten Grundzustandsenergie von der Interdi-
merkopplung A fiir verschiedene Generator- und Trunkierungsschemata. Da wachsende Werte
von A eine zunehmende Delokalisierung bedeuten, ist dieser Bereich fiir die S-CUT schwieriger
zu behandeln. Die Trunkierung im Realraum macht sich durch stérkere Trunkierungsfehler
bemerkbar. Entsprechend sind die Werte der berechneten Grundzustandsenergie fiir niedrige
und mittlere Werte von A kaum voneinander zu unterscheiden. Erst bei hohen A zeigen sich
sichtbare Abweichungen. Ein Vergleich mit dem fiir A = 1 aus analytischer Rechnung [Hul38)]



4.1 Standardbasis 29

bekannten exakten Wert der Grundzustandsenergie pro Dimer von Ey = % — 2In2 [Hul3g]
zeigt die in Tabelle EETT] aufgefithrten Abweichungen. Bemerkenswert ist der sehr genaue
Wert des MKU-Generatorschemas bei einer 8-6-3-Trunkierung mit einer Abweichung von nur
0,035%, was vom 0:n-Generatorschema auch bei deutlich weiteren Trunkierungen nicht erreicht
wird. Allerdings muss betont werden, dass eine guteﬁ Trunkierung zwar einen guten Wert der
Grundzustandsenergie erwarten liasst; der Umkehrschluss, eine einzelne sehr gut berechnete
Grundzustandsenergie kime bereits einem sehr guten effektiven Modell gleich, ist jedoch nicht

zutreffend.

Das dritte wichtige Kriterium ist die Stabilitit der Konvergenz. In Abbildung ist die
verbleibende Nichtdiagonalitét fiir die beiden Generatorschemata bei einer 8-6-3-Trunkierung
fiir den leicht zu berechnenden Fall A = 0,25 und den schwierigen Fall A = 1 wiedergegeben;
man erkennt deutlich die wesentlich schnellere Konvergenz fiir schwache Interdimerkopplungen.
Im direkten Vergleich besitzt das 0:n-Generatorschema klare Vorteile; da nicht der komplette
Fockraum umgeordnet werden muss, startet die Nichtdiagolitdt bei niedrigeren Werten und
konvergiert wesentlich schneller als beim MKU-Generator. Dies wird insbesondere bei A = 1
deutlich, wo die ROD bei £ = 20 einen Unterschied von 20 Groéflenordnungen aufweist. Im
Bereich von ¢ = 8 findet sich weiterhin ein Bereich kurzzeitig wieder ansteigender ROD. Dies
wird als Folge von Umordnungsprozessen interpretiert. In kritischen Fiéllen kann dies sogar zu
einer Divergenz der trunkierten Rechnung fiihren; dies wurde bei der 10-8-6-Trunkierung im

Bereich ab einer Interdimerkopplung von 0,92 beobachtet.

Insgesamt wurde fiir die folgende Untersuchung dem 0:n-Generatorschema der Vorzug ge-
geniiber dem MKU-Generatorschema gegeben, da es eine bessere Konvergenz und Stabilitét
aufweist. Als Trunkierungsschema wird im Folgenden das 8-6-3-Schema verwendet. Es liefert
in weiten Bereichen des Parameterbereichs nahezu identische Resultate wie umfassedere Sche-
mata und ermoglicht durch seine sehr hohe Rechentkonomie die Untersuchung von breiten
Parameterbereichen. Dadurch ergibt sich ein guter Ausgangspunkt fiir die Optimierung durch

die angepasste Basiswahl.

4.1.2 Grundzustandsenergie

Da das 0:n-Generatorschema (wie auch MKU) die Eigenschaft hat, dass im abgeleiteten ef-
fektiven Modell im Limes ¢ — oo der Vakuumzustand vom restlichen Fockraum separiert
wird und ferner der niedrigsten Energie zugeordnet wird, ldsst sich die Grundzustandsener-
gie durch Integrieren der Flussgleichung direkt bestimmen; sie entspricht dann direkt dem
Vakuumserwartungswert des Hamiltonians (0| H(co) |0). Weil hierbei der Hamiltonian in der

Basis normalgeordneter Operatoren dargestellt wurde, liefert nur ein einziger Term einen Bei-

2Dabei muss ein weiter gefasstes Trunkierungsschema nicht automatisch fiir das Problem besser geeignet sein.
Eine systematische Qualitdtsaussage ist hierbei ein schwieriges Problem, auf das in den néchsten Kapiteln
ausfiihrlich eingegangen wird.
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Abbildung 4.3: Berechnete Grundzustandsenergie pro Dimer Ej in Abhéngigkeit von der Stiarke des
alternierenden Feldes B bei verschiedenen Interdimerkopplungsstéirken fiir den 0:n-Generator nach dem
8-6-3-Trunkierungsschema.

trag, namlich der Identitdtsoperator 1. Dessen Vorfaktor ist somit identisch mit der gesuchten

Grundzustandsenergieﬁ und kann direkt abgelesen werden.

In Abbildung EETl wurde bereits die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz in Abhéngigkeit der
Interdimerkopplung dargestellt; sie zeigt beginnend mit der Energie des isolierten Heisenberg-
Dimers bei A = 0 eine weitere Absenkung bis zum Punkt A = 1, der der homogenen Hei-
senbergkette entspricht. Der Parameterbereich ab A > 1 ldsst sich iiber die Transformation
J—= A, A — % auf den betrachteten Bereich abbilden und wird daher nicht weiter disku-

tiert.

Die Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie von einem alternierenden Magnetfeld B ist in
Abbildung B3 wiedergegeben. Die Grundzustandsenergie beginnt mit waagerechter Tangente
und senkt sich bei allen Kopplungsstéirken mit zunehmendem Magnetfeld ab; sie verlauft fiir
hohe Magnetfeldstirken (B & 1) nahezu linear. Dieses Verhalten entspricht einer induzierten

Untergittermagnetisierung, die bei hohen Feldstédrken in die Sattigung iibergeht.

4.1.3 Untergittermagnetisierung

Zur Bestimmung der Untergittermagnetisierung (im Grundzustand) fithren zwei prinzipiell

dquivalente Wege:

3 Aufgrund der Translationssymmetrie wird der Identitéitsoperator als Summe iiber Identitéitsoperatoren auf
jedem Gitterplatz dargestellt; der Koeffizient des dazugehorigen Reprédsentanten gibt daher die Grundzu-
standsenergie pro Gitterplatz wieder.
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Abbildung 4.4: Berechnete Untergittermagnetisierung pro Dimer M in Abhingigkeit von der Stérke
des alternierenden Feldes B bei verschiedenen Interdimerkopplungsstérken fiir den 0:n-Generator nach
dem 8-6-3-Trunkierungsschema.

e Ableiten der inneren Energie des Systems nach der Feldstérke.

e direktes Bilden des Grundzustandserwartungswertes (1| > <SiR gk Z) |1)).
i

Fiir Letzteres miisste der Operator M = > SZ-R # SiL # gemifl der Flussgleichung fiir Obser-
i
vablen

OM(0) = [n(€), M (0)] (4.1.3)
transformiert werden.

Wie schon zuvor bei der Grundzustandsenergie liefert dann der Koeffizient des Identitétsopera-
tors die Untergittermagnetisierung des Grundzustands. Zusétzlich zu den Trunkierungsfehlern
am Hamiltonian, durch die eine Diskrepanz zwischen dem transformierten Vakuum und dem
exakten Grundzustand des Systems auftreten wird, muss bei dieser Vorgehensweise auch fiir

die Transformation der Observable ein Trunkierungsschema verwendet werden.

In dieser Arbeit wird stattdessen die Untergittermagnetisierung iiber die Ableitung der inneren

Energie zu

AU\, B, T)

AT

(4.1.4)
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gewonnen. Am absoluten Nullpunkt 7" = 0 befindet sich das System im Grundzustand und die
innere Energie U ist gerade die Grundzustandsenergie. Durch Ableiten der Grundzustands-
energie pro Dimer Fy nach der Stirke des alternierenden Magnetfelds wird also gerade die

Untergittermagnetisierung pro Dimer bei T = 0 berechnet.

In Abbildung FE4] ist die so berechnete Untergittermagnetisierung pro Dimer fiir verschiede-
ne Werte der Interdimerkopplung in Abhéingigkeit von der alternierenden Magnetfeldstéirke
dargestellt. In allen Fillen beginnt die Magnetisierungskurve im Nullpunkt (keine sponta-
ne Magnetisierung), steigt mit der Feldstérke und geht langsam in eine Séttigung iiber; bei
B=1 werden bereits > 90% des theoretischen Maximums erreichtE. Der Anstieg der Magne-
tisierung zu Beginn wird mit zunehmender Interdimerkopplung immer ausgeprégter; dies ist
einleuchtend, da wachsende antiferromagnetische Kopplung zwischen den Dimeren die Ausbil-
dung einer Untergittermagnetisierung erleichtert. Im Fall A = 1 ist das System kritisch, man
erwartet aus der analytischen Loésung [MTBBST] im Ursprung einen senkrechten Anstieg der
Magnetisierung. Hier liefert die CUT zwar eine hohe, aber noch endliche Steigung, da Prozesse

unendlicher Reichweite durch die Trunkierung im Ortsraum nicht erfasst werden konnen.

4.2 Gedrehte Basis

Mit dem MKU- und dem 0:n-Generator wird der Hamiltonian des Systems sukzessive in eine
Form gebracht, in der das Vakuum dem Grundzustand entspricht. Obwohl im Prinzip jede
Basis geeignet ist, kann ein bereits gut gewihlter Ausgangspunkt die Qualitdt und Geschwin-
digkeit der Rechnung spiirbar verbessern. DUSUEL und UHRIG verwendeten in ihrer Studie
des quartisch gestérten harmonischen Oszillators [DU04] die mit einem Variationsparameter
o modifizierten Eigenzustéinde des ungestorten harmonischen Oszillators. Hierbei zeigten sie,
dass stationére Punkte der Grundzustandsenergie und der Energieliicke besonders gut die ex-
akten Losungen des Problems wiedergeben, und formulierten dies als ein Variationsprinzipﬁ
fiir die CUT-Methode.

Die Abh#ngigkeit der Ergebnisse von der Wahl der Basis erscheint zunéichst paradox. In einer
exakten Rechnung sollte dies auch niemals vorkommen; der Grund hierfiir liegt tatséchlich bei
den eingehenden Niherungen: der Trunkierung und numerischen Fehlern bei der Integration.

Die Optimierung der Basis hat hierbei zwei Einfliisse:

e verinderter Startpunkt: befindet sich der Hamiltonian durch eine vorangestellte Basis-
transformation bereits nahe an der diagonalen Gestalt, muss der Hamiltonian durch die
CUT kaum noch verindert werden. Also werden die hierbei auftretenden Fehler klein

gehalten.

“Der Untergittermagnetisierung 1 entspricht gerade vollstéindig ausgerichteten Spins.
5Von der Praxis, stationire Punkte mit optimal gewihlten Parametern zu identifizieren, wird im Rahmen von
Mean-Field-Rechnungen héufig Gebrauch gemacht.
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e angepasste Trunkierung: das Wirken des Trunkierungsschema selbst ist explizit von der
verwendeten Basis abhédngig. Wird eine Basis gewéhlt, in der die im Fluss auftretenden

Terme eine kompaktere Gestalt haben, reduziert sich der Trunkierungsfehler.

4.2.1 Heisenberg-Dimer im Magnetfeld

Den Ausgangspunkt fiir die CUT-Rechnungen des letzten Abschnitts bildeten die Basis der Ei-
genzustinde einer Kette isolierter Dimere ohne Magnetfeld. Durch das Anlegen eines dufleren
Feldes wird in der Kette eine Untergittermagnetisierung ausgebildet, wihrend der Referenz-
zustand des Singulettproduktzustands selbst keine Magnetisierung aufweist. Als einfachste
Untersuchungsmoglichkeit eines Referenzzustands mit Untergittermagnetisierung bietet sich

hierfiir das isolierte Dimer im alternierenden Feld an. Der Hamiltonian ergibt sich zu

H = §L §R+B (SL,z _SR,z)
, (4.2.5)
= —J1+ et g (th i tz) .

Dieser Hamiltonian ldsst sich analytisch diagonalisieren. Die Eigenzustidnde sind gegeben durch

|5(6)) = cosf|s) +sinf |z)

2(6)) = |) (4.2.6)
356)) = Iy

|2(0)) = cos @ |z) —sinf |s)

mit dem Drehwinkel

tanf = ——. (4.2.7)

11
By=—7—5V1+45 (4.2.8)
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und die Untergittermagnetisierung gegeniiber dem alternierenden Feld

dE 2B
M= — = . 4.2.9
dB /1 +4B? ( )

Das Verhalten des Dimers im alternierenden Feld ldsst sich damit recht einfach charakterisie-

ren:

e Ohne Feld tritt die bekannte Singulett-Triplettstruktur auf. Der Winkel 6 hat den Wert

0 und die Untergittermagnetisierung verschwindet.

e Bei wachsendem Feld enthélt der Grundzustand immer stiarkere Anteile des Triplettzu-

stands |z), die Untergittermagnetisierung wichst mit zunehmendem Feld an.

e Im Grenzfall unendlich hoher Feldstédrke wird das System bei einem Mischungswinkel
von 6 = 7 in den Néel-geordneten Zustand % =|T]) gezwungenﬁ. Die Untergitter-

magnetisierung séttigt bei 1.

Um einen moglichst giinstigen Ausgangspunkt fiir die CUT im Falle der dimerisierten Heisen-
bergkette zu gewinnen, bietet es sich daher an, bereits mit einer um einen Winkel 6 gedrehten
Basis zu beginnen. Es ist davon auszugehen dass sich der (noch unbestimmte) optimale Winkel

durch die Interdimerkopplung verschiebt. Wir werden 6 als Variationsparameter nutzen.

Der Ubergang zu einer gedrehten Basis bietet noch eine zusitzliche Perspektive fiir die Ver-
allgemeinerung in zwei Dimensionen:

Wiéhrend in der Kette eine Untergittermagnetisierung nur durch ein &dufleres, symmetriebre-
chendes Feld hervorgerufen wird, tritt diese in zwei Dimensionen bereits ohne Feld spontan
auf [Sac99]. Sowohl das Triplettvakuum als auch der Starthamiltonian selbst sind SU(2)-
symmetrisch; daher wiirde eine CUT-Rechnung stets auch auf einen symmetrischen Vaku-
umszustand fithren und nie den tatséchlichen Grundzustand erreichen (dieser liegt dagegen in
einem entarteten Unterraum).

Die Einfithrung einer gedrehten Basis kann dieses Problem umgehen, da hierbei die Wahl des

Referenzzustands bereits die Symmetriebrechung unterstiitzt.

SEntsprechend fiihrt eine Feldstérke B = —oo auf einen Mischungswinkel von —Z und den Zustand [[T).
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4.2.2 Gestalt der Operatoren

Durch den Wechsel der lokalen Basis werden der Singulett- und der z-Triplettzustand durch

eine unitdre Transformation

|s) — |8) = cosf|s) +sinf|z)
vy TR (4.2.10)
=y

#)
J)
2)

~ § ~
!

— |2) = cosf|z) —sinf |s)

mit einander gemischt H Die gedrehten Triplettzustinde kénnen erneut als Quasiteilchenanre-
gungen des Referenzzustands |$) aufgefasst werden; die entsprechenden gedrehten Erzeugungs-

operatoren ergeben sich dabei zu

P = |2) (3] = cos? 0 |2) (s| —sin? 0 |s) (z| + sinfcos b (|2) (2| — |s) (s])
= cos? 0t*1 — sin? 0t* + sin 6 cos 0 (tmTt‘T + tYTHY 27T — ]1>
(4.2.11)
= |Z) (8] = cos BtT + sin Ht°1t*

i
p¢t=12) (3] = cos OtYT + sin AtYTE*.

Die entsprechenden Vernichtungsoperatoren ergeben sich durch Adjungieren. Man beachte ins-
besondere, dass der Basiswechsel Auswirkungen auf alle drei Triplonpolarisationen nach sich

zieht, da sich das gemeinsame Vakuum geéndert hat.

Unverdndert durch den Basiswechsel bleibt die Bedingung

15) (81 + |2) (&l + 19) (9] + 12) (2] = 1. (4.2.12)

Ferner gentigen auch die gedrehten Triplonoperatoren wieder der Hardcore-Algebra
[M?T, W] } = 0y (u?fuf — bap (11 - u?*u?)) : (4.2.13)

Hierbei wurde die Erweiterung der in der lokalen Basis wirkenden Operatoren p und u! zu an

Platz ¢ im ausgedehnten System wirkenden Operatoren p; und MzT vorweggenommen.

"Vergleiche hierzu mm
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4.2.3 Variation des Drehwinkels

Es ist erkennbar, dass die Parametrisierung der neuen Basis 27-periodisch im Drehwinkel
ist. Tatséchlich werden alle physikalischen Eigenschaften sogar eine m-Periodizitéit aufweisen,
da hierbei nur ein reiner Phasenfaktor —1 anfillt. Der physikalisch interessante Bereich fiir
B > 0 reduziert sich nochmals auf 0 < 6 < 7; hier geht der Referenzzustand vom reinen
Singulett-Zustand in den Néel-geordneten Zustand iiber, wie er sich im Grenzfall unendlich
hoher alternierender Magnetfeldstirken als Grundzustand ergibt. Uber diesen Winkel hinaus
werden immer groflere Anteile des z-Triplettzustands in den Referenzzustand eingebracht; so
entspricht bei einem Winkel von 6 = § dem gedrehten Vakuum in der Standardbasis eine glo-
bale Anregung von Triplonen auf jedem Gitterplatz, was als ein energetisch sehr hoch liegender

Zustand einen ausgesprochen schlechten Startpunkt fiir eine CUT-Rechnung darstelltH.

4.2.3.1 Grundzustandsenergie

In den Abbildungen und ist die Abhéngigkeit der berechneten Grundzustandsener-
gie von der gewihlten Basis aufgefithrt. Die Abhéngigkeit ist erwartungsgeméfl nur gering
und zeigt Schwankungen im Bereich von 10™* bis 107%; es gibt jedoch stets ein ausgepriigtes
Minimum in der berechneten Grundzustandsenergie. Es liegt bei verschwindendem Feld bei der

ungedrehten Basis und verschiebt sich mit zunehmender Feldstéirke systematisch zu hoheren
Winkeln hin.

Die Abhé#ngigkeit der Grundzustandsenergie vom Drehwinkel ldsst sich auch iiber den phy-
sikalisch relevanten Bereich bis 7 fortsetzen; als einzig nennenswerte Auffélligkeit zeigt sich
hierbei ein deutliches Ausbrechen aus dem iiblichen Schwankungsbereich bei einem Versatz
von ~ 7§ gegeniiber dem beobachteten Minimum. Dies liefert ein recht anschauliches Bild:
dem optimalen Winkel entsprechen ein Vakuumzustand und ein Trunkierungsschema, die dem
realen Grundzustand offenbar vergleichsweise nahe kommen. Eine Drehung um 5 bedeutet,
dass der eigentlich optimale Vakuumzustand gegen einen energetisch hochliegenden Zustand

getauscht wird.

4.2.3.2 Konvergenzgeschwindigkeit

Die Konvergenzgeschwindigkeit hangt ausgesprochen stark von der Basiswahl ab; ein giinstig
gew#hlter Startpunkt kann die verbleibende Nichtdiagonaliit um 3 Groflenordnungen (¢ = 20)

und mehr gegeniiber der ungedrehten Basis verbessern; das Minimum ist sehr scharf ausgepragt

®Dies gilt, solange kein Magnetfeld anliegt, denn wie der optimale Winkel verschiebt sich auch der ungeeignet-
ste Winkel mit der Magnetfeldstirke. Im Grenzfall des unendlich starken alternierenden Magnetfeldes mit
Grundzustand |... T| ...) (entsprechend einem Drehwinkel von %) sind die Winkel 0 und % gleichbedeutend;

der schlechtestmégliche Startpunkt ist der Zustand |... |7 ...) (entsprechend einem Drehwinkel von 37).
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Abbildung 4.5: Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie pro Dimer E, der verbleibenden Nichtdiago-
nalitdt (ROD) bei ¢ = 20 und Untergittermagnetisierung pro Dimer M fiir verschiedene alternierende
Feldstéirken B und Interdimerkopplungen A vom Drehwinkel 6 der Basistransformation. Verwendet

wurde der 0:n-Generator in einer 8-6-3-Trunkierung.
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Abbildung 4.6: Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie pro Dimer F, der verbleibenden Nichtdiago-
nalitéit (ROD) ¢ = 20 und Untergittermagnetisierung pro Dimer M fiir verschiedene alternierende
Feldstarken B und Interdimerkopplungen A vom Drehwinkel 6 der Basistransformation. Verwendet
wurde der 0:n-Generator in einer 8-6-3-Trunkierung.
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Abbildung 4.7: Vergleich der verbleibenden Nichtdiagonalitdt wéhrend des Flusses fir A = 1 und
B = 0, 1. Aufgefiihrt sind die Standardbasis mit # = 0, der Winkel minimaler Grundzustandsenergie

Oopt sowie der demgegeniiber um 5 verschobene Winkel 0ess.

und gut ablesbar. Bei schwacher Interdimerkopplung féllt es mit dem Minimum der Grund-
zustandsenergie sehr gut zusammen; bei starker Interdimerkopplung verlagert es sich dagegen

weiter zu hoheren Winkeln.

Dies ist ein auffilliger Unterschied zum Verhalten trunkierungsfreier Systeme. Im Rahmen ei-
ner Voruntersuchung wurde die Variation des Drehwinkels in einem 4-Dimer-System behandelt;
als kleines, endliches System lieflen sich die Flussgleichungen ohne Trunkierung untersuchen.
Dennoch zeigten sich auch hier schwache Abhingigkeiten der Grundzustandsenergie (< 107°)
und ROD vom Drehwinkel auf Grund von Unsicherheiten durch die numerische Integration.
Im Gegensatz zum unendlichen System befanden sich die stationédren Punkte von Grundzu-
standsenergie und ROD in allen untersuchten Fillen lediglich im Abstand von ~ 1073 bei
einander. In beiden Fillen ist offenbar die Néhe des gewihlten Startpunktes zum tatséchli-
chen Grundzustand ausschlaggebend.

Im unendlichen trunkierten System ist die FKignung des Startpunktes fiir die Konvergenzge-
schwindigkeit ebenfalls ausschlaggebend. Im Fall der Grundzustandsenergie zeigt jedoch offen-
bar ebenfalls das TrunkierungsschemaH deutliche Auswirkungen und fithrt dazu, dass sich der
stationédre Punkt der Grundzustandsenergie bei einem deutlich abweichenden Winkel befinden

kann.

Abbildung EE7 zeigt den Verlauf der verbleibenden Nichtdiagonalitdt (ROD) ohne Drehwinkel,

9Die Wahl der Basis beeinflusst direkt die Trunkierung.
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fiir den Winkel minimaler Grundzustandsenergie 6,4 und den um 5 verschobenen Winkel 0)egs.
Obwohl nicht identisch mit dem ROD-Minimum zeigt 0, eine sichtlich verbesserte Konver-
genz gegeniiber dem Normalfall, wogegen die Konvergenz bei e erwartungsgeméf deutlich
schlechter ist. Gut erkennbar ist dabei die gleich zu Beginn ansteigende ROD; diese liefert
einen Hinweis auf Umordnungsprozesse im Hamiltonian, die durch das kiinstliche Vertauschen

des optimalen Vakuumstartwertes mit der globalen Anregung von z-Triplonen nétig werden.

4.2.3.3 Untergittermagnetisierung

Die Abhéngigkeit der berechneten Magnetisierung vom Drehwinkel zeigt kein einheitliches
Verhalten. Haufig findet sich in direkter Ndahe zum Minimum der Grundzustandsenergie auch
ein lokales Minimum der Magnetisierung; die weitere Gestalt der Kurve kann allerdings kom-
plizierter sein (vergleiche Abbildung EH, B = 0,5). Generell ist der Schwankungsbereich der
Magnetisierung stérker als bei der Grundzustandsenergie. Hervorzuheben ist der kritische Fall
A =1, B = 0; hier wird bei schlechter Wahl des Drehwinkels sogar der Wert ~ 0, 35 berechnet,

wihrend in der analytischen Losung keine Untergittermagnetisierung auftritt.

4.3 Optimierter Drehwinkel

4.3.1 Wahl des optimalen Winkels

Als optimaler physikalischer Drehwinkel wird der Winkel extremaler Grundzustandsenergie
nach Losen der Flussgleichung gewéhlt. Tatséchlich erweist sich diese Wahl auch zur Bestim-
mung der Magnetisierung als giinstig. Da die berechnete Grundzustandsenergie von der Wahl
des optimierten Drehwinkels 0,p¢(\, B) abhéngt, muss diese strenggenommen auch in die Bil-

dung der Ableitung eingehen. Nach der Kettenregel findet man daher den Zusammenhang

dEy(\, B, 0, ,B
M (X, By) = — o2 C’prt(A ) (4.3.14)
Ao, Bo
B BEO(A,B,HOpt(A,B)) B 8E0()\,B,9) 660pt(>\,B)
0B Ao,Bo 90 20,Bo,00pt 0B Ao,Bo

Dieser Ausdruck ist nur umstindlich zu bestimmen, da neben der partiellen Ableitung der
Grundzustandsenergie nach der Feldstiarke auch die partielle Ableitung nach dem Drehwinkel
und insbesondere auch eine partielle Ableitung des optimierten Drehwinkels selbst gebildet
werden miissen. Abhingig davon, auf welche Weise die Wahl von 0,y getroffen wird, kann
gerade dieser Schritt einen erheblichen Mehraufwand bedeuten. Umgekehrt kann ein einfaches

Ignorieren dieses Terms eine zusétzliche Fehlerquelle generieren.
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Abbildung 4.8: Verschiebung des Winkels niedrigster Vakuumenergie 0p,;,(¢) wihrend des Flusses fiir
die Parameter A = 1 und B = 0,1 (0:n-Generator, Trunkierungsschema 8-6-3).

Die Wahl des optimalen Drehwinkels als stationédrer Punkt der Grundzustandsenergie bietet
nun den entscheidenden Vorteil, dass die partielle Ableitung der Grundzustandsenergie nach
dem Winkel definitionsgeméfl gerade verschwindet; dadurch fallt der komplette Term weg,
und es besteht Gleichheit zwischen totaler und partieller Ableitung. Entsprechend sollten die
auf diese Weise berechneten Untergittermagnetisierungen fiir den so gewihlten Winkel eine

besonders hohe Genauigkeit aufweisen.

Eine Alternative stellt der Winkel hochster Konvergenzgeschwindigkeit dar, denn die verblei-
bende Nichtdiagonalitit (ROD) zeigt ein &duferst scharfes Minimum {iber mehrere Grofienord-
nungen, dessen Lage insbesondere bei starker Interdimerkopplung sich deutlich vom stationé-

ren Punkt der Grundzustandsenergie unterscheidet.

Obwohl eine hohe Konvergenzgeschwindigkeit eine sehr wiinschenswerte Eigenschaft des Fluss-
gleichungssystems ist, lisst sie jedoch keine Aussage iiber die physikalische Qualitiat der Ergeb-
nisse zu. Denn wéhrend die Grundzustandsenergie und Magnetisierung physikalische Observa-
blen sind, die wiahrend des Flusses schnell gegen einen endlichen Grenzwert konvergieren, ist
die ROD ausschlielich eine interne (numerische) Kenngrofie des Verfahrens, die letztlich nur
eine numerisch unvermeidliche Folge einer unvollstéandigen Integration ist: im Limes £ — oo
verschwindet die ROD fiir alle Drehwinkel.

Ein Vergleich der ROD bei einem endlichen Wert des Flussparameters fiir verschiedene Dreh-
winkel ist zwar unter numerischen Gesichtspunkte moglich, aber aus physikalischer Sicht vollig
willkiirlich. Denn durch die Wahl des Drehwinkels wird tatséchlich eine Schar von Raumkurven

Hy(¢) in der Algebra verglichen; da jede Kurve von einem anderen Startpunkt aus beginnt,
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sind die Raumkurven prinzipiell verschieden und ihre Parametrisierungen ¢ — Hy(¢) stehen

zu einander in keinem Zusammenhang.

Der Vergleich der ROD zwischen verschiedenen Winkeln bei gleichem Flussparameter bedeutet
also, Punkte aus verschiedenen Raumkurven anhand des Wertes des jeweiligen Kurvenparame-
ters auszuwéhlen und miteinander zu vergleichen. Da die Parametrisierung jeder Kurve aber
unabhéingig und willkiirlich gewéhlt werden kann, kann auf diese Weise keine physikalisch rele-
vante Aussage iiber die Raumkurven selbst getroffen werden. Objektiv vergleichbar sind daher
allein die Endpunkte der Raumkurven entsprechend dem Grenzwert Hy(¢ — 00), bei welchem
die ROD aber gerade verschwindet .

Abbildung zeigt den Verlauf des Drehwinkels minimaler Vakuumenergi wihrend des
Flusses. Wie zu erkennen ist, schwankt die Lage des Minimums zu Beginn noch recht stark,
wihrend ab einem Flussparameterwert von £ & 7 bereits die endgiiltige Lage fiir £ — oo gut
ablesbar ist; dieser Wert liegt in der Umgebung des urspriinglichen Minimums der Vakuu-
menergie bei ¢ = 0. Zur Bestimmung des optimalen Drehwinkels wird daher zunéchst das

Minimum der Vakuumenergie pro Dimer

0] Hyg(0)]0 3
<|97]\([)|> = + (1 — \)sin® @ cos® § — 2B sin f cos § + sin? 0 (4.3.15)
mit Brents Algorithmus bestimm. Dieses dient dann als Startpunkt fiir die eigentliche Op-

timierung.

4.3.2 Abhingigkeit von B und A\

In Abbildung £9 ist die Abhéngigkeit des optimierten Drehwinkels von der Stérke des alter-
nierenden Magnetfelds dargestellt. Wie beim isolierten Dimer erwartet, steigt der Wert des
optimalen Drehwinkels mit dem Magnetfeld streng monoton an; ein entsprechend gewéhlter
Startpunkt ist die bestmogliche Anndherung an den tatsichlichen Grundzustand der Ket-
te. Mit zunehmender Interdimerkopplungsstirke wird der Anstieg im Anfangsbereich immer
starker ausgeprégt; dies passt zu dem schon in Abbildung 4] erkennbaren deutlichen An-
stieg in der Magnetisierung fiir hohe Werte von A. Wihrend allerdings die Magnetisierung

im betrachteten Parameterbereich bei allen Kopplungsstirken auf ca. 90% des Maximalwertes

T atsichlich gibt es genau eine ausgezeichnete Art, verschiedene Raumkurven objektiv vergleichbar zu parame-

dH ()

T dl’. Die Berechnung der Bogenlinge erfordert

‘

trisieren, ndmlich anhand ihrer Bogenlénge [ds = [ H
¥ 0

jedoch das Vorhandensein einer Metrik; auf die Schwierigkeit, Norm und Metrik fiir diese Operatoren zu

formulieren, wird im Rahmen der Betrachtung von Trunkierungsfehlern in Kapitel Bl noch eingegangen.
"'Wie zuvor bei der ROD gilt auch hier: physikalisch bedeutsam ist am Ende nur der Vergleich bei £ — oo.
2Hierbei wird aus berechneten Funktionswerten in der erwarteten Umgebung des Minimums eine Parabel
interpoliert; die Funktion wird am berechneten Scheitelpunkt ausgewertet. Dieser Vorgang wird bis zur
gewiinschten Genauigkeit iteriert.
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Abbildung 4.9: Abhéngigkeit des optimierten Drehwinkels 6,,: von der Stdrke des alternierenden Ma-
gnetfelds B fiir verschiedene Werte der Interdimerkopplung A (0:n-Generator, 8-6-3-Trunkierung).

-0.8

-0.9

-1.1

-1.2

Ey
Ep

-1.3

-1.4

-1.5

-1.6

17
0,0.0050.01 0.015 0.02
0.6

-1.7

0 0.2 0.4

B

0.8 1

-
Hrbb,
-
+

oy, A
L

0 0.0050.010.015 0.02

0.2

0.4
B

0.6

0.8 1

Abbildung 4.10: Grundzustandsenergie Ey pro Dimer mit und ohne Optimierung im Vergleich zu
DMRG-Referenzdaten fiir eine Interdimerkopplung A von 0,75 und 1 in Abhéngigkeit von der Stérke
des alternierenden Magnetfelds B (0:n-Generator, Trunkierung 8-6-3). Im Fall A = 0, 75 sind die Grund-
zustandsenergien fiir = 0 und 6,p¢ kaum zu trennen.

ansteigt, nimmt der optimale Drehwinkel nach dem schnellen Anstieg zu Beginn speziell bei

starker Interdimerkopplung nur noch langsam zu.

4.3.3 Grundzustandsenergie

In weiten Teilen des Parameterbereichs, bei niedriger und méfliger Interdimerkopplungen fiihrt
die Optimierung des Winkels nur zu geringen Korrekturen der Grundzustandsenergie (Abbil-

dung LT links). Die Ergebnisse decken sich sehr gut mit einer DMRG-Referenzrechnung; im
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0 0.005 0.01 0.015 0.02
0 | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 4.11: Untergittermagnetisierung M pro Dimer mit und ohne Optimierung im Vergleich zu
DMRG-Referenzdaten fiir eine Interdimerkopplung A von 0,75 in Abhéngigkeit von der Stéirke des
alternierenden Magnetfelds B (0:n-Generator, Trunkierung 8-6-3).

direkten Vergleich bestehen speziell im Bereich niedriger Feldstédrken systematische Abwei-
chungen zur DMRG-Rechnung (= 10~ fiir A = 0, 75).

Deutlicher zu Tage treten die Unterschiede bei hoher Interdimerkopplung (A = 1, Abbildung
ELT0 rechts); die Abweichungen zur DMRG-Referenz sind auch hier bei geringer Feldstérke
am groften (bis zu ~ 1072). Hier liefert die Optimierung des Drehwinkels eine sichtbare

Verbesserung (Abbildung EETT, kleines Bild).

4.3.4 Untergittermagnetisierung

Im Bereich niedriger und mittlerer Interdimerkopplung erzielt auch hier bereits die nicht op-
timerte CUT sehr gute Ergebnisse (Abbildung EETTI); Verbesserungen durch die Optimierung

sind im Bereich niedriger Feldstérken erkennbar.

Eine starke Verbesserung durch die Optimierung des Drehwinkels zeigt sich bei der Unter-
gittermagnetisierung im kritischen Fall A\ = 1 bei niedriger Feldstéirke (Abbildung EETZ)). An
dieser Stelle erwartet man eine sehr rasch ansteigende Untergittermagnetisierung mit senk-
rechter Steigung im Nullpunkt. Dieser Fall stellt eine besondere Herausforderung an die CUT
dar, da die Triplonmasse verschwindet, magnetische Korrelationen nicht mehr exponentiell

abfallen und damit die Trunkierung im Realraum schwieriger wird.

Bei der gewohnlichen Rechnung mit 8-6-3-Trunkierung wird dieser steile Anstieg bei geringer
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Abbildung 4.12: Untergittermagnetisierung M pro Dimer mit und ohne Optimierung im Vergleich
zu DMRG-Referenzdaten fiir eine Interdimerkopplung A von 1 in Abhéingigkeit von der Stdrke des
alternierenden Magnetfelds B (0:n-Generator, Trunkierung 8-6-3).

Feldstérke stark ausgeschmiert; die berechnete Untergittermagnetisierung steigt von Beginn
an gleichméfig an, kreuzt die Referenzkurve und néhert sich bei mittleren Feldstédrken dieser

wieder von oben an.

Gerade das physikalische Verhalten der unendlichen Steigung im Nullpunkt wird durch die
Optimierung des Drehwinkels wesentlich besser wiedergegeben; die Magnetisierungkurve zeigt
einen deutlich steileren Anstieg bei niedrigen Feldstarken und verlduft danach nahe der Refe-

renzkurve. Auch bei mittleren Feldstiarken liegen die optimierten Werte nidher an der DMRG-

Referenz (Abbildung auBen).

4.4 Technische Implementierung

Als Ausgangspunkt fiir das Aufstellen des Flussgleichungssystems diente ein von DUFFE und
FiscHER [DE(OT] zur Untersuchung von Spinleitern entwickeltes Program in der Program-
miersprache C++. Es wurde um die Behandlung von Polynomen aus Parametern als Startwerte
sowie die automatisierte Durchfithrung von Basistransformationen erweitert. Die Integration
erfolgte iiber ein Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung mit konstanter Schrittweite [PTVEQT].
Die in diesem Abschnitt gezeigten Rechnungen wurden, soweit nicht anders vermerkt, mit

einer Schrittweite von 1072 bis zum Flussparameter ¢ = 20 integriert.

13Ein Uberblick iiber den prinzipiellen Aufbau eines Programms zum Aufstellen von Flussgleichungen findet

sich in [Rei06].
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Das Losen der Flussgleichung wurde iiber die Open-MP-Schnittstelle parallelisiert.

Fiir die Bildung der Ableitung zur Berechnung der Untergittermagnetisierung wurde Rid-
ders Methode [PTVE(7| verwendet. Die numerische Bestimmung des Minimums der Grund-
zustandsenergie erfolgte nach Brents Algorithmus [PTVFQ0T]; als Ausgangspunkt fiir die Opti-
mierung diente das Minimum der Vakuumenergie vor der Integration der Flussgleichung. Beide

Algorithmen wurden geméfl ihrer Formulierung in den Numerical Recipies verwendet.

Zur Gewinnung der Referenzwerte mittels DMRG [Whi92L[Whi93,SchO5,PWKHI9] wurde das
ALPS-Programmpaket [Ac07] verwendet. Die Randbedingungen wurden periodisch gewéihlt;
fiir die Anzahl der Sweeps erwies sich bereits ein Wert von 2 als ausreichend, lediglich fiir
den Bereich niedriger Magnetfeldstérken (Abb. EETT]) wurden 4 Sweeps benétigt. Fiir jeden
Datenpunkt wurde zunéchst ein Finite-Size-Scaling iiber die Anzahl der Zusténde (32, 64, 128,
256) und die Kettenléngen (32, 64, 128, 256) durchgefiihrt. Hierbei wurden Ey und M zunéchst
gegen die inverse Anzahl der Zusténde aufgetragen und mit einem Polynom 2. Grades mit dem
Programm GNUPLOT iiber den Marquardt-Levenberg-Algorithmus der Wert fiir unendlich viele
Zustinde extrapoliert. Anschlieend wurde diese Vorgehensweise fiir die Systemgrofie analog
durchgefiihrt.

4.5 Zusammenfassung und Ausblick

Die Grundzustandsenergie und Magnetisierung der Heisenbergkette konnten in der Standard-
basis erfolgreich berechnet werden. Das System zeigte im kritischen Fall A = 1 eine besonders

steile, allerdings immer noch endlich ansteigende Magnetisierungskurve.

Mit Einfithrung des Drehwinkels als Variationsparameter wurde erwartungsgeméf eine schwa-
che Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie beobachtet; hierbei zeichnete sich ein klares Mi-
nimum ab. Weiterhin wurde ein Winkel schnellster Konvergenz gefunden, der bei schwacher
Interdimerkopplung nahe am Minimum der Grundzustandsenergie liegt, sich bei stérkeren

Feldern allerdings zu deutlich héheren Winkeln hin verschiebt.

Die optimierte Basis wurde als das Minimum der Grundzustandsenergie eingefiihrt und zeich-
nete sich gegeniiber der Standardbasis durch eine genauere Grundzustandsenergie bei starker
Interdimerkopplung und niedrigen Feldstdrken, sowie durch eine deutlich schnellere Konver-
genz aus. Hinsichtlich der Untergittermagnetisierung konnte in diesem Bereich eine signifikante

Verbesserung erzielt werden.

Insgesamt erscheint die optimierte Basis daher geeignet, gerade in kritischen Féllen, in de-
nen starke Trunkierungsfehler auftreten, die Genaugkeit und physikalische Aussagekraft des
effektiven Modells gezielt zu verbessern. Die gesteigerte Konvergenzgeschwindigkeit ist hierbei

gemischt zu bewerten. Zwar verbessert diese Tatsache die Laufzeit in der Integration, dennoch
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miissen, je nach gewihlter Genauigkeit, zwischen 3 und 8 Integrationen der Flussgleichung
durchgefiihrt werden. Dieser Mehraufwand ist allerdings geringer als der Ubergang zu einem

weiter gefassten Trunkierungsschema zur Folge hat.

Besonders vielversprechend ist die Aussicht auf eine Erweiterung auf das zweidimensionale
Heisenbergmodell. Hier erscheint die Nutzung der gedrehten Basis fiir die Behandlung sponta-
ner Magnetisierung sogar zwingend erforderlich, da nur durch eine Symmetriebrechung schon

in den Anfangsbedingungen der physikalische Grundzustand fiir die CUT zugénglich wird.
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5 Analyse des Trunkierungsfehlers

Durch die Formulierung in Besetzungszahldarstellung ermoglicht die S-CUT-Methode die di-
rekte Arbeit in unendlich ausgedehnten Systemen (thermodynamischer Limes). Durch die For-
mulierung in Besetzungszahldarstellung muss der Hilbertraum des Systems nicht begrenzt
werden. Allerdings miissen in der S-CUT-Methode gezielt Wechselwirkungsterme mit hoher
Reichweite oder unter Beteiligung vieler Quasiteilchen vernachléssigt werden. Dieser Trunkie-
rungsfehler kann bisher nur durch den Vergleich von Ergebnissen verschiedener Trunkierungs-
schemataﬂ [KM94] oder den Vergleich mit Resultaten anderer Verfahren abgeschétzt werden.

Die Kenntnis des Trunkierungsfehlers allein aus der trunkierten Rechnung selbst heraus (a

priori) ist daher von grofiem Interesse und wiirde verschiedene neue Moglichkeiten ertffnen:

e Es lieflen sich feste Fehlerschranken auf physikalische Kenngrofien des Systems bestim-

men.

e Es stiinde eine Moglichkeit zur Verfiigung, Trunkierungsschemata zu vergleichen und

hinsichtlich der Qualitidt der Ergebnisse eine objektive Bewertung durchfiihren.

e Dariiber hinaus konnten verwendete Methode und Trunkierungsschemata gezielt opti-
miert werden; sollte sich etwa in einer Untersuchung herausstellen, dass bestimmte Frei-
heitsgrade einen Grof3teil des Trunkierungsfehlers bedingen, wiirde eine Trunkierung von
Termen nach ihrer Wichtigkeit nicht nur die Qualitdt der Ergebnisse verbessern, sondern

zugleich noch massive Einsparungen von Rechen- und Speicherressourcen ermdoglichen.

In diesem Kapitel wird der aus der Trunkierung erwachsende Fehler analysiert und erstmals
gezeigt, wie dieser sich durch eine inhomogene Flussgleichung mathematisch erfassen lasst.
Mit ihr wird ein intrinsisches Maf fiir den Trunkierungsfehler der S-CUT-Methode hergeleitet,
in welches ausschliellich aus numerischer Integration der trunkierten Flussgleichung bekannte
Groflen eingehen. Es wird der Zusammenhang zum Fehler der Grundzustandsenergie herge-
stellt und die Methode anhand des Doppel—Hardcore—Boson—Systemsﬁ illustriert.

Im Allgemeinen ist davon auszugehen, dass der Trunkierungsfehler um so kleiner wird, je weiter das Trun-
kierungsschema gefasst ist, das heifit, je mehr Terme im Hamiltonian beriicksichtigt werden.
?Die Rechnungen wurden mit der Mathematikumgebung MAPLE durchgefiihrt.
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(1-T)n.H.]

Abbildung 5.1: Der Informationsfluss innerhalb des Hamiltonians; Koeffizienten innerhalb des Trun-
kierungsschemas Hp werden auch von den unbekannten Koeffizienten Hpi aulerhalb beeinflusst. T be-

zeichnet die Trunkierung aller Terme, die das Trunkierungsschema nicht erfiillen (vergleiche Abschnitt
5.3).

5.1 Auswirkungen der Trunkierung

Die Trunkierung des Hamiltonians duflert sich in vielfaltigen Aspekten.

Im Sinne der Besetzungsdarstellung wird ein Matrixelement als kommulierte Wirkung ver-
schiedener Wechselwirkungsterme verstanden. Die Streuung mehrerer Quasiteilchen wird daher
zunéchst als unabhéingiges Einteilchenverhalten verstanden (entsprechend Termen der Bauart
a'a), zu dem paarweise Wechselwirkungen hinzukommen (afa’aa), und der weitere Korrektu-
ren durch Dreiteilchen- und héhere Wechselwirkungen erfahrt. Das Verhalten vieler Quasiteil-
chen wird also durch das Verhalten weniger extrapoliert und der Hamiltonian in den expliziten
Korrekturen der Wechselwirkung entwickelt; sofern das System gut durch ein Quasiteilchenbild
beschreibbar ist, erwartet man immer kleinere Beitrdage fiir hdhere Wechselwirkungen. Bei der
Trunkierung werden gerade diese Korrekturen in Vielteilchenwechselwirkungen trunkiert. Eine
Trunkierung von Dreiteilchen-Wechselwirkungen bedeutet also nicht die Unterdriickung von

Dreiteilchen-Streuungen, sondern lediglich eine Extrapolation aus dem Verhalten von zwei und
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weniger Teilchen. Ahnliches gilt fiir die Trunkierung nach Reichweite; hier wird eine Wechsel-
wirkung iiber weite Distanzen als eine Folge von kommulierten Wechselwirkungen {iber kurze

Distanzen verstanden.

Vom Gesichtspunkt des Differentialgleichungssystems bedeutet die Trunkierung, dass Terme
des Hamiltonians auflerhalb des Trunkierungsschemas ignoriert werden und damit die Infor-
mation {iber sie verloren geht. Auch wenn diese Korrekturen von hochenergetischen Wech-
selwirkungen nicht von Interesse sind, wird der mit ihnen in der Flussgleichung gebildete
Kommutator auch Terme enthalten, die das Trunkierungsschema erfiillen. Durch die Trunkie-

rung verliert man auch Information iiber Terme innerhalb des Trunkierungsschemas (vergleiche

Abbildung B).

Schliefllich fiihrt das Trunkieren von Termen dazu, dass die trunkierte Flussgleichung nicht in
Form eines Kommutators mit einem antihermiteschen Generator n geschrieben werden kann.
Dadurch kann nicht mehr garantiert werden, dass die Transformation noch unitér ist. Der Ha-
miltonian ist durch das Trunkierungsschema an einen (flachen) Unterraum gebunden; Beitréige
des durch die Flussgleichung beschriebenen Vektorfeldes werden durch die Trunkierung weg-

projiziert; die Flusslinie kann damit der unitdren Untermannigfaltigkeit nicht mehr folgen.

Dieser Verlust an Unitariéit soll am Beispiel des Doppel-Hardcore-Bosons deutlich gemacht
werden. Das Doppel-Hardcore-Boson-Modell wurde auf Seite [[4] eingefiihrt; der Hamiltonian
schreibt sich nach Gleichung ([Z520) als

H=Fl+u <a]£a1 + agag) + Vaiala;ag +t (aJ{CLQ + a;a1>

+ 1o (a{ + a1 + ag + CL2) + 12 ((ZJ{(I;CLQ + alagag + aJ{ala; + a{achQ) .

Die vollen Flussgleichungen [Eis08] des MKU-Generatorschemas ergeben sich zu

O Ey = —4r1or!0 _ op20p20 (5.1.1a)
Oy = ATIOT!0 42120720 _or2ip2t _ypiop2! (5.1.1b)
OV = 1601002t 4 g2 (5.1.1c)

oyt = —4r1or2! _or2ip (5.1.1d)
oY = 110y, — 19 —or20(p10 4 21 (5.1.1e)

Or?t = 110V 4 ort0(2r?0 4 4) 4+ T21(2T% +¢) — T2 (u 4+ V) (5.1.1f)

O = 2T %(u + V). (5.1.1g)

Als minimales Trunkierungsschema wird die Vernachlidssigung des durch V' beschriebenen
Dichte-Dichte Terms bJ{blb;bg vorgenommen. Dies stellt fiir ein System dieser Grofle bereits

einen gewichtigen Teil der Freiheitsgrade dar; dennoch sollte die Beschreibung der tiefliegen-
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Abbildung 5.2: Abhingigkeit der Vakuumenergie (0] H' |0) und Grundzustandsenergie E{; des trunkier-
ten Hamiltonians in Abhéngigkeit des Flussparameters ¢; zum Vergleich ist auch die exakte Grundzu-
standsenergie Ey aufgetragen (u = 2,t = 1,110 =1).

den Energieeigenwerte noch gut gelingen. Im Folgenden wird der Hamiltonian des trunkierten

Flussgleichungssystem gestrichen dargestellt.

Abbildung B zeigt die Ergebnisse fiir eine Losung bei einer starken Nichtdiagonalitdt von
I'% = 1; iibrige Nichtdiagonalititen wurden zu Beginn auf 0 gesetzt. Der Verlust an Unitariit
bewirkt eine Veridnderung der Eigenwerte des Hamiltonians durch die CUT; die Grundzu-
standsenergie des transformierten Hamiltonians sinkt wihrend des Flusses um 0,43% ab, was
in Anbetracht starker Trunkierung und hoher Nichtdiagonalitéit ein sehr genauer Wert ist. Gut
erkennbar ist, dass die CUT tatsédchlich weiterhin zu einer Diagonalisierung des Hamiltonians
fithrt; die Vakuumenergie (0] H'|0) konvergiert sehr schnell, wenngleich gegen die Grundzu-

standsenergie des trunkierten Hamiltonians.

5.2 Finite-Size-Effekte

Da bei der S-CUT der volle Zustandsraum des unendlichen Systems erhalten bleibt, erwar-
tet man keine Finite-Size-Effekte im klassischen Sinn. Allerdings sorgt die durch die Trun-
kierung bedingte endliche Reichweite der Wechselwirkung dafiir, dass sich die physikalischen
FEigenschaften eines trunkierten, unendlichen Systems sich nicht mehr von einem endlichen,
periodischenﬁ System in der gleichen Trunkierung unterscheiden lassen; die erhaltenen Diffe-

rentialgleichungssysteme werden identisch.

Bei anderen Randbedingungen zerstort die fehlende Translationssymmetrie diesen Zusammenhang.



52 Analyse des Trunkierungsfehlers

AlB] fc] |
- >

B[ Jcf | [a
-« >
cf | [Als]
-« >

Abbildung 5.3: Links: aus dem Kommutator eines Generator- und Hamiltonianterms mit Léngen [;
und /; konnen im unendlichen System Terme mit einer Lange bis zu [; + lo — 1 entstehen. Rechts:
je nach Wahl des vordersten und hintersten lokalen Operators lassen sich dem abgebildeten Term im
periodischen System verschiedene Léangen zuordnen.

Beim Aufstellen der Flussgleichung muss fiir alle Reprisentanten der Ausdruck [m, > hj] aus-
G

gewertet werden; als Teil der Symmetriegruppe miissen insbesondere auch alle Translationen
des Terms h; beriicksichtigt werden. Da die Algebra lokaﬂ ist, kann der Kommutator Ter-
me generieren, so lange sich die Argumente mit mindestens einem Gitterplatz {iberschneiden
(sieche Abbildung links). Die Lange der im Kommutator kann daher bis zu [; +{; — 1 be-
tragen, wobei /; und [; fiir die Termléngen der entsprechenden Représentanten stehen. Ist n
nun die hochste vom Trunkierungsschema noch zugelassene Termlénge im System, auf diese

Weise konnen vor der Trunkierung Terme der Linge
lmax =2n — 1 (5.2.2)

erzeugt werden. Aufgrund der gegebenenfalls nétigen Riickfaltung in die Systemgrenzen ist
offensichtlich, dass ein endliches System mindestens diese Groéfle haben muss um das gleiche

DGL-System besitzen zu kénnen wie ein unendliches System.

Tatséchlich hat die endliche Systemgrofie aber noch subtilere Auswirkungen auf die Trunkie-
rung.

Nach Bilden des Kommutators durchlaufen die Terme die Trunkierungsvorschrift; Terme mit
einer Lénge | > n werden entfernt. Im periodischen System ist die Lénge eines Terms aller-

dings ein komplizierter Begriff, da kein erster oder letzter lokaler Operator existieren. Frei nach

4Dies wird im Folgenden stillschweigend vorausgesetzt.
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Kettenldnge Ey

A=05h=0 A=05h=1 A=10,h=0 A=10,h=1
3 -0,7821366540 -1,4902122772 -0,9342579563 -1,6564052921
4 -0,7778813863  -1,4901436487 -0,9019258071 -1,6559017262
5 -0,7770436419  -1,4902415504 -0,8836215559 -1,6565930762
6 -0,7768700368 -1,4901407551 -0,8745235739 -1,6557881786
7 -0,7768649893  -1,4901394101 -0,8740959679 -1,6557685935
8 -0,7768649893  -1,4901394101 -0,8740959679 -1,6557685935
9 -0,7768649893  -1,4901394101 -0,8740959679 -1,6557685935
10 -0,7768649893  -1,4901394101 -0,8740959679 -1,6557685935

Tabelle 5.1: Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie pro Dimer Ej der dimerisierten Heisenbergkette
mit periodischen Randbedingungen von der Systemgrofie. Die Trunkierungslédnge n liegt bei 3; dies
entspricht einer effektiven Systemgrofle L = 7.

Wahl kénnten demselben Term verschiedene Lingen zugeordnet werden (siehe Abbildung
rechts). Da Eindeutigkeit hier zwingend geboten ist, muss das Minimum der Termlénge tiber

alle moglichen Wahlen des ersten und letzten Operators gebildet werden.

Diese besondere Definition sorgt dafiir, dass ein Term gewissermaflen , iiber den (gedachten)
Rand umklappen* kann; auf diese Weise kann auch die Kombination zweier weit ausgedehnter
Terme im Kommutator zu einem Term kleiner Lénge als Ergebnis fithren. Den maximalen
Effekt hat das Umklappen bei Termen, die nur aus zwei lokalen Operatoren bestehen. Beide
Platze miissen sich vor und nach dem Umklappen im jeweils betrachteten Inneren des Terms
befinden. Zwischen der Linge [ vor und I’ nach dem Umstiilpen und der Systemgrofie L besteht

daher der Zusammenhang

L+2=I1+1I & U'=L+2-1. (5.2.3)

Damit eine Trunkierung sowohl im unendlichen als auch im endlichen System zu einer Trun-
kierung des Terms fiihrt, muss die umgeklappte Lénge ebenfalls grofler sein als die maximale

Trunkierungslinge:

n<L+2—1 (5.2.4)

Wird nun die maximal mogliche Lénge [y der beim Kommutator gebildeten Terme aus
Gleichung eingesetzt, ergibt sich damit die Bedingung

n<L-2n4+3 <& L>3n-3. (5.2.5)

Man erkennt also, dass fiir ein translationsymmetrisches, trunkiertes System das Flussglei-

chungssystem der Représentanten unabhéngig von der Systemlénge L wird, sofern diese grofler
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ist als 3n — 3. Dieser Zusammenhang ist in Tabelle am Beispiel der dimerisierten Heisen-
bergkette gezeigt. Im Umkehrschluss bedeutet diese Uberlegung:

Durch den Einfluss der Trunkierung verhalten sich die ermittelten physikalischen Gréflen wie
bei einem endlichen System mit der effektiven GroBe L = 3n — 2; Effekte auf hoheren Lingen-
skalen lassen sich nicht mehr auflésen. Anderungen in den physikalischen Eigenschaften durch
Variation der SystemgroBe iiber L werden durch den Trunkierungsfehler vollstéindig maskiert.
Allerdings bleibt hervorzuheben, dass gerade bei einer Konzentration auf den Niederenergiebe-
reich die Trunkierungslédnge durch Beriicksichtigung langreichweitiger Wechselwirkungen unter

Beteiligung weniger Quasiteilchen sehr hoch gewihlt werden kann.

5.3 Maf} fiir den Trunkierungsfehler

5.3.1 Trunkierte Flufligleichung

Zur Entwicklung eines Kalkiils muss zunéchst die Trunkierung formalisiert werden; hierzu wird

der abstrakte lineare Operator

. A | Trunkierungsvorschrift erfiillt
T[A] .= (5.3.6)
0 | Trunkierungsvorschrift nicht erfiillt

eingefiihrt; seine Anwendung auf Terme bewirkt eine Projektion auf das Trunkierungsschema.
Es handelt sich hierbei nicht um einen Operator im Sinne der Quantenmechanik; 7" wirkt nicht

auf Zusténde, sondern auf quantenmechanische Operatoren selbst.
Auf diese Weise kann nun die trunkierte Flussgleichung formal als
OcH'(£) = T([n(¢), H'(£)] (5.3.7)

geschrieben werden. Der Generator n(¢) = n[H’(¢)] wird hierbei anhand des Generatorschemas
aus dem Hamiltonian bestimmt. Die trunkierte Flussgleichung besitzt ebenfalls Fixpunkte bei
Diagonalgestalt; die hierbei erfolgte Transformation des Hamiltonian ist aber im Allgemeinen

nicht mehr unitar.

5.3.2 Aufspalten der Flufigleichung

Da der Trunkierungsfehler in der fehlenden Unitaritét der Transformation (3) begriindet

liegt, duflert er sich als Abweichung vom unitér transformierten Hamiltonian H (¢) mit

OeH (1) = [n(), H(D)] (5.3.8)
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H' Hn

T[n,H1]

Tn,H" \J(1-T)[n.H"]

(1-T)M.H1]

Abbildung 5.4: Durch die Aufspaltung der Flussgleichung enthilt H' ausschlieflich wohldefinierte Ko-
effizienten innerhalb des Trunkierungsschemas ohne duflere Abhiéingigkeiten. Alle Unsicherheiten, ins-
besondere auch Koeffizienten innerhalb des Trunkierungsschemas betreffend, akkumulieren sich in H”.

Man beachte hierbei, dass sowohl H'(¢) als auch H (¢) vom selben, aus H'(¢) gebildeten Gene-
rator transformiert Wcrdonﬁ. Durch die Transformation wird zwar H'(¢) diagonalisiert, nicht

aber H (/).
Die Differenz der beiden Hamiltonians definiert den Operator
H"(¢):= H(¢)— H'(¢), (5.3.9)

der damit der Differentialgleichung

(%H”(ﬁ) = (%H(ﬁ) — 8gH’(€) (5.3.10&)
= [n(0), H'(¢) + H"(0)] = T[[n(6), H'(¢)] (5.3.10D)
= [n(0), H"(0)] + K(¥) (5.3.10c)

mit
k(0) = (1 —T)[n(0), H'(0) (5.3.11)

5Obwohl H’() nicht unitir transformiert wird, ist die von Gleichung (3] beschriebene Transformation in
jedem Fall unitér, da n(¢) immer antihermitesch ist.
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geniigt. Es handelt sich bei (BE3I0) um eine Flussgleichung mit Inhomogenitéit x(¢); dieses

erstmalige Auftreten einer inhomogenen Flussgleichung ist sehr bemerkenswert.

Insgesamt kann also die Flussgleichung (E38) in das Gleichungssystem

OeH'(€) = Tlln(e), H' (0)] (5.3.12a)
OH" (0) = [n(0), H" (0)] + K(0) (5.3.12b)

aufgespalten werden:

e H'(¢) ist das Ergebnis der trunkierten Rechnung; seine Koeffizienten lassen sich aus dem
endlichen, geschlossenen DGL-System (B312al) durch numerische Integration vollstéindig

bestimmen.

e H'"(?) enthilt den reinen Trunkierungsfehler der Rechnung. Im Allgemeinen wird [ém
auf ein sehr grofles DGL-System fithren, dessen Integration nicht praktikabel istll; ferner

geht in dieses System auch H'(¢) iiber die Inhomogenitét x(¢) ein.

5.3.3 Inhomogene Flussgleichung

Als Néchstes wird die inhomogene Flussgleichung (B.3.120)) formal gelost werden. Die Losung
der homogenen Flussgleichung (E3I0) lautet wie aus Kapitel 2 bekannt

H(0) =U)AUT(¢) mit A= H(0). (5.3.13)

Die Bestimmung der partikuldren Losung der inhomogenen Flussgleichung erfolgt nun mittels

Variation der Konstanten:

H"(0) = U)AOUT(¢) (5.3.14)

6 Andernfalls bestiinde kein Grund, iiberhaupt eine Trunkierung vorzunehmen.
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T
OH" (1) = 82—26)A(4)UT(4) + U(z)%f)m(z) FU@)AQ) aUa f) (5.3.15a)
_OUW) 1ty OA() -+ " out ()
=7/ UYOH"(£)+U(L) Y, U'(e)+ H"(0)U(¢) 57 (5.3.15b)
" 0A 6) T T "
=n)H"(¢) + U(E)WU (&) +n"(O)H"(¢) (5.3.15¢)
= [n(0), H" ()] + U(E)%ZQUT(E) (5.3.15d)
= [n(6), H" ()] + k(0) (5.3.15¢)
Damit reduziert sich die inhomogene Flussgleichung auf die Bedingung
K(l) = U(E)%%QUT (0) (5.3.16)
& %ﬁf) = UN(O)r(O)U(0); (5.3.17)
mit der Anfangsbedingung H”(0) erhélt man somit
¢
A(0) = H"(0) + / UT( k(U ()dL. (5.3.18)
0
Insgesamt wird damit die inhomogene Flussgleichung (B3120)) durch
¢
HY(0) = U H" (0)U (0) + U (0) ( / UT(E’)F;(E’)U(E’)dE’) Ut(e) (5.3.19)

0

gelost. Anschaulich bedeutet dies, dass wihrend des Flusses angefallene Beitrige durch die

Inhomogenitéit x(¢) zum gemeinsamen Startpunkt zuriickgedreht und aufsummiert werden;

anschliefend wird die Summe bis zum entsprechenden Flussparameter wie eine Observable

transformiert.

5.3.4 Trunkierungsfehler

Mit Gleichung (B39 ist der Hamiltonian des Trunkierungsfehlers H”(¢) formal bestimmt.
Fiir praktische Zwecke ist dieser Ausdruck allerdings nicht direkt berechenbar, da der Aufwand

hierzu einer exakten Losung des Systems gleichkommt. Tatséchlich effizient berechnbar ist nur

die Inhomogenitét x(¢), die nach Gleichung (B311]) wihrend der numerischen Integration der

trunkierten Flussgleichung (237) anfillt; eine effiziente Beschreibung des Trunkierungsfehlers

wird allein auf diesen Ausdruck zuriickgreifen kénnen.
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Um ein einfach zu handhabendes Maf fiir den Trunkierungsfehler zu gewinnen, wird der Norm-

wert

0
[|H"(0)|] = [|U®) / U (U YD | UT () (5.3.20)
0

untersucht. Hierbei wurde ausgenutzt, dass die Startwerte des Hamiltonians H (¢) nicht trun-
kiert werden; daher gilt H”(¢) = 0. Stellt man nun an die Norm || || die Voraussetzung, dass

sie invariant gegen unitére Transformationen sein muss, reduziert sich die Gleichung zu
¢
[|H" ()] = /UT(E')K(E’)U(E')dE’ . (5.3.21)
0

Um Gleichung (E32T]) weiter zu vereinfachen, wird die Dreiecksungleichung auf das Riemann-

Integral angewandt:

4
|E"(0)]] < / HUT(K')K(K')U(K') (de' (5.3.22)
0

¢
- / (2] de (5.3.23)
0

Dieser Ausdruck ist nun ein einfaches Riemann-Integral einer skalaren Funktion und weist da-
mit eine erheblich geringere Komplexitit als H”(¢) auf; der einzig aufwiindige Schritt bleibt das
Registrieren der trunkierten Terme £(¢) und die Berechnung der Norm. Dieser Aufwand kann

als realisierbar betrachtet werden. Daher wird dieser Ausdruck als der Trunkierungsfehler

l
20 = [ ||a - Do, )| ae > ||| (5.3.21)
0

definiert.
Im geometrischen Bild ist Gleichung ([E324]) so zu verstehen:

e H(¢) und H'(0) liegen in derselben unitéren Untermannigfaltigkeit.

e Der Abstand zwischen H'(¢) und der Untermannigfaltigkeit, in der sich H'(0) befindet,
ist kleiner als der Abstand zwischen H'(¢) und H (¢).

e Der Tangentialvektor von H(¢) ist V(¢) = [n(¢), H(?)].
e Der Tangentialvektor von H'(¢) ist die Projektion T[V (¢)] = T'[[n(¢), H'(¢)]] auf den Tan-

gentialraum des Trunkierungsraums, da H’'(¢) immer im durch das Trunkierungsschema

bestimmten Unterraum liegen muss.

e Schlimmstenfalls vergroBert jede Vektorkomponente von T'[V ()] senkrecht zu V (£) den
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Abbildung 5.5: Entwicklung des Trunkierungsfehlers A(¢) und des Abstandes in der Spektralnorm
[|H"(£)|| wéhrend des Flusses fiir ¢ = 1 und p = 2 fiir verschiedene Werte von der Nichtdiagonalitéit
ro.

Abstand von H'(¢) und H(¢) im selben Mafle (Dreiecksungleichung).

Der Abstand zwischen exakter und trunkierter CUT ||H”(¢)|| sowie der Trunkierungsfehler
A(0) aus Gleichung (324 sind in Abbildung B3 fiir das Doppel-Hardcore-Boson-System
bei verschieden starker Nichtdiagonalitit 'Y wiedergegeben. Der Trunkierungsfehler steigt
wihrend des Flusses gleichméfig an und geht in die Séttigung iiber, wihrend der Hamiltonian
auskonvergiert. Auffallig ist, dass der Trunkierungsfehler den tatsédchlichen Abstand sehr ge-
nau wiedergibt. In Abbildung B ist die Abhéngigkeit der Endwerte von A und ||H”|| gegen
die Nichtdiagonalitit I''0 aufgetragen. Erst, wenn die Nichtdiagonalterme sich in derselben
Groflenordnung wie die Diagonalterme bewegen, ist ein Unterschied iiberhaupt erkennbar;

selbst bei sehr starker Nichtdiagonalitit T''Y = 10 ist der Unterschied noch gering.

5.3.5 Normen

Bei der Formulierung des Trunkierungsfehlers wurde als Voraussetzung an die Norm die In-
varianz gegen unitire Transformationen gestellt; eine konkrete Wahl wurde jedoch noch nicht

getroffen. Hierzu bieten sich zwei Moglichkeiten an:
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Abbildung 5.6: Abhiingigkeit des Trunkierungsfehlers A(¢) und des Abstandes in der Spektralnorm
[|H"(¢)]| von der Nichtdiagonalitit T''0 fiir t = 1 und pu = 2.

Spektralnorm

Die Spektralnorm eines linearen Operators A ist definiert iiber den maximalen Eigenwert von
AtA als

|A||g := /max EV (ATA). (5.3.25)

Ist A ein hermitescher Operator, was fiir Hamiltonians immer erfiillt ist, dann ist die Spek-
tralnorm gerade der hochsten Eigenwertsbetrag von A. Die Auswertung der Spektralnorm
gestaltet sich als schwierig, da eine Diagonalisierung von k in groflen Systemen nicht in Frage

kommt; hier miissen Abschéitzungen verwendet werden.

Frobeniusnorm

Die Frobeniusnorm eines linearem Operators A ist definiert als Wurzel des Betragsquadrats

1Al g = Y lanm|* = VTIrATA. (5.3.26)

Insbesondere die Moglichkeit, die Norm mit Hilfe der Spur zu schreiben, macht die Verwendung
in Besetzungszahldarstellung attraktiv. Man beachte, dass in (BE320]) tatséichlich das Betrags-

quadrat der Matrizelemente eingeht, nicht etwa die Koeffizienten aus der Beschreibung in

der Matrixelemente

Besetzungszahldarstellung, wie bei der ROIﬁ.

"Das Bildungsgesetz der ROD erfiillt in der Tat die Kriterien einer Norm. Dennoch ist sie nicht zur Untersu-
chung des Trunkierungsfehlers geeignet, da die Invarianz gegen unitdre Transformationen im Zustandsraum
fehlt.



5.4 Fehlerschranken 61

Im Fall des verwendeten Doppel-Hardcore-Bosonmodells indes hat die Wahl der Norm fiir den
Trunkierungsfehler A keine Auswirkungen; die Norm des einzigen zu trunkierenden Operators

bJ{ blbgbz betrégt in beiden Féllen eins.

5.4 Fehlerschranken

Ein wesentlicher Vorzug der Spektralnorm ist die Moglichkeit, eine feste Fehlerschranke fiir
die Grundzustandsenergie abzuleiten. Da die Spektralnorm bei hermiteschen Operatoren dem
groBiten Eigenwertsbetrag entspricht, kann durch die Addition von H” der niedrigste Eigenwert
von H’ héchstens um den Normwert angehoben oder weiter abgesenkt werden. Das bedeutet,
dass die Grundzustandsenergie von H' sich von der wahren Grundzustandsenergie Ey hochstens

um ||H”|| < A unterscheiden kann H.

Im formalen Beweis von UHRIG [ULr(§ stehen [¢) und |¢') fiir die Grundzustinde von H und

H'; Ep und Ej sind die entsprechenden Grundzustandsenergien.

[H"|[ = /[ H" [¢') (5.4.27a)
= (W[ H[¢") = (W'|H [¢) (5.4.27h)
> (| H [p) — (¢'| H' [¢') (5.4.27c)
= By — Ey =: AE (5.4.27d)

In Schritt (ZZ7al) wurde ausgenutzt, dass die Norm dem betragsgroiten Eigenwert entspricht;
an Stelle (Z27d) wurde verwendet, dass der Grundzustand stets den niedrigsten Energieer-
wartungswert besitth. In umgekehrter Richtung gilt entsprechend

=" 5.4.28a

Y

— (W[ H"[¢")

— (0| H'|0) — (] H |¢)
> (/| B |¢/) — (4| H )
— E)— Ey = —AE,,

5.4.28b

./~~~

5.4.28¢

—

5.4.28d

—~
N — —

insgesamt ergibt sich so die Abschitzungskette

AW > [|H(0)]] > [ABy| = By — lim (0] H'(¢) 0} | (5.4.29)

Damit wird es erstmals mdoglich, in einer CUT-Rechnung a priori eine feste Fehlerschranke

fiir die Grundzustandsenergie anzugeben. In analoger Weise gilt die Abschéitzung auch fiir die

8Die Spektralnorm erlaubt auch die Aussage, dass zu jedem Eigenzustand |¢’) von H' die Abweichung des
Eigenwertes vom Erwartungswert (¢'| H |¢') kleiner als A sein muss. Allerdings ist diese Information fiir sich
genommen noch nicht aussagekriiftig, da |¢') kein Eigenzustand von H zu sein braucht.

“Diese Aussage entspricht dem Ritzschen Variationsverfahren (siehe hierzu beispielsweise [Czy00]).
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Abbildung 5.7: Trunkierungsfehler A, Spektraldistanz ||H"”|| sowie die Abweichung der Grundzustands-
energie AFy und der Energie des hchsten angeregten Zustands AFE,,,x in Abhéingigkeit von der Nicht-
diagonalitit T''?. Fiir die Abweichung der Grundzustandsenergie AFE, wurde eine gesonderte Skala
verwendet.

Energiedifferenz des hochsten angeregten Zustands AFE ..

Abbildung B4l zeigt den Fehler der Grundzustandsenergie AFEy und der maximalen Energie
A Fpay fiir die trunkierte Rechnung des Doppel-Hardcore-Boson-Modells im Vergleich zu den
zuvor ermittelten Fehlerschranken durch |[|H”|| und A. Die Abschiitzung wird klar bestétigt;
der Fehler der Grundzustandsenergie bleibt mehrere Gréflenordnungen unter der Fehlerschran-
ke. Es ist deutlich erkennbar, dass der Trunkierungsfehler seinen Hauptbeitrag aus der Ab-
weichung der hochsten Anregungsenergie A Fy,.y zieht; die Abschétzung liegt auch bei hoher
Nichtdiagonalitdt nur gering dariiber. Diese Beobachtung ist gut nachvollziehbar, da die ein-
zige Trunkierung in der Vernachlédssigung der Energiekorrektur des hochliegenden doppelt
besetzten Zustands durch den Dichte-Dichte-Term bJ{bl b;bz besteht.

5.5 Observablen

Bei der Herleitung des Trunkierungsfehlers wurde nicht néher auf das Bildungsgesetz des Ge-
nerators aus dem Hamiltonian eingegangen. Entsprechend ist die Aufspaltung in Gleichung
(BE312) fiir jede kontinuierliche unitidre Transformation moglich, einschlieBlich der Transfor-

mation einer Observablen O(¢). Fiir diese kann ebenfalls ein Trunkierungsfehler

2ol0)i= [ ][~ To)a(o). 00| ¢ < |0 (o) (5.5.30)
0
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definiert werden. Hierbei steht TO fiir das Trunkierungsschema der Observablen, das un-
abhéngig von dem des Hamiltonian gewahlt werden kann. In analoger Weise liefert Ap eine
Abschétzung fiir die Abweichung des niedrigsten und hochsten Eigenwertes durch die Trun-
kierung. Allerdings ist zu beriicksichtigen, dass die Eigenzustdnde der Observablen nicht mit
denen des Hamiltonians iibereinstimmen miissen; entsprechend lassen sich hieraus keine kon-

kreten Aussagen iiber den Fehler der Observablen im Grundzustand treffen.

5.6 Fazit

Die Auswirkungen des Trunkierungsfehlers wurden detailliert untersucht. Es konnten Finite-
Size-Effekte durch die Trunkierung nachgewiesen werden, die auf die effektive Systemgrofe L =
3n — 2 fiihrten. Diese effektive Systemgrofie resultiert aus der Beschrinkung in der Reichweite

der betrachteten physikalischen Prozesse.

Das Problem der Trunkierung wurde in einen konsistenten mathematischen Rahmen einge-
bunden, wobei die Flussgleichung in einen trunkierten Fluss und einen reinen Fehleranteil
aufgespalten wurde. Bei der Untersuchung trat erstmals eine inhomogene Flussgleichung in
Erscheinung, die formal gelost wurde. Hieraus wurde der Trunkierungsfehler A abgeleitet, in
den ausschliefllich aus der trunkierten CUT-Rechnung bekannte Groflen eingehen und der da-
mit erstmals eine intrinsische Qualitéitsaussage fiir CUT-Ergebnisse erlaubt. Ferner ermoglicht
es die Verwendung der Spektralnorm, feste Schranken fiir den durch Trunkierung verursachten

Fehler der Grundzustandsenergie und des hochsten angeregten Niveaus anzugeben.

Die Ergebnisse der theoretischen Untersuchung wurden durch Rechnungen am trunkierten
Doppel-Hardcore-Boson-System untermauert. Es zeigte sich, dass der Trunkierungsfehler A
den tatsdchlichen Abstand zum untrunkierten Ergebnis sehr genau wiedergeben konnte. Die
Fehlerschranken wurden bestétigt; hierbei zeigte sich, dass das hochste Energieniveau die Feh-
lerschranke nahezu ausschopft, wihrend im Grundzustand nur geringe Abweichungen auftre-

ten.

Insgesamt scheint der abgeleitete Trunkierungsfehler eine aussichtsreiche neue Perspektive zum
Umgang mit dem Problem der Trunkierung zu eréffnen; er kann als niitzliches Werkzeug die-
nen, um Trunkierungseffekte besser zu untersuchen und gezielte Optimierungen vorzunehmen.
Besonders hervorzuheben ist, dass neben der abstrakten Spektraldistanz ||[H”(¢)|| auch eine
konkrete Fehlerschranke fiir echte physikalische Grosen angegeben werden kénnen. Beim Uber-
gang in ein System thermodynamischer Grofle sind allerdings neue Herausforderungen in der

praktischen Verwendung zu erwarten.

Gemischt zu bewerten ist der sehr niedrige Fehler der Grundzustandsenergie im Vergleich

zur ermittelten Fehlerschranke. Diese wird durch die hohen Abweichungen im hochstliegenden
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Niveau verursacht, das als Einziges von der Trunkierung betroffen war. Aufgrund der sehr
geringen Systemgrofle kann die Trunkierung eines Terms bereits erhebliche Auswirkungen auf
das System zeigen. Moglicherweise kann hier die Untersuchung eines thermodynamischen Sy-
stems mit den iiblichen, sehr weit ausgedehnten Trunkierungsschemata tatséichlich zu besseren

Resultaten fiithren.

Fiir eine weitergehende Bewertung des Trunkierungsfehlers ist daher eine Untersuchung im
thermodynamischen System unabdingbar. Hierauf und auf sich ergebende praktische Heraus-

forderungen wird im folgenden Kapitel eingegangen.
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6 Trunkierungsfehler der dimerisierten

Heisenbergkette

In diesem Kapitel wird der zuvor entwickelte Formalismus des Trunkierungsfehlers

L

l
20 = [ |a- Do, m@)||a = [ ne)]|ee > |||
0

0

auf ein ausgedehntes physikalisches System angewandt. Hierzu wird zunéchst ausfiihrlich auf
die Berechnung der Norm und die notwendigen Abschétzungen fiir die Arbeit mit Trunkie-
rungsfehlern in unendlichen Systemen aus Hardcorebosonen eingegangen. Danach werden die
entwickelten Techniken auf das aus Kapitel 4 bekannte dimerisierte Heisenbergmodell im dufe-
ren Magnetfeld angewandt. Die sich hieraus ergebenden Fragestellungen fithren auf eine wei-

tergehende Untersuchung im endlichen System.

6.1 Berechnung in ausgedehnten Hardcore-Boson-Systemen

Um die Inhomogenitdt « zu berechnen, miissen die trunkierten Terme aus dem Kommutator
[n(¢), H'(¢)] berechnet werden. Hierbei wird der Hamiltonian als H'(¢) = > fi(¢)hy dargestellt,
k

wobei die fi(¢) die Koeffizienten des Hamiltonian und die hy die zugehorigen Elemente der
Operatorbasis sind. Entsprechend wird der Generator als n(¢) = > n;f;j(£)h; geschrieben,
J

wobei 7); einen von der Wahl des Generatorschemas bestimmten Vorfaktor darstellt.

Das Gleichungssystem fiir die Inhomogenitéit x ldsst sich dann als

R(l) = (1 - T) [n(€), H'(0)] (6.1.1a)
=S nif 050 (1= 1) Iy, bl (6.1.1D)

7.k
= Z Fi(O) fr(£)Nijrhi (6.1.1c)

0,5,k

schreiben. Hierbei sind die N;;;, Eintrége eines Gleichungssystems, das analog zu den Eintrégen
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des Differentialgleichungssystems D;j;, des trunkierten Hamiltonians durch Koeffizientenver-

gleich bestimmt wird.

6.1.1 Norm lokaler Operatoren

Zunéchst soll die Norm eines linearen Operators A fiir ein System mit nur einem Gitterplatz

und f Quasiteilchen-Freiheitsgraden (flavour) berechnet werden.
Lisst sich der Operator als A = aa!”a™ schreiben, so ist
ATA = |a?a™a™ = |af? |m) (m]. (6.1.2)

Der einzige nichtverschwindende Eigenwert von AtA ist damit |«|?; sowohl Spektral- als auch
Frobeniusnorm liefern als Normwert |a|. Dies gilt auch, wenn A entweder die Erzeugung eines

Quasiteilchens aus dem Vakuum (A = aa™) oder die Vernichtung in das Vakuum beinhaltet

(A= aa").

Die einzige Ausnahme ergibt sich, wenn A = «/1 ein Vielfaches der Identitét ist; in diesem Fall

gilt
AtA = |a)? 1. (6.1.3)

Damit ist der Eigenwert |oz|2 f-fach entartet. Somit ergibt sich fiir die Spektralnorm erneut

der Wert |«/, fiir die Frobeniusnorm hingegen /f |a|.

6.1.2 Norm ausgedehnter Terme

Untersucht man einen ausgedehnten Term A = o [] A;L((jj)) hinsichtlich seiner Norm, ist es sinn-

voll, zwischen seiner Wirkung auf dem Cluster und dem Rest des Systems zu unterscheiden.
Auf dem Cluster wirkt auf jedem Gitterplatz ein normalgeordneter Hardcore-Boson-Operator.
Jeder lokale Operator A; = |bi(i)), (b2(7)|; in A besitzt genau ein Matrixelement fiir die Um-
wandlung des zum jeweiligen Vernichter passenden Zustands |b2(7)); in den zum Erzeuger pas-

snden Zustand |b;(7)),. Entsprechend bewirkt A als Tensorodukt der lokalen Operatoren gerade
den Ubergang des Clusters vom Zustand |Ba) = ) |b2(i)), in den Zustand |By) = & |b1(4)),.
i i

AuBerhalb seines Clusters C bewirkt der Operator A hingegen keine Anderung des Zustands.

Insgesamt lisst sich das Wirken des Operators A also als

A=a|B)oBalc® | Q) 1 (6.1.4)
i¢C(A)
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Zusammenfassenﬂ. Da

ATA = |af? |Ba)g (Bl © ® 1. (6.1.5)
igC(A)

in ein einfaches Tensorprodukt zerfillt, kann das Eigenwertspektrum leicht abgelesen werden.
Alle Eigenzustinde von AT A mit nichtverschwindendem Eigenwert miissen im Unterraum der
Zusténde liegen, die auf dem Cluster den Anteil | By) enthalten. Alle dieser Bedingung geniigen-
den Zusténde tragen den Eigenwert ]a\Q. Jede der lokalen Identitéten erhoht die Entartung um
einen Faktor f = dim H. Ist n die Anzahl der Gitterpliatze im Cluster von A, ist der Eigenwert
dN~"-fach entartet.

Damit betriagt die Spektralnorm des Terms A
1A[lg = lal (6.1.6)
und die Frobeniusnorm

N—n

Allp = laf- f7>

(6.1.7)

6.1.3 Renormierung im unendlichen System

Aufgrund der Translationssymmetrie des Systems kann eine Translationsgruppe von Termen
durch einen einzelnen Représentanten beschrieben werden; umgekehrt muss fiir jeden Re-
priasentanten vor der Normberechnung iiber die gesammte Translationsgruppe von Termen
summiert werden, was zu einem unendlichen Normwert fiithren wiirde. Daher muss die Defini-

tion der Normen aus Abschnitt 3.0 auf einen endlichen Wert renormiert werden.

Man betrachtet hierzu die Norm des Operators
N
I:==) 1=N-1, (6.1.8)
i

der fiir jeden Gitterplatz des Systems einen Identitétsoperator enthilt.

Als Vielfaches der Identitiit wirkt I auf einem Cluster der GroBe null; der Ausdruck IT] =T =
N2 .1 hat den fN-fach entarteten Eigenwert N2. Damit ist also

II]l¢=N und (6.1.9)
N
I||lz=N-f%. (6.1.10)

In Gleichung (G4 muss bei der Ausfithrung des Tensorproduktes darauf geachtet werden, die Ordnung des
Terms nach Gitterplédtzen nicht zu verletzen.
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In beiden Fillen ergibt sich ein konstanter, von der Systemgrofie N abhéngiger Ausdruck.

Hiermit wird die renormierte Spektralnorm

I|A]ls
A = 6.1.11
H HRS N ( )
und die renormierte Frobeniusnorm
I|A]l ¢
A = 6.1.12
Mller =% (6.1.12)

definiert, die auch im unendlichen System fiir Translationsgruppen von Termen endliche, wohl-
definierte Werte annehmen. Die Division durch einen konstanten Faktor beeintréchtigt die
Giiltigkeit der Normaxiome nicht. Fiir die Fehlerschranke ist zu beachten, dass die renor-
mierte Spektralnorm nun eine obere Schranke fiir den Fehler der Grundzustandsenergie pro
Gitterplatz liefert.

6.1.4 Dichte-Auswahlregel der Frobeniusnorm

Die Frobeniusnorm zeigt eine besondere Auffilligkeit in Verbindung mit der Translationssym-

metrie des unendlichen Systems. Man betrachtet hierzu exemplarisch den Operator
A=>"a;, (6.1.13)
i

der die Summe iiber die Translationsgruppe eines Vernichtungsoperators a; fiir jeden Gitter-

platz des Systems ausdriickt.

Die Frobeniusnorm wird zu

1Al p = VTIrATA = | > (k| <Zaj> > aj | k) (6.1.14)
k i 7

7

= > (klala;|k) (6.1.15)

)2,

ko
<

gebildet. Hierbei entspricht die Laufvariable k den Zustdnden des Gitters. Die Diagonalele-
mente in Gleichung (GITH) koénnen allerdings aufgrund der Orthogonalitét der Zusténde |k)
nur dann einen Beitrag zur Spur liefern, wenn der von a; durch Vernichtung eines Teilchens

am Gitterplatz j verédnderte Zustand durch a; wiederhergestellt wird. Hierfiir miissen beide
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Operatoren am selben Gitterplatz wirken. Es gilt daher weiter

1Al p = [> 615 (klala; k) = Z (k| ala; |k) = \/NZ (k| ala; k) = VN || -

k,i,j

(6.1.16)

Die Frobeneniusnorm wichst damit fiir die Summe der lokalen Vernichter nur subextensiv;
daher verschwindet die renormierte Frobeniusnorm im thermodynamischen Limes. Dieses Ar-
gument ldsst sich fiir die Translationsgruppen aller Terme endlicher Ausdehnun£ fortsetzen,
die lokal Teilchen erzeugen oder vernichten. Demnach liefern ausschliefSlich Teilchendichteter-

me einen extensiven Beitrag.

Ein tiber die renormierte Frobeniusnorm definierter Trunkierungsfehler verschwindet daher,
wenn keine Dichteterme trunkiert Werdenﬁ, wéhrend die physikalischen Eigenschaften des Sy-
stems fehlerbehaftet bleiben. Dieses Verhalten ist unphysikalisch; daher wird fiir Rechnungen

im unendlichen System ausschliefllich die Spektralnorm verwendet.

6.1.5 Zerlegung mittels Dreiecksungleichung

Bisher wurde ausgenutz, dass es sich bei den zu untersuchenden Operatoren um Vielfache
der Operatorbasis des Systems handelte. Tatséichlich muss bei der Fehlerabschitzung beim
Ausdruck

0> [|H"(0)]] > |AB| = By — lim (0] H'() 0 (6.1.17)

die Norm einer Linearkombination von auflerordentlich vielen TermenH berechnet werden. Ins-
besondere enthilt der Trunkierungshamiltonian H”(¢) immer auch die volle Translationsgrup-

pe des Gitters, die im unendlichen System entsprechend eine unendliche Méchtigkeit erreicht.

Eine exakte Berechnung des Normwertes anhand des Eigenwertspektrums von H”(¢£)TH" (¢) ist
damit praktisch unmoglich. Es bleibt daher nur die Moglichkeit, die jeder Norm innewohnende
Dreiecksgleichung

1A+ Bl < [[A]l +[| B (6.1.18)

auszunutzen, um den Ausdruck (GIIT) sukzessive bis zu einzelnen Basisoperatoren auszure-

duzieren.

2Die Argumentation versagt, wenn A eine Periodizitit aufweist, also im endlichen System oder bei unendlich
weit ausgedehnten Termen. Diese konnen in einer im Ortsraum trunkierten Rechnung nicht auftreten.

3Die Zahl der Reprisentanten bleibt auch bei dieser Trunkierung endlich, da Dichteterme keine Anderung der
Teilchenzahl bewirken und daher nicht im Generator auftreten.

“Die Anzahl der zur Darstellung notigen Reprisentanten iiberschritt bereits bei der 8-6-3-Trunkierung die
Millionenmarke.



70 Trunkierungsfehler der dimerisierten Heisenbergkette

10000 T T T T T 1le+06 T T T T T T

i 100000 E
1000 H Il E
10000

100 E

1000 E

100 E
10 E

) ‘H i o |
1 i 1 T

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120 140
Beitrage pro Kommutator Beitrage pro Differential

Haufigkeit
Haufigkeit

Abbildung 6.1: Darstellung des moglichen Einsparungspotentials fiir die Normberechnung durch die ge-
meinsame Abschitzung von Termgruppen. Links: Haufigkeitsverteilung fiir die Méchtigkeit der Grup-
pen von Termen, die bei der Bildung desselben Kommutators entstehen. Rechts: Hiufigkeitsverteilung
fiir die Méchtigkeit der Gruppen von Termen, die denselben Operator h; bei der Kommutatorbildung
ergeben. Verwendet wurde der 0:n-Generator mit 8-6-3-Trunkierung.

Fiir den Trunkierungsfehler A(¢) erhélt man damit ausgehend vom Normgleichungssystem

(ETT) die Abschétzung

BeA(€) = = 1> £ fr(O)Nijichs (6.1.19)
1,5,k
< NHO O] [Niji| |7il | := 0eA(0). (6.1.20)
.5,k

Damit wurde die Grofe A(¢) > A(f) eingefiihrt, die den Trunkierungsfehler nach obenhin
abschiitzt. A(¢) lisst sich wesentlich einfacher berechnen als A(f). Anstelle der Berechnung
des Spektrums miissen lediglich Koeffizienten multipliziert werden. Die Berechnung der N;jj
ist einmalig beim Aufstellen der Flussgleichung vorzunehmen. Diese Methode hat allerdings
den Preis, den abgeschéitzten Trunkierungsfehler durch intensive Verwendung der Dreiecksun-
gleichung moglicherweise drastisch zu vergréfiern. Die Eignung dieses Verfahrens muss in der

Praxis untersucht werden.

6.1.6 Zusammenfassen des DGL-Systems

Um die Auswirkungen der Abschitzung moglichst klein zu halten ist es giinstig, die Dreiecks-
ungleichung moglichst sparsam zu verwenden und, soweit moglich, die Norm einer Summe
von Termen gemeinsam zu bestimmen. Wihrend die Koeffizienten im Allgemeinen beliebige
Werte annehmen, kénnen zusétzliche Strukturinformationen aus den Normgleichungen genutzt
werden, um Terme gleicher Vorfaktoren gemeinsam abzuschétzen. Hierbei wurden zwei Wege

gefunden:
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6.1.6.1 Zusammenfassen nach Kombinationen

In Gleichung ([EI20) wurde die Dreifachsumme »_ vollstéindig nach der Dreiecksungleichung
ijk
aufgespalten. An dieser Stelle ist es moglich, eine schwéchere Abschétzung

(6.1.21)

> Fi(0) fe(0) Nijihs <Z|f] )| 1fx(£) ZNijkhi

i7j7k

—Z\f; AT it bl | =2 Y 1£ @] [ £e (@) wyre (6.1.22)

gk Jk

vorzunehmen. Hierbei werden Terme, die sich aus der Bildung des Kommutators [n;h;, hy]
ergeben, gemeinsam abgeschétzt. Da dieser Ausdruck unabhingig von den Koeflizienten f;(¢)
und fj(€) ist, kann das Gewicht wj; einmalig beim Aufstellen des Normgleichungssystems
bestimmt werden. Hierzu wird im Allgemeinen eine numerische Diagonalisierung in einem
endlichen Systemnotig werden, das grofl genug ist, die Cluster aller entstandenen Terme ab-
zudecken. Dies kann angesichts der hohen Zahl von Termen mit gegebenenfalls hoher Ausdeh-
nung einen deutlichen Mehrauffand bedeuten. Abbildung (links) zeigt ein Histogramm
fiir die Haufigkeitsverteilung der Kommutatorkombinationen eingeteilt nach der Anzahl der
Terme, die gemeinsam abgeschétzt werden konnen. Es zeigt sich eine recht breite Verteilung;
am haufigsten treten Gruppen mit < 20 Termen auf. Durchschnittlich kénnen im Fall des
0:n-Generators bei 8-6-3-Trunkierung 30 Terme in einer Gruppe gemeinsam abgeschétzt wer-

den.

6.1.6.2 Zusammenfassen nach erzeugten Termen

Die Abschétzung in Gleichung (EI20) kann aber auch zu

> Fi(0) fr(€) Nijiehi <Z||h|| ij ) i (O) Niji (6.1.23)

i?j7k“

aufgespalten werden. Hierbei werden alle Vorfaktoren des gleichen erzeugten Operators h;
zusammengefasst. Die Norm des Operators kann auch hier wieder einmalig bestimmt wer-
den. Allerdings ist hierzu keine numerische Diagonalisierung erforderlich, sondern kann wie
in diesem Kapitel gezeigt direkt abgelesen werden. Im Gegensatz zur Zusammenfassung nach

Kommutatorkombinationen bleibt die volle Strukturinformation iiber den Term erhalten.

Ein Nachteil gegeniiber der Zusammenfassung nach Kommutatorkombinationen ist das ge-
ringere Potential zur gemeinsamen Abschéitzung vieler Terme. In Abbildung rechts ist
zu erkennen, dass das Normgleichungssystem nur diinn besetzt ist. Durchschnittlich tritt je-

der trunkierte Term bei einer Rechnung mit dem 0:n-Generator in 8-6-3-Trunkierung 2,6 mal
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‘Symmetrie Beispiel wg wa wA75‘

1,A Tt 2 1 1

LS t 2 2 1

1,AS tht, 2 2 1

1,A,S, AS  tit, 1 1 1
1 ta 4 1 V2

Tabelle 6.1: Ubersicht der Gewichte fiir Repriisentanten geordnet nach ihrer Symmetrie. A entspricht
der Adjunktion, S gegeniiber der xy-Spinsymmetrie. Das Gewicht ohne Nutzung von Symmetrien ist
wo; wa ist das Gewicht bei Nutzung der Adjunktionssymmetrie, w4, s dasjenige bei Nutzung von
Adjunktions- und Spinsymmetrie.

auf, daher sind die erwarteten Einsparungseffekte durch die gemeinsame Abschitzung hier

geringer.

Ein entscheidender Vorteil dieser Art der Abschitzung ist allerdings, dass die Struktur der
trunkierten Terme direkt bekannt ist. Hierdurch kénnen weitere Optimierungen wie die Aus-
nutzung von Symmetriegruppen vorgenommen werden. Weiterhin wird genau bekannt, welche
trunkierten Terme wie stark in den Trunkierungsfehler eingehen. Damit steht ein Zugang zur
Verfiigung, Terme zu untersuchen, die den Gesamtfehler besonders stark beeinflussen, und das
Trunkierungsschema gezielt zu optimieren. Aufgrund dieser Moglichkeiten wird im Folgenden

diese Art des Zusammenfassens vollzogen.

6.1.7 Ausnutzen von Symmetrien

Neben dem Bildungsgesetz des Normgleichungssystems kénnen auch Symmetrien ausgenutzt
werden, um Terme gleichen Vorfaktors gemeinsam abzuschétzen. Hierdurch ldsst sich den
Représentanten des Normgleichungssystems ein geringerer Gewichtungsfaktor zuordnen als

bei Abschitzung iiber die Dreiecksungleichung.

Diese Ausnutzung zur Normberechnung ist strikt zu trennen von der Ausnutzung der Sym-
metrien bei der Aufstellung des Normgleichungssystems. Bei der Aufstellung des Normglei-
chungssystems werden Symmetrien genutzt, um zu einander symmetrische Terme durch einen
gemeinsamen Reprisentanten auszudriicken und so das Gleichungssystem kompakter zu schrei-
ben. An den Normwerten der Terme dndert sich dabei nichts. Ziel der Nutzung zur Normbe-
rechnung ist es dagegen, fiir die ganze Symmetriegruppe eine Normabschétzung zu bestimmen,

der kleiner ist als die Summe der Normen pro Term der Symmetriegruppe.

Wird keine Symmetrie ausgenutzt, wird die Norm der Symmetriegruppe zu einem Représen-
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durch das Produkt aus Norm des Reprisentanten B und der Anzahl der Terme wg in der

tanten B

> B|| <wolBl| (6.1.24)

G

Symmetriegruppe abgeschétzt. Dies ldsst sich daher als Gewicht des Reprisentanten auffas-
sen. Nach Kapitel 3 ist wy hierbei der Quotient aus Faltigkeit der Symmetriegruppe und
Multiplizitdt des Représentanten.

Tatsédchlich lasst sich die Abschéitzung effizienter realisieren, wenn die Kenntnis iiber die Sym-
metrieeigenschaften der Terme eingeht. Exemplarisch betrachte man hierzu zwei adjungierte
Operatoren B = |b1) (by| und BT = |by) (b;| auf ihrem gemeinsamen Cluster. Jeder fiir sich

besitzt als Spektralnorm den Wert eins. Fiir die Summe beider Operatoren gilt aber

[+ B[] = /max BV (1) (ba] + [62) (b1 1) (o) (b + o) () (6.1.25)
= /max EV [by) (by] + |bo) (o] = 1 (6.1.26)
<|1Blls + HBTHS. (6.1.27)

Damit ergibt sich durch Ausnutzen der Adjunktionssymmetrie in der Normabschéitzung eine
Verbesserung um den Faktor zwei fiir nicht-selbstadjungierte Reprisentanten. Fiir selbstad-

jungierte Reprisentanten ergibt sich keine Anderung.

Analog ldsst sich auch die xy-Spinsymmetrie behandeln; die Resultate fiir die Gewichte fin-
den sich in BT Bei Repriasentanten, die keinerlei Symmetrie aufweisen, ist eine Einsparung
von einem Gewicht von 4 auf v/2 méglich. Da der dominante Anteil der trunkierten Terme
unsymmetrisch ist, wird dieser Faktor fast vollstindig in der gesammten Normabschitzung

eingespart.

Die Behandlung der Spiegelsymmetrie ist komplizierter, da sich hierbei der Cluster des Terms
andern kann. Die Spiegelsymmetrie wird daher nur beim Aufstellen des Normgleichungssystems

genutth, aber nicht in der Normabschétzung verwendet.

6.2 Trunkierungsfehler der unendlichen Kette

6.2.1 Fehlerabschitzung

Mit zunehmender Interdimerkopplung kommt es zur Delokalisierung der Triplonen und lang-

reichweitige Wechselwirkungen gewinnen an Bedeutung; hierdurch ist ein Anstieg des Trun-

®Hierdurch verdoppeln sich die Gewichte nicht spiegelsymmetrischer Terme gegeniiber Tabelle B
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Abbildung 6.2: Abhiingigkeit der oberen Trunkierungsfehlerschranke A von der Stirke der Interdimer-
kopplung A fiir den 0:n-Generator in einer 8-6-3-Trunkierung ohne Magnetfeld. Aufgetragen sind die
Werte ohne Beriicksichtigung der Symmetrien, unter Ausnutzung der reinen Adjunktionssymmetrie
sowie unter Beriicksichtigung von Adjunktions- und Spinsymmetrie (links: lineare Skala, rechts: loga-
rithmische Skala).

kierungsfehlers zu erwarten. In Abbildung ist die ermittelte obere Schranke des Trun-
kierungsfehlers A in Abh#ngigkeit von der Interdimerkopplung A wiedergegeben. Tatséichlich
schliigt sich die erwartete Delokalisierung ausgesprochen stark in A wieder, der abgeschitzte
Trunkierungsfehler steigt {iber weite Teile des Parameterbereichs nahezu exponentiell an und

iibersteigt bei A = 1 die Grundzustandsenergie um mehr als eine Gréflenordnung.

Es zeigt sich, dass die ermittelte obere Beschréanktheit des Fehlers der Grundzustandsener-
gie AFEy durch A unzweckméfig wird. Erst bei einer schwachen Interdimerkopplung von A <
0,1 kann die Giiltigkeit der Grundzustandsenergie bis auf 1072 durch A garantiert werden,
wihrend der Vergleich mit Referenzresultaten aus einer DMRG-Rechnung bereits bis auf 1076

iibereinstimmende Resultate liefert.

In Abschnitt BT wurde dargelegt, wie der Wert des Trunkierungsfehlers A durch Ausnutzung
von Symmetrien effizienter abgeschétzt werden kann. Wie in Abbildung zu erkennen ist,
wird die theoretisch optimal mogliche Einsparung eines Faktors 2 bei Nutzung der Adjunk-
tionssymmetrie und eines zusétzlichen Faktors v/2 mit der Spinsymmetrie nahezu vollstiandig
umgesetzt. Im Folgenden wird daher ausschliellich die durch Ausnutzung der Adjunktions-

und Spinsymmetrie optimierte obere Schranke des Trunkierungsfehlers verwendet.
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Abbildung 6.3: Abhiingigkeit der Trunkierungsfehlerschranke A von der Stéirke der Interdimerkopp-
lung A fiir verschiedene Generator- und Trunkierungsschemata. Die Werte der 8-6-Rechnung mit dem
0:n-Generator liegen duflerst knapp unter denen der 6-3-Rechnung; die Graphen iiberdecken sich. Die
Rechnung des MKU-Generators in der 8-6-Trunkierung divergierte bei A = 1.

6.2.2 Das Trunkierungsparadoxon

Abbildung B.Z2] zeigt den Verlauf des abgeschéitzten Trunkierungsfehlers fiir verschiedene Ge-
neratoren und Trunkierungsschemata. Die Werte des MKU-Generators liegen bei den betrach-
teten Trunkierungen um eine Grofienordnung iiber denen des 0:n-Generators; dieser Sachver-
halt ldsst sich dadurch erklédren, dass der MKU-Generator neben dem Vakuumszustand auch

andere Teilchenrdaume umordnen muss.

Stark auffallig ist, dass die Abschitzung des Trunkierungsfehlers beim MKU-Generator im
8-6-Schema einen hoheren Wert liefert als im 6-3-Schema. Eine #hnliche Situation tritt beim
0:n-Generator ab A ~ 0, 5 auf. Dieses Verhalten ist paradox, da man anschaulich erwartet, dass
die Beriicksichtigung hoher und langreichweitiger Wechselwirkungen den Informationsverlust

verringert; der entsprechende Trunkierungsfehler sollte damit ebenfalls absinken.

Eine mogliche Erklérung fiir dieses Verhalten ergibt sich aus der Anzahl der Terme im trunkier-
ten Hamiltonian. Bei dem der 8-6-3-Trunkierung enthélt x(¢) 1.318.163 Terme, die abgeschétzt
werden mﬁssenH; bei 8-6-Trunkierung sind dies nur 31.827, bei 6-3-Trunkierung sind es lediglich
6.150. In der Folge wird beim 8-6-3-Trunkierungsschema wesentlich haufiger von der Dreiecks-
ungleichung Gebrauch gemacht, wodurch A zusiitzlich anwichst. Es ist daher nicht klar, ob
dieses Verhalten eine Schwéche des Trunkierungsfehlers A oder der Abschéitzung durch die

Dreiecksungleichung ist.

5Alle Angaben beziehen sich auf den 0:n-Generator ohne #ufleres Magnetfeld.
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Abbildung 6.4: Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie Fy und der oberen Schranke des Trunkie-
rungsfehlers A vom Drehwinkel 6 fiir verschiedene alternierende Magnetfeldstéirken B und Interdimer-
kopplungen A = 0,25 (links) und A = 0,5 (rechts). Verwendet wurde der 0:n-Generator mit dem
8-6-3-Trunkierungsschema.

6.2.3 Kontinuierliche Variation des Trunkierungsschemas

Die Moglichkeit zur Optimierung des Trunkierungsschemas ist eine der Motivationen fiir die
Untersuchung des Trunkierungsfehlers. Kennzeichnend fiir ein gutes Trunkierungsschema ist
ein gutes Verhéltnis aus dem Gewinn an Genauigkeit und dem numerischen Mehraufwand

durch die Berticksichtigung zusétzlicher Terme. In diesem Abschnitt soll untersucht werden,
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Abbildung 6.5: Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie Ey und der oberen Schranke des Trunkie-
rungsfehlers A vom Drehwinkel 6 fiir verschiedene alternierende Magnetfeldstirken B und Interdi-
merkopplungen A = 0,75 (links) und A = 1 (rechts). Verwendet wurde der 0:n-Generator mit dem
8-6-3-Trunkierungsschema.

inwieweit die Minimierung der oberen Schranke des Trunkierungsfehlers zur Bestimmung eines

optimalen Trunkierungsschemas fiihrt.

Das Ortsraum-Trunkierungsschema der S-CUT bietet eine Vielzahl stufenweise verdnderbarer

Parameter, die sowohl Einfluss auf die Qualitéit der Ergebnisse als auch auf die Anzahl der in

die Rechnung eingehenden Terme haben. Das optimale Trunkierungsschema ist hierbei immer

die untrunkierte Rechnung. Fiir ein tatséchliches Optimierungsproblem muss der Ressour-
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cenaufwand, also die Anzahl der Terme des selbstdhnlichen Hamiltonians konstant gehalten

werden.

Hierfiir eignet sich hervorragend die in Kapitel 4 ab Seite untersuchte Variation der Ba-
siswahl durch die Einfiithrung eines Mischungswinkels von Singulett- und Triplettzustand fiir
die dimerisierte Heisenbergkette im Magnetfeld. Hierbei wurde festgestellt, dass sich die Ge-
nauigkeit von Grundzustandsenergie und Untergittermagnetisierung deutlich verbessern lasst,
wenn 0 als ein stationdrer Punkt der Grundzustandsenergie gewéhlt wird. Mit der Wahl des
Referenzzustands ist eng das Trunkierungsschema verkniipft. Die Optimierung wird iiber den
Winkel als kontinuierlichen, gut quantifizierbaren Parameter vorgenommen. Die Anzahl der

Terme in H' und H” wird durch die Basistransformation nicht beeinflusst.

In den Abbildungen 23 und 23 sind die Grundzustandsenergie pro Dimer Ey und die obere
Schranke des Trunkierungsfehlers A gegen den Drehwinkel 6 im physikalisch sinnvollen Bereich
0 < 0 < 7 aufgetragen. Hierbei zeigt sich fiir A eine klare Abhéngigkeit vom Drehwinkel; die
Werte schwanken um einen Faktor zwei bis fiinf. Bei méafligen Interdimerkopplungsstérken bis
A~ 0,5 und méBig starken Magnetfeldern wurde in der Nihe das stationéiren Punktes der
Grundzustandsenergie ein Minimum von A gefunden.

Bei stirkerer Interdimerkopplung und starken Magnetfelden zeigt A systematisch ein mit dem
Drehwinkel abfallendes Verhalten und nimmt im physikalisch sinnvollen Winkelbereich kein
Minimum mehr an. Die Ergebnisse aus Kapitel 4 zeigen dagegen klar genaueste Ergebnis-
se bei einen optimalen Winkel innerhalb des physikalischen Bereichs. Diese Diskrepanz legt
nahe, dass der abgeschiitzte Trunkierungsfehler A in diesen Fillen nicht geeignet ist, eine Aus-
sage iiber ein optimales Trunkierungsschema zu treffen. Auch hier besteht die Moglichkeit,
dass es sich um eine Auswirkung der massiven Nutzung der Dreiecksungleichung handelt. Der
Wert der Spektralnorm ist invariant gegen unitére Transformationen. Die Abschétzung iiber
die Dreiecksungleichung kann diese Isotropie zerstoren; bestimmten Richtungen des Raumes
konnen sich ungiinstiger abschéitzen lassen als andere. Dies liefert eine mogliche Erklérung fiir
die systematische Tendenz des Trunkierungsfehlers, hthere Winkel zu bevorzugen. Besonders
deutlich tritt es im Fall A = 1, B = 0 in Erscheinung, bei dem hohen Drehwinkeln mit stark
magnetisierten Referenzzusténden eine kleinere obere Schranke fiir den Trunkierungsfehler

zugeschrieben wird als bei Drehwinkel 0.

6.3 Trunkierungsfehler der endlichen Kette

Bei der Untersuchung der oberen Schranke des Trunkierungsfehlers A an der dimerisierten

Heisenbergkette wurden verschiedene Schwéchen festgestellt.

e Bei starker Interdimerkopplung nimmt A sehr hohe Werte an, die fiir eine praktische

Abschitzung des Fehlers der Grundzustandsenergie ungeeignet sind.
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Abbildung 6.6: Obere Schranke A des Trunkierungsfehler mit und ohne Nutzung von Symmetri-
en, exakter Trunkierungsfehler A sowie der Fehler der Grundzustandsenergie AFEy in Abhingigkeit
von der Interdimerkopplung A. Verwendet wurde der 0:n-Generator bei Trunkierung auf 4-Teilchen-
Wechselwirkungen.

e Trunkierungsschemata, die viele Terme beriicksichtigen, wurden zum Teil mit deutlich

hohere Fehlerschranken bewertet als striktere Schemata.

e Die Untersuchung der Winkelabhéngigkeit lieferte eine systematische Bevorzugung von
Trunkierungsschemata, die von einem physikalisch weniger sinnvollen Referenzzustand

ausgehen.

Die Ursache fiir diese Auffalligkeiten kommen der Trunkierungsfehler A selbst und die Abschét-
zung durch Verwendung der Dreiecksungleichung in Frage. Fiir eine Bewertung des definierten
Trunkierungsfehlers ist es daher notwendig, eine direkte Untersuchung von A vorzunehmen.
Hierfiir muss der hochste Eigenwert von k(¢) durch numerische Diagonalisierung bestimmt
werden. Da die direkte Berechnung allerdings im unendlichen System nicht moglich ist, muss

hierzu auf ein endliches System ausgewichen werden.

Die folgenden Untersuchungen werden daher an einer 5-Dimerkette im alternierenden Magnet-
feld bei periodischen Randbedingungen vorgenommen. Da eine Trunkierung nach Reichweite
im Ortsraum in einem periodischen System dieser Grofle unzweckméfig ist, wird eine reine
Trunkierung nach der Anzahl der beteiligten Wechselwirkungen vorgenommen. Als Standard-
fall dient hierbei eine Einschrinkung auf Prozesse unter Beteiligung von hochstens 4 Quasi-

teilchen, als stérkste eine Einschrankung auf 2-Quasiteilchen-Prozesse.
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Abbildung 6.7: Links: obere Schranke des Trunkierungsfehlers A unter Ausnutzung von Adjunktions-
und Spinsymmetrie in Abhéngigkeit von der Interdimerkopplung fiir verschiedene Trunkierungen.
Rechts: exakter Trunkierungsfehler A.

6.3.1 Untersuchung der Dreiecksabschitzung

In Abbildung B30 werden der Trunkierungsfehler ), die obere Schranke A unter Einbeziehung
verschiedener Symmetrien sowie die Abweichung der Grundzustandsenergie AFEj untersucht.
Zur Berechnung Hierbei zeigt sich, dass die Abschitzung A durch die Dreiecksungleichung
ausgesprochen grob ist; der Trunkierungsfehler A wird auch unter Ausnutzung von Symmetrien
noch um einen Faktor 100 iiberschétzt. Positiv anzumerken ist hierbei, dass zumindest der

qualitative Verlauf von A durch A gut wiedergegeben wird.

Die Abschétzung des Fehlers der Grundzustandsenergie A Eyy gelingt mit dem direkt berechne-
ten Trunkierungsfehler A daher deutlich besser, allerdings kommt es auch hier noch zu Abwei-
chungen um Groéflenordnungen. Im Bereich hoher Interdimerkopplung liefert die A a priori eine
Fehlerschranke, die beim zehnfachen des realen Fehlerwertes liegt. Im Bereich schwacher In-
terdimerkopplung schépft der Grundzustand den méoglichen Fehlerbalken allerdings kaum aus;

bei A = 0,1 etwa liegt die Abweichung fiinf Gréolenordnungen unter dem Trunkierungsfehler.

Erfreulich ist, dass sich das Trunkierungsparadoxon im endlichen System auflost. In Abbildung
sind links die die Werte der oberen Schranke A, rechts die Werte des Trunkierungsfehlers
A fiir verschiedene Trunkierungen aufgefithrt. Man erkennt, dass das im unendlichen System
beobachtete Trunkierungsparadoxon fiir A erneut auftritt, denn im Bereich hoher Interdimer-
kopplungen unterschreitet die obere Fehlerschranke der auf Zweiteilchen-Wechselwirkungen
beschankten Rechnung die Werte der auf Drei- und Vierteilchen-Wechselwirkungen. Betrach-
tet man dagegen den tatséichlichen Trunkierungsfehler A zeigt sich kein derartiges Verhalten;

die Trunkierungsfehler ordnen streng nach den beriicksichtigten Wechselwirkungen.
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Abbildung 6.8: Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie Ey und des Trunkierungsfehlers A vom Dreh-
winkel 6 fiir verschiedene alternierende Magnetfeldstéirken B und Interdimerkopplungen A = 0,25
(links) und A = 0,5 (rechts). Verwendet wurde der 0:n-Generator mit dem 8-6-3-Trunkierungsschema.

6.3.2 Kontinuierliche Variation des Trunkierungsschemas

Im unendlichen System zeigt der abgeschiitzte Trunkierungsfehler A ein ungewdhnliches Ver-
halten im Hinblick auf die kontinuierliche Variation des Trunkierungsschemas durch Verwen-
dung eines gedrehten Referenzzustands. Es wurde eine signifikante Tendenz zur Bevorzugung
hoher Drehwinkel festgestellt. Bei starker Interdimerkopplung oder starkem Magnetfeld fiithrte

dies dazu, dass A im physikalisch sinnvollen Bereich kein inneres Minimum mehr annahm. Als
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Abbildung 6.9: Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie Fy und des Trunkierungsfehlers A vom Dreh-
winkel 6 fiir verschiedene alternierende Magnetfeldstirken B und Interdimerkopplungen A = 0,75
(links) und A =1 (rechts). Verwendet wurde der 0:n-Generator mit dem 8-6-3-Trunkierungsschema.

Ursache wurde eine Anisotropie durch die Dreickesungleichung vermutet. In der Tat zeigt eine
Untersuchung im endlichen System, dass der Trunkierungsfehler A selbst nicht die Ursache

dieses Verhaltens ist.

Die Abbildungen und zeigen die Abhéngigkeit des Trunkierungsfehlers A und der
Grundzustandsenergie Fy vom Drehwinkel der Basis. Im Gegensatz zur Fehlerschranke im
unendlichen System nimmt der Trunkierungsfehler immer ein Minimum innerhalb des physi-

kalisch sinnvollen Bereichs an. Bei geringer und méfliger Interdimerkopplung zeigt der Winkel
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des Mininums von A eine ausgenzeichnete Ubereinstimmung mit der Stelle des Minimums der
Grundzuststandsenergie. Bei stérkerer Interdimerkopplung tendiert das Minimum von A zu
hoheren Winkeln, speziell bei mittlerer Feldstiarke. Auffillig ist, dass sich das Minimum bei

A = 1 mit zunehmendem Feld nicht mehr verschiebt.

6.4 Technische Aspekte

Fiir die Durchfithrung der Normberechnung wurden die aus Kapitel 4 bekannten Programme
zur Aufstellung und Integration der Flussgleichung erweitert. Zur exakten Diagonalisierung
des Hamiltonians im endlichen System wurden Routinen der INTEL, MATH KERNEL LIBRARY

in der Version 10.1 genutzt.

Der Ressourcenbedarf bei einer Rechnung stieg durch die Bestimmung des Trunkierungsfehlers
deutlich an. Zusétzlich zu den 4489 Reprisentanten des gewohnlichen Flussgleichungssystems
mussten bei der Rechnung im 8-6-3-Schema 3.845.014 Représentanten im Normgleichungssy-
stem beriicksichtigt werden. Fiir das unendliche System wurde, soweit nicht anders angegeben,
der 0:n-Generator mit einer 8-6-3-Trunkierung verwendet. Die obere Integrationsgrenze wurde
auf . = 20 gesetzt, die Schrittweite betrug 1073, Dies entsprach einer Rechenzeit von 28
Stunden pro Datenpunkt. Lediglich fiir die Untersuchung des Drehwinkels wurde die obere

Integrationsgrenze auf £y, = 10 gesetzt, die Schrittweite betrug 1072

Fiir die Rechnungen im endlichen System wurde eine Schrittweite von 1072 bei einer obe-
ren Integrationsgrenze von fp,x = 10 verwendet. Die Rechenzeit pro Datenpunkt betrug 11
Stunden.

6.5 Zusammenfassung und Ausblick

Wenngleich eine direkte Berechnung des Trunkierungsfehlers A in unendlichen Systemen nicht
moglich ist, konnte durch Anwendung der Dreiecksungleichung eine obere Schranke A bestimmt
werden. Diese Schranke konnte durch das Zusammenfassen strukturgleicher Terme und die

Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften des Systems abgesenkt werden.

In der praktischen Anwendung bei der unendlichen dimerisierten Heisenbergkette wies A er-
wartungsgeméf eine sehr starke Abhingigkeit von der Interdimerkopplung A auf. Im Bereich
starker Interdimerkopplung stiegen die Werte von A bis in dieselbe GroBenordnung wie die
Grundzustandsenergie und dariiber hinaus an. Ferner ergaben sich bei starker Interdimer-
kopplung fiir stark trunkierte Rechnungen teilweise giinstigere Fehlerwerte als bei schwach
trunkierten. Als Ursache fiir dieses ungewohnliche Verhalten wurde die Kombination aus der

Zahl der trunkierten Terme und der hdufigen Nutzung der Dreiecksungleichung vermutet.
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Bei der kontinuierlichen Variation des Trunkierungsschemas durch die Formulierung in der
gedrehten Basis zeigte sich eine starke Winkelabhiingigkeit von A. Bei schwacher Interdimer-
kopplung und nicht zu starken Magnetfeldern konnte wurde in der Nahe des Winkels minimaler
Grundzustandsenergie ein Minimum der Schranke des Trunkierungsfehlers festgestellt. Im Be-
reich hoher Interdimerkopplung konnte im physikalisch relevanten Bereich fiir A kein nichttri-
viales Minimum festgestellt werden. Als Ursache wurden Anisotropien durch die Verwendung

der Dreiecksungleichung vermutet.

Da die im unendlichen System nétige Verwendung der Dreiecksungleichung als Ursache fiir die
ungiinstigen Eigenschaften vermutet wurde, wurde die Untersuchung des exakt berechneten
Trunkierungsfehlers A an der endlichen 5-Dimer-Kette fortgesetzt. Hier zeigte sich in der Tat
fiir den Trunkierungsfehler A ein wesentlich geringerer Wert als fiir A. Das Trunkierungspara-
doxon wurde fiir den Trunkierungsfehler selbst nicht beobachtet. Dennoch nahm A weiterhin
merklich gréflere Werte an als der durch ihn abgeschétzte Fehler auf die Grundzustandsenergie

oder den héchsten angeregten Zustand, speziell bei schwacher Interdimerkopplung.

Die Untersuchung des Trunkierungsfehlers hinsichtlich der gedrehten Basis lieferte fiir alle
untersuchten Parameter ein klares Minimum innerhalb des physikalisch relevanten Bereichs des
Drehwinkels. Im Fall méBiger Interdimerkopplung lag es sehr nahe am stationédren Punkt der
Grundzustandsenergie; bei stérkerer Interdimerkopplung verschob es sich zu hoheren Winkeln
hin.

Insgesamt werden die Ergebnisse des praktischen Test des definierten Trunkierungsfehlers ge-
mischt bewertet.

Im endlichen System steht der definierte Trunkierungsfehler A in vollem Einklang mit den
Erwartungen an ein Qualitéitskriterium fiir die Wahl des Trunkierungsschemas. Die aus A
abgeleitete Schranke fiir den Fehler auf die Grundzustandsenergie fithrt bei méfliger Interdi-

merkopplung zu aussagekraftigen Fehlerbalken.

Den Ausgangspunkt fiir weitere Untersuchungen des Trunkierungsfehlers bildet die Abschéatzungs-
kette

A0y = A(0) = ||H"(0)|] > |AE] | (6.5.28)

Die groite Schwierigkeit fiir den Praxiseinsatz bleibt die effiziente Abschéitzung von A. Eine ex-
akte Berechnung ist nicht praktikabel. Die verwendete Zerlegung mittels Dreiecksungleichung
dagegen fithrt zu um GroBlenordnungen héheren Resultaten, wodurch die hieraus abgeleiteten
Fehlerabschétzungen fiir die Grundzustandsenergie und die Energie des hichsten angeregten
Zustands ihre Aussagekraft verlieren. Weiterhin verfilscht die Dreiecksungleichung Vergleiche
zwischen verschiedenen Trunkierungsschemata. Trotz dieser Einschrinkungen stellt bereits
diese Abschétzung einen betrdchtlichen zusétzlichen Ressourcenaufwand dar, der den der ei-

gentlichen CUT-Rechnung iibersteigt. Fiir den praktischen Einsatz des Trunkierungsfehlers ist
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daher eine bessere Abschitzung erforderlich. Eine Moglichkeit hierzu konnte die in Abschnitt
6.1.6 diskutierte Moglichkeit des Zusammenfassens nach Kommutatoren bieten. Insbesondere
liefle sich hier die Translationssymmetrie zusétzlich in der Normberechnung nutzen, indem die
>4
1

ten wird, sondern in gréflere Einheiten aus mehreren Gitterpliatzen. Die einmalige Bestimmung

Norm der Translationsgruppe

< N ||A;|] nicht auf jeden Gitterplatz einzeln aufgespal-

des Gewichtes muss in diesem Fall numerisch mit exakter Diagonalisierung erfolgen. Da sich
hierbei mehr Terme zusammenfassen lielen als bei der Zusammenfassung nach erzeugten Ter-

men, konnten hier gréflere Einsparungen realisiert werden.

Bei den Untersuchungen im endlichen System wurde deutlich, dass zwischen dem abgeleiteten
Trunkierungsfehler A und dem Fehler der Grundzustandsenergie |AEy| ein deutlicher Unter-
schied besteht. Es ist hierbei unklar, ob die Ursache fiir diese Diskrepanz in der Abschaétzung
der Spektraldistanz ||[H"(¢)|| durch den Trunkierungsfehler oder in der Abschiitzung des Feh-
lers der Grundzustandsenergie durch die Spektraldistanz begriindet liegt. Aufkldrung hieriiber
kann eine direkte Untersuchung der Spektraldistanz durch die Berechnung des mit dem Fluss
als Observable mittransformierten untrunkierten Hamiltonians H(¢) = H'(¢) + H"(¢) im end-
lichen System liefern, aus dem zusammen mit H'(¢) die Spektraldistanz exakt berechenbar

ist.



86

Teil 111

Anhang



87

Abbildungsverzeichnis

2.1
2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

4.1

4.2

4.3

4.4

Darstellung der dimerisierten Heisenbergkette mit alternierendem Magnetfeld. .

Darstellung der Energieniveaus des Doppel-Hardcore-Boson-Modells. Einzelne
Symbole stehen fiir Differenzen zwischen benachbarten Energieniveaus, Pfeile

markieren Uberginge durch Nichtdiagonalititen und den Hopping-Term. . . . .

Matrixelemente des Hamiltonian wihrend (grau) und nach (schwarz) der In-
tegration der Flussgleichung beim Wegner-Generator. Entartete Unterrdume

werden nicht diagonalisiert. . . . . . . . .. .o

Links: Darstellung des MKU-Generators (schraffiert) in Besetzungszahldarstel-
lung. Der grau markierte Starthamiltonian H(0) weist keine Prozesse auf, die
mehr als 2 Quasiteilchen erzeugen oder vernichten. Rechts: Der banddiagonale
Hamiltonian wihrend (grau) und nach (schwarz) der Integration der Flussglei-

chung. . . . . L

Links: Darstellung des 0:n-Generators in Besetzungszahldarstellung. Rechts:
Der Hamiltonian wihrend (grau) und nach (schwarz) der Integration der Fluss-

gleichung. . . . . . . . . e
Darstellung des 10-8-6-3-Trunkierungsschemas. . . . . . . . ... ... ... ..

Berechnete Grundzustandsenergie pro Dimer Fy in Abhéngigkeit von der In-
terdimerkopplung A fiir den MKU- und den 0:n-Generator mit verschiedenen

Trunkierungsschemata. . . . . . . . . . . . ...

Verlauf der verbleibenden Nichtdiagonalitdt (ROD) wihrend des Flusses in
Abhéngigkeit des Flussparameters ¢ fiir den MKU- und den 0:n-Generator.
Verglichen werden ein gut konvergierender (A = 0,25) und ein schlecht kon-
vergierender Fall (A = 1) ohne Magnetfeld. . . . . . . ... ... ... ... ...

Berechnete Grundzustandsenergie pro Dimer Fj in Abhéngigkeit von der Stérke
des alternierenden Feldes B bei verschiedenen Interdimerkopplungsstérken fiir

den 0:n-Generator nach dem 8-6-3-Trunkierungsschema. . . . . .. ... .. ..
Berechnete Untergittermagnetisierung pro Dimer M in Abhéngigkeit von der
Stérke des alternierenden Feldes B bei verschiedenen Interdimerkopplungsstérken

fiir den 0:n-Generator nach dem 8-6-3-Trunkierungsschema. . . . . .. ... ..

i

b



88

Abbildungsverzeichnis

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

5.1

5.2

Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie pro Dimer F, der verbleibenden Nicht-
diagonalitéit (ROD) bei ¢ = 20 und Untergittermagnetisierung pro Dimer M
fiir verschiedene alternierende Feldstédrken B und Interdimerkopplungen A vom
Drehwinkel 6 der Basistransformation. Verwendet wurde der 0:n-Generator in
einer 8-6-3-Trunkierung. . . . . . . . .. .. Lo H

Abhéingigkeit der Grundzustandsenergie pro Dimer F, der verbleibenden Nicht-
diagonalitét (ROD) ¢ = 20 und Untergittermagnetisierung pro Dimer M fiir ver-
schiedene alternierende Feldstiarken B und Interdimerkopplungen A vom Dreh-
winkel 6 der Basistransformation. Verwendet wurde der 0:n-Generator in einer
8-6-3-Trunkierung. . . . . . . . . L @

Vergleich der verbleibenden Nichtdiagonalitit wéihrend des Flusses fiir A = 1
und B = 0, 1. Aufgefiihrt sind die Standardbasis mit § = 0, der Winkel mini-

maler Grundzustandsenergie 0, sowie der demgegeniiber um 5 verschobene
Winkel Opess. - - - - o @

Verschiebung des Winkels niedrigster Vakuumenergie 0y, (¢) wihrend des Flus-

ses fiir die Parameter A = 1 und B = 0,1 (0:n-Generator, Trunkierungsschema

8-6-3). . L

Abhingigkeit des optimierten Drehwinkels 6, von der Stérke des alternie-
renden Magnetfelds B fiir verschiedene Werte der Interdimerkopplung A (0:n-
Generator, 8-6-3-Trunkierung). . . . . . . . ... . ... . L. B

Grundzustandsenergie Ey pro Dimer mit und ohne Optimierung im Vergleich
zu DMRG-Referenzdaten fiir eine Interdimerkopplung A von 0,75 und 1 in
Abhéngigkeit von der Stérke des alternierenden Magnetfelds B (0:n-Generator,
Trunkierung 8-6-3). Im Fall A = 0,75 sind die Grundzustandsenergien fiir 6 = 0

und Oopy kaum zu trennen. . . ... Lo Lo oL E

Untergittermagnetisierung M pro Dimer mit und ohne Optimierung im Ver-
gleich zu DMRG-Referenzdaten fiir eine Interdimerkopplung A von 0,75 in Abhéngig-
keit von der Stérke des alternierenden Magnetfelds B (0:n-Generator, Trunkie-
rung 8-6-3). . . ...

Untergittermagnetisierung M pro Dimer mit und ohne Optimierung im Ver-
gleich zu DMRG-Referenzdaten fiir eine Interdimerkopplung A von 1 in Abhéngig-

keit von der Stérke des alternierenden Magnetfelds B (0:n-Generator, Trunkie-

rung 8-6-3). . . ... E

Der Informationsfluss innerhalb des Hamiltonians; Koeflizienten innerhalb des
Trunkierungsschemas Hp werden auch von den unbekannten Koeffizienten Hg
auflerhalb beeinflusst. T bezeichnet die Trunkierung aller Terme, die das Trun-
kierungsschema nicht erfiillen (vergleiche Abschnitt 5.3). . . . . . .. ... ... @

Abhiingigkeit der Vakuumenergie (0] H'|0) und Grundzustandsenergie E) des
trunkierten Hamiltonians in Abhéngigkeit des Flussparameters ¢; zum Vergleich

ist auch die exakte Grundzustandsenergie Ey aufgetragen (u = 2,t = 1,I''" = 1).



Abbildungsverzeichnis

89

5.3

5.4

9.5

5.6

2.7

6.1

6.2

6.3

6.4

Links: aus dem Kommutator eines Generator- und Hamiltonianterms mit Léngen
l; und I; konnen im unendlichen System Terme mit einer Lénge bis zu Iy +1y — 1
entstehen. Rechts: je nach Wahl des vordersten und hintersten lokalen Opera-
tors lassen sich dem abgebildeten Term im periodischen System verschiedene

Léngen zuordnen. . . . . . . . ...

Durch die Aufspaltung der Flussgleichung enthélt H’ ausschlieflich wohldefi-
nierte Koeffizienten innerhalb des Trunkierungsschemas ohne dufiere Abhéngig-
keiten. Alle Unsicherheiten, insbesondere auch Koeffizienten innerhalb des Trun-

kierungsschemas betreffend, akkumulieren sich in H”. . . . . ... . ... ...

Entwicklung des Trunkierungsfehlers A(¢) und des Abstandes in der Spektral-
norm ||H"(¢)|| wihrend des Flusses fiir t = 1 und g = 2 fiir verschiedene Werte
von der Nichtdiagonalitat T, . . . . . . . ... ...

Abhéngigkeit des Trunkierungsfehlers A(¢) und des Abstandes in der Spektral-
norm ||[H"(¢)|| von der Nichtdiagonalitiat I''? fir t =l und p=2.. .. ... ..

Trunkierungsfehler A, Spektraldistanz ||H"|| sowie die Abweichung der Grund-
zustandsenergie ALy und der Energie des hochsten angeregten Zustands AFEpax
in Abhingigkeit von der Nichtdiagonalitit I''?. Fiir die Abweichung der Grund-

zustandsenergie AFEy wurde eine gesonderte Skala verwendet. . . . . . . .. ..

Darstellung des moglichen Einsparungspotentials fiir die Normberechnung durch
die gemeinsame Abschéitzung von Termgruppen. Links: Haufigkeitsverteilung
fiir die Méchtigkeit der Gruppen von Termen, die bei der Bildung desselben
Kommutators entstehen. Rechts: Haufigkeitsverteilung fiir die Méchtigkeit der
Gruppen von Termen, die denselben Operator h; bei der Kommutatorbildung

ergeben. Verwendet wurde der 0:n-Generator mit 8-6-3-Trunkierung. . . . . . .

Abhingigkeit der oberen Trunkierungsfehlerschranke A von der Stirke der In-
terdimerkopplung A fiir den 0:n-Generator in einer 8-6-3-Trunkierung ohne Ma-
gnetfeld. Aufgetragen sind die Werte ohne Beriicksichtigung der Symmetrien,
unter Ausnutzung der reinen Adjunktionssymmetrie sowie unter Berticksichti-
gung von Adjunktions- und Spinsymmetrie (links: lineare Skala, rechts: loga-
rithmische Skala). . . . . . . . ... Lo

Abhingigkeit der Trunkierungsfehlerschranke A von der Stiirke der Interdimer-
kopplung A fiir verschiedene Generator- und Trunkierungsschemata. Die Wer-
te der 8-6-Rechnung mit dem 0:n-Generator liegen duflerst knapp unter de-
nen der 6-3-Rechnung; die Graphen iiberdecken sich. Die Rechnung des MKU-

Generators in der 8-6-Trunkierung divergierte bei A=1. . . . . . . .. ... ..

Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie Fy und der oberen Schranke des Trun-
kierungsfehlers A vom Drehwinkel 6 fiir verschiedene alternierende Magnet-
feldstdrken B und Interdimerkopplungen A = 0,25 (links) und A = 0,5 (rechts).

Verwendet wurde der 0:n-Generator mit dem 8-6-3-Trunkierungsschema. . . . .

Ed



90

Abbildungsverzeichnis

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie Fy und der oberen Schranke des Trun-
kierungsfehlers A vom Drehwinkel @ fiir verschiedene alternierende Magnet-
feldstérken B und Interdimerkopplungen A = 0,75 (links) und A = 1 (rechts).
Verwendet wurde der 0:n-Generator mit dem 8-6-3-Trunkierungsschema. . . . . H
Obere Schranke A des Trunkierungsfehler mit und ohne Nutzung von Symme-
trien, exakter Trunkierungsfehler A sowie der Fehler der Grundzustandsenergie

AFEj in Abhéngigkeit von der Interdimerkopplung A. Verwendet wurde der 0:n-
Generator bei Trunkierung auf 4-Teilchen-Wechselwirkungen. . . . . . .. . .. E
Links: obere Schranke des Trunkierungsfehlers A unter Ausnutzung von Adjunktions-
und Spinsymmetrie in Abhéngigkeit von der Interdimerkopplung fiir verschie-

dene Trunkierungen. Rechts: exakter Trunkierungsfehler A. . . . . . . . .. ..
Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie Fy und des Trunkierungsfehlers A vom
Drehwinkel 0 fiir verschiedene alternierende Magnetfeldstirken B und Interdi-
merkopplungen A = 0,25 (links) und A = 0,5 (rechts). Verwendet wurde der
0:n-Generator mit dem 8-6-3-Trunkierungsschema. . . . . . . ... ... .. .. H
Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie Fy und des Trunkierungsfehlers A vom
Drehwinkel 0 fiir verschiedene alternierende Magnetfeldstdrken B und Interdi-
merkopplungen A = 0,75 (links) und A = 1 (rechts). Verwendet wurde der

0:n-Generator mit dem 8-6-3-Trunkierungsschema. . . . . .. .. ... ... .. @



91

Tabellenverzeichnis

4.1

5.1

6.1

Anzahl der Reprisentanten im Hamiltonian nach dem Fluss, die Grofle des
Differentialgleichungssystems in Eintrdgen sowie die Abweichung vom analyti-
schen Referenzwert bei A = 1 fiir den 0:n- und den MKU-Generator bei ver-
schiedenen Trunkierungen. In allen Fillen wurden Adjungieren, spiegeln und
U(1)-Spinsymmetrie benutzt, um die Anzahl von Reprisentanten und Ein-
tragen im DGL-System zu reduzieren. Im Fall des MKU-Generators mit 10-
8-6-Trunkierung divergierte die Rechnung bei A=1. . . . . .. .. .. ... ..

Abhé#ngigkeit der Grundzustandsenergie pro Dimer Fy der dimerisierten Heisen-
bergkette mit periodischen Randbedingungen von der Systemgrofie. Die Trun-

kierungslénge n liegt bei 3; dies entspricht einer effektiven Systemgrofe L = 7.

Ubersicht der Gewichte fiir Repriisentanten geordnet nach ihrer Symmetrie. A
entspricht der Adjunktion, S gegeniiber der xy-Spinsymmetrie. Das Gewicht
ohne Nutzung von Symmetrien ist wg; w4 ist das Gewicht bei Nutzung der Ad-
junktionssymmetrie, w4 g dasjenige bei Nutzung von Adjunktions- und Spin-

symmetrie. . . o. oL e e e e e e



92

Literaturverzeichnis

[Ac07]

[Bet31]
[Czy00]
[DFO7]
[DU04]
[FDU]
[Fis07]

[Fis08]
[GW93]

[GWO4]

[Hul38]
[KehO6]

[KM94]

[Koe02]

[KUOO]

[Mie98]

[MTBBSI]

[PTVFO07]

ALBUQUERQUE, F. und ALPS COLLABORATION: The ALPS project release 1.3: open sour-

ce software for strongly correlated systems. Journal of Magnetism and Magnetic Materials
310, 1187, 2007.

BETHE, H.: Zur Theorie der Metalle. I. Eigenwerte und Figenfunktionen der linearen
Atomkette. Zeitschrift fiir Physik A Hadrons and Nuclei, 71:205-226, 1931.

CzYCHOLL, GERD: Theoretische Festkorperphysik. Vieweg, 2000.
DUFFE, S. und T. FISCHER. personliche Mitteilung, June 2007.

DusuEL, S. und G.S. UHRIG: The quartic oscillator: a non-perturbative study by con-
tinuous wunitary transformations.  Journal of Physics A Mathematical and General,

37(39):9275-9294, 2004.

Fi1SCHER, TiM, SEBASTIAN DUFFE und GOTZ S. UHRIG: Novel continuous unitary trans-
formations to treat system with quasiparticles of finite lifetime.

Fi1sCHER, TiM: Beschreibung von Quantendimermodellen mittels kontinuierlicher unitdrer
Transformationen. Diplomarbeit, Technische Universitat Dortmund, Dec. 2007.

FiscHER, Tim: Persionliche Mitteilung, 10 2008.

GLAZEK, STANISLAW D. und KENNETH G. WILSON: Renormalization of Hamiltonians.
Phys. Rev. D, 48(12):5863-5872, Dec 1993.

GLAZEK, STANISLAW D. und KENNETH G. WILSON: Perturbative renormalization group
for Hamiltonians. Phys. Rev. D, 49(8):4214-4218, Apr 1994.

HULTHEN, E. Arkiv Math. Astron. Fysik A, 26A(11), 1938.

KEHREIN, STEFAN: The Flow FEquation Approach to Many-Particle Systems. Springer
Tracts in Modern Physics, 217, 2006.

KEHREIN, STEFAN K und ANDREAS MIELKE: Flow equations for the Anderson Hamilto-
nian. Journal of physics A - Mathematical and general, 27(12):4259-4279, JUN 21 1994.
KOETHE, THOMAS: Bondbosonen-Molekularfeld-Behandlung von niedrigdimensionalen

Quantenspinsystemen. Universitit zu Koln, Dec. 2002.

KNETTER, C. und G.S. UHRIG: Perturbation theory by flow equations: dimerized and
frustrated S = 1/2 chain. The European Physical Journal B - Condensed Matter and
Complex Systems, 2000.

MIELKE, A.: Flow equations for band-matrices. The European Physical Journal B-
Condensed Matter and Complex Systems, 5(3):605-611, 1998.

MULLER, G., H. THOMAS, H. BECK und J. C. BONNER: Quantum Spin Dynamics of the
Antiferromagnetic Linear Chain in Zero and Nonzero Magnetic Field. 24:1429, 1981.
PrEss, WiLLiAM H., SAUL A. TEUKOLSKY, WILLIAM T. VETTERLING und BRIAN P.
FLANNERY: Numerical Recipes. Cambridge University Press, 2007.



Literaturverzeichnis 93

[PWKH99] PESCHEL, I., X. WANG, M. KAULKE und K HALLBERG: Density-Matriz Renormalization

[Rei06]

[RNM*08]

[Sac99]
[SB90]
[Sch05)
[UG03]
[Uhr08]
[Weg94]

[Whi92]

[Whi93]

- A New Numerical Method in Physics, Vol 528 | Lecture Notes in Physics. Springer, 1999.

REISCHL, ALEXANDER ANTONIUS: Deriwvation of Effective Models using Self-Similar Con-
tinuous Unitary Transformations in Real Space. Dissertation, Universitéit zu Koln, 2006.
RueEGa, CH., B. NORMAND, M. MATSUMOTO, A. FURRER, D. F. McMoRrrOW, K. W.
KRAEMER, H. U. GUEDEL, S. N. GVASALIYA, H. MUTKA und M. BOEHM: Quantum
magnets under pressure: Controlling elementary excitations in TICuCl3. Phys. Rev. Lett.,
100, May 2008.

SACHDEV, S.: Quantum phase transitions. Physics World, 12(4):33-38, 1999.

SACHDEV, SUBIR und R. N. BHATT: Bond-operator representation of quantum spins:
Mean-field theory of frustrated quantum Heisenberg antiferromagnets. Phys. Rev. B,
41(13):9323-9329, May 1990.

SCHOLLWOCK, U.: The density-matriz renormalization group. Reviews of modern physics,
77, Jan. 2005.

UHRIG, GOTZ S. und MARKUS GRUNINGER: Das Wechselspiel magnetischer Anrequngen
in Spinfliissigkeiten. Physik Journal, 2003.

UHRIG, GOTZ S.: Personliche Mitteilung, Nov. 2008.
WEGNER, F.: Flow equations for Hamiltonians. Annalen der Physik, 1994.

WHITE, STEPHEN R.: Density Matriz Formulation for Quantum Renormalization Groups.
Physical Review Letters, 69(19):2863-2866, 1992.

WHITE, STEPHEN R.: Desity-matriz algorithms for quantum renormalization groups. Phy-
sical Review B, 48(14):10345-10356, Jan. 1993.



94

Erklarung

Ich versichere, diese Arbeit eigenstéindig verfasst zu haben. Es wurden ausschliellich die angegebenen

Quellen genutzt und Zitate kenntlich gemacht.

Nils Alexander Drescher



	Einleitung
	Ziel
	Aufbau
	Notation

	Theoretische Grundlagen
	Verwendete Modelle und Basen
	Dimerisierte Heisenbergkette
	Basiswahl auf Gittern
	Bondboson-Algebra
	Hardcoreboson-Algebra
	Doppel-Hardcore-Boson

	Die CUT-Methode
	Homogene Flußgleichung
	Generatorschemata
	Wegner-Generator
	Mielke-Knetter-Uhrig-Generator
	MKU-Varianten

	Bestimmung der Koeffizienten
	Trunkierung
	Observablen
	ROD


	Ergebnisse der Arbeit
	Dimerisierte Heisenbergkette
	Standardbasis
	Generatoren & Trunkierung
	Grundzustandsenergie
	Untergittermagnetisierung

	Gedrehte Basis
	Heisenberg-Dimer im Magnetfeld
	Gestalt der Operatoren
	Variation des Drehwinkels

	Optimierter Drehwinkel
	Wahl des optimalen Winkels
	Abhängigkeit von B und 
	Grundzustandsenergie
	Untergittermagnetisierung

	Technische Implementierung
	Zusammenfassung und Ausblick

	Analyse des Trunkierungsfehlers
	Auswirkungen der Trunkierung
	Finite-Size-Effekte
	Maß für den Trunkierungsfehler
	Trunkierte Flußgleichung
	Aufspalten der Flußgleichung
	Inhomogene Flussgleichung
	Trunkierungsfehler
	Normen

	Fehlerschranken
	Observablen
	Fazit

	Trunkierungsfehler der dimerisierten Heisenbergkette
	Berechnung in ausgedehnten Hardcore-Boson-Systemen
	Norm lokaler Operatoren
	Norm ausgedehnter Terme
	Renormierung im unendlichen System
	Dichte-Auswahlregel der Frobeniusnorm
	Zerlegung mittels Dreiecksungleichung
	Zusammenfassen des DGL-Systems
	Ausnutzen von Symmetrien

	Trunkierungsfehler der unendlichen Kette
	Fehlerabschätzung
	Das Trunkierungsparadoxon
	Kontinuierliche Variation des Trunkierungsschemas

	Trunkierungsfehler der endlichen Kette
	Untersuchung der Dreiecksabschätzung
	Kontinuierliche Variation des Trunkierungsschemas

	Technische Aspekte
	Zusammenfassung und Ausblick


	Anhang
	Index
	Abbildungen
	Tabellen
	Literaturverzeichnis


