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1 Einleitung

Niedrigdimensionale Quantenspinsysteme sind seit langem ein Gebiet inten-
siver Forschung sowohl von theoretischer als auch von experimenteller Sei-
te. Eine Einschrankung der Freiheitsgrade beziehungsweise der Wechselwir-
kungen auf ein oder zwei Raumdimensionen fiihrt bei tiefen Temperaturen
zu ungewoOhnlichen Phinomenen. Quantenfluktuationen und Korrelationen
spielen eine wichtigere Rolle im Verstdndnis ein- oder zweidimensionaler Sys-
teme, als es bei hoherdimensionalen Vielteilchensystemen der Fall ist. Treten
bei kleinem Spin S =1/2 die quantenmechanischen Eigenschaften des Systems
starker hervor, sind die Korrelationen besonders stark.

Die Kopplung der Spinfreiheitsgrade an das umgebende Kristallgitter
kann zur Brechung von Symmetrien fithren. Die Spin-Peierls-Instabilitét
von eindimensionalen Spinsystemen ist das Analogon zur Peierls-Instabili-
tdt quasi-eindimensionaler Metalle. Diese zeigen eine Instabilitéit gegeniiber
einer Gittermodulation mit dem Wellenvektor 2kg, wobei kg den Fermi-
wellenvektor bezeichnet. In der Nihe halber Bandfiillung fiihrt dies zu einer
Dimerisierung des Systems, d. h. zu einer alternierenden Verkiirzung und Ver-
langerung der Abstdnde zwischen Gitterplatzen entlang der Kettenrichtung
und damit zu einer Brechung der Translationssymmetrie. Da sich Fermi-Ope-
ratoren in einer Dimension durch eine Jordan-Wigner-Transformation auf
Spinoperatoren abbilden lassen, ist es nicht verwunderlich, dass auch eindi-
mensionale Spinsysteme einen analogen Effekt zeigen. So ist der Spin-Peierls-
Ubergang ein Phaseniibergang, der aus der Instabilitéit des eindimensiona-
len Antiferromagneten gegeniiber einer Dimerisierung resultiert. Der struk-
turelle Phaseniibergang von einer unverzerrten in eine verzerrte Phase wird
gewGhnlich in antiferromagnetischen S=1/2-Ketten mit isotroper Spin-Spin-
Wechselwirkung beobachtet. Er wird induziert durch die Kopplung der Spin-
Freiheitsgrade an die Freiheitsgrade des Gitters. Die Entdeckung der ers-
ten anorganischen Spin-Peierls-Substanz Kupfergermanat (CuGeO;) durch
Hase et al. 1993 [1] fithrte zu einem gesteigerten Interesse an der experimen-
tellen und theoretischen Untersuchung solcher Systeme. Im Gegensatz zu
den bis dahin bekannten organischen Spin-Peierls-Substanzen zeichnet sich
das CuGeO4 durch eine vergleichsweise einfache Kristallstruktur aus, die das
mikroskopische Versténdnis vieler Eigenschaften erleichtert. Es bietet zudem
die Moglichkeit, hochwertige einkristalline Proben herzustellen.

In der vorliegenden Arbeit wird eine antiferromagnetische spinisotrope S =
1/2-Heisenbergkette betrachtet, die um eine Ankopplung an dispersionslose
Einstein-Phononen erweitert wird. Bisher wurde dazu meist eine adiabati-
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sche Behandlung der Phononen vorgenommen. Der experimentelle Befund
fiir CuGeO4 widerspricht jedoch den Voraussetzungen einer adiabatischen
N&herung, sodass in dieser Arbeit ein antiadiabatischer Zugang gewé&hlt
wird [2]. Das Modell kann somit zur Beschreibung einer Spin-Peierls-Sub-
stanz wie CuGeO; dienen.

Ziel der Arbeit ist es, aus dem Modell mit Spin-Phonon-Kopplung ein
effektives Spinmodell herzuleiten. Dabei kommt die von Wegner 1994 [3] ein-
gefithrte Flussgleichungsmethode zur Anwendung. Durch eine Folge kontinu-
ierlicher unitdrer Transformationen wird der Anteil des Hamiltonoperators,
der die Kopplung zwischen Spin- und Phononsystem beschreibt, weggedreht
und man erhilt ungekoppelte effektive Modelle fiir den Spin- und den Pho-
nonanteil des Hamiltonoperators. Nach der Entkopplung des magnetischen
und des phononischen Subsystems enthalten die effektiven Modelle implizit
die Gitterschwingungen. Man erhilt fiir die Austauschkopplungen des Spin-
anteils effektive Werte. Es findet allerdings nicht nur eine Renormierung der
Kopplungskonstanten des Ausgangshamiltonoperators statt. Im effektiven
Spinmodell entstehen zusétzliche langreichweitige Spinkopplungen. In die-
sem Sinne induziert die Spin-Phonon-Kopplung Frustration. Prinzipiell sind
die effektiven Kopplungen temperaturabhingig [2]. In der vorliegenden Ar-
beit beschrianken sich die Untersuchungen auf den Grundzustand, sind aber
in einfacher Weise auf endliche Temperaturen erweiterbar.

Die vorliegende Arbeit hat zwei einleitende Kapitel und einen Hauptteil.

In Abschnitt 2 werden allgemeine Eigenschaften frustrierter S=1/2-Hei-
senbergketten und einige Besonderheiten der anorganischen Spin-Peierls-
Substanz CuGeO, zusammengestellt. Der Spin-Peierls-Ubergang wird am
Beispiel von CuGeQ; illustriert. Den Abschluss des Kapitels bildet die Mo-
tivierung eines antiadiabatischen Zugangs fiir CuGeO,.

Kapitel 3 erldutert die Methode der Flussgleichungen. Die Flussgleichung
wird abgeleitet und das Konvergenzverhalten des Verfahrens der kontinuier-
lichen unitiren Transformationen untersucht. Es wird eine kurze Ubersicht
der bisherigen Arbeiten gegeben, in denen Modelle mit Phonon-Kopplung
mittels der Flussgleichungsmethode untersucht wurden.

Im Hauptteil (Kapitel 4) wird diese auf ein an Phononen gekoppeltes
Spinsystem angewendet. Es werden effektive Spinmodelle und damit effekti-
ve Austauschkopplungen hergeleitet. Dazu werden verschiedene Zugénge be-
nutzt, deren Ergebnisse — insbesondere die erhaltenen Phasendiagramme —
miteinander verglichen werden.

Der letzte Abschnitt fasst die Ergebnisse zusammen und gibt einen Aus-
blick auf mégliche Erweiterungen.



2 Motivation

Die magnetischen Eigenschaften realer Substanzen konnen in vielen Fillen
durch Quantenspinmodelle quantitativ verstanden werden. Das spinisotrope
antiferromagnetische Heisenbergmodell

Hueis =) )_Si-S; mit J>0 (2.1)

i,

mit den Vektoroperatoren S; eines Spins 1/2 am Gitterplatz i ist dabei ein
Grenzfall des Hubbardmodells bei halber Bandfiillung. Den Heisenberganti-
ferromagneten erhélt man im Falle grofler Wechselwirkung U, die fiir ein
stark abgeschirmtes Coulombpotenzial steht, relativ zum Hiipfmatrixelement
t, das die Ubergangsamplitude von einem Atomorbital in ein benachbartes
charakterisiert [4]

Huw = —t Z Cf{yo-cj,O‘ + UZ(ni,T —1/2)(ny, —1/2) (2.2)
(L,i)o i
Hey 28 Hpes mit | =4t2/U . (2.3)

Die c{_ o (Ci,0) sind die elektronischen Erzeuger (Vernichter) am Platz i zum
Spin o € {T, [} und ny 5 = c{ +Ci,o ist der entsprechende Teichenzahloperator.
Die verbleibenden relevanten Freiheitsgrade eines solchen (Mott-Hubbard-)
Isolators sind im Niederenergiebereich vor allem die magnetischen Freiheits-
grade des elektronischen Subsystems, d.h. der Spin der Elektronen. In der
Spin-Spin-Wechselwirkung S;S;, angewendet auf entsprechende Spinzustén-
de, ist der Beitrag der Austauschmatrixelemente der Coulomb-Wechselwir-
kung enthalten, die fiir eine spontane Magnetisierung verantwortlich sind.
Die frustrierte antiferromagnetische S = 1/2-Kette mit isotroper Spin-Spin-
Wechselwirkung wird im n#ichsten Abschnitt besprochen.

Nimmt man zu den Spinfreiheitsgraden noch die Freiheitsgrade des Git-
ters, ndmlich die Phononen sowie deren Kopplung an die Spins, zeigt sich
eine starke Neigung der Spinkette zur Dimerisierung. Die magnetoelastische
Kopplung induziert den so genannten Spin-Peierls-Phaseniibergang (Kapitel
2.3). Ein prominenter Vertreter der Spin-Peierls-Systeme ist die anorgani-
sche Substanz CuGeO,, die in Kapitel 2.2 vorgestellt wird. Beim CuGeO,
liegen die Winkel zwischen den Austauschpfaden nahe bei 90°, sodass die
Spin-Phonon-Kopplung einen starken Einfluss auf die magnetische Kopp-
lungskonstante | hat.
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2.1 Frustrierte S=1/2 Heisenbergkette

Oft kann die Wechselwirkung in einer oder sogar zwei Raumrichtungen auf-
grund einer stark anisotropen Kopplungskonstanten ] vernachlassigt wer-
den, sodass der im Allgemeinen dreidimensionale Systeme beschreibende
Heisenberghamiltonoperator (2.1) dann zur Modellierung niedrigdimensio-
naler Quantenspinsysteme dient. Viele der in letzten Jahren eingehend ex-
perimentell und theoretisch untersuchten isolierenden Festkorper fallen in
diese Klasse, z. B. CuGeOyj [1], «’-NaV,O; [5], SrCu,04 [6], KCuF; [7] oder
(VO),P,0, [8]. Die Eigenschaften solcher Substanzen hédngen dabei nicht
nur von der Koordinationszahl des Gitters und der Spingréfle S ab, sondern
auch von der jeweiligen Frustration.

Abbildung 1: Frustration durch Ubernichstnachbar-Wechselwirkung

Man spricht von Frustration, wenn sich die Spins nicht so in Untergitter
& und £ aufteilen lassen, dass die Wechselwirkung zwischen Spins dessel-
ben Untergitters (falls vorhanden) rein ferromagnetisch ist, wahrend ein /-
mit einem %-Spin (und umgekehrt) antiferromagnetisch wechselwirkt. Die in
dieser Arbeit interessierende quasi-eindimensionale Substanz CuGeO, ldsst
sich (unter Vernachldssigung von Zwischenkettenkopplungen, siehe Kapitel
2.2) iiber einen Heisenberghamiltonoperator mit Nichst- und Ubernichst-
nachbar-Kopplung

H=D) (1Si-Sit1+28:i-Sis2)

' (2.4)
= J(Si- S+ aSi-Sin) mitoa:=Jo/J1, J=T

beschreiben. Ausgehend vom klassischen Néelzustand, in dem alle Spins
des Untergitters & zu allen %-Spins antiparallel stehen, kann man verste-
hen, wie die Ubernichstnachbar-Wechselwirkung Frustration induziert und
so den Néelzustand schwicht. In Abbildung 1 sind die Kopplungen der z-
Komponenten der klassischen Spinvektoren S; fiir ndchste Nachbarn zick-
zackformig und fiir iberndchste in Richtung der Holme dargestellt. Man
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sieht, dass die fiir antiferromagnetische Kopplung ] > 0 energetisch begiins-
tigte antiparallele Ausrichtung der Spins innerhalb einer Dreierschleife nicht
mehr fiir alle drei Spins gleichzeitig erreicht werden kann. Die Frustration
wird also in (2.4) erst durch eine Uberniichstnachbar-Kopplung o # 0 her-
vorgerufen.

e S .

RVB)=

Abbildung 2: Néel- und RVB-Zustand

Im Néelzustand ist die endliche Untergittermagnetisierung (S )—(S%) #
0 Ausdruck einer langreichweitigen Ordnung, die die Symmetrie der Spin-
rotation spontan bricht. Der Néelzustand ist allerdings kein Grundzustand
des eindimensionalen quantenmechanischen Systems, da die Spinkette keine
endliche Untergittermagnetisierung erlaubt [9]. Bei endlichen Temperatu-
ren zerstoren in ein und zwei Dimensionen die bosonischen Fluktuationen
die klassische Ordnung (Mermin-Wagner-Theorem [10]), sodass ein niedrig-
dimensionaler isotroper Heisenberg-Antiferromagnet keine langreichweitige
magnetische Ordnung zeigt.

Von Anderson stammt der Vorschlag, den Grundzustand als Resonating-
Valence-Bond-Zustand zu beschreiben [11]. Im RVB-Zustand paaren sich alle
Spins (beim CuGeO, die Spins auf den Cu-Plitzen) paarweise zu Valenzbin-
dungssinguletts. Die RVB-Wellenfunktion ergibt sich dann als gewichtete
lineare Uberlagerung aller RVB-Zustéinde, d.h. aller méglichen Gitterplatz-
Paarungen zu Singuletts [12]. Es handelt sich um ein kritisches System in dem
Sinne, dass es instabil gegeniiber 2kp-Stérungen ist. So ist die magnetische
Suszeptibilitdt maximal fiir eine Gittermodulation mit dem Wellenvektor
2kp. Eine energetische Anregung des RVB-Zustands ist z. B. das Aufbrechen
einer Valenzbindung, was zur Bildung von zwei S = 1/2-Spinonen fiihrt. In
der undimerisierten Kette kénnen sich diese S =1/2-Spinonen asymptotisch,
d.h. bei grolen Absténden, frei bewegen.

Fiir die unfrustrierte Kette liegen exakte Ergebnisse sowohl fiir den Grund-
zustand (Bethe 1931 [13]|) als auch fiir angeregte Zustdnde vor. Mit der
Quantentransfermatrix-Methode wurde auch die Thermodynamik des Mo-
dells exakt bestimmt [14].

Im frustrierten Fall aber ist eine exakte allgemeine Losung iiber den
Bethe-Ansatz nicht moglich. Fiir eine Frustration o« = 1/2, dem Majumdar-
Ghosh-Punkt [15-17], ist der Grundzustand allerdings bekannt. Es liegt
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ein perfekter Singulettproduktzustand mit kurzreichweitiger Ndchstnachbar-
Korrelation vor. Bereits bei Werten fiir die Frustration, die gréfler als

& ~ 0.241167(5) (2.5)

sind, liegt eine spontane Symmetriebrechung der Translationssymmetrie vor
[18-20]. Dabei bindet sich im Grundzustand jedes zweite Paar benachbarter
Spins zu einem Singulett. Im Fall iiberkritischer Frustration o« > «. 6ffnet
sich in der Dispersionsrelation eine Liicke und die angeregten Zustidnde ha-
ben auch fiir verschwindenden Impuls eine endliche Energie: w(0) > 0. Die
Spinliicke A (vgl. Abbildung 8) riihrt von der Mindestenergie her, die zum
Aufbrechen eines Singuletts benttigt wird. Somit hingt es von der Reich-
weite der in der Uberlagerung auftretenden Singuletts ab, ob die elementa-
ren Anregungen massiv (endliche Reichweite) oder masselos (beliebig grofie
Reichweite) sind.

Der Wert fiir die kritische Frustration wird in Kapitel 4 zur Festlegung
der Phasengrenzlinie zwischen einer liickenlosen (x < o) und einer liicken-
behafteten (« > «.) Phase benutzt werden.

2.2 Allgemeines zu CuGeO,

Die Entdeckung der ersten anorganischen Spin-Peierls-Substanz Kupferger-
manat (CuGeO,) durch Hase et al. [1] war ein grofier Fortschritt in der Er-
forschung des Phénomens des Spin-Peierls-Phaseniibergangs [22]. Das relativ
einfach aufgebaute anorganische CuGeO, erlaubte im Gegensatz zu den bis
dahin bekannten organischen Spin-Peierls-Substanzen wie (TTF)(CuBDT)
oder MEM(TCNQ), (Ubersicht in Referenz [22]) die Herstellung guter und
grofler Einkristalle und war somit experimentellen Methoden wesentlich leich-
ter zuginglich (Ubersicht in Referenz [23]). Abbildung 3 zeigt die Kristall-
struktur von CuGeO, [21,24|. Zwischen in a-Richtung benachbarten CuOg-
Oktaedern, die auch in Hochtemperatursupraleitern gefunden werden, liegen
GeO -Tetraeder. Da die CuO4-Oktaeder in b-Richtung alternierend gegen-
einander verkippt sind, besteht die Einheitszelle aus zwei Formeleinheiten
CuGeOg. Im Zentrum der Kupfer-Sauerstoff-Oktaeder sitzen entlang der c-
Achse die Cu?*-Ionen. Auf den beiden Spitzen des stark verzerrten Okta-
eders befinden sich die iiblicherweise mit O1 bezeichneten Sauerstoffatome.
Die restlichen vier Sauerstoffatome O2 haben einen um etwa 30% kleine-
ren Abstand zu dem Kupferion. Da je zwei benachbarte Oktaeder zwei der
02-Atome miteinander teilen, kommt es zu einer Cu-O2-Cu-Briicke, deren
Bindungswinkel 1 etwa 98° betrégt. Die dominierende magnetische Wech-
selwirkung zwischen den einen Spin S =1/2 tragenden Cu-Ionen der in c-
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Abbildung 3: Kristallstruktur von CuGeO, [21]. Der Quader markiert
die Einheitszelle.

Richtung orientierten Ketten ist eine Superaustausch-Wechselwirkung {iber
die Sauerstoftf-Briicken der gemeinsamen Kanten. Obwohl der Cu-O2-Cu-
Winkel nahe bei 90° liegt und so nach den Goodenough-Kanamori-Ander-
son-Regeln ein schwach ferromagnetischer Austausch zu erwarten ist, findet
man eine antiferromagnetische Kopplung J &~ 150 — 160 K. Ursache hierfiir
sind einerseits die Abweichung vom 920°-Winkel bei der Kation-Ligand-Ka-
tion-Briicke [24], andererseits der Einfluss der Ge-Seitengruppe auf die p-
Orbitale der Sauerstoffe [25]. Die Aufhebung der Orthogonalitit der p-Or-
bitale erlaubt Hiipfprozesse, die im reinen GKA-Fall aus Symmetriegriinden
nicht erlaubt sind oder sich wegheben. Insgesamt erhilt man so eine schwa-
che effektive antiferromagnetische Kopplung. In Abbildung 4 erkennt man,
dass aufgrund der Nihe zur Nullstelle von J(n) die relative Anderung der
Kopplungskonstanten AJ/] unter Variation des Winkels n bei CuGeO, sehr
grof} ist. Es ist daher fiir eine adidquate Beschreibung von CuGeO; wich-
tig, Gitterschwingungen miteinzubeziehen, insofern sie die Bindungswinkel
verdndern.

Die magnetischen Wechselwirkungen zwischen benachbarten Spins der-
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153

90 98 n[°]
Abbildung 4: Austauschkopplung J als Funktion vom Cu-0O2-Cu-Winkel
n [24]. Die Asymmetrie von J(n) beziiglich 90° ist ein Seitengruppenef-
fekt. Der Einfluss der Ge-Atome zerstort die Orthogonalitit der p-Orbi-

tale auf den O2-Liganden und damit die Aquivalenz der entsprechenden
Austauschpfade.

o o 0

Abbildung 5: Superaustausch in CuGeO, iiber ein (Cu-O-Cu-Pfad) bzw.
zwei (Cu-O-O-Cu-Pfad) Sauerstoff-Ionen. Die Kupferketten liegen in c-
Richtung und die Sauerstoff-Liganden O2 in der Basalebene der CuO,-
Oktaeder. Der Bindungswinkel 1 betrigt ungefdhr 98°.

selben Kette dominieren die Kopplungen zwischen den Ketten. Cu-02-O2-
Cu-Austauschpfade fiihren allerdings zu zusitzlichen Ubernichstnachbar-
Kopplungen, die die magnetische Wechselwirkung zwischen den Cu-Spins
frustrieren [26]. In Abbildung 5 sind die Superaustausch-Wechselwirkungen
iiber ein bzw. zwei Sauerstoffatome veranschaulicht.

2.3 Spin-Phonon-Kopplung und Spin-Peierls-Ubergang

Der Spin-Peierls-Ubergang ist ein dreidimensionaler struktureller Phasen-
iibergang, dessen Ursache die Instabilitdt des eindimensionalen Antiferro-
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J J J

eoe —‘

J(1-6) J(1-96)
ooo—. .](]+5). ‘ ](]+5)._ (XX}

Abbildung 6: Dimerisierung eines Spin-Peierls-Systems. Die statische
Gitterverzerrung hat eine alternierende Austauschkopplung zur Folge. Das
Auftreten der starken Kopplungen J(1 4 6) auf den langen Bonds ist eine
Eigenart des CuGeO, (siehe Text).

l Spin-Peierls-

Verzerrung

magneten gegeniiber einer Dimerisierung ist. Unter Dimerisierung versteht
man eine alternierende statische Verzerrung, wie sie in Abbildung 6 darge-
stellt ist. Die magnetoelastische Kopplung treibt das System unterhalb einer
Ubergangstemperatur Tsp in eine verzerrte Phase.

Beim CuGeO,; bewegen sich von den O2-Atomen der Basalebene der
CuOg-Oktaeder je zwei aufeinander zu (O2a) bzw. voneinander weg (O2b).
Der alternierenden Vergréflerung und Verkleinerung der Abstdnde zwischen
den Cu?*-Tonen entspricht eine dementsprechende Anderung des Cu-O2-Cu-
Bindungswinkels. Da eine Verkleinerung dieses Winkels eine Verkleinerung
der Austauschkopplung zur Folge hat, treten zwischen niher zusammenge-
riickten Cu?*-Ionen schwache Bonds auf. Dagegen bedingt eine Winkelver-
groflerung eine Stidrkung der antiferromagnetischen Kopplungsanteile und
fiihrt damit zu starken Bonds zwischen weiter voneinander entfernten Plat-
zen (vgl. Abbildung 4).

Um Anderungen der Spin-Spin-Kopplungen aufgrund von kleinen Aus-
lenkungen, d.h. fiir niedrige Phononenenergien, beschreiben zu kénnen, ist
es ausreichend, die Phononen selbst in harmonischer Ndherung und die An-
kopplung an das Spinsystem als linear in den Auslenkungen zu betrachten.
Der Hamiltonoperator der frustrierten Heisenbergkette (2.4) kann dann un-
ter Einbeziehung der hier als dispersionslos angenommenen Phononen als

H=Hs+ Hsg +HB (2.6)

Hsg = Z J(Si - Siy1 + «Si - Sit2) (2.7)
i

Hp =) wblb; (2.8)
i

Hsp = ) _(Aib] +Alby) (2.9)

i
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Abbildung 7: Phasendiagramm von CuGeO, [21]. U: homogene Pha-
se (uniform), D: dimerisierte Phase und I: inkommensurabel modulierte
Phase.

geschrieben werden. Dabei ist im Ankopplungsoperator
Ai =9(Si - Sit1—Si - Si1) (2.10)

eine Konstante g enthalten, die das Ma8 fiir die Kopplungsstérke zwischen
phononischem und magnetischem Teilsystem ist. Die direkte Wechselwirkung
zwischen den Spins auf den Plitzen i und i+1 bzw. i—1 wird moduliert durch
die Phononverriickung bI + b;. Der Vorteil einer solchen Differenzkopplung
(2.10) liegt darin, dass der Term in der unverzerrten Phase keinen Beitrag
liefert [2]. Wie eine so genannte lokale Kopplung, die auch im Zusammenhang
mit CuGeO, benutzt wird, beriicksichtigt werden kann, wird in Kapitel 4.4.3
erlautert.

Um entscheiden zu koénnen, ob das oben beschriebene Verzerrungsmus-
ter eingenommen wird, muss die Bilanz zwischen Anhebung der elastischen
und Absenkung der magnetischen Energie betrachtet werden. Die Absenkung
der magnetischen Energie ist in der dimerisierten Phase besonders stark, da
es zur Bildung von Singulettpaaren auf den starken Bonds kommt. Gibt
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Abbildung 8: Spin-Peierls-Instabilitdt. S: Singulett-Grundzustand, T:
angeregter Triplett-Zustand und K: Kontinuum (schraffiert). Die angereg-
ten Zustédnde sind in der dimerisierten Phase durch eine Energieliicke A
vom Grundzustand getrennt.

b € [0,1) die Grole der Verzerrung an und bezeichnet Ky die Federkon-
stante, dann ergibt sich der Hamiltonoperator in der dimerisierten Phase in
adiabatischer N&herung zu

. K
H = ]Z |:(] + (—])15) Si-Sit1+aS;-Sis2+ 7052 . (2.11)
i

Es kann gezeigt werden, dass der Energiegewinn im unfrustrierten Fall pro-
portional zu 8*/3 ist [27]. Der Verlust in der elastischen Energie ist dagegen
proportional zu &% und wird damit iiberkompensiert. Da fiir iiberkritsche
Frustration o > «, das Spinsystem bereits ohne Kopplung an Phononen
spontan die Translationssymmetrie bricht und einen dimerisierten Grundzu-
stand bildet, fallt hier der Gewinn an magnetischer Energie noch héher aus.
Er ist proportional zu 0, da bereits die 1. Ordnung Stérungstheorie in & einen
nichtverschwindenden Beitrag liefert. So erklédrt sich die starke Neigung der
Spinkette zur Dimerisierung.

Der oben beschriebene Mechanismus ist Ursache eines Phaseniibergangs
zweiter Ordnung bei Unterschreiten einer kritischen Temperatur (Tsp ~ 14 K
fiir CuGeO,) von einer unverzerrten Phase (U-Phase), in der die Cu?*-Ionen
aquidistant entlang der c-Achse liegen, in eine dimerisierte Phase (D-Phase)
mit dem Verzerrungsmuster aus Abbildung 6. Zur Veranschaulichung ist in
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Abbildung 7 das vollstindige experimentelle Phasendiagramm von CuGeO,
in Abhéingigkeit von angelegtem Magnetfeld und Temperatur dargestellt. Da
die D-Phase eine Spinliicke A aufweist (vgl. Abbildung 8), die von der Min-
destenergie herriihrt, die zum Aufbrechen eines Singuletts benttigt wird, ist
sie stabil gegen nicht zu grole Magnetfelder. Oberhalb eines kritischen Fel-
des, spitestens wenn die Zeemanenergie gugH die Energieliicke iibersteigt,
tritt eine dritte Phase mit von Gitterplatz zu Gitterplatz variierenden Ver-
zerrungen auf (inkommensurabel modulierte Phase).

2.4 Nichtadiabatische Beschreibung von CuGeO,

Der iibliche Zugang fiir die anorganischen Spin-Peierls-Substanzen ist der
von Cross und Fisher [27]. Hier wird die Ankopplung des Spinsystems an die
phononischen Freiheitsgrade in Molekularfeldndherung und Random Phase
Approzimation beschrieben. Als Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieses Zu-
gangs miissen die Energien der Peierls-aktiven Phononmoden klein sein im
Vergleich zur magnetischen Austauschenergie. Ein solches pre-existing soft
phonon gibt es beim CuGeO4 nicht, wie man in Tabelle 1 ablesen kann. Selbst
die Energie des w(()] )_Phonons liegt mit ca. 150 K in derselben Gréflenordnung
wie die magnetische Austauschkopplung. Ebenso ist beim CuGeOg4 kein zu-
sdtzliches ,Weichwerden“ der Peierls-aktiven Phononmoden zu beobachten,
wie man es bei den organischen SP-Substanzen findet und wie es von den
meisten RPA-Rechnungen vorhergesagt wird. Bei CuGeO, ist im Gegenteil
sogar ein phonon hardening (d.h. ein Anwachsen der Phononfrequenzen) um
ca. 5% bis 6% mit abnehmender Temperatur zu beobachten [28|. Eigentlich
miissten zu einer adiabatischen Beschreibung der Phononen deren Energien
sogar unterhalb der Energieskala des Spinsystems liegen, d.h. es muss auch
wo < A gelten [29, 30].

Der Vollstédndigkeit halber sei erwdhnt, dass Gros und Werner mit der
bereits von Cross und Fisher angewandten Theorie (d.h. RPA fiir die Spin-
Phonon-Kopplung und Bosonisierung fiir die Spin-Dynamik) in bestimm-
ten Parameterbereichen ein ,Hartwerden“ von Peierls-aktiven Phonon-Mo-
den vorhersagen kénnen [31].

Fiir die organometallische Substanz (TTF)CuS,C,(CF;), ist eine adia-
batische Beschreibung nach den Daten aus Tabelle 1 gut begriindet. Die
schnellen Spinfreiheitsgrade passen sich den langsamen Phononen an und
das (niederenergetische) Phononsubsystem wird durch die (hoherenergeti-
schen) magnetischen Freiheitsgrade renormiert. Resultat ist ein effektives
Phononmodell.

Da die adiabatische Beschreibung fiir das CuGeO, nicht angemessen ist,
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| (TTF)CuS,C,(CF,), | CuGeO,
Sprungtemperatur Tsp~ 12K Tsp~ 142 - 144K
[32]

Energieliicke A~20K A=~23K

Magnetische ] ~ 68K J =~ 150 — 160K

Austauschkopplung [24, 33, 34]
wl ~ 150K
w(()z) ~ 313K

Phononenergien wo ~ 10K w(()3) ~ 533K
wi ~ 181K

[28, 35]

Tabelle 1: Vergleich der experimentellen Daten einer organischen Spin-
Peierls-Substanz und des anorganischen CuGeO,

das Verhalten eines physikalischen Systems aber von den niederenergetischen
Freiheitsgraden bestimmt wird, liegt es nahe einen nichtadiabatischen Zu-
gang zu wahlen, wie es Uhrig in Referenz [2] vorgeschlagen hat. Man be-
trachtet also fiir CuGeO5 das Phononsubsystem als schnell, das Spinsubsys-
tem als langsam, sodass die phononischen Freiheitsgrade die magnetischen
renormieren, und gelangt so zu einem effektiven Spinmodell.

Ein solches effektives Spinmodell fiir die frustrierte Heisenbergkette mit
Spin-Phonon-Kopplung wird in dieser Arbeit hergeleitet. Die Methode der
Flussgleichungen, die dabei zur Anwendung kommt, soll im néchsten Kapitel
vorgestellt werden.
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3 Flussgleichungsmethode

Zur Behandlung des Problems der Spin-Phonon-Kopplung wird der von Weg-
ner [3] eingefiihrte Zugang iiber Flussgleichungen verwendet, in dem &hnlich
einer Frohlichtransformation [36] die direkte Wechselwirkung des Spinsys-
tems mit den Phononen ,weggedreht* wird, um so einen effektiven, mog-
lichst lokalen Hamiltonoperator zu erhalten. In diesem Abschnitt werden die
Methode der Flussgleichungen sowie einige Anwendungsmoglichkeiten vor-
gestellt.

3.1 Grundlagen der Flussgleichungen

Eines der grundlegenden Probleme bei der Behandlung quantenmechanischer
Vielteilchenprobleme ist die Diagonalisierung des Hamiltonoperators, um so
iiber die Eigenzustdnde und die zugehdrigen Energien Erwartungswerte re-
levanter Observablen zu berechnen. Im Allgemeinen wird eine solche Dia-
gonalisierung z.B. aufgrund der hohen Dimension des Hilbertraums nicht
durchfiithrbar sein — mit Ausnahme der wenigen exakt l6sbaren Modelle —
und man wird versuchen, das Problem in eine einfachere Gestalt zu iiberfiih-
ren. Dazu wird in herkémmlichen Methoden der Hamiltonoperator H einer
endlichen Zahl von hintereinander angewendeten unitéren Transformationen

unterzogen:

’H:’Ho—)’H]—)’Hz—)"'—)’Hn:’HeH

; (3.1)

Hi=UHi U] mit i=12... n.
Die unitdren Transformationen entsprechen Basiswechseln, deren Ziel es ist,
die Nichtdiagonalelemente des Hamiltonoperators beliebig klein zu machen,
sodass am Ende ein Hamiltonoperator in Blockdiagonalgestalt oder im giins-
tigsten Fall in Diagonalgestalt vorliegt. Die endgiiltige Darstellung von H,, ist
nur auflerhalb der Blocke eindeutig. Es konnen weitere unitire Transforma-
tionen angewendet werden, die innerhalb eines Blockes zu anderen Matrix-
elementen fiihren. Dies ist zu beachten, wenn die iiber die Flussgleichungs-
methode oder ein anderes auf Basistransformationen beruhendes Verfahren
erhaltenen effektiven Modelle untereinander oder mit den Ergebnissen ande-
rer Verfahren zur Gewinnung effektiver Hamiltonoperatoren verglichen wer-
den (z. B. das Kumulantenverfahren aus Referenz [37]). Im Allgemeinen wird
man nur die Erwartungswerte direkt vergleichen kdnnen, da diese unabhén-
gig beziiglicher unitirer Transformationen sind.

Nach Anwendung einer Folge vereinfachender unitirer Transformationen
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lasst sich der effektive Operator Heg als

n
Heg =UHU' mit U:=]]t (3.2)

i=1

schreiben. Aufgrund der Unitaritdt der ; (und damit von ) sind die Ei-
genwerte A; von Heg auch Eigenwerte von H. Die Eigenvektoren der Ma-
trix H sind durch UTv; gegeben, wobei v; die Eigenvektoren von Heg sind.
Der Vorteil liegt nun darin, dass Eigenwerte und -vektoren der Matrix in
Diagonal-/Blockgestalt einfacher zu bestimmen sind.

Die von Wegner 1994 [3] vorgeschlagene Erweiterung dieses Schemas be-
steht nun darin, das sukzessive Anwenden unitdrer Transformationen auf
die hermitesche Ausgangsmatrix H durch eine kontinuierlich durchgefiihrte
Transformation zu ersetzen. Die Transformation im Rahmen dieses Flussglei-
chungsformalismus besteht aus unendlich vielen infinitesimalen Transforma-
tionsschritten. Dazu fasst man den Hamiltonoperator # als Funktion eines
reellen Flussparameters { (der Dimension Energie 2) auf:

[H - #H(0) mit Le0...00]]. (3.3)

Hi—o entspricht dem Ausgangsoperator H und H;_,o wird den vereinfachten
Hamiltonoperator Heg darstellen. Die kontinuierliche Transformation wird
mit U(L) bezeichnet.

Es sei an dieser Stelle erwdhnt, dass der Flussgleichungsformalismus —
obwohl in Referenz [3]| als Flow-equations for Hamiltonians eingefiihrt —
nicht auf die Transformation von Hamiltonoperatoren beschrinkt ist. Inter-
essiert man sich fiir eine bestimmte Observable O, so ist es sogar notwendig,
auch diese zu transformieren. M&chte man z. B. eine bestimmte zeitabhén-
gige Korrelationsfunktion mit O(t) beziiglich H auswerten — das entspricht
der Berechnung von (O(t)O(0))3 — muss jetzt unter der Transformation ¢ ({)
O¢_s00 (1) beziiglich Hy_, 0

(Oto0 (D000 (0, (3.4)

betrachtet werden. Hierbei ist natiirlich darauf zu achten, dass O und H der-
selben Transformation U ({) unterzogen werden. Der Fluss der Observablen
(d.h. ihre £-Abhéngigkeit) ist bei der Berechnung von Korrelationsfunktio-
nen im Allgemeinen nicht mehr vernachlissigbar (z.B. [38,39]). In Refe-
renz [40] wenden Ragwitz und Wegner bei der Behandlung der Elektron-
Phonon-Wechselwirkung die Transformation auch auf bosonische Erzeuger
und Vernichter an. Die Phonon-Einteilchenoperatoren zerfallen unter dem
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Fluss der unitdren Transformation in elektronische Teilchen-Loch-Anregun-
gen.

Im Folgenden wird die so genannte Flussgleichung abgeleitet und das
Konvergenzverhalten des Verfahrens nidher betrachtet.

In Analogie zu (3.2) gilt jetzt mit einer {-abhéingigen unitiren Transfor-

mationsmatrix U ({)
H) =U)HO) U (L) . (3.5)

Ein infinitesimal kleiner Transformationsschritt [analog zu (3.1)] von { nach
d{ schreibt sich dann

HU+dO) =UC+d)UtQHO U UT (L +d) (3.6)

was man leicht sieht, wenn (3.5) nach #(0) aufgelost wieder in (3.5) an
der Stelle ¢ + d{ eingesetzt wird. Sei 1n({) der im Allgemeinen {-abhingige
infinitesimale antihermitesche Erzeuger von U ({)

ded(6)
— =nOUE) baw. () = = =U() . (3.7)

Mit der Entwicklung von U({ + d¢) in erster Ordnung in d¢{

_dut(o

UL +d0) =UW0) +n(QU@)dL = [T +n(0)daU(L) (3.8)

konnen die Produkte aus (3.6) unter Ausnutzung der Antihermitizitit von
n({) als

UL+dOUT () =1 +n(0)dl  sowie

(3.9)
UOUT (L +dl) =1 —n(0)de
geschrieben werden und man erhilt fiir (3.6)
HU+dE) = (1 +n(0)de) H(C) (1 —n(L)de) (3.10)
=H(0) + M(0), H(O)] dt + O(de?) . '
Damit ist die Flussgleichung fir Hamiltonoperatoren abgeleitet
dH (¢
% =MW, H{)] mit Heo=H]|. (3.11)

Die Anfangsbedingungen der Differenzialgleichung (3.11) sind festgelegt durch
die Forderung, dass der {-abhingige Hamiltonoperator H({) an der Stelle
€ = 0 identisch ist mit dem urspriinglichen untransformierten 7. In Abbil-
dung 3.1 wird die Flussgleichungsmethode noch einmal schematisch zusam-
mengefasst.
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Ausgangsoperator ‘H
e Kontinuierliche unitire Transformation generiert durch n
¢ Einfithrung eines Flussparameters {

o H — H(L), L€ [0,00) mit He—o =H

{ — o0

o Geeignete Wahl des (antihermiteschen) Generators 1

e Flussgleichung % =MnL),H(0)]

¢ Koeffizientenvergleich ~ Differenzialgleichungssystem
Y

H(L) t2ge Hest (,einfacher” effektiver Operator)

Abbildung 9: Schema: Flussgleichungsmethode

Das Gelingen des Verfahrens hingt jetzt davon ab, einen geeigneten Ge-
nerator n({) in Abhéngigkeit des Hamiltonoperators zu finden, der iiber die
Flussgleichung (3.11) die Nichtdiagonalelemente von H im Laufe der Trans-
formation beliebig klein werden ldsst. Zur Veranschaulichung mag folgendes
Beispiel dienen: Sei H({) gegeben durch die Matrix

e1(€) hi2(l) hyz(€)

hot(0)  e2(€) has(€)
HO= 1500 hsa())  es(0) : (3.12)

Wegner hat folgende Wahl des Erzeugers n({) vorgeschlagen [3]

(n(0) = Ha(0), H(O)]]. (3.13)

Dabei bezeichnet H4({) den Diagonalteil von H. n({) ist damit der Kommu-
tator des ,erwiinschten“ mit dem ,unerwiinschten* Anteil von #. Verzichtet
man im Weiteren auf die explizite Angabe der {-Abhéngigkeiten und bezeich-
net die Matrixelemente des Erzeugers n mit nj, so kann Gleichung (3.13)
geschrieben werden als

My =) _edichig — ) hixexdyy
k k

= (61— €j)h.i' .

(3.14)
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Fiir die Flussgleichung (3.11) in Komponenten folgt somit

0 hl] Z Nik hk] Z hlkn kj

= Z €it+ € — 2¢y) 'Lkhkj .

(3.15)

Es ist jetzt zu zeigen, dass mit dieser Generatorwahl tatsdchlich ein Ver-
schwinden der Nebendiagonalelemente einhergeht. Dazu betrachtet man das
Transformationsverhalten des Quadrates der Ausgangsmatrix. Hierbei kann
benutzt werden, dass die Spur von H? transformationsinvariant ist

Sp’;‘-l2 = const.
aserZ 0 (3.16)
ot

Die Auswertung der Spur liefert

SpH? = Zhuhﬂ Ze + ) hihy, (3.17)

1,j#1

was zusammen mit Gleichung (3.16)

0
- 5¢ (Mishio) (3.18)
i LjA

ergibt. Dies wird mit Hilfe von Gleichung (3.15) noch einmal umgeschrieben

o€ O€;
2 1 :22“5

i i

=2) |ei-2) (ei—¢)hyhy
i j

(3.19)

Nach Umsortieren der Doppelsumme und Einsetzen in Gleichung (3.18) er-
hilt man schliellich

Z o Iyl = zZ i) 2 (3.20)
i,j#1

Der Ausgangsoperator H(0) ist hermitesch. Da er im Limes { — oo nur
unitdren Transformationen unterzogen wird, bleibt auch H({) hermitesch,
und somit beschreibt Gleichung (3.20) die Entwicklung der positiv definiten
Betragsquadrate |hi;|> unter der kontinuierlichen Transformation (3.11). Die
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Summe der Betragsquadrate der Nichtdiagonalelemente von #({) werden al-
so im Limes { — oo solange kleiner, bis die rechte Seite in obiger Gleichung
verschwindet, d. h. bis einer der beiden Faktoren verschwindet. Das bedeutet,
dass keine weitere Verdnderung mehr eintritt, sobald alle Nebendiagonalele-
mente hyj, die Zustdnde mit ungleichen Diagonalelementen (e; # €;) verbin-
den, ausgestorben sind (Jhij|* = 0). Im Falle von Entartung (e; — ¢ = 0)
aber kann iiber die Nichtdiagonalelemente keine Aussage getroffen werden
und diese kdnnen erhalten bleiben.

Nach Gleichung (3.14) bestehen die Komponenten 1i; des Generators
aus dem Produkt von (e; — €;) mit hy;. Da im Limes { — oo nach dem
oben Gesagten einer der Faktoren verschwindet, liefern die verbleibenden
Nichtdiagonalelemente hi; keinen Beitrag zu myj, sodass insgesamt

Jimn(1) = lim [Ha(0), H(0] =0 (3.21)

gilt. Im Limes { — oo vertauscht also H.({) mit seinem Diagonalteil Hq.

Damit ist es klar, dass im Limes { — oo der Ausgangsoperator in einen
Operator mit Blockdiagonalgestalt iiberfiihrt wird, aber eine vollstindige
Diagonalisierung bei dieser Generatorwahl (3.13) nicht zwangsldufig ist. Zu-
dem ist zu erwarten, dass bei Fastentartung, d.h. €; ~ €;, die Konvergenz
schlechter ist. Langsame Konvergenz muss hier allerdings nicht unbedingt
ein Nachteil sein: Eine Untersuchung des Konvergenzverhaltens bei Beina-
he-Entartung kann interessante Informationen iiber Resonanzen liefern. Das
Auftreten solcher Divergenzen ist eine Analogie zum Auftreten von Energie-
nennern mit AE = 0 in der Standard-Stérungsrechnung.

Insgesamt liegt also mittels der Flussgleichung (3.11) und der Generator-
wahl (3.13) eine Methode vor, den Hamiltonoperator H in Blockdiagonal-
und im giinstigsten Fall in Diagonalgestalt zu iiberfiihren.

Bei der Wahl des Erzeugers ist man relativ frei. Die kanonische weg-
nersche Wahl n = [Hq, Hoql ist dabei sicherlich fiir viele Probleme ein guter
Startpunkt und diirfte in den meisten Fillen geeignet sein, eine ausreichende
Vereinfachung des Hamiltonoperators herbeizufiihren. Im Allgemeinen muss
1 aber an das zu l6sende Problem angepasst werden. In Kapitel 3.2 wird ein
solcher von der wegnerschen Wahl abweichender Generator vorgestellt.

Die Flussgleichungsmethode wurde bereits auf verschiedene Probleme der
Festkorperphysik angewendet, darunter Elektron-Phonon-Kopplung [41], dis-
sipative Quantensysteme [39], wechselwirkende Fermionen und das Hubbard-
Modell [42], Spin- und Pseudospinmodelle [38,43] sowie Storstellenproble-
me [44, 45]. Eine gute Ubersicht findet sich in Referenz [46)].
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3.2 Alternativer Generator

Fille, in denen die wegnersche Wahl des Generators 1 nicht die giinstigste ist,
sind z. B. Hamiltonoperatoren, die bereits in einer einfachen banddiagonalen
Gestalt vorliegen. Fiir Probleme dieser Art hat Mielke [47] einen modifi-
zierten Erzeuger vorgestellt, der die Banddiagonalitit erhilt. Es zeigt sich,
dass so auch im Falle vorhandener Entartungen eine volle Diagonalisierung
erreicht werden kann und die Banddiagonalgestalt im Laufe der Transforma-
tion erhalten bleibt. Bei Benutzung des wegnerschen Generators wiirde die
Banddiagonalitdt im Laufe der Transformation verloren gehen, was zu einer
Erhohung der zu beriicksichtigenden Matrixelemente fiihrt. In den Referen-
zen [48,49] wird zur Behandlung dimerisierter und frustrierter S =1/2-Ketten
ein infinitesimaler Generator benutzt, der dem von Mielke eingefiihrten sehr
dhnlich ist.

Definiert man den Erzeuger nicht mehr als Kommutator [Hq, ], sondern
fiihrt man eine Quantenzahl Q ein und setzt

n) =12, 101, (3.22)

kénnen die oben genannten Schwierigkeiten bei der wegnerschen Wahl ver-
mieden werden. In den Referenzen [48,49] wird der Hamiltonoperator in
einen ungestorten Anteil und einen kleinen Storterm zerlegt, sodass H =
Ho + AHsgese gilt. Mit der Wahl Q = H, leiten Knetter und Uhrig [49] fiir
dimerisierte und frustrierte S =1/2-Ketten effektive Hamiltonoperatoren her,
die die Anzahl der elementaren Anregungen erhalten (in dem Fall S = 1-
Magnonen), d.h. es gilt [Heg, Hol = 0.

Es ist allerdings nicht notwendig, fiir @ einen Anteil des Hamiltonope-
rators zu wéhlen. Fiir den effektiven Hamiltonoperator gilt dann analog
[Her, @ = 0, d.h. die Quantenzahl Q ist eine Erhaltungsgréfie von Heg.
Dass diese Eigenschaft tatsichlich mit einer Wahl (3.22) gewihrleistet wer-
den kann, soll im Folgenden gezeigt werden. In einer Eigenzustandsbasis
{tvi)} von Q sollen folgende Matrixdarstellungen gelten

hij (6) == (vilH () (3.23)
qij := (vil@lv;) = 035q; mit  qi:=qi (3.24)
i (€) == (vim(O)v;) . (3.25)
Fiir die Komponenten des Generators gilt dann
Ny (6) = (qi — q5)hy;(£) . (3.26)

Den Referenzen [47-49] folgend, kann der infinitesimale Generator auch als

Ny;(€) = sgn(q; — g;)hy(€) (3.27)
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gewihlt werden, sodass eine eventuell vorhandene Banddiagonalitit im Laufe
der kontinuierlich durchgefiihrten Transformation erhalten bleibt. In Kapitel
4.6 wird @ = ) ; b{bi sein. Es treten nur Anderungen AQ = +1,0 der
Phononenzahl auf, sodass in diesem Fall die Generatoren (3.26) und (3.27)
aquivalent sind. Einsetzen von (3.26) in die Flussgleichung (3.11) liefert
dhy
d¢

=—(di — g;)(hii — hy3)

+ Z {(ai — ax) — i) Hhil

k#1,j

(3.28)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen die Eigenzustédnde |v;) so an-
geordnet werden, dass qx > q; fiir k > i gilt. Fiir die Summe der ersten r
Diagonalelemente von #({) gilt dann

5 Z hij = ZZ > (i — ai)lhl? (3.29)
i=1 k>r

Die rechte Seite von Gleichung (3.29) ist kleiner oder gleich Null. Daher
ist die Summe auf der linken Seite eine Funktion, die mit wachsendem {
monoton und stetig abfillt. Besitzt nun H ein von unten beschranktes Spek-
trum, ist auch Y !_; hy; von unten beschrénkt. Daher konvergiert die Summe
Y i hii und ihre Ableitung verschwindet fiir { — co. Die Annahme eines
von unten beschrinkten Spektrums ist in praktischen Anwendungen keine
echte Einschrinkung, da physikalische Hamiltonoperatoren immer von un-
ten beschrinkt sind.

Das Verschwinden der Ableitung von ) ;_; hy; fiir beliebiges r impliziert
schlieBlich

lim (i — qi)/hi* = 0. (3.30)
{—o00

Aus dieser Gleichung folgt, dass entweder eine Entartung der Eigenzustidnde
vi) und |vy) vorliegt, d.h. sie gehoren zum gleichen Block, oder es gilt
hix(f = co) = 0, d.h. Matrixelemente, die verschiedene Blocke verbinden,
verschwinden. Damit ist also eine Blockdiagonalisierung von Heg = Hi—oo
erreicht und @ ist eine Erhaltungsgréfie beziiglich Heg, d. h.

Jim [Q, H(0)] = [Q, Heal =0, (3.31)

womit gezeigt ist, dass ein Generator vom Typ (3.26) das Gewiinschte leistet.

Wie oben bereits erwdhnt wird in Kapitel 4.6 die Phononzahl @ =
2 bIbi als Quantenzahl eingefiihrt. Mittels des Generators (3.26) wird ein
effektives Spinmodell fiir die Spin-Phonon-Kette hergeleitet.
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3.3 Anwendung auf Modelle mit Phonon-Kopplung

In der vorliegenden Arbeit wird der Flussgleichungsformalismus mit der weg-
nerschen Wahl von 1 auf einen Hamiltonoperator mit einer Kopplung von
Spinfreiheitsgraden an die Freiheitsgrade eines Gitters angewendet. (Ledig-
lich in Kapitel 4.6 wird der in im letzten Abschnitt vorgestellte alternative
Generator verwendet.) Dabei geht es nicht um eine vollstdndige Diagona-
lisierung, sondern um ein Wegtransformieren der direkten Wechselwirkung
des Spinsystems mit den Phononen (Entkopplung). Ausgangspunkt der Be-
trachtungen ist ein Hamiltonoperator

H="Hs+ Hp+ HsB ‘ (3.32)

mit den drei Anteilen

Hs: Quantenspinsystem,
‘Hp: Phononensystem (,bosonisches Bad“ als Umgebung) und
Hsp: Kopplung zwischen Spinsystem und Phononanteil.

Ergebnis ist ein effektives Modell fiir den reinen Spin- und den reinen Pho-
nonanteil, die im Limes { — oo nicht mehr gekoppelt sind

Hesr = Hsoo + HBoo = HET + HET | (3.33)

Ziel ist also die Abbildung von #g auf einen einfachen moglichst lokalen
Spinoperator. Motivation hierfiir sind z. B. Spin-Peierls-Substanzen wie das
in Kapitel 2.2 vorgestellte anorganische CuGeQ,.

Die Arbeit [43] von Kehrein, Mielke und Neu ist der erste Versuch der Be-
handlung eines Spin-Boson-Problems iiber Flussgleichungen. In Referenz [38]
erhalten Kehrein und Mielke durch Wahl eines geeigneteren Generators und
durch Behandlung eines in Referenz [43] vernachléssigten Terms Informa-
tionen iiber das Verhalten des dissipativen Quantensystems bei kurzen und
mittleren Zeiten. Die Ergebnisse des Flussgleichungszugangs wurden erfolg-
reich mit Resultaten aus der Noninteracting-blip approzimation (NIBA, [50])
verglichen.

Bemerkenswert ist auch die Behandlung der Elektron-Phonon-Wechsel-
wirkung iiber Flussgleichungsmethoden durch Lenz und Wegner [41] sowie
Ragwitz und Wegner [40]. Um den Vorteil der mehrstufigen unitéren Trans-
formationen gegeniiber der einstufigen Frohlich-Transformation [36] zu ver-
anschaulichen, ist es hilfreich, die von beiden Zugéngen gelieferten effektiven
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Cooperpaar-Wechselwirkungen Vi _y_4 zu vergleichen

VRt — M 2 Da 3.34
Kk T (ersq — )2 — w3 (3:34)

Nnz ner w
Ve — M 2 < . (3.35)

(exsq — €x)? + w3

Dabei ist ey die Fermiondispersion, wq die Phononenergie und M, die
Kopplungskonstante. Das Frohlich-Resultat zeigt also eine mit einer Vor-
zeichenumkehr verbundene Resonanz bei wq = |exq — €x/. Ursache hier-
fiir ist die Tatsache, dass bei der einstufigen Transformation Matrixelemen-
te des Nichtdiagonalanteils H,q, die sehr unterschiedliche Energien verbin-
den, im selben Schritt eliminiert werden wie die Matrixelemente, die Zu-
stdnde dhnlicher Energien verkniipfen. Damit ist bei der Fréhlich-Trans-
formation eine wichtige Voraussetzung renormierender Verfahren nicht er-
fiillt. Es sollten ndmlich im Rahmen einer systematischen Renormierung
zuerst groBere und dann sukzessive kleinere Anregungsenergien behandelt
werden, um so zu einem physikalischen Niederenergiemodell zu gelangen.
Genau diese Erweiterung liefert die Methode der Flussgleichungen. Da sich,
wie aus (3.20) abgelesen werden kann, eine exponentielle Unterdriickung
hxr = h](f]l, exp(—(ex — ex/)?C) der Nebendiagonalelemente hy r ergibt,
werden — wie auch in Kapitel 3.1 erldutert — die Nichtdiagonalelemente zwi-
schen sehr unterschiedlichen Energien stark unterdriickt, die zwischen dhn-
lich Energien nur schwach. Am Energienenner in Gleichung 3.35 kann man
sehen, dass die renormierende Eigenschaft des Flussgleichungszugangs zu
einem weniger singuldren Resultat fiihrt, das zudem im gesamten Parame-
terbereich eine attraktive Wechselwirkung beschreibt.

Uhrig [2] und Bihler [51] wendeten das Verfahren der kontinuierlichen
unitdren Transformationen auf eine frustrierte Heisenbergkette mit Spin-
Phonon-Kopplung an. Die beiden Zuginge werden in der vorliegenden Arbeit
erweitert und in Kapitel 4 vorgestellt.
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4.1 Modell

Ausgangspunkt der Betrachtung ist der Hamiltonoperator der frustrierten
Heisenbergkette mit einer Kopplung der Spinfreiheitsgrade an die Freiheits-
grade des Gitters. Unter Beschrinkung auf den einfachsten Fall von Spin-
Phonon-Kopplung, nidmlich auf dispersionslose harmonische Oszillatoren mit
Frequenz w auf jedem Gitterplatz i (Einstein-Phononen), schreibt sich der
komplette Hamiltonoperator als

H() =Hs +Hss +Hp

(@) | () (4.1)

=Hs(J1,]2) + Hsp(g) + Hy + Hy
Hs =Y (J1(0)Si- Sip1 +J2(0)Si - Sis2) (4.2)
Hy' =Y w(O)blb; (4.3)
Hy' =% #(b{b{ +h.c.) (4.4)
Hsp = Y (Ai(Ob] +Al(0)by) . (4.5)

1
Alle Kopplungskonstanten sowie die Phononfrequenz sind nun {-abhingig.
Mit der Transformation des Hamiltonoperators  in einen effektiven Opera-
tor Heg = limy_,oo H (L) werden die {-abhéngigen Gréflen renormiert und sie
nehmen ihre effektiven Werte an. Als Anfangsbedingungen werden hier

J1(0) =]  J2(0) =0 (4.6)
w0) =1 p0)=0 (4.7)

gewahlt. Der untransformierte Hamiltonoperator enthilt also im reinen Spin-
anteil nur eine Wechselwirkung néchster Nachbarn (NN). Der frustrierende
magnetische Austausch zwischen iibernichsten Nachbarn (NNN) entsteht
erst im Laufe der Transformation. Die Phononfrequenz w wird fiir £ = 0
gleich 1 gesetzt, und alle Kopplungen werden in Einheiten von w(0) gemes-
sen. Der nichtbosonzahlerhaltende Term ’H](;) (s.u.) existiert im Ausgangs-
modell nicht, sodass n(0) = O gesetzt wird. Dabei wird p({) (fiir alle {)
als reell angenommen. Es kann allerdings nicht ausgeschlossen werden, dass
w(€) im Verlauf der Transformation einen imagindren Anteil bekommt, wo-
mit ?{](3“) als 1/2 Zi(u(ﬂ)blbl + w*(€)bib;) geschrieben werden miisste. Da
u(l) aber (im Vergleich zu w({)) eher klein sein wird, stellt die Annahme
w(€) = u*(£) keine entscheidende Einschrinkung dar.
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Ai () ist der Ankopplungsoperator, der die Art der Kopplung des Pho-
nonsystems an das Spinsystem beschreibt. Der Operator A;(0) besteht typi-
scherweise aus Nichstnachbar-Spinprodukten, da der Einfluss der Spin-Pho-
non-Kopplung auf die Wechselwirkung benachbarter Pldtze am grofiten ist.
In Kapitel 2.2 wurde exemplarisch die Nachstnachbar-Kopplungskonstante |
in Abhéngigkeit einer Winkeldnderung des Austauschpfades untersucht. Es
sind solche Abhéngigkeiten der magnetischen Austauschwechselwirkung von
der Kopplung an das Gitter, die durch die Betrachtung des Terms Hgp in
die Rechnung miteinbezogen werden. Eine geeignete Wahl fiir A;(0) ist

Ai(0) =9g(Si-Siy1—Si-Si1) . (4.8)

Diese Differenzkopplung liefert in der unverzerrten Phase aufgrund der Trans-
lationsinvarianz keinen Beitrag [2], d.h. (4;(0)) = 0. Nach Referenz [3] soll
Ai(0) normalgeordnet sein, d.h. 4;(0) — A;(0) — (A4;(0)), was durch die
Wahl (4.8) bereits gewéhrleistet ist. Die direkte Wechselwirkung zwischen
den Spins auf den Plitzen i und i + 1 bzw. 1 — 1 wird also moduliert durch
die Phononverriickung bl + b;. Bei der kontinuierlichen Transformation wird
sich nicht nur die Kopplungskonstante (g — ap({)) sondern auch die Gestalt
von A;i(l) dndern. Es gilt jetzt eine geeignete Beschrinkung der Terme zu
finden, die zusétzlich zu A;(0) in A;({) zugelassen werden. In den Kapiteln
4.4 und 4.5 werden die Flussgleichungen fiir zwei verschiedene Operatorun-
terrdume aufgestellt und gelést. Jede der zusédtzlichen Kopplungen ist dann
mit einer eigenen {-abhingigen Kopplungskonstanten versehen. Es kdnnen
(im Rahmen der hier durchgefiihrten Rechnung) Skalarprodukte zwischen
weiter voneinander entfernten Plidtzen (Bezeichnungen: ai({) fiir den Ko-
effizienten und fiir den Operator 7;%), Kreuzproduktterme (b;(¢)7;°) und
Viererspinterme (ci({)7;°) auftreten. Diese zusétzlichen Terme werden zwar
im Laufe der Transformation entstehen, fiir den Limes { — oo aber ver-
schwinden die Kopplungen (4.5) zwischen Spin- und Phonon-System, d.h.
Ai(f — oo) = 0. Im Kommutator [, ] entstehen Beitriage, die quadratisch
in den Phononoperatoren bI bzw. b; und quadratisch im Ankopplungsope-
rator A;({) sind. Diese Terme werden in Molekularfeldniherung behandelt.
Das von der Gitterdynamik entkoppelte effektive Spinsystem mit den effek-
tiven Kopplungskonstanten J; und ], ist dann das eigentliche Resultat der
Rechnung.

Auf den nichtbosonzahlerhaltenden Term ’H](;L) soll noch einmal kurz ein-
gegangen werden. Wendet man den Flussgleichungsformalismus mit der ka-
nonischen Wahl fiir den Generator n auf H = Hs + Hss + 'H](;U) an, dann
entstehen durch Bildung des Kommutators von 1 mit Hgp Beitrige oc bbf
bzw. oxx bb. Es gibt jetzt mehrere Moglichkeiten, wie man mit diesen Termen
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verfahren kann. Giinstig wire es zum Beispiel, den Generator so abzuén-
dern, dass Beitrédge, die die Phononenzahl nicht erhalten, gar nicht erst ent-
stehen. Eine solche Modifikation des Erzeugers wurde z. B. in Referenz [41]
zur Behandlung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung vorgenommen. Das
Verfahren besteht darin, den Generator um einen Term 1% zu ergéinzen

n(0) =1 + 1% = [Hq, Hoal +1? (4.9)

sodass Terme aus ?),Hq] die unerwiinschten Beitrige aus 'V, #sg] eli-
minieren. Dabei muss in Kauf genommen werden, dass weitere Zusatzterme
entstehen. Allerdings wiegt in dem vorliegenden Fall der Nachteil durch die
zusitzlichen Terme mit komplizierten Spinanteilen schwerer als die Verein-
fachung durch Elimination der relativ einfachen nichtbosonzahlerhaltenden
Terme. Der Ansatz

!
n?.=y (Dijb{bjf _ DL.bib]-) mit  [Dy, b\P] L0 Vi (4.10)

i

erzwingt die Wahl

[[HS y A] y A]
Dy = 27(;’ : (4.11)
Geht man dann mit diesem 1n(?) wieder in die Flussgleichung
dH(e)

so entstehen komplizierte Dreifach-Kommutatoren.

Um eine unndtige Vergroflerung der Anzahl der zu berechnenden Spin-
kommutatoren und Spinprodukte zu vermeiden, wird in dieser Arbeit auf
eine Modifikation des Generators verzichtet. Eine Ausnahme bildet Kapitel
4.6, in dem der in Abschnitt 3.2 vorgestellte alternative Generator n = [Q, H]
mit der Wahl @ =} ; b;‘bi (Phononenanzahl) verwendet wird. Dadurch ent-
stehen erst gar keine Terme des Typs ’H](;), sodass diese in Kapitel 4.6 auch
nicht Bestandteil des Hamiltonoperators sind. Bei Verwendung des kanoni-
schen Generators dagegen werden die nichtbosonzahlerhaltenden Terme von
vorneherein in den Hamiltonoperator aufgenommen und werden fiir { — oo
Bestandteil des effektiven Phononanteils. Wegen der Renormierung des Ko-
effizienten () muss man zwar eine Differenzialgleichung mehr betrachten.
Dennoch ist die Durchfiihrung des Flussgleichungsformalismus so insgesamt
kompakter und transparenter als eine Modifikation geméa$ (4.9). Zudem ist es
durch dieses Vorgehen moglich, tatséchlich alle in [, H] auftretenden Terme
in die Rechnung aufzunehmen. Mit dem modifizierten n (4.9) wéren einige
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Terme hoéherer Ordnung entstanden, die man hétte vernachlissigen miissen,
insbesondere Terme mit drei Phononoperatoren. Somit scheint die wegner-
sche Wahl von 1 bei dem vorliegenden Problem tatséchlich geeigneter zu sein
als eine Modifikation iiber die Gleichungen (4.9) und (4.10).

4.2 Flussgleichungen

In diesem Abschnitt sollen die allgemeinen Flussgleichungen bestimmt wer-
den, ohne eine Spezifizierung des Operatorunterraumes fiir A;({) vorzuneh-
men. Die Zerlegung des Hamiltonoperators in den Anteil, fiir den ungekop-
pelte effektive Modelle gefunden werden sollen, und den Anteil, der weg-
transformiert werden soll, sieht folgendermafien aus

Ha(l) :==Hs (L) + Hp({) (4.12)
Hoa(l) :=Hsg({) . (4.13)

Mit der oben begriindeten kanonischen Wahl fiir den Generator
N() == Ha, Hoal = [Hs + Hp, Hssl (4.14)
wird jetzt der Flussgleichungsformalismus durchgezogen. Mit der Abkiirzung
£0 :=[Hs,0] (Liouville-Operator) (4.15)

fiir die Vertauschung mit dem reinen Spinanteil des Hamiltonoperators erhilt
man fiir den Erzeuger

n© =Y {[(e+wia—pal] ol + (e - Al +ua v} . (416)

i

Bis auf die Phononerzeuger und -vernichter sind alle in 1({) auftretenden
Terme (explizit oder iiber die in ihnen auftretenden Koeffizienten) {-abhin-
gig, also auch der Liouville-Operator £ (ndmlich {iber J;({) und J,({)). Durch
Koeffizientenvergleich von d ({)/d{ mit [, #] findet man die Flussgleichun-
gen fiir alle {-abhingigen Grofien des Hamiltonoperators #H(£). In Anhang
A.1 sind alle Anteile von [, H] zusammengestellt.

Flussgleichung fiir A;({). Um die Differenzialgleichungen fiir den An-
kopplungsoperator A;({) zu finden, miissen die in den Phonon-Operatoren
linearen Terme betrachtet werden. Insgesamt erh&lt man

dA; _
de

{ [(E +w)? - uz] A — ZHSAI} : (4.17)
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Da die exakte Losung einer Differenzialgleichung wie (4.17), die zudem noch
mit den Flussgleichungen fiir w({), u({), J1(£) und J,(¢) gekoppelt ist, nicht
moglich scheint, ist es zweckméfig, sich in einem Ansatz fiir A4; auf einen
geeigneten Unterraum von Operatoren 7; zu beschrinken. Wenn bestimmte
Spinprodukte immer nur gemeinsam entstehen, kénnen diese in einem 7;-
Operator zusammengefasst werden. Es handelt sich um Terme, die symme-
trisch beziiglich des Gitterplatzes 1 sind. Dabei ist es sinnvoll, die Operatoren
Ti so zu wahlen, dass deren Anteile entweder alle hermitesch oder alle anti-
hermitesch sind. Damit ist garantiert, dass sich das Adjungieren eines Opera-
tors 7;1 bei Antihermitizitét in einer Vorzeichenumkehr des entsprechenden
Koeflizienten ausdriicken l&sst.

Hat man den Operatorunterraum fixiert, konnen in einem Vektor v({)
die {-abhingigen Koeffizienten der Operatorausdriicke 7; aus A; zusammen-
gefasst werden. Fiir £ =0 ist

Ai(O) = g(Si . Si—l—l — Si : Si,]) und V(O) = [9,0,0, .. .]t . (4.18)

Zur Aufstellung der Differenzialgleichungen fiir die Koeffizienten (d.h. fiir
die Komponenten von v({)) bendtigt man die Wirkung von £ auf A; und die
von £ auf AI. Diese werden jetzt in Matrizen M und N so zusammengefasst,
dass die folgende Korrespondenz gilt

LA = [T, T2,...]1- (M-v)

(4.19)
eAl = T 0 (N .

Die Skalare auf den rechten Seiten ergeben sich also, indem das Produkt
der Matrix M bzw. N mit dem Spaltenvektor v nochmal mit dem von den
Operatoren 7; gebildeten Zeilenvektor multipliziert wird. In der Matrix N
werden die zusdtzlichen Vorzeichen, die bei der Adjunktion der Operatoren
7Ti, die antihermitesch sind, eingebaut. Damit kann die Flussgleichgung fiir

Ai(l) (4.17) in eine Differenzialgleichung fiir den Koeffizientenvektor v({)
dvit) =—T()v() (4.20)

dl

T(0) := M2(0) + 2w (0OM(0) + (w(0)? — u(0)?)1 —2u(ON()  (4.21)

umgeschrieben werden, deren formale Lésung
[/
v(£) = Texp {—J dE'T(E')}V(O) (4.22)
0

ist, wobei ¥ in Analogie zum Zeitordnungsoperator fiir den {-Ordnungsope-
rator steht. Diese Gleichung ist eine Verallgemeinerung von Gleichung (7)
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aus Referenz [2]. Dort ist allerdings der reine Spin-Anteil des Hamiltonope-
rators und damit auch der Liouville-Operator £ nicht {-abhingig, sodass eine
formale Lésung ohne {-Integration angegeben werden konnte. Dieser Losung
(ebd. Gleichung (8)) entspricht hier eine Darstellung

v(0) = exp { — T(0) €}v(0) . (4.23)

Sie ldsst sich ausnutzen, um eine geeignete Beschrinkung des Operatorun-
terraumes fiir die Operatoren 7; zu finden. Uber die Entwicklung der Expo-
nentialfunktion bis zur zweiten Ordnung in £

2

exp {— [(E—l— u))2 — uz _ZHQ} g} ~ e (W

: [1 20w — )€+ (zez(w w2 - e) o (’)(;33)] (424

erhilt man eine approximative Losung fiir v({). Zur Verdeutlichung wurden
dazu in (4.24) die Liouville-Operatoren verwendet. Die Flussgleichung (4.17)
fiir die A;(¢) kann nun unter Benutzung der in (4.23) gemif der Entwicklung
(4.24) entstehenden Operatoren gelést werden. Der Operatorunterraum, der
unter Beschrinkung auf die erste Ordnung in £ entsteht, enthilt die Ope-
ratoren A;(0) und £.A4;(0). Die Losung der Flussgleichungen in Ordnung £
wird in Kapitel 4.4 vorgestellt. Fiir die Ordnung £? miissen zusétzliche Ope-
ratoren beriicksichtigt werden, die durch zweimaliges Kommutieren von g
mit A;(0) entstehen (Kapitel 4.5).

Flussgleichungen fiir w({) und p({). Die Flussgleichung fiir w({) kann
iiber die Terme mit Teilchenzahloperatoren b{bi in , H] gewonnen werden.
In den Doppelsummen aus (A.14) tragen also nur die Anteile mit i = j bei.
Analog findet man die Differenzialgleichung fiir n({) iiber die Koeffizienten
der nichtbosonzahlerhaltenden Operatoren b{bz. Man erhilt fiir die Fluss-

gleichungen
dw o . ;
Fiie <<[(£ + w) A, Al + [A;, (=€ + w)Ai]>i> (4.25)
du B . b
d¢ 2<<[£“41 - “Ai»AJ>.L> : (4.26)

Dazu werden die Spinanteile iiber die Kette gemittelt, wobei lediglich die Ska-
larprodukte zwischen Spins néchster (NN) und tibernidchster (NNN) Nach-
barn beriicksichtigt werden. Die mit i indizierten inneren Klammern (-);
»zéhlen“ also die Skalarprodukte S;S; néchster Nachbarn ([i—j| = 1) und die
tibernédchster Nachbarn (]i—j| = 2). Das Skalarprodukt selbst wird in Mole-
kularfeldndherung behandelt (mean field) und durch seinen Erwartungswert
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ersetzt, was durch die dufleren nichtindizierten Klammern (-) symbolisiert
wird.

Fiir ein NN-Spinprodukt ist bei verschwindender Frustration oc = 0 der
Erwartungswert exakt bekannt: (S;iSi+1) = 1/4 — In(2) [13]|. Fiir endliche
Frustration kénnen (S;Si;1) und (S;{Si;2) tiber die Reihenentwicklung fiir die
Grundzustandsenergie der frustrierten antiferromagnetischen S = 1/2-Kette
aus Referenz [49] gewonnen werden. Die Grundzustandsenergie pro Platz ist

ﬂ €0 3

T = (NN) + «(NNN) — 3 (4.27)

sodass man (NN) und (NNN) {iber
(NNN) () = }w (4.28)
N () = SO) Ny 2 (4.29)

J 8

erhdlt. Da es sich bei den Stérungsrechnungen aus Referenz [49] um eine
Entwicklung ausgehend von starker Dimerisierung & = 1 handelt, werden
hier — um auch den Limes & — 0 gut erfassen zu konnen — geeignete Extra-
polationen fiir €p und (NN) verwendet.

Flussgleichungen fiir J{({) und J,({). Es fehlen noch die Flussgleichun-
gen fiir die Kopplungskonstanten J;(£) und J,(£). Fiir diese muss der Anteil
(A.14)

n, Hsgl = Z { (2 + w) A — Al AlTblb; + he.}

—Z{ (€ + w)A; — uAT]—l-hc}

des Kommutators [n, ] ausgewertet werden. Dies geschieht mittels eines
mean-field-Zugangs, indem die quadratischen Bosonterme durch ihre Erwar-
tungswerte ersetzt werden. Dies ist im Sinne einer Entwicklung in g ein syste-
matischer Zugang [2]. Die Fluktuationen aufgrund der Wechselwirkung, die
durch die Erwartungswerte nicht beriicksichtigt werden, sind von der Ord-
nung g2. Da aber die Zwei-Boson-Terme nur als g?-Beitrige auftreten, ist
der Fehler durch die mean-field-Niherung von der Ordnung g*. Da der reine
Phononanteil des Hamiltonoperators

Hp = +Hy) = 3 {wbloi+ 5 (bl +bibi) | (4.31)

i
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in nichtdiagonaler Form vorliegt, muss dieser zur Berechnung der Erwar-
tungswerte <b1bi>, (bIbI) und (b;b;) zuerst auf die diagonale Gestalt

D MpuBIBi+ Apno (4.32)
i

gebracht werden. Dazu wird eine Bogoliubov-Transformation

Bi = wbi —vibl und Bl =uibl —vib; baw. (4.33)
by = wiBi +vip! und bl = wpl +vips (4.34)

durchgefiihrt. Fordert man von den neuen Bose-Operatoren (3; die iiblichen
Kommutatorrelationen, findet man

—A
Ao = V@2 —pZ und Appg = o2 (4.35)

2
w—A w+A
Vi = ZAphph und u = —viTph (4.36)
Uber die bekannten Erwartungswerte der B; (kg = 1)
5
fay i
(Bi BJ> em/T _ ]

(4.37)

(B:B) =8 + (BIB;)
(BIBI) =0 =(BiBy) ,

die Koeffizienten (4.36) und die Transformationsgleichung (4.34) erhilt man
die gesuchten Erwartungswerte

o) — ! 2013, PR 3.

(olb) = S [WHBLBY + (@ =M1 + (BB .
tyhy M e = (b:b:

(olo]) = 53— [1+2(p10] = (o0

Fiir i # j verschwinden die Erwartungswerte, sodass in (4.30) die Doppel-
summe zu einer einfachen Summation wird. Im Limes T — 0 gilt

TRV B
(P90 = 33 —(w(0) ~ Ay 1)

tot u(0) (4.39)
(biby)(0) = Do) (bibi) (L) .

Die Erwartungswerte sind also auch {-abhéngig, da diese von w({) und p({)
abhéngen. Nach Summation iiber i erhélt man die Differenzialgleichungen fiir



4.2 Flussgleichungen

33

die Kopplungen J;({) und J»({), wobei zu % die Terme mit Skalarprodukten
benachbarter Spins aus

Z {[()3 +w) A, Al + h.c.} <bTb>
+3 {[ea—nal 4] +he.} (ohot) wa0)
=Y {Alle + @l - uAl] + b}

beitragen. Analog erhélt man die Flussgleichung %, zu der die frustrieren-

den Uberniichstnachbar-Terme S;S;,, aus (4.40) beitragen.

Die Terme des Typs £A4; (bzw. EAI), die schon Bestandteil der Differen-
zialgleichung fiir die Spin-Phonon-Kopplungen (4.17) waren, tauchen auch in
den Flussgleichungen fiir w({) (4.25), w({) (4.26), J1(£) und J2(€) (4.40) auf.
Diese werden dann allerdings nochmal mit A;(¢) kommutiert oder multipli-
ziert. Zur Berechnung der £.A;-Terme kann wieder die Matrix M (bzw. N fiir
S.AI) gemif (4.19) benutzt werden. Diese Vorgehensweise ist naheliegend,
da so der Beschrankung des Operatorunterraumes in allen Flussgleichungen
gleichermaflen Rechnung getragen wird.

Erweiterungen. Aufgrund des kleinen Operatorraumes in Ordnung £ bie-
ten sich dort noch zwei andere Varianten als die gerade beschriebene an.

1. Da der Liouville-Operator in den betreffenden Ausdriicken auf A;({)
und nicht auf A4;(0) wirkt, entstehen auch Terme, die nicht im Ansatz fiir
A;(€) enthalten sind. Durch Benutzung der Matrix M werden diese bereits
in diesem Zwischenschritt verworfen. Da sie bei nochmaligem Multiplizieren
oder Kommutieren mit A;({) allerdings sehr wohl im Endergebnis Beitrige
liefern, d. h. zusétzliche NN- und NNN-Skalarprodukte, wird in einer alter-
nativen Beschreibung die Matrix M in den Flussgleichungen fiir w, y, J1 und
J2 nicht benutzt. Die dabei entstehenden Differenzialgleichungen werden im
Folgenden als modifizierte Flussgleichungen bezeichnet.

2. Diese Erweiterung fiihrt auf die zweite Variante, in der die Beschréinkung
des Operatorraumes lediglich in der Wahl von A;({) besteht, die Matrix M
allerdings auch in Flussgleichungen fiir die Spin-Phonon-Kopplungen nicht
mehr benutzt wird. Der Kommutator [Hg, .A;] enthélt ndmlich in Ordnung £
auch Skalarprodukte, die keinen Spin am Platz i enthalten, d.h. Terme wie
Si11Si42, Si+1Si+3 usw. Durch das Mitnehmen solcher Beitrige dndern sich
das Ergebnis fiir £2.4; und damit letztendlich die Flussgleichungen fiir die
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Kopplungen. Diese Methode wird als Flussgleichungen mait vollem Spinanteil
bezeichnet.

Es sei noch einmal herausgestellt, dass die verschiedenen Systematiken, die
Matrizen M bzw. N zu benutzen, die Beschrankung von 4;({) unangetastet
lassen. Es geht hier nur um die Frage, ob nicht in A4;({) auftretende Anteile
als Zwischenterme (d. h. bei der Berechnung von £.4;) mitgenommen werden,
um so im Endresultat wieder zu in A;({) enthaltenen Termen [in (4.17)] oder
zu zusétzlichen NN- und NNN-Produkten [in (4.25) und (4.26)] zu fiihren.

Damit sind die allgemeinen Flussgleichungen vollstindig. Zur Ubersicht
sind in sie Anhang A.2 zusammengestellt. Um die Flussgleichungen l6sen
zu konnen, werden in den Abschnitten 4.4 und 4.5 die oben besprochenen
Beschrinkungen des Operatorunterraumes in Ordnung £ bzw. Ordnung £?
vorgenommen.

4.3 Implementierung

Die beim Aufstellen der Flussgleichungen fiir einen konkreten Operatorunter-
raum auftretenden Mehrfach-Kommutatoren und -Spinprodukte von Spin-
1/2-Operatoren sind wegen ihrer zunehmenden Uniibersichtlichkeit zweckmé-
Biger maschinell auszuwerten. Zum Einsatz kam das Computeralgebrasystem
Reduce, das vor allem im Bereich der Allgemeinen Relativitdtstheorie auf-
grund seines ausgereiften Pakets fiir den Umgang mit Differenzialformen
(sog. AuBeres Kalkiil) eingesetzt wird. Hier wurde es benutzt, da mit Maple
keine zufriedenstellende Behandlung nichtkommutativer Operatoren zu er-
reichen war. Zur Implementierung der Spin-Algebra wurden die Reduce-
Pakete nomcom?2 und physop benutzt, die Erweiterungen fiir die Behand-
lung komplizierter nichtkommutierender Ausdriicke sowie neue Datentypen
(u.a. Vektoroperatoren) zur Verfiigung stellen. Die Basisdeklarationen fiir
die Definition eines Vektoroperators S, der mit sich selber nicht kommutiert,
sind dann

load_package noncom?2$
load_package physop$
vecop s$

noncom s, s$
physindex x, y, z$

Dabei wurden die Komponentenindizes x, y und z eingefiihrt. Damit be-
zeichnet s(i) den Spinvektor am Platz i und s(x,i) dessen x-Komponente
usw. Da in Reduce jede nichtkommutative Variable explizit deklariert wer-
den muss, ist so bereits gewéhrleistet, dass reine Zahlen mit Spinoperatoren
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vertauschen. Um komplexe Summen und Produkte von Operatoren automa-
tisch zu vereinfachen, muss das Programm die Gleichheit von Termen erken-
nen kénnen. Dazu ist die Einfiihrung einer kanonischen Ordnung notwendig.
Da Spinoperatoren an verschiedenen Gitterpldtzen miteinander vertauschen,
bietet sich hier die Sortierung nach Platzindizes an.

oporder s(-4),s(-3),s(-2),s(-1),s(0),s(1),s(2),s(3),s(4)$

Die Liste muss je nach Reichweite der zu beriicksichtigenden Wechselwir-
kungen erginzt werden. Mehrfach-Produkte der Komponenten eines Spins
1/2 k6nnen mit

i 1
Skst = %eklmsm + Zékl mit k,l,m € x,y,z (441)

eliminiert werden. So sind die notwendigen Produkt- und Kommutator-Re-
geln fiir die Spinalgebra

ProductRules:= {

s(x, n)*s(x,n) => 1/4%unit,
s(y,"n)*s(y,n) => 1/4%unit,
s(z, n)*s(z,n) => 1/4%unit,
s(x, ™ n)*s(y,n) => I/2%s(z,n),
s(x, n)*s(z,n) => -I/2*s(y,n),
s(y, n)*s(z,n) => I/2%s(x,n),

s(x, ™ n)*s(y,n)*s(z,n) => I/8*unit}$
let ProductRules$

CommutatorRules:= {
comn(s(~a, n),s("b,"m)) => 0 when n neq m,
comm(s("a, n),s( a, n)) => 0,
comn(s( x,"n),s( y, n)) => Ixs(z,n),
comm(s( y,™n),s( z, n)) => I*s(x,n),
comm(s( z,™n),s( x, n)) => I*s(y,n)}$

let CommutatorRules$

Bei der Deklaration dieser Regeln kann die Summation aus Gleichung (4.41)
nicht direkt eingebaut werden, da der Aufruf einer Prozedur auf der rech-
ten Seite des Zuordnungsoperators (=>) nicht funktioniert. Ahnliche Un-
zuldnglichkeiten treten bei der Arbeit mit Reduce hiufiger auf. Nach der
Deklaration des Levi-Civita-Symbols



36

Effektive Spinmodelle

let { levi(®a,”b,”c) => 1 when (a=x and b=y and c=z) or
(a=y and b=z and c=x) or
(a=z and b=x and c=y),
levi(Ta,”b,"c) => -1 when (a=x and b=z and c=y) or
(a=y and b=x and c=z) or
(a=z and b=y and c=x),
levi(Ta,”b,”c) => 0 }$

kénnen Prozeduren fiir Skalar- und Spatprodukt sowie fiir das Skalarprodukt
zweier Kreuzprodukte eingefiihrt werden

procedure sp(n,m)$
if (n = m) then 3/4*unit
else for each a in {x,y,z} sum s(a,n)*s(a,m)$

procedure vp(a,n,m)$
for each b in {x,y,z} sum for each c in {x,y,z}

sum levi(a,b,c)*s(b,n)*s(c,m)$

procedure spat(l,n,m)$
for each a in {x,y,z} sum
begin scalar fool, foo2$
fool:= vp(a,n,m)$
foo2:= s(a,l)*fool$
return foo2$
end$

procedure vpvp(k,l,n,m)$
for each a in {x,y,z} sum

begin scalar fool, foo2, foo3$

fool:= vp(a,k,1)$
foo2:= vp(a,n,m)$
fo003:= fool*foo2$

return foo3$
end$

Die Verwendung der (scheinbar iiberfliissigen) Hilfsvariablen foo resultiert
aus der Tatsache, dass Reduce — eventuell wegen eines durch die Zusatz-
pakete verursachten Konflikts — die direkte Berechnung von Produkten, in
denen ein Faktor von einer Prozedur geliefert wird, verweigert.

Ein weiteres Problem besteht im Vernachlidssigen von Termen hoherer
Ordnung am Ende der Rechnung. Die dazu programmierten Regeln diirfen
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erst nach einer vollstdndigen Vereinfachung der Terme angewendet werden,
da diese Regeln sonst mit denen fiir Kommutatoren und Produkte kollidieren.
Leider scheint in den Regeln das gleichzeitige Benutzen von Platzhaltern
fiir Komponenten- und Platzindizes fiir kompliziertere Ausdriicke nicht zu
funktionieren.

An dieser Stelle kommt die Skriptsprache Perl zum Einsatz, die besonders
méchtige reguldre Ausdriicke zur Verfiigung stellt. Ein erstes Skript vernach-
lassigt alle Terme hoherer Ordnung, d.h. Vierer-Spin-Terme in Ordnung £
und Produkte von fiinf Spinoperatoren in Ordnung £2. Danach werden die
Spin-Komponenten wieder zu Vektoren zusammengefasst, was aufgrund der
Spinisotropie des Hamiltonoperators immer gelingt. Ein weiteres Skript kann
aus den vorhandenen Produkten diejenigen identifizieren, die im Ansatz fiir
A;({) enthalten sind und nach ihnen sortieren. Nach Summation iiber i kann
auch nach Skalarprodukten S;,S; mit gleichem Abstand der beiden Plétze
m und n sortiert werden, d.h. es kann z. B. der Vorfaktor des NN- und des
NNN-Anteils ermittelt werden. Die Endergebnisse kénnen ferner zur besse-
ren Lesbarkeit nach IATEX oder zur Weiterverarbeitung in die Syntax von
Maple konvertiert werden.

Dass eine Automatisierung dieser Schritte notwendig ist, erkennt man
daran, dass die Ausgabe von Reduce fiir den kompletten zu berechnenden
Spinanteil in Ordnung £ ca. 300000 Zeilen lang ist. Nach Vernachlissigen
von Termen hoéherer Ordnung und Zusammenfassen zu Vektoroperatoren
sind das immerhin noch 15 Seiten.

Nachdem alle Spinanteile berechnet wurden, kdnnen die Flussgleichungen
aufgestellt werden. Um das gekoppelte System nichtlinearer Differenzialglei-
chungen (Anzahl in Ordnung £: 9, £2: 28) numerisch zu l6sen, wird ein Run-
ge-Kutta-Verfahren 5. Ordnung mit adaptiver Schrittweitenkontrolle benutzt
(siehe z. B. Referenz [52]). Die Routinen wurden in der Programmiersprache
C implementiert. Da die Integration der Differenzialgleichungen eigentlich
von { = 0 bis { = oo erfolgen soll, muss eine geeignete Abbruchbedingung
gefunden werden. Dazu werden die Werte der Ableitung der {-abhingigen
Koeflizienten fiir aufeinanderfolgende Runge-Kutta-Schritte verglichen. Un-
terscheiden sie sich um weniger als 107, ist der Limes { — oo erreicht. Erfah-
rungsgeméf tritt in gutartigen Parameterbereichen die Konvergenz zwischen
¢ =8 und { = 20 ein. Das Laufzeitverhalten der Runge-Kutta-Routinen stell-
te sich als unproblematisch heraus. Selbst die Losung der Flussgleichungen
in Ordnung £ mit ca. 3000 Zeilen Programmcode fiir die Implementierung
der 28 Differenzialgleichungen gelingt innerhalb nur weniger Sekunden.
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4.4 Ordnung £ (Ms)
4.4.1 Vorbereitungen

Um eine Aufstellung der Flussgleichungen in Ordnung £ durchzufiihren,
muss der Ansatz fiir A;({) aus einer Linearkombination aller Terme 7; be-
stehen, die in A;(0) und £A4;(0) vorkommen. Es handelt sich dabei um die
Beitrage

Koeffizient | Spinterm
a(l) T =8i-Sit1—Si1-5¢
bo({) T =1Si1- (Si X Siy1)
by ({) TP =1ilSi- (Sig1 X Si2) +Si2- (Sia xS |’
b2 ({) T> =1i[Si - (Siy1 X Sit3) +Si—3 - (Si1 x Sy)]
b3({) TP = —ilSi_1 - (Si x Si42) +Si2 - (Si x Siy1)]

wobei Terme, die symmetrisch beziiglich eines Platzes i sind, zusammenge-
fasst wurden, da diese immer nur gemeinsam entstehen. Damit hat man

3
Ai(0) =a(OT*+ ) bu(O)TY baw.
n=0

(4.42)
v(€) = [a(e),bo(£), b1 (L), b2 (L), b3(E)]*
mit den Anfangsbedingen fiir { =0
Ai(0) = g(Si - Siy1 —Si1-Si) baw. (4.43)

v(0) = [g,0,0,0,0]" .

Es fehlen noch die Matrizen M und N, die die Wirkung von £ auf A; bzw.
von £ auf AI beinhalten,

0 12(Jo=T1) V2001 =TJ2) V2J2 V/2)2

2(J2—T1) 0 0 0 0
MO =| 11-T, 0 0 0 0 (4.44)
IR 0 0 0 0
IR 0 0 0 0
0 V2(Jr —TJ2) 202—T1) —V2J2 —V/2)2
2(J2—T1) 0 0 0 0
NO=| -1, 0 0 0 o |, (445
IR 0 0 0 0
IR 0 0 0 0

wobei alle nichtverschwindenden Eintrdge {-abhingig sind. Der Eintrag in
der i-ten Zeile und j-ten Spalte entspricht dem Vorfaktor des j-ten 7 im
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Ergebnis der Anwendung von £ auf das i-te 7. Die zusétzlichen Vorzeichen
in N beriicksichtigen die Antihermitizitit der Kreuzprodukte 77°, sodass
(4.20) tatséchlich die Flussgleichung fiir den Koeffizientenvektor v({) ist.
Durch die i-te Komponente von (IM? + 2wM + 7\I2,h1 —2uN) v [vgl. (4.21)]
ist also die Flussgleichung fiir den i-ten Koeffizienten gegeben. Damit kénnen
in einfacher Weise die Differenzialgleichung fiir die Koeffizienten aufgestellt
werden.

Der gesamte Satz an Flussgleichungen in Ordnung £ ist in Anhang B.1
zusammengestellt. Die modifizierten Flussgleichungen und die Flussgleichun-
gen mit vollem Spinanteil werden hier nicht wiedergegeben, da sie die gleiche
Struktur wie die unter Benutzung der Matrix M hergeleiteten haben.

4.4.2 Bisherige Arbeiten

Auch Uhrig [2] wendete das Verfahren der kontinuierlichen unitéren Trans-
formationen auf eine frustrierte Heisenbergkette mit Spin-Phonon-Kopplung
an. Fiir die Differenzkopplung A4;({) = g(¢)(S;Si+1 — SiSi_1) und

gl=0)=g gl =5 00)—0
J1 =] = const. J,=0 (4.46)
w = wy = const. u=0

id i 9* 9*] o b g* ¢*J? :
wird in der Ordnung <5 und 25 ein bis auf O(2;, £-) exaktes effektives
w w w w
Spinmodell hergeleitet. Da es sich dabei um die Terme in fiihrender Ordnung
in g/w und J/w handelt, wird zur kompakten Notation das Ergebnis die-
ser Rechnung in den Phasendiagrammen als ,Flussgleichungen in Ordnung
g/w, J/w" bezeichnet. Aus dem effektiven Hamiltonoperator lassen sich die

effektiven Kopplungskonstanten J$T (NN) und J$¥ (NNN) ablesen

2 2
397]
B= =2
0 Wy
5 ; (4.47)
g 397]
=2
2wy Zwé

die hier nur fiir T = 0 angegeben sind. Fiir endliche Temperaturen enthalten
die effektiven Kopplungen (4.47) zusatzliche Faktoren vom Typ coth(wg/2T).
In Abschnitt 2.1 wurde herausgestellt, dass die frustrierte Spinkette bei
Uberschreiten eines kritischen Wertes o, = 0.241167(5) fiir die Frustration
« = J2/]1 einen Phaseniibergang von einer liickenlosen in eine liickenbehaf-
tete Phase vollzieht. So konnen I‘]*ﬂ und ]33 benutzt werden, um die Paare
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(g,]) zu finden, die im effektiven Modell genau zu einer kritischen Frustra-
tion o fithren. Indem man I%ﬂ/ I‘iﬂ = . nach g auflost, findet man fiir die
kritische Kopplung g.(J) in zweiter Ordnung J/w

9e %]

wo = Ve ¥ 3201 ¥ )]0 (4.48)

Fir T = 0 erhélt man so ein Phasendiagramm mit der kritischen Spin-Pho-
non-Kopplung g. in Abhéngigkeit von der Néchstnachbar-Spinkopplung J.
In Abbildung 10 sind die Ergebnisse von Uhrig den numerischen Rechnungen
von Bursill et al. [53], die mittels der Dichte-Matrix-Renormierungsgruppe
(DMRG) erhalten wurden, gegeniibergestellt. Die fiir die DMRG-Daten an-
gegebenen Fehlergrenzen sind fiir J/wp < 1 extrem klein (Ag./wo =~ 0.002),
sodass diese Kurve als Referenzkurve dienen kann, um die Qualitéit anderer
Zuginge abzuschitzen. Die beiden Kurven stimmen fiir J/wo < 0.1 beinahe
iiberein und zeigen auch fiir grofle J/wy qualitativ gleiches Verhalten. Es ist
interessant, dass Gleichung (4.48), obwohl sie nur bis zur zweiten Ordnung in
J/wo giiltig ist, eine gute Abschitzung von g. bis J/wqo ~ 1 liefert. Generell
iiberschitzt der Zugang von Uhrig aber die Grofe der kritischen Kopplung.

Die Arbeit von Bihler [51] erweitert diesen Flussgleichungszugang um
die Beriicksichtigung {-abhéngiger Kopplungen J; und J,

Ji=T1(0) Jit=0) =]
J2 =172(0) J26=0) =0 (4.49)
W = wy = const. nu=0.

Zudem wird der Ankopplungsoperator A;i({) in Ordnung £ betrachtet. Im
Rahmen von Referenz [2] konnte die {-Integration noch analytisch durchge-
fiihrt werden. Die Erweiterungen machen eine numerische Losung der Dif-
ferenzialgleichungen notwendig. Der Zugang liefert im Bereich J/wo < 0.3
eine Verbesserung (vgl. Abbildung 10). Fiir groe J/wo knickt die Phasen-
grenzlinie allerdings ab, und bei einem kritischen J¢ wird die Frustration o,
nicht mehr erreicht, sodass die Kurve hier abbricht.

Die Erweiterungen der beiden obigen Zuginge, die in der vorliegenden
Arbeit vorgenommen werden, wurden bereits vorgestellt. Zusammenfassend
handelt es sich um die Beriicksichtigung der {-Abhéngigkeit der Phononfre-
quenz w({), die Einbeziehung eines nichtbosonzahlerhaltenden Terms ’H](;L)
im Hamiltonoperator (— n({)), die Rechnung in den Operatorunterrdumen
in Ordnung £ und £2, die Aufstellung und Losung der so genannten modifi-
zierten Flussgleichungen und der Flussgleichungen mit vollem Spinanteil in
Ordnung £. Ein noch nicht erwdhnter Punkt ist die Beriicksichtigung ldnger-
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J/u)0
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- luckenbehaftet
| e SR
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0.0

Abbildung 10: T = 0-Phasendiagramm der antiferromagnetischen Spin-
Peierls-Kette. Zusammenstellung der Resultate bisheriger Arbeiten: Uhrig
(gu) [2], Bursill et al. (rb) [53], Weifie et al. (aw) [54] und Bihler (ab) [51].
Der Einsatz zeigt in halblogarithmischer Darstellung den Vergleich bis
]/wo =10.

reichweitiger Kopplungen J3 und J4. Darauf soll spiter eingegangen werden
(Kapitel 4.4.5).

In Abbildung 10 ist eine vierte Kurve eingezeichnet. Es handelt sich um
eine Rechnung von Weifle et al. [54], in der im antiadiabatischen Regime mit-
tels Storungsrechnung effektive Spin-Hamiltonoperatoren! hergeleitet wer-
den. Die Terme in der Ordnung in g2/ w(z) stimmen mit denen von Uhrig
{iberein. Hinzu kommen Beitrige in vierter Ordnung, sodass?

2Pt VP2 +4Qu
¢ 2Q (4.50)
V2 — o) +3/2(1 + o)

p— L9

'Im hier nicht weiter interessierenden adiabatischen Bereich erhalten die Autoren ihre
Ergebnisse iiber eine Variationsrechnung.
2
?In Referenz [54] wird (4.50) als g7 = — 55+ (%) + % geschrieben [ebd. Gleichung
(32)]. Der doppelte Pol fiihrt zu einer hebbaren Definitionsliicke bei ] = 0.6098. Alternativ
kann 9 /J4E —  [Gleichungen (23,24)] nach g* aufgelést werden, sodass man direkt zu
(4.50) gelangt.
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wo (1 9 25 59
0= (e 5%) - (5 + 3

Die zusétzlichen Terme vierter Ordnung fithren allerdings zu noch gréfieren
Werten fiir g., sodass die Phasengrenzlinie noch deutlich iiber der von Uhrig
liegt. Fiir J/wgo ~ 10.7316 wird die Wurzel in (4.50) imaginir und die Kurve
bricht ab. Dort liegt die kritische Kopplung im Bereich g/wo ~ 0.5057. Der
Verlauf der Kurve deutet eher auf ein anwachsendes Verhéltnis g./wp im
Limes J/wp — oo hin, wie man im halblogarithmischen Inset in Abbildung
10 sehen kann. Die DMRG-Daten lassen dagegen auf einen endlichen Wert
von g./wp im Limes J/wp — oo schlieBen. Auch das Ergebnis von Uhrig
liefert ein endliches g./wq im Grenzwert grofier Kopplungen J/wy

2
lim  ge/wo = e

——— ~0.3599 . 4.51
J/wo—00 3(1 4 2e) ( )

4.4.3 Lokale Kopplung

In dieser Arbeit werden die meisten Rechnungen mit der Differenzkopplung
Ai(0) = g(SiSi+1 — SiSi 1) durchgefiihrt. Es kann aber auch physikalisch
sinnvoll sein, eine lokale Kopplung

HES =9 Si-Sip1(bl +by) (4.52)

1

zu betrachten, wie es z.B. in der bereits im letzten Abschnitt erwdhnten
Referenz [54] getan wurde.

Beide Kopplungstypen unterscheiden sich im Mechanismus, wie das Git-
ter das Austauschintegral | beeinflusst. Fiir die lokale Kopplung (4.52) kann
man sich einzelne harmonische Freiheitsgrade vorstellen, die direkt die ma-
gnetische Wechselwirkung zwischen zwei Cu-Atomen beeinflussen. Im Zu-
sammenhang mit CuGeO; korrespondiert das mit Seitengruppeneffekten
durch die Germanium-Atome [25,26,35]. Im Falle der Differenzkopplung
(4.8) hangt die Austauschwechselwirkung direkt von der Position eines Cu-
Atoms zwischen den beiden benachbarten ab. Das entspricht bei CuGeO,
Anderungen zweier benachbarter Cu — O — Cu-Bindungswinkel, die in Kapi-
tel 2.2 diskutiert wurden. Dabei wird einer auf Kosten des anderen vergréfiert
(bzw. verkleinert).
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Weifle et al. erhalten fiir die kritische Kopplung g.(]J) bei lokaler Kopp-
lung?

2 P+ /P2+4Qq
gc - ZQ
(,Uo (XC

P=TF5 — ¥l +a) (4.53)

Q=23 (1 N (¥ 7
Ty g\ T 96 " 24%) -

Die Kurve ist in Abbildung (11) aufgetragen. Im Limes J/wo — O erreicht

gc/wo im Unterschied zur Differenzkopplung einen endlichen Wert

8
lim ge/wo = e

— =  ~0.6587 . 4.54
T/ wo—0 3(1+ 2x¢) ( )

Fiir J/wg ~ 2.2887 wird die Wurzel in (4.53) imaginir und die Kurve bricht
ab. Wie schon bei dem Ergebnis fiir die Differenzkopplung, das im vorherigen
Kapitel vorgestellt wurde, deutet der Verlauf der Kurve auf ein anwachsendes
Verhéltnis g./wo im Limes J/wp — oo hin, wie man in Abbildung 11 sehen
kann.

Weifle et al. weisen auf die Bedeutung der Beitrdge in vierter Ordnung
fiir die Berechnung effektiver Frustrationen in Abh#ngigkeit von g im antia-
diabatischen Bereich hin. Es stellt sich die Frage, ob nicht auch ein zu dem
aus Referenz [2]| analoger Flussgleichungszugang ausreicht, um den Phasen-
iibergang erfassen zu kénnen. Dies soll im Rahmen der folgenden Rechnung
untersucht werden.

In Referenz [2] wurden nur Differenzkopplungen betrachtet. Auf demsel-
ben Niveau ist allerdings auch zwanglos die Behandlung einer lokalen Kopp-
lung moglich, wenn der Ankopplungsoperator in seiner normalgeordneten
Form

Ai(0) = g(Si - Sit1 — (Si - Sit1)) (4.55)

betrachtet wird. Damit gilt in der unverzerrten Phase (A;(0)) = 0. Dies kann
durch eine Verschiebung B-L = b;+cg/wp in den Phonon-Operatoren erreicht

3vgl. die Fufinote 2 auf Seite 41
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Abbildung 11: T = 0-Phasendiagramm der antiferromagnetischen Spin-
Peierls-Kette mit lokaler Kopplung. Flussgleichungen in zweiter Ordnung
g/w und Storungstheorie von Weife et al. (aw) in vierter Ordnung g/w

[54].
werden
—]Zs sl+1+ng Si1(b! +by) +wobe (4.56)
2
:( gc)Zs SL+1+wObe
;\,_/ i
=] (4.57)
+9Y (8i-Siy1—c) (bl +b5) +f(g, wo,c)
i —A;(0) L

wenn ¢ := (S;Si;1) gesetzt wird. Dabei ist f konstant und hingt nur von g,
wp und c ab. Fiir den effektiven Spin-Hamiltonoperator findet man

HET =) JSi-Siv1 +AMx + Ay (4.58)

i
2
g
AHX = m ; Si . Si+] (459)

Jg?
Ay = ﬁ coth (ZT) Z (—=Si-Sit1+8i-Siy2) (4.60)
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woraus die effektiven Kopplungen J; und J, abgelesen werden kénnen. Man
beachte, dass iiber AHy implizit Beitriige der Ordnung g* beriicksichtigt
werden, da ] bereits einen g%-Term enthilt. Die kritische Kopplung g. fiir
T=0ist

9 _ ve) =V [ve] — aewo)? — TécacyeJ wo — aewy
wo 4CYC

, (4.61)

wobei die Abkiirzung y. := 1 + «, eingefiihrt wurde. Fiir ¢ = (S;Si4+1) kann
approximativ der exakte Wert fiir o« = O eingesetzt werden, ndmlich 1/4—In(2)
[13]. Die Wahl fiir den genauen Zahlenwert von c¢ hat keinen grofien Einfluss
auf g, da ¢ nur zwischen 1/4 — In(2) ~ —0.443 und 3/8 = —0.375 (fiir die
vollstiandig dimerisierte Kette) variieren kann, sodass die hier vorgenommene
N&herung zuléssig ist. In den Grenzwerten fiir verschwindende bzw. grofle
Werte von J/wyq gilt dann

. —&c
| =,/=——"— ~04682 4.62
]/Jggogc/wo ’/zc(l o) (4.62)

2% 06234 | (4.63)
Ke

I/uljlorgoo QC/wO - 1
Fiir Bereiche kleiner J/wq verlaufen die Kurven der beiden Zuginge bis auf
eine Verschiebung der GréBenordnung J/wg =~ 0.2 in der kritischen Kopplung
gc dhnlich (vgl. Abbildung 11). Das Flussgleichungsresultat liefert allerdings
einen endlichen Wert fiir den Grenzwert J/wo — oo, wie er auch in den
Flussgleichungsrechnungen fiir die Differenzkopplung gefunden wird. Auch
die DMRG-Ergebnisse fiir die Differenzkopplung [53] zeigen keine Hinweise
auf ein Anwachsen des Verhiltnisses g./wp im Limes grofler Kopplungen.
Vor diesem Hintergrund scheinen die Resultate, die iiber die Flussgleichun-
gen in fiihrender Ordnung in g/w und J/w mit einer normalgeordneten lo-
kalen Kopplung erhalten wurden, zuverldssiger zu sein als die Resultate aus
Referenz [54]. Zudem zeigt ein Vergleich mit dem Phasendiagramm aus Refe-
renz [55], dass die Flussgleichungen die richtige Grofienordnung der kritischen
Kopplung vorhersagen. Ein Vergleich mit QMC-Daten auch fiir niedrige Wer-
te von J/wy (d.h. < 0.67) wére wiinschenswert. Die Frage nach dem genauem
Zahlenwert der kritischen Kopplung g. fiir J/wo — 0 bleibt offen.

4.4.4 Ergebnisse und Analyse

Die Flussgleichungen in Ordnung £ fiir die Differenzkopplung werden nun
numerisch gelost. Fiir eine Wahl von Anfangsbedingungen J;(0) = J und
a(0) = g erhilt man dann effektive Kopplungen I‘]*ﬂ und Isﬂ sowie renormierte
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Abbildung 12: Fluss der Koeffizienten in Ordnung £ fiir J1(0) =] = 0.6
und a(0) = g = 0.3. Die Ubernichstnachbar-Wechselwirkung J» ({) ist O fiir
¢ =0 und entsteht erst durch den Ubergang auf das effektive Spinmodell,
fiir das die Spin-Phonon-Kopplungen a und b; wegtransformiert sind. Die
b; sind die Koeffizienten von Kreuzprodukttermen im Ankopplungsopera-
tor A;(£). Auf Seite 38 sind die Operatoren 7; mit ihren Koeflizienten fiir
die Ordnung £ zusammengestellt. Alle Groflen werden in Einheiten von
Wy gemessen.

Frequenzen w®® und pf fiir den reinen Phononanteil. Aus diesen kann iiber
Aph = v/ w? — p? [vgl. (4.35)] die Phononfrequenz im diagonalisierten Hg
bestimmt werden. War die Transformation erfolgreich, dann verschwindet
der Ankopplungsoperator A;({) im Limes { — oo, d.h. die Koeffizienten
a(f = oo) und b;({ — o00) (i=0,...,3) gehen gegen Null.

In Abbildung 12 ist fiir die Parameterwahl ] = 0.6 und g = 0.3 der Fluss
der Koeffizienten in Abhéngigkeit des Flussparameters { gezeigt. Im Bereich
mittlerer { entstehen unter der kontinuierlichen Transformation neue Spin-
Phonon-Wechselwirkungen in Form der Kreuzproduktterme aus dem Ansatz
fiir A;(£). Fiir grofle { verschwinden alle Koeffizienten im Kopplungsoperator.
Dieses ,Wegflieen“ der Kopplungen entspricht der kontinuierlichen Entkopp-
lung von Spin- und Phononsystem. Der Hamiltonoperator liegt fiir { — oo
in entkoppelter Form vor — mit den Anteilen Hgoo = Hgﬂ und Hpe = ’HeBH.
Die Spin-Phonon-Wechselwirkung wurde somit in die effektiven Spin- und
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Abbildung 13: Phasendiagramm in Ordnung £. Als Vergleichkurven sind
die DMRG-Resultate aus Referenz [53] und die der Flussgleichungsrech-
nung in fithrender Ordnung in J/w und g/w [2] eingezeichnet.

Phononanteile des Hamiltonoperators transformiert. Man erhélt ein effekti-
ves Spinmodell, in dem Wechselwirkungen zwischen Spins auf voneinander
weiter entfernten Gitterpldtzen vorhanden sind. Es entsteht iiber die Kopp-
lung J, eine Uberniichstnachbar-Wechselwirkung S;S; >, die die magnetische
Wechselwirkung néchster Nachbarn frustriert. Die so durch die Spin-Phonon-
Kopplung induzierte Frustration treibt das System in eine dimerisierte Phase
(Spin-Peierls-Phasenibergang).

Die nichtverschwindende Frustration oo = I%ﬂ/ ]?ff im effektiven Modell
wird benutzt, um fiir T = 0 ein Phasendiagramm mit der kritischen Spin-
Phonon-Kopplung g. = a(0) in Abhéngigkeit von der N#chstnachbar-Spin-
kopplung ] zu erhalten. Dazu sucht man fiir feste Werte von | die Kopplung
g, die im effektiven Modell zu der kritischen Frustration . fiihrt. Es werden
also die Nullstellen von

e — (glg(x)lo ) ‘g‘] (4.64)
gesucht. Das Phasendiagramm in Ordnung £ ist in Abbildung 13 dargestellt.
Als Vergleichskurven dienen in allen Phasendiagrammen die DMRG-Daten
aus Referenz [53] sowie das Flussgleichungsresultat in fithrender Ordnung in
J/w und g/w [2]. Zur besseren Orientierung ist der Bereich unterhalb des
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DMRG-Ergebnisses jeweils schattiert. Er gibt den Bereich unterkritischer
Frustration o < « an, in dem das System liickenlose Anregungen besitzt
(A = 0). Die Phasengrenzlinie bezeichnet die Paare (g,J), die im effektiven
Modell genau zu einer kritischen Frustration fiihren. Oberhalb liegt also die
liickenbehaftete Phase vor, in der die elementaren Anregungen massiv sind.

Die mit nicht {-abhéngigen w = const. und p = 0 berechnete Kurve ent-
spricht im Wesentlichen dem Flussgleichungsresultat aus Referenz [51] und
bietet somit eine Mdglichkeit, die Korrektheit der C-Programme zu testen.

Die Kurve unter Einbeziehung der {-Abhéngigkeiten von w und W zeigt
nur eine leichte Verdnderung. Im Bereich kleiner J/wgo < 0.3 stimmt die
Flussgleichungsrechnung zwar fast perfekt mit den DMRG-Daten {iberein,
aber das Abflachen im Bereich mittlerer J/wo und das Abknicken fiir J/wg >
0.5 bleibt auch unter Beriicksichtigung der Renormierung von w({) und p(¢)
erhalten.

Unter Verwendung der modifizierten Flussgleichungen knickt die Kurve
nicht mehr ab, allerdings wird das kritische g, leicht {iberschitzt, sodass diese
Phasengrenzlinie zwischen den DMRG-Daten und den Flussgleichungsresul-
taten in fiihrender Ordnung J/w und g/w verlduft. Dadurch ist auch die
Ubereinstimmung mit den DMRG-Daten fiir kleine J/wg nicht mehr ganz so
gut.

Bei den Flussgleichungen mit vollem Spinanteil verstirkt sich dieser Ef-
fekt. Fiir kleine J/wy ist die Kurve in Ordnung J/w und g/w zwar immer
noch eine obere Schranke, fiir grofie J/wy fiihrt die Beriicksichtigung der vol-
len Spinanteile nicht mehr zu sinnvollen Ergebnissen. Die Kurve reifit nach
oben aus.

Die beiden Modifikationen der reinen Flussgleichungsrechnung in Ord-
nung £ unterdriicken also das Abknicken der Kurve durch Beriicksichtigung
zusitzlicher Terme, {iberschitzen aber die kritische Kopplung g.. Die Ent-
scheidung dariiber, welche Spinprodukte in der Rechnung als Zwischenter-
me zugelassen werden, beeinflusst den Verlauf der Kurve entscheidend. Da
die Tendenz der Phasengrenzlinie zumindest bei den modifizierten Flussglei-
chungen verbessert wird, liegt die Schlussfolgerung nahe, dass durch eine
systematischere Beriicksichtigung ldngerreichweitiger Beitrdge die Ergebnis-
se weiter verbessert werden kdnnen. Eine solche Erweiterung des Zugangs
wird in Kapitel 4.4.5 vorgenommen.

Zuerst sollen weitere Besonderheiten in den Ergebnissen der Flussglei-
chungsrechnung besprochen werden. Dies soll anhand der unmodifizierten
Flussgleichungen geschehen. In Abbildung 14 sind die effektiven Werte weg =
Wi 00 Und Heff = g0 fiir feste Werte von | in Abhéngigkeit von g aufgetra-
gen. Die Anderung von w und p ist dabei umso stérker, je grofer J und g sind.
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Abbildung 14: Effektive Phononfrequenz w, p und Aph = y/w? — p? in
Abhéngigkeit von g fiir feste Werte von J. Die dicker gezeichneten Kur-
ven in der oberen Abbildung sind die Werte fiir w({) bei { = oo. Die
Transformation fithrt zu einer Erh6hung der Phononfrequenz. Die diinne-
ren durchgezeichneten Kurven sind Frequenzen Ap, des diagonalisierten
Hg, vgl. Gleichung (4.35). Man erkennt den schwachen Einfluss der in
der unteren Abbildung gezeigten ({)-Beitrdge, die nur zu einer leichten
Absenkung von Apy im Vergleich zu weg fiihrt.

Nur fiir grole Werte von g knickt weg(g) ab. Der Effekt durch den zusétz-
lichen nichtbosonzahlerhaltenden Term ’H](;L) im Hamiltonoperator ist klein,
was man durch Vergleich von weg mit der Phononfrequenz Ay, = / w? — p?
(4.35) des diagonalisierten Phononanteils ’H]gw) —I—’Hgl) — > i Aph [3{[3-1—1-7\1,}1,0
(4.32) sieht. Die Kurven fiir App verlaufen nur wenig unterhalb derer fiir weg.
Bemerkenswert ist das Anwachsen der Phononfrequenz im effektiven Modell
im Vergleich zur Ausgangsfrequenz w¢—y = 1. In den Referenzen [31, 56] wird
herausgestellt, dass ein solches phonon hardening auch im Rahmen einer Be-
schreibung nach Cross und Fisher erkldrt werden kann. Hier ergibt sich im
Rahmen der Flussgleichungsrechnung das ,Hartwerden* des Phonons zwang-
los aus der erhthten effektiven Phononfrequenz. Das phonon hardening kann
qualitativ als Niveau-AbstoBung zwischen dem hochenergetischen Phonon-
system und dem niederenergetischen Spinsystem verstanden werden.

Ein nichster Punkt, auf den noch nicht eingegangen wurde, ist das Ab-
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Abbildung 15: Effektive Frustration « in Abhéngigkeit von g fiir fes-
te Werte von J. Fiir ] > J¢ ~ 0.76 wird die kritische Frustration
e ~ 0.241167 nicht mehr erreicht. Fiir g > g°(J) schlagt das Verhal-
ten der Differenzialgleichungen um und man erh&lt negative Werte fiir

J2.

brechen der Phasengrenzlinien bei einem Wert J¢, der, wie man in Abbildung
13 sieht, von der gewdhlten Methode in der Benutzung der Matrix M ab-
héngt. Abbildung 15 gibt diesen Sachverhalt wieder. Fiir feste Werte von |
sind die effektiven Frustrationen o in Abhéngigkeit von g aufgetragen. Die
kritische Frustration o, wird oberhalb eines kritischen J¢ nicht mehr erreicht.
Eine sinnvolle Beschreibung des Phaseniibergangs ist oberhalb J¢ nicht mehr
moglich. In der Ndhe von J¢ schligt oberhalb eines von ] abhéngigen Wertes
g® das Verhalten der Differenzialgleichungen um. Es entsteht z. B. eine ne-
gative Ubernichstnachbar-Kopplung J,, sodass x(g) fiir g > g°(J) auf einen
negativen Wert springt.

Dieses Verhalten wurde bereits in Referenz [51] beobachtet. Fiir w =
const. und p = 0 kann dies reproduziert werden, allerdings nicht nur in
der Ndhe von J¢ wie bei den Flussgleichungen mit {-abhingigem w und u,
sondern fiir alle Werte von J. Dies ist in Abbildung 16 dargestellt.

In der Flussgleichungsrechnung mit w(f) und w({) tritt dieses Phano-
men nur bei Kopplungen J 2 0.5 auf. Erh6éht man fiir ] < 0.5 die Spin-
Phonon-Kopplung g iiber einen bestimmen Wert, der mit abnehmendem ]
zunimmt (vgl. Abbildung 15), wird fiir ein {¢ # {o, 1(£°) betragsméBig gro-
Ber als w(£¢). Die Wurzel A,y = 1/ w? — p? aus der Bogoliubov-Transforma-
tion (4.35) wird im Laufe der Transformation imaginér, sodass der effektive
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Abbildung 16: Effektive Frustration o in Abhéngigkeit von g fiir feste
Werte von | unter Verwendung der Flussgleichungen mit w = const. und
i = 0. Hier tritt der Umschlag auf eine negative Ubernichstnachbar-
Kopplung J; fiir alle Werte von | auf, also nicht nur in der N&he von J°.

Hamiltonoperator nicht langer hermitesch ist. Die Losung ist unphysikalisch.
An dieser Stelle brechen die Kurven oeg(g) ab.

Uber eine Analyse der Eigenwerte der Matrix T(£) soll das Umschlagen
der Differenzialgleichungen niher untersucht werden. Fiir die Eigenwerte von

T = M? + 2wM + A%, 1 — 2uN [vgl. (4.21)]
findet man
1- - 1:\?
A=Ay + z12 T\ = (Aph T ﬁ]> (4.65)
A3a5 =g (4.66)

wobei die Abkiirzungen

Ay = w? —p? [vgl. (4.35)]
J2 =33+ 573 — 6/1)> (4.67)

eingefiihrt wurden. Ap, entspricht der Phononfrequenz der diagonalisierten
Form von Mg (vgl. Seite 32). Um die Ursache des Entstehens einer negativen
Uberniichstnachbarkopplung J, zu erkliren, ist es giinstiger, die Eigenwerte
der Matrix U, fiir die U? = T gilt, zu betrachten. Dass eine solche Matrix
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U existiert, kann man sich folgendermaflen klar machen. Der Generator in
der kanonischen wegnerschen Wahl ist

n = [Hq, H] = [Ha, Hssl .

Damit gilt fiir die Flussgleichung

dH
0 M, H] = [[Ha, Hssl, H] = — [Ha, [Ha, Hssll +[[Ha, Hssl, HsBl ,
—_——
= Uv
= Tv=U2v
sodass T, das iiber dﬁ—g) = —T()v({) die Flussgleichung fiir den Ankopp-

lungsoperator bestimmt, als Produkt zweier Matrizen U geschrieben werden
kann. Fiir die Eigenwerte A; dieser Matrix gilt dann
1 -

A2 =Aph F ﬁ] (4.68)

A3as=Vw?—pu2 =N, (4.69)

was auch direkt aus den T-Eigenwerten A; abgelesen werden kann. Es ist
klar, dass wegen dﬂé—(f) = —U({)?>v(l) eine exponentielle Unterdriickung der
Koeffizienten aus v({) im Limes { — oo vorliegt. Da dies die {-abhéngigen
Spin-Phonon-Kopplungskonstanten aus Hgp sind, ist damit auch formal be-
wiesen, dass die gewéhlte Transformation tatséchlich zu einem Verschwinden
des Ankopplungsoperators A;({) im Limes { — oo fiihrt.

In Abbildung 17 ist der Fluss der Koeffizienten w, w, J; und J, sowie
die {-Abhéngigkeit der Eigenwerte A fiir | = 0.6 und zwei g-Werte in der
Né&he der kritischen Kopplung g°¢ dargestellt. Der obere Plot zeigt die Re-
normierung der Koeffizienten fiir eine Kopplung g < g¢, die fiir kleine { mit
der im unteren Plot gezeigten fiir g > ¢¢ {ibereinstimmt. Man sieht, dass
bei { ~ 15 das Verhalten der gezeigten Gréflen trotz der nur kleinen Ande-
rung Ag/wo = 5- 1077 total umschligt. Fiir g > g° entsteht eine negative
Ubernichstnachbarkopplung J,.

Die stiirkste Verinderung bei Uberschreiten der kritischen Kopplung g°
erfahrt der Eigenwert A1. Dies ist in Abbildung 18 fiir ] = 0.6 und verschiede-
ne Werte von g zusammengefasst. Trotz der nur kleinen Anderung in g beim
Ubergang von g = 0.45281595 zu g = 0.45281597 #ndert sich der Verlauf
von Aq(£) drastisch.

Das Verhalten der Flussgleichungen fiir den Limes { — oo kann wie
folgt charakterisiert werden. Man betrachtet dazu die Flussgleichung fiir den
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Abbildung 17: Fluss der Koeflizienten in Ordnung £ fiir ] = 0.6 und
g = 0.45281595 bzw. g = 0.45281600 (in Einheiten von wy). Zusétzlich
sind die Eigenwerte A; der Matrix U aufgetragen, fiir die U2 = T gilt.
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Abbildung 18: Fluss des Eigenwertes Aq (£) der Matrix U in Ordnung £
fiir ] = 0.6 und Werte von g zwischen 0.4 und 0.452816 (in Einheiten von
wo). Fiir g > 0.45281597 schliagt das Verhalten von Aq(£) um.

Koeffizientenvektor v({) (4.20)

MY~ rapi
fiir deren allgemeine Lésung ein Ansatz anhand einer Entwicklung der Ex-
ponentialfunktion gemacht wurde (vgl. Seite 28).

Alle Eigenwerte A;({) von T({) sind positiv und (mindestens fiir { — oo)
deutlich verschieden von Null, sodass die dazugehdrigen Eigenvektoren ent-
sprechend e ! abfallen. Dadurch iiberlebt nur der zum kleinsten Eigenwert
Ac gehorige Eigenvektor bis zu Bereichen mittlerer (. (Fiir g < g€ wird dies
immer der Eigenwert A; sein, vgl. dazu mit Abbildung 17.) In diesem Be-
reich sei k() ein Ma8 fiir die Amplitude dieser letzten Mode, sodass k({) die
Komponenten von v({) bei grolen { dominiert. Sie verschwindet fiir { — oo
exponentiell mit A¢(£ — 00) =: Aso, d. h. k(£) xx e ool

Das Verhalten von k(£) in Bereichen mittlerer bis grofier { wird also von
der Differenzialgleichung fiir v({) bestimmt. Damit kann das Verhalten von
Ac(f) in diesem Regime nur von den Flussgleichungen fiir die Austausch-
kopplungen J; und ], abhingen. So beeinflusst A.({) iiber die J;- und J,-
Abhéngigkeit der Differenzialgleichung fiir v({) letztendlich auch k({). In
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der Flussgleichung fiir J; und J, (4.40) kommt der Kopplungsoperator A;(()

nur quadratisch vor. Damit sind auch dlgw(ﬁ) und dléém bilinear in den Kopp-
lungen a und b; (i=0, ... ,3). Dies erkennt man besser in den vollstédndig
ausgeschriebenen Differenzialgleichungen in Anhang B.1 auf Seite 79. Die

Ableitung dk&(a) ist damit fiir groBe { proportional zu k?.

Damit kann man fiir k(£) und A.(£) das gekoppelte Differenzialgleichungs-
system

%:—Ack und dAc

_ 2
0 o =k (4.70)

aufstellen. Das Vorzeichen des k?-Terms in der Differenzialgleichung fiir A,
kann nicht eindeutig festgelegt werden, da k in der ersten Differenzialglei-
chung auf beiden Seiten linear und in der zweiten quadratisch vorkommt.
Damit erhilt man auch zwei Paare von Losungen fiir das System (4.70).

Fiir dd}‘g = —k? soll kurz ein méglicher Losungsweg skizziert werden.
Durch nochmaliges Differenzieren von %lnk = —A. und Einsetzen von
d}‘gég) = —k? findet man eine autonome Differenzialgleichung, die nur noch

k (und ¢ nicht explizit) enthilt
kk"” — (k)2 =k*. (4.71)

Mit der Substitution k' = p und k” = pdp/dk erhilt man eine Differenzial-
gleichung vom Bernoulli-Typ p' + ¢(k)p =P (k)p™ (n #1)

dp p d
L _FE_= 4.72
da a-7p (4.72)
deren allgemeine Losung auf
C1
k(l) = ——F—— 4.73
() sinh[cy(cz + €)] ( )
fiihrt. Durch Einsetzen von k({) in d}‘(;ég) = —k? und Integration findet man
Ac(0).
Zusammenfassend ergeben sich fiir die beiden Systeme (4.70) die Losun-
gen
€1
k*(0) = d Af(€) =c;tanh t 4.74
0= g W N =etableo 0] (470
_ C1 _
k™ (€) Sl (g 1 0 und A, (£) =cq cothley(c2 + 0)] (4.75)

wobei die oberen Indizes {+,—} das Vorzeichen in der Differenzialgleichung
fiir A. angeben [vgl. Gleichung (4.70)]. Zum Fitten der Kopplungskoeffizi-
enten a und b; sowie des kleinsten Eigenwertes A, reicht es aus, folgende
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T T T T T T T
)\m=0.333415...
03l .
31,(0=0.6
a(l) - 0.242/cosh(h_I) a(0)=g=0.3
o2 by(l) - 0.412/cosh(A ) -
———- b,(l) ~ -0.206/cosh(_)
— —— byl)  -0.064/cosh(h.])
M) = A_tanh[h_(1-2.255)]
0.1 —
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Abbildung 19: Darstellung der {-Abhéngigkeiten der Kopplungen a({)
und b; (£) und des Eigenwertes Aq({) fiir ] = 0.6 und g = 0.3 im Bereich
mittlerer und grofier { in Ordnung £. Die Funktion Ay, tanh[A, (¢ + dgy )]
gibt das Verhalten von A;({) beinahe exakt wieder. Die Kopplungen kén-
nen iiber cgy/ cosh(A{) gefittet werden.

Funktionen zu betrachten

+roy Cfit +(p) —

KO = oqpog A0 =Moo tanhiao (L -+ dse)] (4.76)
—(oy Cfit —(0) —

k() = 73111}1(7\003) und }\c (£) = Ao coth[Aoo (£ + dgt)] (477)

wobei Ay, den Wert von A, bei { = oo bezeichnet. Dieser kann dem durch die
Runge-Kutta-Routinen fiir ein sehr grofles { errechneten Wert gleichgesetzt
werden (hier: { = 50000).

In Abbildung 19 ist fiir denselben Parametersatz wie in Abbildung 12
die {-Abhéngigkeit des kleinsten Eigenwertes A; und die der Spin-Phonon-
Kopplungen a und b; ab { = 5 gezeigt. Uber Fits gemif Gleichung (4.76)
kann die hervorragende Ubereinstimmung mit den aufgetragenen Grofen
erreicht werden, wie sie in der Abbildung zu sehen ist. Fiir g < g¢g° sind
dazu die Losungen k*(€) und A" (£) heranzuziehen. Fiir g > g° kénnen aber
auch die Abhéngigkeiten k™~ ({) und A~ ({), wie sie in (4.77) angegeben sind,
auftreten.

Fazit. Die Erweiterungen, die im Vergleich zu Referenz [51] in diesem Ab-
schnitt vorgenommen wurden, ndmlich die Einbeziehung des Beitrags ’H](;L)
und die Beriicksichtigung einer {-Abhéngigkeit von w und p, fithren zu ei-
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nem Resultat, das im Bereich 0 < J/wg < 0.2 mit den DMRG-Daten im
Rahmen der von Bursill et al. angegebenen Fehlergrenzen iibereinstimmt.
Bis 0 < J/wp < 0.4 sind die Ergebnisse noch als gut zu bezeichnen. Ober-
halb von J/wg = 0.4 knickt die Kurve ab und endet bei J/wq ~ 0.76, da fiir
J 2 0.76 die kritische Frustration « fiir keinen Wert von g erreicht wird.
Die Kurven aeg(g) (fiir feste Werte von J) brechen fiir groie Werte von g
ab, da dort die Flussgleichungen unphysikalische Ergebnisse (nichthermite-
sche effektive Hamiltonoperatoren) liefern. Zudem gibt es einen Wert g¢(J),
an dem sich das Verhalten der Flussgleichungen dndert und im effektiven
Spinmodell eine negative Ubernichstnachbarkopplung J, entsteht.

Die beiden vorgenommenen Modifikationen, deren Ziel es war, ein Abkni-
cken der Phasengrenzlinie zu verhindern, produzieren fiir alle J/wq zu grofie
kritische Kopplungen g.. Das Mitnehmen zusitzlicher Spinprodukte alleine
scheint nicht die Lésung zu sein, wie man die Beschreibung auf J/wo > 0.2
ausdehnen kann. Dass diese zusdtzlichen Beitrige aber erheblichen Einfluss
auf den Fluss von J; und J, haben, sieht man an der starken Verdnderung
der Kurven im Vergleich zu den unmodifizierten Flussgleichungen. Im néchs-
ten Abschnitt wird diesem Sachverhalt Rechnung getragen, indem zwei neue
Kopplungskonstanten J3({) und J4({) eingefiihrt und renormiert werden. Sie
stehen fiir eine Spin-Spin-Wechselwirkung zwischen dritt- und viertnéchsten
Nachbarn.

4.4.5 Lineare Spinwellentheorie: Einbeziehung von |3 und J4

Im letzten Abschnitt wurden die Flussgleichungen in Ordnung £ gelost. Es
wurden zwei Modifikationen vorgestellt, die zusdtzliche Spinprodukte be-
riicksichtigen. Dabei hat sich gezeigt, dass der Einfluss langerreichweitiger
Beitrdge grofl ist und dass sie das Phasendiagramm entscheidend beeinflus-
sen. Da sowohl die modifizierten Flussgleichungen als auch die Flussgleichun-
gen mit vollem Spinanteil die kritische Kopplung g, iiberschitzen, muss eine
Moglichkeit gefunden werden, lingerreichweitige Anteile auf systematischere
Art und Weise in die Theorie aufzunehmen. Da der Beitrag von Skalarpro-
dukten des Typs S;Si;3 und S;S;ii4 besonders grof} ist, bietet es sich an,
zwei neue Kopplungen J3 und J4 einzufiihren, die die Stirke der Spin-Spin-
Wechselwirkung zwischen dritt- und viertndchsten Nachbarn im effektiven
Modell angeben. Der Ausgangshamiltonoperator soll dabei nicht verdndert
werden, sodass der Generator 1 und die Matrizen M und N unveridndert
bleiben. Die Flussgleichungen fiir J3({) findet man dann mittels Koeffizien-
tenvergleich iiber den Kommutator [n, Hsg] (4.30), wobei J3({ = 0) = 0 gilt.
Die Ableitung dléég) ist also der Vorfaktor des S;S;3-Anteils aus Gleichung
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(4.40). Fiir J4 geht man analog vor.

Da im entkoppelten effektiven Modell nun zwei zusétzliche Kopplungen
vorhanden sind, die kritische Frustration o, aber nur fiir das J;-J,-Modell
bekannt ist, muss eine Moglichkeit gefunden werden, die Anwendbarkeit des
c-Kriteriums auf ein Modell mit vier Austauschkopplungen J; zu erweitern.
Eine Vorgehensweise ist die Herleitung von zwei effektiven Kopplungen J$¥({)
und J5¥({) tiber die Theorie linearer Spinwellen (LSW) (siehe z.B. Kapitel
11 in Referenz [57]). J3%({) und J$¥(¢) werden dann von J;(£), J2({), J3({) und
J4(£) abhédngen. Man erhilt eine effektive Frustration o*™({) = J5¥/J3¥, auf
die dann das o.-Kriterium zur Bestimmung der Phasengrenze angewendet
werden kann. Es sei betont, dass ,effektiv* in diesem Zusammenhang nicht
den Limes { — oo, sondern die Anwendung der linearen Spinwellentheo-
rie zur Ableitung zweier Kopplungen bezeichnet, die Effekte aller vier J;({)
beinhalten.

Zur Herleitung von Ji* und J5% startet man mit einem Hamiltonoperator,
der Kopplungen in allen betrachteten Reichweiten enthilt

H=D) (1Si-Sip1+7J2Si-Siy2+J38i-Sit3+JaSi-Sipa) . (478)
i

Dann wéahlt man das Koordinatensystem so, dass der klassische Néel-Zu-
stand die Richtung von 2 bzw. —2 auf den Untergittern & bzw. % hat (vgl.
Abbildung 20). Definiert man fiir j € £ die rotierten Spins S

57 = =55
Sy=5¢ (4.79)
SV =—sY

dann gehorchen die S* denselben Kommutatorrelationen wie die S*. Der
Hamiltonoperator wird jetzt einer Holstein-Primakoff-Transformation

ST = (V2S —ni)bs

S =bly/25S -y (4.80)

Si=—my+S
unterzogen, die die Spin-Auf- und -Absteiger auf Bosonen-Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren bI und b; abbildet, fiir die [b;, b;r] = d;j und [by, b5] =
[bl, b!] = 0 gilt. Dabei ist n; = b!b; der Teilchenzahloperator. Die Gleichun-

irYj
gen (4.80) konnen dann iiber

Si-S; = 1/2(5?5; + S;LS;) +S{ST fiir jeof

i i 3 : (4.81)
S-S =1/2(S{S; +518;) —S¥8F fir je B
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in den Hamiltonoperator (4.78) eingesetzt werden. Die Wurzeln aus (4.80)
werden in fiilhrender Ordnung in S entwickelt und man erhélt

H = Z {]] [S(Tli +1nit1 + bibig + bIbL_]) — Sz]
i

+]3[(i+1)—>(i+3)} ws2)

+72 [5(—111 — M2+ blbiy + bl ,by) + 52]

+]4[(i+2) - (i+4)} } +0O(1/S) +O(bY) .

Die Fouriertransformation des Hamiltonoperators und eine Spezialisierung
auf S=1/2 fiithrt zu

nisy { 1 [b{bk +cosk(blbl + bkb,k)}
k

+J3 [cos k— cos(Sk)]

(4.83)
+75 [ —blby + cos(Zk)bLbk]
+J4 {cos(Zk) — cos(4k)} }
Tz
=y {Tﬁ +J3 + J2(cos(2k) — 1) + Ja(cos(4k) — 1) bl by
k (4.84)
+ 1 cos k + T cos(3K)] (bl bl +bib ) } .

=Yk

Zur Diagonalisierung muss auf den fouriertransformierten Hamiltonoperator

H= Z {kaltbk + Yk (b]tb]:k + bkbfk) } (4.85)
K

—y {wkﬁ};ﬁk + wo} (4.86)
k

eine Bogoliubov-Transformation (4.33)

Bq =Uqbqg —vgbl, und Bl =uqb!

q

angewandt werden. Fiir wy findet man nach Einsetzen von yy und Tk aus
Gleichung (4.84) und Entwickeln der Kosinus-Funktionen bis zur zweiten
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J1
J3

Abbildung 20: Zur Spinrotation auf dem |-Untergitter

Ordnung in k

wr =2 =92 ~ e+ ok?) (4.88)

c-4) = \/1% +101J3 + 915 — 401 +J3)(J2 +4J4) (4.89)

cla) — \/m (nur J; und J3) . (4.90)

Durch Vergleich von cU1--4) mit cU1.2) erhélt man schlieBlich die effektiven
Kopplungskonstanten J3* und J5% sowie die effektive Frustration o®%

I =01+ 93) 01 +73) (4.91)

sw__ | T1t]T3
2" =4/ T (J2 +4]4) (4.92)

sw )3 Ja+4s
== = . 4.93
TR T 49T (4.93)

Es gibt nun mehrere Moglichkeiten, diese in den Flussgleichungsformalismus

einzubauen.

1. Die einfachste Art, die zusédtzlichen Kopplungen J3 und J4 mit in die
Rechnung aufzunehmen, ist, die Nullstellensuche von &, — & nicht mit aeg =
I%ﬂ/ ]‘fff sondern mit o*¥ durchzufiihren

e — 0", =0 . (4.94)

Die Formel fiir «5% (4.93) muss dabei bei { = co ausgewertet werden. Bei

dieser Methode gibt es also keine Riickkopplung von J3 und J4 in die iib-

rigen Flussgleichungen. Die Differenzialgleichungen %ﬁ(ﬁ) und %ﬁ((’,) werden

vollkommen separat gelost, um die effektiven Kopplungen J3 und J4 dann zu-
sammen mit den Werten von J1({ = oo) und J>({ = co) in oV einzuspeisen.

In den Phasendiagrammen wird dieses Verfahren mit «®" bezeichnet.
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2. Um die Beitrdge durch J3 und J4 in den Differenzialgleichungen der an-
deren Koeffizienten direkt zu beriicksichtigen, ist es notwendig, die Flussglei-
chungen fiir J; und J, zu modifizieren. Dazu differenziert man die Gleichun-
gen (4.91) und (4.92) nach dem Flussparameter {. Man erhalt zwei Diffe-

d 1w ]2

renzialgleichungen —- und —3-, in die alle J;({) und dI‘

elngehen Nach
deren Berechnung wird

an(o) _dr o dnt) A
e~ dt e e

gesetzt. Auf diese Weise koppeln J3 und J4 in die Flussgleichungen fiir J; und

(4.95)

J2 und damit auch in alle iibrigen, da die Matrizen M und N die Austausch-
kopplungen J; und ] enthalten. Zur Bezeichnung dieser Methode wird das
Kiirzel d®V verwendet.

swW Isw

d
3. Die Variante 2 kann vereinfacht werden, indem man in dL und 37

folgende Ndherungen macht

J3=0 und Js4=0 (4.96)
J"~T1 und J3V=]>. (4.97)

Die absoluten Werte von J3 und J4 werden also als klein angenommen. Auch

die Anderungen von ISW gegeniiber J1 bzw. J5¥ gegeniiber ], werden vernach-

lassigt. In —1 und 22° bleiben also nur die Grofen J1 und J, selbst und

die vier Ableltungen dI&é ) erhalten. So erhilt man die einfachen Differenzi-

algleichungen

di" _dh | - dJs

dJgv  dJ2 dJs dJ3
a —at (W - “W) : (4.99)

die fiir % = 0 und d]“ = 0 wieder auf die urspriinglichen Differenzialglei-

chungen zuruckfuhren. (Dieser Konsistenzcheck gelingt natiirlich auch bei
den in Methode d*V ohne die Ndherungen verwendeten Flussgleichungen fiir
J3¥ und J§V.) In den Graphen sind die Ergebnisse dieses Verfahrens mit d:;’;’npl
gekennzeichnet.

Im Folgenden werden die Ergebnisse in Form der Phasendiagramme mit der
kritischen Kopplung g. in Abhéngigkeit von ] fiir die drei Methoden, die
Matrix M in die Berechnungen der Spinanteile einzubeziehen, mit jeweils
den drei Modifikationen aus der linearen Spinwellentheorie «*V, d*¥ und

dg,p vorgestellt. Die Daten aus der Flussgleichungsrechnung in fiihrender
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0.4} . i ; ', ; i .

0.3 P e e O p——

» — —x DMRG-Rechnung

—— Flussgleichungen in Ordnung J/w, g/w
o1 —— Flussgleichungen mit w(l), p(l)
-—-— Flussgleichungen mit o*"

‘f . SW
Flussgleichungen dsirnpl

Flussgleichungen mit d*" lickenlos

0.0

Abbildung 21: Phasendiagramm in Ordnung £ unter Einbeziehung von
J3 und J4 mittels linearer Spinwellentheorie.

Ordnung J/w und g/w, die DMRG-Ergebnisse und eine Kurve, die ohne
Beriicksichtigung von J3 und J4 erhalten wurde, sind zusétzlich in den Pha-
sendiagrammen dargestellt.

Fiir die Flussgleichungen in Ordnung £ unter voller Benutzung der Ma-
trix M (Abbildung 21) bringt die Beriicksichtigung von Flussgleichungen fiir
die Austauschkopplungen dritt- und viertnichster Nachbarn keine Verbes-
serung. Das war hier auch nicht unbedingt zu erwarten, da durch die Be-
schrinkung auf A4;({) auch in den Zwischenschritten die Entstehung vieler
Skalarprodukte S;S;;3 und S;Si;4 in den Endergebnissen fiir die Kommu-
tatoren und Produkte verhindert wird. Die d*¥- und dzfrvnpl—Kurven sind in
gc-Richtung leicht gestreckt gegeniiber der Kurve ohne Einbeziehung von J3
und J4. Zudem bricht die Beschreibung weniger frith ab. Qualitativ dndert

sich aber nichts — die Kurven knicken immer noch ab. Anzumerken ist noch,

swW
simpl

etwas absenkt. Dies ist zwar wiinschenswert, allerdings ist dann die Beschrei-

dass die Verwendung der d*"- Methode die Phasengrenze gegeniiber d

bung fiir J/wp — 0 nicht mehr ganz so gut. Man sieht dies besser in den
halblogarithmischen Plots in Anhang D. Dort sind noch einmal alle Pha-
sendiagramme zusammengefasst. Die o«®V-Kurve &hnelt im Verlauf eher der
in fithrender Ordnung J/w und g/w, allerdings wird die kritische Kopplung
noch stirker iiberschétzt.
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0.3

o
3 02
o
| » — —x DMRG-Rechnung
—— Flussgleichungen in Ordnung J/w, g/w
o1 J —— Flussgleichungen mit w(l), p(l)
1 -—-— Flussgleichungen mit o*"
g Flussgleichungen mit d:rvnpl
Flussgleichungen mit d*" liickenlos
0.0

Abbildung 22: Phasendiagramm in Ordnung £ mit modifizierten Fluss-
gleichungen und Einbeziehung von J3 und J4 mittels linearer Spinwellen-
theorie.

Abbildung 22 zeigt die Resultate der Spinwellenrechnung fiir die mo-
difizierten Flussgleichungen. Auch hier kann eine Verlingerung der Kurven
erreicht werden. Zudem wird der Wendepunkt, den es in der reinen Beschrei-
bung iiber J; und J, gibt, unterdriickt. Diese Unterdriickung ist allerdings

zu stark, sodass es wieder zu einem Abknicken der Kurven kommt. Fiir die

swW
simpl

Relation von d%V zu d gilt das oben Gesagte.

Fiir die Flussgleichungen mit vollem Spinanteil gibt Abbildung 23 die
Ergebnisse der Beriicksichtung von J3 und J; wieder. Das Ausreifien der
Kurve zu groflen g.-Werten wird durch die o®V-Methode bis J/wo =~ 0.45

SW
simpl

verhindert. Durch die Betrachtung der vollen Spinanteile entstehen sehr vie-

und durch die beiden Differenziationsansitze d*V und d vollkommen
le langerreichweitige Kopplungen, die — wie die Kurven o®" und d*V zeigen —
iiber die lineare Spinwellentheorie sinnvoll in die Beschreibung aufgenommen
werden kénnen. Die beiden Kurven liegen fiir mittlere J/wo néher an den Er-
gebnissen der Flussgleichungen in fiihrender Ordnung J/wo und g/wy als an
den DMRG-Daten. Das Uberschiitzen der kritischen Kopplung g, ist fiir die
Flussgleichungen mit vollem Spinanteil durch keine der Spinwellenmethoden
zu verhindern Die d*V-Beschreibung liefert im Intervall J/wo € [0.01,0.06]
Werte fiir g, die um ca. 0.01/wp unter den DMRG-Resultaten liegen (vgl.
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» — —x DMRG-Rechnung
—— Flussgleichungen in Ordnung J/w, g/w

—— Flussgleichungen mit w(l), p(l)
0.1 SW
- — - — Flussgleichungen mit a

‘
[ Flussgleichungen mit d:rvnm

Flussgleichungen mit d*" lickenlos

0.0

Abbildung 23: Phasendiagramm in Ordnung £ mit dem vollem Spin-
anteil in den Flussgleichungen und Einbeziehung von J3 und J4 mittels
linearer Spinwellentheorie

dazu wieder die halblogarithmischen Plots in Anhang D).

Fazit. Die Ergebnisse dieses Abschnitts haben die Bedeutung der langer-
reichweitigen Spinterme fiir die Beschreibung des Phaseniibergangs von der
liickenlosen in die liickenbehaftete Phase gezeigt.

Die Beriicksichtigung von Skalarprodukten zwischen dritt- und viert-
nédchsten Nachbarn iiber die zusétzlichen Kopplungskonstanten J3 und Jy
mittels linearer Spinwellentheorie bringt fiir die modifizierten Flussgleichun-
gen eher eine Verschlechterung mit sich. Hier scheint sich die Mischform, die
Matrix M in den Flussgleichungen fiir v({) aber nicht in denen fiir w({),
() und die Ji({) zu benutzen, als Nachteil herauszustellen.

Die Einbeziehung der Kopplungen J3 und J4 verbessert die Ergebnisse der
Flussgleichungen mit vollem Spinanteil. Mit der d*V- bzw. der «*"-Metho-
de aus der Spinwellenrechnung kommt man zu brauchbaren Ergebnissen im
Bereich bis zu J/w = 0.6 bzw. bis zu J/w =~ 0.45. Prinzipiell iiberschitzten
aber beide Verfahren die kritische Kopplung g, (mit der Ausnahme von d5%
fiir J/wo € [0.01,0.06], s.0.).

Es gelingt keiner dieser Modifikationen im Bereich 0 < J/wy < 0.3 an
die Qualitdt der Flussgleichungsergebnisse zu gelangen, die man unter kon-
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sequenter Benutzung der Matrix M und der Vernachlédssigung von langer-
reichweitigen Kopplungen erhélt.

Geht man im Ansatz fiir den Ankopplungsoperator bis zur Ordnung
£2, entstehen bereits in A;({) selbst zusitzliche langreichweitige Beitrige.
Beschrinkt man sich jetzt auf die unmodifizierten Flussgleichungen, kann
man sich davon eine ausgewogenere Bilanz von kurz- und langreichweitigen
Spintermen versprechen, die ober- und unterhalb von J/wgy = 0.3 eine an-
gemessene Beschreibung des Phaseniibergangs liefert. Die Erweiterung des
Operatorraumes wird im néchsten Abschnitt durchgefiihrt.

4.5 Ordnung £> (My)
4.5.1 Vorbereitungen

In Kapitel 4.4 wurden die Flussgleichungen in Ordnung £ aufgestellt und
gelost. Geht man in der Entwicklung der Exponentialfunktion (4.24) bis zur
Ordnung £2, muss der Ansatz fiir A;({) um alle Terme erweitert werden,
die durch zweimaliges Kommutieren des reinen Spinanteils Hg mit dem An-
kopplungsoperator A; fiir { = 0 entstehen. Damit setzt sich A;({) aus den
Beitragen

Ai(0) und £A4;(0) und £24;(0) (4.100)

zusammen. In Anhang C.1 sind alle Anteile des Operatorraumes in Ordnung
£? zusammengestellt. Zu den bereits in Ordnung £ vorhandenen kommen
fiinf Skalarproduktterme und 14 Viererspinterme hinzu. Bei den zusatzli-
chen Skalarprodukten S,,S;; kommen Abstinde |m—n| =1,2,3 vor. Zudem
enthalten drei Skalarproduktterme in A;({) keinen Spin am Gitterplatz 1,
sondern sind verschoben oder wechselwirken {iber den Platz i hinweg. Die
Viererspinterme werden als Skalarprodukte von Kreuzprodukten geschrie-
ben, da sie so am einfachsten aus den computeralgebraischen Rechnungen
zu extrahieren sind. Im Viererspinanteil aus 4;({) kommen Gitterplitze bis
zu i £ 4 vor. Die Operatoren 73, 775 und 7, beschreiben eine Wechselwir-
kung zwischen vier Spins, von denen die duflersten fiinf Pldtze voneinander
entfernt liegen.

Das Aufstellen der Flussgleichungen erfordert die Bestimmung der Matri-
zen M und N. Die Matrix M gibt die Wirkung von £ auf A;({) an und ist in
Anhang C.2 wiedergegeben. Aus ihr kann die Matrix IN abgeleitet werden,
indem die Vorzeichen, die bei Anwenden des Liouville-Operators auf anti-
hermitesche Operatoren aus A;({) zusétzlich entstehen, in N aufgenommen
werden. N gibt dann die Wirkung von £ auf AI(Q) an.
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Mit der Erweiterung des Operatorunterraumes ist natiirlich auch ein gro-
Berer Satz von flussabhéngigen Parametern verbunden. Insgesamt sind 30
gekoppelte nichtlineare Differenzialgleichungen zu l6sen, wobei die Flussglei-
chungen fiir J3 und J4 schon dazugezahlt sind. Die ldngerreichweitigen Kopp-
lungen J3 und J4 konnen — wie in den Rechnungen in Ordnung £ — {iber die
drei in Kapitel 4.4.5 vorgestellten Methoden einbezogen werden. In Ordnung
£2 werden die Modifikationen der Flussgleichungen, die die Systematik in
der Benutzung der Matrix M betreffen, nicht durchgefithrt. Das liegt ei-
nerseits daran, dass man in der Ordnung £2 auch bereits bei konsequenter
Benutzung der Matrix M an die Grenzen dessen gerit, was mit dem Com-
puteralgebrasystem Reduce noch machbar ist. Andererseits hat das letzte
Kapitel, in dem die Ergebnisse der modifizierten Flussgleichungen und der
Flussgleichungen mit vollem Spinanteil in Ordnung £ vorgestellt wurden, ge-
zeigt, dass diese beiden Modifikationen die Qualitdt der Resultate bei kleinen
J/wo verringern.

4.5.2 Ergebnisse

Nach Aufstellen der Flussgleichungen fiir die 24 Spin-Phonon-Kopplungskon-
stanten (aji,bi,ci), die vier Austauschkopplungen (J;), die Phononfrequenz
w(f) und fiir w(€) werden die Differenzialgleichungen iiber die Runge-Kut-
ta-Routine gel6st. Abbildung 24 gibt fiir die Anfangswerte J/wo = 0.2 und
g/wo = 0.25 den Fluss der Koeffizienten wieder. Man sieht sehr schon, dass
alle Koeffizienten des Ankopplungsoperators A4;({) wegflieflen. Die a;(¢) (Ska-
larprodukte) und c;(£) (Viererspinterme), die nicht in Abbildung 24 eingetra-
gen wurden, geben nur kleine Beitrige zum Fluss, diirfen aber aufgrund ihrer
Anzahl keinesfalls vernachlissigt werden. Die effektiven Austauschkopplun-
gen J3 und J4 sind nicht so grof3 wie bei den modifizierten Flussgleichungen,
die nur in Ordnung £ benutzt wurden. Es verhalten sich J1:J2:]3:J4 unge-
fahr wie 200:40:5:1. Ein ,Hartwerden“ des Phonons beim Ubergang zum
effektiven Modell ist wie bereits in Ordnung £ zu beobachten.

Abbildung 25 zeigt das Phasendiagramm, was man in Ordnung £ iiber
die Flussgleichungen und die drei Modifikationen mittels linearer Spinwel-
lentheorie erhilt. Letztere miissen wie schon in Ordnung £ fiir die unmo-
difizierten Flussgleichungen als zu unsystematisch verworfen werden. Bei
Benutzung der Matrix M in allen Zwischenschritten fallen bereits zu vie-
le langerreichweitige Terme weg, sodass die entstehenden Fliisse fiir J3 und
J4 unrealistisch sind. Aber auch das Ergebnis der Flussgleichungen ohne Be-
riicksichtigung von J3 und J4 ist eher enttduschend. Im Bereich J/wp < 0.2
werden die DMRG-Daten zwar wie auch schon in Ordnung £ (vgl. Abbil-
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Abbildung 24: Fluss der Koeffizienten in Ordnung £2 fiir J;(0) =] = 0.2
und a(0) = g = 0.25 (in Einheiten von wy). Die nicht eingezeichneten

a; und c; geben nur minimale Beitrige. Man beachte zum Vergleich der

Grofenordnungen die unterschiedlichen Skalen auf den y-Achsen.
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Abbildung 25: Phasendiagramm in Ordnung £?

dung 13) beinahe exakt reproduziert. Die Kurve knickt allerdings frither ab
und endet bereits bei J/wp ~ 0.5.

In Abbildung 26 ist ein Ausschnitt aus dem Flussdiagramm fiir den Pa-
rametersatz J/wo = 0.45 und g/wp = 0.25 dargestellt. Es handelt sich also
um einen Punkt im Phasendiagramm, wo die Beschreibung durch die Fluss-
gleichungen in Ordnung €2 nicht mehr gut funktioniert. An den Fliissen der
gezeigten Koeflizienten kann man bereits sehen, dass das Verhalten der Dif-
ferenzialgleichungen umgeschlagen ist. Das Verhéltnis der Austauschkopp-
lungen zueinander J;:J2:]J3:J4 liegt jetzt ungefdhr bei 40:10:5: 1. Die
Kopplungen J3 und J4 haben also im Vergleich zu J; und J, an Gewicht ge-
wonnen. Die Beitrdge durch die Viererspinterme (ci-Koeffizienten) sind in
dem Bereich mit ] > 0.4 stérker als in dem in Abbildung 24 gezeigten. Die
iiber die unitire kontinuierliche Transformation durchgefiihrte Renormierung
der {-abhingigen Koeffizienten &ndert sich auch qualitativ. Es gibt in einem
Bereich mittlerer £ ~ 2 — 10 einen zusétzlichen Wendepunkt. Die Transfor-
mation gelingt zwar noch, d. h. die Spin-Phonon-Kopplung wird weggedreht,
aber die Abbruchbedingung fiir das Erreichen des Limes { — oo wird fiir
J/wg — 0.5 erst bei immer grofieren Werten des Flussparameters { erreicht.

Fazit. Die Erweiterung auf einen Operatorunterraum in zweiter Ordnung
im Liouville-Operator £ und die damit verbundene Erh6éhung der Anzahl
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Abbildung 26: Fluss der Koeffizienten in Ordnung £? fiir ] = 0.45 und
g = 0.25 (in Einheiten von wy)

von Operatoren 7; in A;({) von fiinf auf 24 hat nicht den erwiinschten Er-
folg gebracht. Im Bereich J/wp < 0.2 lieferte auch schon die Ordnung £
sehr gute Ergebnisse. Die Korrekturen fiir g.(J) liegen dementsprechend fiir
J/wo € 10,0.2] durch die Beriicksichtung der durch £2.4;({)(0) erzeugten zu-
sitzlichen Operatoren in der GréBenordnung 107> /wy. Dies rechtfertigt im
Nachhinein nicht den Aufwand, der mit der Berechnung der umfangreichen
Kommutator- und Produktausdriicke verbunden ist, wenn man bedenkt, dass
die Kurve in Ordnung £ sogar weniger frith abbricht (J/wy = 0.8 statt
J/wo = 0.5 in Ordnung Qz) und auch im Bereich mittlerer J/wgo ~ 0.2 — 0.4
noch ansprechende Ergebnisse liefert.

Eine im gesamten Parameterbereich gute Ergebnisse liefernde Erweite-

2
=
chungsrechnung steht damit noch aus. Es ist interessant zu beobachten, dass

rung der in Referenz [2] in Ordnung und % durchgefiihrten Flussglei-
auch Weisse et al. bei der Beriicksichtigung der vierten Ordnung in g/w
schlechtere Ergebnisse als Uhrig mit der Entwicklung in fiihrender Ordnung
erhalten. Auch die in dieser Arbeit durchgefiihrten Verallgemeinerungen der
Flussgleichungsrechnung brachten, obwohl sie im Sinne einer Entwicklung in
g/w als systematische Erweiterung von Referenz [2] gesehen werden kon-
nen, nur fiir kleine J/w eine Verbesserung. Es ist zu vermuten, dass eine
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sehr grofle Anzahl von Kopplungen J; in der Rechnung beriicksichtigt wer-
den muss. Dies ist allerdings im Rahmen der hier benutzten Darstellung iiber
die Spinvektoren S; nicht sinnvoll. Bereits in Ordnung £ war die Berech-
nung der Mehrfachprodukte und -kommutatoren iiber die Spinalgebra sehr
aufwendig.

4.6 Alternativer Generator: Spin-Boson-Kopplung

In Kapitel 3.2 wurde der in den Arbeiten von Knetter und Uhrig [48,49]
bzw. Mielke [47] eingefiihrte alternative Generator vorgestellt. Diese Vorge-
hensweise soll in diesem Abschnitt auf das Spin-Boson-Problem angewendet
werden. Der Generator der unitdren Transformation wird nicht — wie in der
kanonischen wegnerschen Wahl — {iber den Kommutator des Diagonalanteils
mit dem Nichtdiagonalanteil des Hamiltonoperators berechnet, sondern es
wird ein anderes Ordnungsprinzip gew#hlt. Durch Einfiihrung einer Quan-
tenzahl @ und der Wahl n = [Q,H] wird ein effektiver Hamiltonoperator
hergeleitet, fiir den Q eine Erhaltungsgrofie ist. In dem Fall der Spin-Pho-
non-Kette bietet sich damit folgende Wahl an

n=[Q,# mit Q=) blb;. (4.101)

Tatsdchlich wére ni; = (i — dj)hy; in einer Eigenbasis von Q die beste Wahl
[vgl. Gleichung (3.26)]. Da aber hier nur Anderungen in der Phononenzahl
um AQ = (q; — qj) = £1,0 auftreten, reicht es aus, (4.101) zu betrachten.
Der infinitesimale Generator 1 ist dann

n=) (Ab]—Alby). (4.102)

1

Als néichstes miissen die Flussgleichungen fiir die {-abhingigen Parameter
gefunden werden, d.h. es muss

dH
2 = M= Hs + HE) + Hg] (4.103)

ausgewertet werden. Es ist nicht n6tig, den in Kapitel 4.1 eingefithrten Term
’H](;) zu beriicksichtigen, da der Kommutator [, Hs + 7{](30") + Hsg] keine
nichtphononzahlerhaltenden Beitrige des Typs bb! baw. bb erzeugt, sodass
i = 0 ist. Die Auswertung des Kommutators ergibt

M, Hs + HET = —(£ + w)Aib! — (£ + w) Al (4.104)
[ Hspl =23 blbjlAu Al =23 AlA:. (4.105)

i
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Abbildung 27: Phasendiagramm in Ordnung £ und £2. Zum Vergleich
sind neben den mittels des alternativen Generators [Q,?#] errechneten
Phasengrenzlinien (gestrichelt) auch die Ergebnisse gezeigt, die mit der
kanonischen wegnerschen Wahl von n erhalten wurden (durchgezogene Li-
nien).

Damit koénnen die Flussgleichungen fiir den Kopplungsoperator A;({) und
fiir die Phononfrequenz w({)

dA; _ .

e et (4.106)
dw _ ot

U —2([A1,Ai]> (4.107)

aufgestellt werden. Da bei T = 0 der Erwartungswert <bfb> verschwindet,
reicht es aus, fiir die Flussgleichungen fiir J; und J, den Beitrag

-2y Ala (4.108)
1
aus % zu analysieren.

Die Struktur der Flussgleichungen, die man auf diese Art und Weise er-
hilt, ist wesentlich einfacher als die in Abschnitt 4.2 iiber die wegnersche
Kommutatorwahl gefundene. Der Liouville-Operator tritt nur in der Fluss-
gleichung fiir A4;({) auf, und das auch nur linear. Da die Differenzialgleichung
fiir A;({) den adjungierten Operator AI(K) nicht enthilt, ist es auch nicht
notig, die Matrix N zu benutzen. Ein Term ’H](;L) entsteht erst gar nicht.
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Zur Beschrankung des Operatorunterraums fiir A4; (£) wurden die in Kapi-
tel 4.2 vorgestellten Ansitze in Ordnung € und €2 verwendet. Abbildung 27
zeigt die Resultate in Form des Phasendiagramms, in dem die kritische Spin-
Phonon-Kopplung g. in Abhéngigkeit von ] = J;(£ = 0) in Einheiten von wy
aufgetragen ist. Das bereits bei den mittels des wegnerschen Generators er-
rechneten Phasendiagrammen beobachtete Abknicken der Phasengrenzlinie
in Bereichen mittlerer J/wq bleibt erhalten. In Ordnung £ liegt die [Q, H]-
Kurve fiir kleine J/wq fast auf dem Resultat in fithrender Ordnung in J/wy
und g/wp aus Referenz [2]. In Ordnung £ liefert die (kompliziertere) Rech-
nung mittels des kanonischen Generators die besseren Resultate. Erweitert
man den Operatorraum auf die nichste Ordnung in £ unterscheiden sich die
Ergebnisse der beiden verschiedenen Generatoren allerdings nur wenig. (Die
grolere Reichweite der [Q, H]-Kurven ist insofern keine echte Verbesserung,
als sie nur zusétzliche gc(J)-Werte nach Abknicken der Kurve liefert.) Es
ist bemerkenswert, dass man mit dem Generator [Q, ] und den wesentlich
einfacheren Flussgleichungen (4.106-4.108) in Ordnung £7 fiir kleine J/wy
dhnlich gute Resultate wie mit dem wegnerschen Zugang erhalten kann.

Das Abknicken der Phasengrenzlinien fiir mittlere J/wy und das leich-
te Uberschiitzen der kritischen Spin-Phonon-Kopplung g.(J) fiir kleine J/wq
stellt sich auch bei Wechsel des Generators als entscheidende Schwéche der
Beschreibung dar. In Ordnung £ kénnen zumindest fiir kleine J/wo mit dem
in diesem Abschnitt angewendeten einfacheren Generator ansprechende Re-
sultate hergeleitet werden. Dennoch wird die Schlussfolgerung erhértet, dass
die Abbildung der Spin-Phonon-Kette auf ein moglichst lokales effektives
Spin-Modell nicht der richtige Weg zu sein scheint.
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In der vorliegenden Arbeit wurde eine an Phononen gekoppelte antiferro-
magnetische spinisotrope S = 1/2-Heisenbergkette iiber die Flussgleichungs-
methode auf ein effektives Spinmodell abgebildet. Durch eine Folge konti-
nuierlicher unitédrer Transformationen konnte das Spinsystem von der pho-
nonischen Umgebung weitgehend entkoppelt werden. Der Flussparameter {
bezeichnete dabei den Status der Transformation. Fiir { = 0 war H({) der
untransformierte Hamiltonoperator und im Limes { — oo ging H({) iiber in
den effektiven Hamiltonoperator

Het = Hsoo + HBoo = HET + HET |

in dem die Spin-Phonon-Kopplung weggedreht ist und in den effektiven An-
teilen implizit enthalten ist. Dies wurde durch die mit ,Fluss der Koeffi-
zienten“ bezeichneten Abbildungen illustriert. Alle Parameter des Ankopp-
lungsoperators A;({) verschwanden im Limes { — oo. Die verbleibenden
(-abhingigen Groflen, insbesondere die Austauschkopplungen des Spinsys-
tems, wurden durch diese Prozedur renormiert. Diese effektiven Kopplun-
gen sind das Hauptergebnis der Arbeit. Es zeigte sich, dass durch die Spin-
Phonon-Kopplung im effektiven Modell ldngerreichweitige Spin-Kopplungen
induziert werden, die im Ausgangshamiltonoperator nicht enthalten waren.
Auf diese Weise entstand eine Ubernichstnachbar-Wechselwirkung S;Si 2,
die die magnetische Wechselwirkung néchster Nachbarn frustriert. Uber die
effektive Frustration deg = J200/J100 konnten durch Vergleich mit der fiir das
J1-J2-Modell bekannten kritischen Frustration «. =~ 0.24 Phasendiagramme
bestimmt werden, die den Ubergang von einer liickenlosen Phase in eine
liickenbehaftete Phase beschreiben. Dazu wurde fiir festes ] = J;({ = 0)
die kritische Spin-Phonon-Kopplung g, gesucht, die im effektiven Modell die
kritische Frustration «. zur Folge hat.

Fiir eine lokale Kopplung A;i(0) = g(SiSiy+1 — (SiSi+1)) konnte in fiih-
render Ordnung in J/w und g/w ein effektives Spinmodell hergeleitet wer-
den. Das resultierende Phasendiagramm wurde mit Ergebnissen aus Refe-
renz [54] verglichen, wo eine Stérungsrechnung in vierter Ordnung J/w und
g/w durchgefiihrt wurde. Dabei stellten sich die Flussgleichungsresultate als
zuverlédssiger heraus, da sie fiir J]/w — oo einen endlichen Wert vorhersagen.
Die Beschreibung aus Referenz [54] brach bei endlichem J/w ab und zeigte
eine Tendenz zu einem wachsenden Verh#ltnis von g./w fiir grofle J/w. Die
Frage nach dem Wert fiir die kritische Kopplung g. bei ] = 0 konnte nicht
eindeutig geklart werden.
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Alle iibrigen Berechnungen in dieser Arbeit wurden mit einer Differenz-
kopplung A;(0) = g(S;Si+1 — SiSi 1) durchgefiihrt. Die Flussgleichungsre-
sultate in fiihrender Ordnung in J/w und g/w [2] lieferten eine gute Ab-
schédtzung, wie der Vergleich mit den DMRG-Daten zeigte. Die in dieser Ar-
beit vorgenommenen Erweiterungen fiihrten im Bereich kleiner Kopplungen
J/w < 0.2 zu einer hervorragenden Ubereinstimmung mit den DMRG-Er-
gebnissen. Es wurden zwei Ansétze fiir den Operator der Ankopplung A4;({)
gemacht, die Terme bis zur ersten beziehungsweise zweiten Ordnung im Liou-
ville-Operator £ = [Hg, -] einschlossen. In Ordnung £ wurden zwei Modifi-
kationen der Flussgleichungen durchgefiihrt, die zusitzliche Zwischenterme
zulassen. Zudem wurden iiber lineare Spinwellentheorie ldngerreichweitige
Beitrige J3S;Si+3 und J4S;S; 4 einbezogen.

Die Erweiterung der Stérungsrechnung in niedrigster Ordnung stellte sich
als schwierig heraus. Keine der eben aufgezdhlten Varianten lieferte im ge-
samten Parameterbereich Resultate, die denen der DMRG-Rechnungen ent-
sprachen. In Ordnung £ fiihrten die modifizierten Flussgleichungen ohne J3
und J4 bzw. die Flussgleichungen mit vollem Spinanteil mit der d>V-Metho-
de aus der Spinwellenrechnung zu brauchbaren Ergebnissen im Bereich bis
zu J/w = 0.4 bzw. bis zu J/w =~ 0.6. Prinzipiell iiberschitzten aber beide
Verfahren die kritische Kopplung gc.

In Kapitel 3.2 wurde ein alternativer Generator vorgestellt, der durch
[@, H] mit einer einzufiihrenden Quantenzahl Q bestimmt wird. Q ist dann
eine Erhaltungsgrofle des effektiven Hamiltonoperators Heg. Diese Methode
wurde in 4.6 auf das Spin-Boson-Problem angewendet. Es zeigte sich, dass
die so hergeleiteten Flussgleichungen eine einfachere Struktur als die iiber
den wegnerschen Zugang berechneten haben. Dennoch konnte in Ordnung
£? ein zur kanonischen £2-Rechnung beinahe identisches Phasendiagramm
hergeleitet werden.

Es wurde gezeigt, dass der Einfluss ldngerreichweitiger Beitrige grof ist
und dass diese das Phasendiagramm entscheidend beeinflussen. Es stellt sich
die Frage, wie ldngerreichweitige Wechselwirkungen so systematisch in die
Theorie eingebunden werden konnen, dass eine Beschreibung des Phasen-
iibergangs fiir grole Parameterbereiche moglich ist. Eine Erweiterung der
hier durchgefiihrten Rechnung auf noch héhere Ordnungen in £ oder &hnli-
che Modifikationen sind sicherlich nicht praktikabel, da sich die Berechnung
der Mehrfachprodukte und -kommutatoren iiber die Spinalgebra als sehr
aufwindig herausstellte. Eine geeignetes Verfahren kénnte sein, die Spinope-
ratoren auf Fermionen oder Bosonen abzubilden und das Modell vom Orts-
in den Impulsraum zu transformieren. Dies hétte den Vorteil einer wesentlich
handlicheren (Anti)Kommutatoralgebra und einer wohldefinierten Normal-
ordnung fiir die auftretenden Operatoren.
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Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden alle Rechnungen bei T =0
durchgefiihrt. Es wire wiinschenswert, dies — zunéchst fiir kleine J/w — auf
endliche Temperaturen zu verallgemeinern. Damit konnte dann der Einfluss
der Spin-Boson-Kopplung auf die Suszeptibilitat untersucht werden (vgl. die
iiber Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen erhaltenen Resultate aus den Re-
ferenzen [55,58]). In die Hochtemperaturentwicklungen aus Referenz [59]
kénnten die temperaturabhingigen effektiven Kopplungen direkt eingesetzt
werden. Durch Anpassung an experimentelle Daten (z. B. fiir die spezifische
Wiéirme oder die Suszeptibilitdt) liefen sich dann genaue Werte fiir Modell-
parameter (z.B. die Frustration) bestimmen.
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Al

Kommutator [n, #]

Mit den Abkiirzungen

i

1m0 4@ (A1)
ni=Y {2+ wianl+ (2 - walv} (A.2)
= —uz {Alo! - Aibi} (A.3)
findet man fiir die Anteile von [n, H]:
L Hs +HE =Y {(£+w)2Aib]: + (S—w)zAIb-L} (A.4)
[n(”,%};‘)] = —uZ {(2 + w)Ab; + (=L + w)A]:b]:} (A.5)
", sl = Y {[(2+w)Ay, Al]blb;
L,j
+ [ A, (L + w)A{]b}bi}
+ > {l(2+ w4y, AJblb] (A.6)
i
T T
+ [.A] y (—£ + (,U).AL] bib]‘}
=3 {Alle+ WA + [(—2+ wial] 4
sl =u ) {eAlbl - cawi} (A7)
2,1y =nw Y {Alol + A} (A.8)
(2) gy _ 2 th. i
M, Hg'] > {Alb; + A;b! (A.9)

M%), #sp] ——uZ{ [A], 4;]bIb! + [A], A]bib;

+ [ AL AlTolo; + [4;, A blb:} (A.10)

) {(AD*+ ()7}
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A.2 Allgemeine Differenzialgleichungen

Hier werden zur Ubersicht noch einmal die allgemeinen Flussgleichungen
zusammengefasst. Fiir den Ankopplungsoperator A;({), die Phononfrequenz
w(€) und () ergeben sich

dcﬁi :_{[(2+w)2—“2]v41—2u£v4§} (A.11)
(;—L: = <<[(£ + W) A, Al + [A (€ + w) Al >1> (A.12)
% - 2<< (24— Al A >> : (A.13)

Die mit i indizierten Klammern (-); bezeichnen eine Mittelung iiber die Ket-
te, wihrend die nichtindizierten (-) fiir Erwartungswerte stehen. Die Fluss-
gleichungen fiir die Kopplungskonstanten J;({) und J,({) erhilt man aus dem
Kommutator M, Hggl [vgl. Gleichungen (A.6) und (A.10)]

i Hsel = > { [(£+w)Ai — wal, Al]blb; +he |

x
+Z{ [(2+ w)A; — pAl, A;Tolb] +he.} (A14)
—Z{ [(2+ w)Ai — pAl] +hee. |

mZ{ (2 + w) Ay, Al] +hec. } (blb)
+ Z {[e4i— Al 4] + e} (bTo!) (A.15)

—Z{ [(£+ w)A; — uAT]—l-hc}

nach Summation iiber i durch Sortieren nach Néchstnachbar- (NN) und
Ubernéchstnachbar-Termen (NNN).
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B Ordnung £

B.1 Differenzialgleichungen mittels Mj

dJ;(0)
d{

= { —4a(by—by)w + [6(12 + (bo — b])z] J1

— [6a2 + (bo — b1)? + (bo — b1) (b2 + b3)] ]2 } (bTb)
+ { —a(bo —by)p + [3a% —1/2(bo — b1)%] T4

— [3a% —1/2(bo — by)?

—1/2(bo — b1) (b2 + b3)] Iz} ((bTbT> + (bb>)
+ [2a(a — by + by) + 1/2(b§ + 2b7 + b3 + b3)

+ bob3 — b]bz] w
+ [ —2a% + 1/2(b] + 2b7 + b3 + b3) — bobs + byby ]
+1/2[a(6a — 4bg + 4by — by — 2b3) + (b5 — b7)];
+1/2[a(—6a + 5bg — 5by + 4by + 5b3)

— (bo — by)? — (bo — by) (b2 + b3)] ]2

(B.1)

dJ2(0)
d{

- {4a(b0 — by + by + b3)w
— [6a% + (bo + b1)? + (bo — b1) (b2 + b3)] T3
+ [10a2 + (bo — b1)? + (ba + b3)?
+2(bo — b1) (b2 + b3)] 2 (b'b)
+ {a[bo—b] +b2+b3]|¢
+1/2[ —6a% + (bo — b1)? + (bo — b1) (b2 + b3)] Ty
+ ]/2[]()&2 — (bo — by )2 — (bz + b3)2
—2(bo — b1) (b2 + b3)] 2 } ((b76") + (bb))
+ [a? 4+ 2a(by — by + by + b3)
+ 1/a(bd + 203) + 1/2(b7 — b3)?]w
+ [ —a®+1/2(by — b3)? + 1/a(b + 2b3) |
+ [ —3a? — a(by — by + 1/2b3)
—1/2(bo — by)? — 1/2(bo — by) (b2 + b3)] T4
+ [5a? + a(bg + ba) — 3/2a(by — b3) + 1/2(by — by)?
+1/2(b2 + b3)? + (bo — by)(b2 + b3)] ]2



Ordnung £

48— _afw? — ) + 203} + 6112 —5al3)
+ [(bo — b1)J1 — (bo — by + b2 + b3)]2] (w + 1)
A00(E) _ pofa? — 12) + 4al)y — o)l — ) — (b — by )}
+ (2b — 2by + by + b3)[1 )2
— (bo — by + bz + b3)J3
O — b (@? )~ 200~ Ja) @ — ) + Valbo — b1)1}
—1/2(2bp — 2by + bz + b3)]1)2
+1/2(bo — by + by + b3)J3
20— b0~ 2) — 20120 — )
+1/2(bg — b1)J1J2 — /2(bg — b1 + bz + b3)J3
A5 — bs(w? 1)~ 20530 — )
+1/2(bo — b1)J1J2 — /2(bo — by + bz + b3)]3
d‘(‘i’—ée) - { —4a(bo — by)w + [6a% + (by — by)2] Ty
— [6a2 + (by — by)(bo — by + b + b3)] ]2}<NN>
+ {4a(bo — by + b2+ b3)aw
— [6a% + (bo — b1)(bo — b1 + by + b3)]J;
+ [10a? + (bp — by + bz + b3)?] Iz}(NNN>
dz—if) - { —4a(by — by)u+ [6a% + b3 —b3] ]y

— [6a* — (bo — b1)(bo — by + bz + b3)]]2}<NN>
n {4a(b0—b1 + b+ bs)p

— [6a% — (bo — by + bz + b3)(bo — b1)]J

+ [10a% — (by — by + by + b3)?] ]2}(NNN>

(B.3)

(B.4)

(B.9)



81

C Ordnung &’

C.1

Operratorraum

Die folgende Operatoren miissen bei der Rechnung in Ordnung £? beriick-

sichtigt werden. Die mit e gekennzeichneten entstehen durch einmalige Anwe-

dung von £ auf A(0) und spannen den Operatorraum der Ms-Beschreibung

(in Ordnung £) auf. Durch nochmaliges Anwenden des Liouville-Operators

£ erhilt man die zusdtzlichen Skalarprodukterme T]a

dukte von Kreuzprodukten 7°.

7'10
T
T =
TS =

=
=
(
=
(
(S
=(S
(S
=(S
(S
(S
(S
(S
(S

o To':=8i-Sin

—5i1-5¢

7" =8i-S12—8Si 2-S;
7' =8i-Si43—8Si3-S;

73" :=S8in
T4 = Sin

“Sip0 —

Si43—

Si—2-Si
Si3-5i1

75" :==8Si1-Si12 —Si2-Sip

o T3 :=1iSi 1-(Si x Sit1)
o TP :=i[S;-
o TY:=ilS;
o TP :=
Si X Siy1) - (Sit2 X Siy3
Si X Siy1) - (Sit2 X Siyg
Si X Sit1) - (Siy3 X Sipa
Si X Siy1) - (Sit3 X Siys
Si X Siy2) + (Sit1 X Siy3
i1 X 8i) - (Sip1 X Siy2

i1 X Si41) - (Si X Si42
-2 %X 8i) + (Si+1 X Sig2
i2 X Sit1) - (Si x Sip2
i1 % 8¢)+ (Sit1 X Siy3

—1 X Si1) - (Si X Siy3
i1 % S8¢)+ (Siz2 X Siy3
i-2 X S¢) - (Siy1 X Si43

i—1 X 8¢) - (Si42 X Sij4

) —
) —
) —
) —
) —
) —
) —
) —
) —
) —
) —
) —
) —
) —

(Sit1 % Si42) +Si2 - (Si—1 x Si)]
(Sit1 X Siy3) + Si3 - (Si—1 x 8y)]
i[Si—1 - (Si x Siq2) + 812 - (Si x Si41)]

Si 3 xSy 2)-(Si1 xSy
14><Sifz)'( i1 x5
Sia xSy 3)-(Si1 xSy
5 %X 8i-3) - (Si1 xSy
13><SH)'( i2X8;
Si-2 X Si—1) - (Si X Sy

Si2 X Si) - (Si—1 X Sit
Si 2 x Si 1) (Si x Siy2
Si2 X Si) - (Si-1 X Sis2
13><511) (Si x Sis1

3 %X 8i) - (Si1 X Sipg
Si-3 X Si-2) - (Si X Sy
Si 3 X Si1)-(Si x Sis2

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

Si—4 X Si_3) - (Si x Si41

5 und die Skalarpro-

(C.1)
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Ordnung £?

C.2 Matrix M24

2(J2 —T1) 0

T —

T2

T2 0

272 — 4T,

472 — 2]

—472

—2]2

0 A O
B 0 C (C.4)
0 D O
1 =172 T2 —J2
0 0 =
Y J1 =172 0 (05)
T2 =T 0 0
0 —T1 0
0 0 Th =12
0 0 0 0
0 J2 =T 0 0 (06)
Ti—1T2 0 =T 0
0 0 0 J1 = T2
J2 — 2N Ji -2 0
—2]2 0 0
0 —274 0
0 —27> 0
27, = T1 2]1 —2]2 0
271 — 12 0 Ti—72
T1—2]2 0 271 —2]; (07)
PAR) 0 J2 — 2]
T2 0 22 — T
0 2] —J2 0
0 J1—2]2 0
0 0 271,
0 27, —2J>
0 0 2,
T 0 0
—J2 0 0
0 —I1 0
0 —J2 0
T2 J1 =172 0
Ta 0 0
—J2 0 Th—72 (08)
T2 0 -
0 0 T2
0 T 0
0 —J2 0
0 0 =T
0 T2 —J2
0 0 —J2
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D Gegeniiberstellung der Phasendiagramme

Jey Iy
0.005 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 0.005 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5
T T T T T T T T T T T~
v/"
» - -x DMRG-Rechnung [rb] » - -x DMRG-Rechnung ‘/./ /
03 —— FG Ordnung J/w, g/w [gu] 7 0.3 .

—— FG Ordnung J/w, g/w
—— FG: w=const., p=0 [ab]

— FG (), u()
| - - FGa™
sw
FG dslmp\ \

N FG d™

S 02 g 02
o o
01

Abbildung 28: Andere Arbeiten: Uh-

Abbildung 29: Ordnung £, LSW (Li-
rig (gu) [2], Bursill (rb) [53], Bihler

neare Spinwellentheorie)

(ab) [51]
Jlw, Jlw,
0.005 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 0.005 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5
T T T T T T T T T T T
r % - —x DMRG-Rechnung » - -x DMRG-Rechnung
FG Ordnung J/w, g/ 03 —— FG Ordnung J/o, glw 1
03 —— FG w=const, p=0 — FG w(l), p()
—— FG w(l), u(l) e FG Q™ ~
FG modifiziert i FGd™ \
i FG volle Spinanteile simel \
- - FGd™ !
g g 02 \
> 02 > ’
01k 0.1
Abbildung 30: Ordnung £ Abbildung 31: Ordnung £, modifi-
ziert, LSW
Jlw, Jlw,
0.005 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 0.005 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5
T T T T ; T T T T T T K
% - -x DMRG-Rechnung ) % - -x DMRG-Rechnung
03l FG Ordnung J/w, gle / ] 03l FG Ordnung J/w, gle ]
— FG w(l), u(l) — FG w(l), u(l)
|~ - FGa™ |~ - FGa™
sw sw
FG dslmp\ FG dslmp\
FGd* - FGd™
0.2 3 02
>
0.1]

0.1

Abbildung 32: Ordnung £2, LSW Abbildung 33:

Ordnung £, voller
Spinanteil, LSW
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Gegeniiberstellung der Phasendiagramme
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