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1 Einleitung

Im Jahr 1986 entdeckten Bednorz und Miiller den ersten Hochtemperatur-Supraleiter Lanthan-
Barium-Kupferoxid (Las_;Ba,CuO4) [BM86] mit einer Sprungtemperatur von etwa 30K. Mittler-
weile wurden Materialien gefunden, welche Sprungtemperaturen von bis zu 133K besitzen [SCGO93],
und bei sehr groem Druck werden sogar Sprungtemperaturen von iiber 150K beobachtet [NRTAT93].
Diese hohen Sprungtemperaturen sind durch den von Bardeen, Cooper und Schrieffer [BCS57] be-
schriebenen Mechanismus zur Entstehung einer supraleitenden Phase durch eine von Phononen ver-
mittelte Elektronen-Paarbildung nicht zu erkléren.

Anderson machte 1987 die Annahme, dass die in Hochtemperatur-Supraleitern vorhandenen Kupfer-
oxidschichten hauptséchlich fiir das Auftreten der Supraleitung verantwortlich sind [And87]. Diese
Kupferoxidschichten kénnen durch ein Drei-Band-Hubbardmodell beschrieben werden [Eme87]. Wer-
den zusétzlich Effekte der Sauerstoffatome vernachléssigt, so ist eine Beschreibung mittels eines Ein-
Band-Hubbardmodells moglich [ZR88]. Im Fall grofier Coulomb-Wechselwirkungen 14sst sich dieses
Ein-Band-Hubbardmodell in fithrender Ordnung durch das ¢t —.J-Modell beschreiben. Das ¢ —.J-Modell
wiederum reduziert sich bei halber Bandfiillung zum antiferromagnetischen Spin % Heisenberg-Modell.
Es wird angenommen, dass zum Beispiel der undotierte antiferromagnetische Isolator Lanthan-Kupfer-
oxid LasCuQy durch ein zweidimensionales Spin % Heisenberg-Modell beschrieben werden kann
[Man91]. Durch Dotierung kann dann eine supraleitende Phase erreicht werden. Diese Dotierung
kann im Rahmen des ¢ — J-Modells beschrieben werden. In Abbildung 1.1 ist schematisch das Pha-
sendiagramm eines Hochtemperatur-Supraleiters dargestellt.

X

Abbildung 1.1: Vereinfachtes schematisches Phasendiagramm eines
Hochtemperatur-Supraleiters. Die Abbildung zeigt die Phasen eines
Hochtemperatur-Supraleiters in Abhéngigkeit der Temperatur T und der
Dotierung x. Die blaue Flidche beschreibt die antiferromagnetische Phase
(AF) und die rote Fliche die supraleitende Phase (SL).



1 FEinleitung

Nicht zuletzt wegen diesem Bezug zur Hochtemperatur-Supraleitung sind Heisenberg-Modelle ein Ge-
genstand der aktuellen Forschung.

Wiéhrend eine exakte Losung in einer Dimension mittels des Bethe-Ansatzes existiert [Bet31], wur-
den bisher noch keine exakten Losungen in zwei oder mehr Dimensionen gefunden. Neben rein nu-
merischen Rechnungen existiert jedoch ebenfalls eine Reihe an analytischen Naherungsverfahren.
Darunter befinden sich zum Beispiel die von Anderson und Kubo entwickelte Spinwellentheorie
[And51, Kub52, Ogu60] und die von Affleck und Marston sowie von Arovas und Auerbach verwendeten
Molekularfeld-Néherungen [AMS88, AAS8S|. Affleck und Marston verwendeten dabei eine fermionische
Darstellung des Heisenberg-Modells, wihrend Arovas und Auerbach eine bosonische Darstellung mit-
tels Schwinger-Bosonen wihlten. Die Rechnungen von Arovas und Auerbach liefern insbesondere eine
mit fallender Temperatur exponentiell ansteigende Korrelationslinge im zweidimensionalen antifer-
romagnetischen Heisenberg-Modell, welche auch experimentell beobachtet werden kann [KBSE9S].
Ziel dieser Arbeit ist es zu untersuchen, ob es moglich ist derartige Molekularfeld-Rechnungen mit
der 1994 von Wegner entwickelten Methode der kontinuierlichen unitéren Transformationen [Weg94]
zu verbessern und so eine systematisch verbesserbare Beschreibung von Heisenberg-Modellen zu er-
langen. Die Einteilchenzusténde in den von Arovas und Auerbach sowie Affleck und Marston durch-
gefithrten Molekularfeld-Rechnungen sind physikalisch nicht relevant. Daher soll durch die Methode
der kontinuierlichen unitdren Transformationen insbesondere der Zweiteilchen-Unterraum betrachtet
werden, um so ebenfalls physikalische Anregungen zu beschreiben.

Um diese Methode zu testen werden zunéchst kleine Heisenberg-Modelle untersucht, deren exakte
Losung zugénglich ist. Dadurch kénnen die erzielten Ergebnisse leicht bewertet werden.

Waéhrend Affleck und Marston bzw. Arovas und Auerbach Funktionalintegralmethoden zur Herlei-
tung eines Molekularfeld-Hamiltonoperators verwendeten, werden in der vorliegenden Arbeit die
Molekularfeld-Rechnungen in direkter Weise durch Vernachldssigung echter Zweiteilchen-Wechsel-
wirkungen durchgefiihrt. Fiir jedes untersuchte Modell werden zwei Schritte durchgefiihrt:

a) Durchfithrung einer Molekularfeld-Rechnung.
b) Verbesserung der Ergebnisse mit Hilfe kontinuierlicher unitéirer Transformationen.

Ein wichtiger Punkt wird dabei die Behandlung der unphysikalischen Zusténde spielen, welche durch
die Darstellung des Heisenberg-Modells durch Bosonen bzw. Fermionen entstehen.

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 wird die Flussgleichungsmethode bzw. die Methode der kontinuierlichen unitéren Trans-
formationen dargestellt. Insbesondere wird der Knetter-Uhrig-Generator vorgestellt, durch dessen
Verwendung es moglich ist teilchenzahlerhaltende effektive Hamiltonoperatoren zu erzeugen.

In Kapitel 3 werden die untersuchten Modelle des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers und des
antiferromagnetischen Heisenberg-Quadrats beschrieben. Insbesondere werden die exakten Eigenwert-
spektren angegeben, die im weiteren Verlauf als Referenzwerte dienen.

In Kapitel 4 wird das Heisenberg-Dimer in bosonischer Darstellung untersucht. Dabei wird zunéchst
eine Molekularfeld-N#herung durchgefithrt und anschlielend versucht diese mittels der Methode der

kontinuierlichen unitiren Transformationen zu verbessern.

In Kapitel 5 wird in analoger Weise zum vorherigen Kapitel 4 das Heisenberg-Dimer in fermionischer
Darstellung untersucht.

In Kapitel 6 wird versucht die in Kapitel 5 durchgefithrten Rechnungen fiir den Fall des Heisenberg-
Quadrats zu verallgemeinern.

In Kapitel 7 werden die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammengefasst.



2 Flussgleichungsmethode

In diesem Kapitel wird die Flussgleichungsmethode vorgestellt, welche in Kapitel 4 bis Kapitel 6 dazu
verwendet wird, die dort durchgefiihrten Molekularfeld-Rechnungen zu verbessern.

Die Flussgleichungsmethode hat bisher in mehreren Gebieten der Festkorperphysik ihre Anwen-
dung gefunden. Unter anderem wurden mit ihrer Hilfe Elektron-Phonon-Kopplung [LW96, RW99],
dissipative Quantensysteme [KM97], wechselwirkende Fermionen und das Hubbard-Modell [Ste97,
RMHUO04], Spin- und Pseudospinmodelle [KM96a, KMN96, KSU03a, SU06] sowie Stérstellenpro-
bleme [KM94, KM96b] untersucht. In dem Buch “The Flow Equation Approach to Many-Particle
Systems” [Keh06] werden sowohl die Methode als auch Anwendungen der Flussgleichungsmethode
behandelt. Eine gute Ubersicht von Veroffentlichungen, bei denen die Flussgleichungsmethode ver-
wendet wurde, findet sich in Referenz [cut].

2.1 Aligemeine Grundlagen der Flussgleichungen

Eines der grundlegenden Probleme der Quantenmechanik ist die Wahl einer angemessenen Basis, in
welcher das Problem formuliert wird. Im Idealfall ist man in der Lage eine Basis so zu bestimmen, dass
der Hamiltonoperator eine diagonale Gestalt besitzt. Dies ist grundsétzlich fiir normale Operatoren,
also insbesondere fiir jeden selbstadjungierten Hamiltonoperator H, moglich. Es existiert also eine
Basistransformation, dargestellt durch einen unitiren Operator U, so dass UHUT diagonal ist. Eine
solche exakte Diagonalisierung ist jedoch aufgrund der Komplexitit der Probleme nur in wenigen
Spezialfillen moglich. Doch selbst wenn man nicht in der Lage ist, den Hamiltonoperator auf eine
diagonale Gestalt zu bringen, so kann man zumindest versuchen, einen effektiven Hamiltonoperator
Heg zu bestimmen, so dass das Problem eine moglichst einfache Darstellung besitzt, in der Hoffnung,
dass diese Darstellung ausreichend ist, um die physikalischen Eigenschaften des Systems, an welchen
man interessiert ist, zu beschreiben und zu verstehen.

Ublicherweise wird dazu der Hamiltonoperator H einer endlichen Anzahl von unitéren Transforma-
tionen unterzogen

H=Hy—H — -+ —H;— - — H, = Heg

; (2.1.1)

wobei Hz = UiHiflUi mit = 1,...,71
Da die Menge der unitiren Tranformationen, welche auf einem gegebenen Hilbertraum wirken, eine
Gruppe bilden, konnen die einzelnen Transformationen U; zu einer einzigen unitédren Transformation
U zusammengefasst werden. Es gilt somit

Heg=UHUT mit U:=]JUi . (2.1.2)
i=1

Unitédre Transformationen lassen Eigenwerte invariant. Die Eigenwerte A\; von Heg stimmen also mit
den Eigenwerten von H iiberein. Ist v; og ein Eigenvektor von Heg, so sind die Eigenvektoren v; von
H gegeben durch UT’ULCH'.

Das in Gleichung (2.1.2) beschriebene Verfahren zur Bestimmung eines effektiven Hamiltonoperators
wurde 1994 von Wegner [Weg94] (und unabhéngig davon von Glazek und Wilson [GW93, GW94]) er-
weitert. Die Idee besteht darin, die endliche Anzahl der nacheinander durchgefiihrten unitédren Trans-
formationen durch eine kontinuierliche unitére Transformation (continuous unitary transformation,
CUT [KUO00]) zu ersetzen. Dazu wird ein kontinuierlicher Flussparameter ! eingefithrt und der Ha-
miltonoperator als Funktion dieses Parameters aufgefasst

H— H() mit IR . (2.1.3)



2 Flussgleichungsmethode

Der Ausgangshamiltonoperator H wird als H(0) bezeichnet. H () wird in Analogie zu (2.1.2) fiir eine
gegebene unitidre Transformation U(1) als

H():=U0)HO)U (1) (2.1.4)

definiert. Differenziert man nun (2.1.4) nach dem Flussparameter [, so erhilt man die sogenannte
Flussgleichung

QH() =[n(), H()] mit HO) =H | . (2.1.5)

Der antihermitesche Generator 7)(1) ist dabei gegeben durch

n(l) = 8%—Z(Z)UT(I) : (2.1.6)

Die unitdre Transformation wird also durch eine Differentialgleichung (DGL) erster Ordnung be-
schrieben. Multipliziert man die Gleichung (2.1.6) von rechts mit U(l), so erhélt man eine Differen-
tialgleichung fiir die unitére Transformation U(l).

%ﬁ:mmm)thwzn (2.1.7)

Die Losung der Differentialgleichung (2.1.7) ist formal gegeben durch

!
U(l) = Lexp (/0 n(l’)dﬂ) (2.1.8)

mit dem [-Ordnungsoperator £, welcher die auftretenden Operatoren von rechts nach links mit zu-
nehmendem ! ordnet. Aufgrund dieses Operators kann die unitidre Transformation U(l) eine sehr
komplizierte Form besitzen, selbst wenn man einen relativ einfachen Generator n(l) wéhlt. An der
Darstellung (2.1.8) fiir U(l) wird deutlich, dass die kontinuierliche unitire Transformation dquiva-
lent ist zu der Anwendung von unendlich vielen infinitesimalen unitdren Transformationen der Form
en(Ddl.

Bisher hat man das Problem, eine angemessene Basis zu finden, nur umformuliert. Wahrend man
in Gleichung (2.1.2) eine passende unitire Transformation suchte, so muss man in Gleichung (2.1.5)
einen geeigneten Generator n(l) wihlen. Diese kontinuierliche Formulierung des Problems besitzt je-
doch zwei entscheidende Vorteile. Zum einen ist die Integration der Flussgleichung (2.1.5) in fast allen
Féllen einfacher als das Losen der diskreten Gleichungen und zum anderen kann die Drehrichtung
bzw. die Transformation kontinuierlich angepasst werden.

Ebenfalls kann nun fiir einen gegebenen Generator 7(l) anhand der Flussgleichung (2.1.5) direkt die
Verdnderung des Hamiltonoperators bestimmt werden. Im besten Fall konvergiert das Anfangswert-
problem, welches durch die Flussgleichung beschrieben wird, gegen einen stabilen Fixpunkt, in dem
der Hamiltonoperator diagonal ist oder zumindest eine einfachere Form als bei [ = 0 besitzt. Die
Flussgleichungsmethode ist in Abbildung 2.1 nocheinmal schematisch dargestellt.

Obwohl sich alle bisherigen Betrachtungen auf den Hamiltonoperator H bezogen, ist der Formalismus
keineswegs auf diesen beschrénkt. Mochte man ebenfalls Aussagen fiir eine beliebige Observable O
treffen, so muss diese Observable lediglich gem&f

80(1) = [n(1),0(1)] mit O(0) =0 (2.1.9)

mittransformiert werden. Um die gleiche unitire Transformation zu erzeugen, mit der auch der Ha-
miltonoperator H transformiert wurde, muss derselbe Generator 7)(l) gewihlt werden.

In den folgenden Abschnitten werden nun drei mogliche Generatoren im Detail vorgestellt, welche alle
in der Lage sind, den Hamiltonoperator im Limes [ — oo in eine einfachere Gestalt zu iiberfiihren.

10



2.2 Der Generator von Wegner

H =H(0)

Einfithrung des Flussparameters [

H() :=UMHO)UY) mit UOUOT=U00)U1) =1
Differenzierung nach [

OH() =[n),HW)] mit HO)=H und nl)" =)

Wahl des Generators 7(l), Koeffizientenvergleich und Integration der DGL

Hcﬁ' :H(lcﬁ)

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Flussgleichungsmethode

2.2 Der Generator von Wegner

In einer beliebigen Basis ist der Hamiltonoperator H als Matrix darstellbar, welche im Allgemeinen
die Form

er(l)  hia(l) has(l)

hoi(l) e2(l)  has(l)

HO=1 ) bl ey - 221

besitzt. In der gewihlten Basis definiere man nun die Matrix

el) 0 0
0 62(1) 0
Hq(l) = 0 0 ) - : (2.2.2)

welche nur aus den diagonalen Elementen des Hamiltonoperators H besteht. Der von Wegner vorge-
schlagene Generator n(l) [Weg94] ist gegeben durch

n(l) = [Ha(l), H(1)] : (2.2.3)

Der Generator besteht somit aus dem Kommutator des ,erwiinschten“ und des ,unerwiinschten*
Anteils des Hamiltonoperators. In den nun folgenden Rechnungen wird zur besseren Lesbarkeit die
explizite [-Abhéngigkeit der auftretenden Gréfien unterdriickt. Analog zu (2.2.1) werden die Kompo-
nenten des Generators n mit 7;; bezeichnet. Die Gleichung (2.2.3) nimmt dadurch in einer kompo-

11



2 Flussgleichungsmethode

nentenweisen Darstellung die folgende Gestalt an

Nij = Z eidikhi; — Z hixerdk;
%

& (2.2.4)

= (ei — ;) hij

Durch Einsetzen des Generators (2.2.4) in die Flussgleichung (2.1.5) erhélt man in der gegebenen
Basis

Ohi; = Znikhkj - Z Pk
o o

(2.2.5)
= Z (ei +e; — 2€k) hikhkj
k

Im Folgenden wird nun gezeigt, dass die von Wegner vorgeschlagene Wahl des Generators wirklich
zu einer ,diagonaleren Form des Hamiltonoperators fithrt. Als Ausgangspunkt wird die Spur des
Quadrates des Hamiltonoperators betrachtet. Da unter der Spur zyklisch vertauscht werden darf, ist
die Spur von H? fiir endliche Systeme invariant unter unitiren Transformationen, also insbesondere
unabhéngig von dem Parameter [. Somit gilt

o SpH*=0 . (2.2.6)
Aufteilen der Spur in einen diagonalen und nicht-diagonalen Anteil liefert
Sp H? = Z hijhji = Z e + Z hijhji (2:2.7)
i, i i,j#
woraus mit Hilfe der Gleichung (2.2.6) die Bezichung
S ae? ==Y 0 (hijh) (2.2.8)
i i,j#

folgt. Die linke Seite der Gleichung (2.2.8) kann nun durch Anwendung der Flussgleichung fiir den
Fall des Wegnerschen Generators (2.2.5) weiter umgeformt werden zu

Z@lef = 2261'3161'
:22 ei-QZ(ei—ej)hijhji
i J

Das auftretende Produkt h;;h;; ist aufgrund der Hermitezitét des Hamiltonoperators gleich dem Be-
tragsquadrat |h;;|?. Nach Umsortierung der Doppelsumme in Gleichung (2.2.9) erhilt man zusammen
mit Gleichung (2.2.8) schliefflich als Ergebnis

(2.2.9)

Y Ihig|? = =2 (ei — €;)° |hij|? : (2.2.10)
4,

.7

Die Gleichung (2.2.10) beschreibt das Verhalten der Summe der Betragsquadrate der Nebendiagonal-
elemente wihrend der kontinuierlichen unitéren Transformation. Da die Summe der Betragsquadrate
grofler oder gleich null und somit insbesondere nach unten beschrinkt ist und ebenfalls nach Glei-
chung (2.2.10) eine monoton fallende Funktion beziiglich | darstellt, konvergiert die Flussgleichung
fiir [ — co. Aus diesen Eigenschaften folgt insbesondere, dass die rechte Seite der Gleichung (2.2.10)
im Limes [ — oo gleich null ist, woraus wiederum folgt, dass

Jim (e; - ;) |hij> =0 Vi, j (2.2.11)
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gilt. Anhand von Gleichung (2.2.11) sieht man, dass alle Nebendiagonalelemente (h;; mit i # j),
welche nicht entartet sind (e; # e;), verschwinden. Im Falle von Entartung (e; = e;) kann keine
Aussage tiber das Verschwinden des Nebendiagonalelementes h;; getétigt werden und es wird in der
Regel endlich bleiben. Sortiert man die Diagonalelemente der Grofle nach, erhélt man eine Matrix
in Blockdiagonalgestalt. Eine vollsténdige Diagonalisierung wird jedoch bei dem von Wegner vorge-
schlagenen Generator (2.2.3) nicht zwangsldufig erreicht.

Dass der diagonale Anteil des Hamiltonoperators Hy(l) im Limes | — oo eine Erhaltungsgrofie
des effektiven Hamiltonoperators H(oo) ist, kann auch mit Hilfe der Komponentendarstellung des
Wegner-Generators (2.2.4) gefolgert werden. Da die Komponenten des Generators 7;; aus dem Pro-
dukt (e; —e;) mit h;; bestehen und im Limes I — oo aufgrund der oben genannten Griinde mindestens
einer dieser Faktoren null ist, gilt

Jim n(l) = lim [Ha(D), O] =0 . (2.2.12)

Der oben dargestellte von Wegner [Weg94| stammende Beweis fiir die Konvergenz der Flussgleichung
sowie das Erreichen einer Blockdiagonalgestalt fiir den gegebenen Generator benutzt als Ausgangs-
punkt die Invarianz der Spur von H? wihrend der unitiren Transformation (2.2.6). Fiir unendlich
dimensionale Systeme ist die Spur im Allgemeinen jedoch gar nicht definiert, man denke hierbei
zum Beispiel an den quantenmechanischen harmonischen Oszillator, dessen unendlich viele Eigen-
werte (E,, = hw (n + %)) proportional zu n ansteigen und somit deren Summe divergiert. Der Beweis
kann jedoch leicht verallgemeinert werden, so dass er auch fiir unendlich dimensionale Matrizen seine
Giiltigkeit behilt [DU04].

2.3 Der Generator von Mielke

Die im letzten Abschnitt dargestellte Wahl des Generators kann sich in manchen Féllen als ungiinstig
erweisen. Besitzt der Hamiltonoperator in einer gegebenen Basis schon eine diagonaldhnliche Gestalt
wie zum Beispiel eine Bandstruktur, d.h.

hij(0) =0 fir |i—j|>M | (2.3.1)

so bleibt diese bei dem von Wegner vorgeschlagenen Generator im Allgemeinen nicht erhalten. Es
wird also wéhrend der Rechnung die Komplexitdt des Problems erhéht. Um dies zu verhindern und
die am Anfang gegebene Bandstruktur auch wéhrend der kontinuierlichen unitdren Transformation
beizubehalten, schlug Mielke [Mie98] den antihermiteschen Generator

Nij = Sgn(i — j)h” (232)

vor, wobei die Signum-Funktion sgn(z) wie iiblich durch

1 firz>0
sgn(z) = 0 firx=0 (2.3.3)
-1 firz<0

definiert ist.
Durch einsetzen des Mielke-Generators (2.3.2) in die Flussgleichung (2.1.5) erhélt man in der gege-
benen Basis

8lhij = Z nikhkj - Z hiknkj
k k

= —sgn(i — 7) (his — hjj) hij + Z ( sgn(i — k) + sgn(j — k)) Rk gy
k#1,5

(2.3.4)
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Der erste Term von Gleichung (2.3.4) verschwindet, sobald |i — j| > M gilt, da der Faktor h;; auf-
grund der Bandstruktur in diesem Fall gleich null ist. Betrachtet man den zweiten Term von Gleichung
(2.3.4), so sieht man, dass gerade das Einfithren der Signum-Funktion in die Definition des Gene-
rators dafiir sorgt, dass auch dieser Term im Fall |i — j| > M verschwindet. Zwar kann der Faktor
hixhy; durchaus ungleich null sein, wenn |i — j| > M gilt, jedoch heben sich dann gerade die beiden
Signum-Funktionen gegenseitig auf. Besitzt H (Il = 0) also eine Bandstruktur, so bleibt diese wiihrend
der gesamten kontinuierlichen unitéren Transformation bestehen.

Nachdem gezeigt wurde, dass die Bandstruktur erhalten bleibt, stellt sich die Frage nach der Kon-
vergenz der Flussgleichung sowie der Diagonalitdt des Hamiltonoperators nach der Transformation.
Um dies zu kldren, betrachtet man die Flussgleichung fiir die diagonalen Elemente der Matrix

Ouhis =2 sgn(i — k)| hix|? (2.3.5)
ki

und bildet die Summe iiber die ersten r Elemente. Dadurch erhélt man folgende Differentialgleichung

O i hii = —22T: Z lhir|> <0 : (2.3.6)
i=1

i=1k>r

Aus Gleichung (2.3.6) wird ersichtlich, dass die Summe der ersten 7 Diagonalelemente Y _;_, hj; eine
monoton fallende Funktion beziiglich [ darstellt. Nimmt man zusétzlich an, dass das Eigenwertspek-
trum des Hamiltonoperators eine untere Schranke besitzt, so ist ebenfalls die Summe der ersten r
Diagonalelemente durch die Summe der r kleinsten Eigenwerte nach unten beschrinkt. Aus diesen
beiden Eigenschaften folgt, dass im Limes [ — oo die Ableitung in Gleichung (2.3.6) verschwindet.
Da der Wert r beliebig gewéhlt werden kann, gilt somit

Jim |hir|> =0 Vi,k mit i £k . (2.3.7)

Man erhélt also selbst im Falle von Entartung eine diagonale Gestalt fiir den Hamiltonoperator H (o).
Zusétzlich lidsst sich anhand der Gleichung (2.3.4) das asymptotische Verhalten der Nebendiagonal-
elemente ablesen. Da diese gegen null streben (2.3.7) und im zweiten Term von Gleichung (2.3.4)
quadratisch auftauchen, kann dieser fiir hinreichend grofle I-Werte vernachlissigt werden. Relevant
tir das asymptotische Verhalten (im Falle h;; # hjj;) ist somit nur der erste Term, wodurch direkt
ein exponentielles Verhalten der Nebendiagonalelemente gefolgert werden kann. Desweiteren folgt aus
Gleichung (2.3.4), dass, wenn h;; gegen null strebt und ! hinreichend gro8 ist,

sgn(i - ]) (h“ - hjj) >0 (238)

gelten muss. Der Generator ordnet somit im Limes [ — oo die Eigenwerte der Groéfle nach. Dabei ist
jedoch zu beachten, dass es eine Verbindung zwischen den zu ordnenden Eigenwerten geben muss.
Besitzt die Matrix zum Beispiel schon bei | = 0 ein Matrixelement h;,;,, welches zu keinem anderen
Matrixelement koppelt (h;,; = 0 Vj), so wird dieses aufgrund der Struktur der Flussgleichung (2.3.4)
nicht umgeordnet. Zusammenfassend besitzt die Flussgleichung fiir den von Mielke formulierten Ge-
nerator die folgenden wichtigen Eigenschaften:

a) Der resultierende Hamiltonoperator H(co) besitzt eine diagonale Gestalt, selbst wenn dieser
ein entartetes Eigenwertspektrum besitzt.

b) Eine bereits vorhandene Bandstruktur bleibt auch wihrend der kontinuierlichen unitéren Trans-
formation erhalten, h;; = 0 fiir [i — j| > M.

¢) Im Falle einer irreduziblen Matrix werden die Eigenwerte der Grofie nach geordnet hj;(c0) >
hj;j(co) fiir ¢ > j. Fiir reduzible Matrizen muss jeder irreduzible Block separat betrachtet
werden.

d) Die Nebendiagonalelemente h;; fallen fiir einen hinreichend grofien I-Wert exponentiell ab,
hij o< exp(—|hii(00) — hj;(c0)|l).
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2.4 Der Generator von Knetter und Uhrig

Obwohl der von Mielke entwickelte Generator viele Vorteile besitzt, ist die Ausgangssituation der
bereits vorhandenen Bandstruktur in der Vielteilchenphysik eher selten gegeben. Ublicher ist hingegen
die Situation, dass der Hamiltonoperator den Wert einer Quantenzahl nur um einen endlichen Wert
dndern kann. Ein Generator, der diese Struktur wéhrend der kontinuierlichen unitéren Transformation
nicht aufbricht und zusétzlich dafiir sorgt, dass im Grenzfall [ — oo der zur Quantenzahl gehorige
Operator mit dem Hamiltonoperator kommutiert, wird im folgenden Abschnitt vorgestellt.

2.4 Der Generator von Knetter und Uhrig

Die Idee eine Signum-Funktion bei der Definition des Generators zu verwenden wurde unabhéngig von
Mielke in einer etwas allgemeineren Form auch von Knetter und Uhrig entwickelt. In ihrer urspriing-
lichen Arbeit [KUO0O] zur dimerisierten und frustrierten Spin S = 1/2 Kette leiten Knetter und Uhrig
mit Hilfe der kontinuierlichen unitdren Transformation ein allgemeines storungstheoretisches Verfah-
ren her, wodurch ein effektiver Hamiltonoperator in beliebiger Ordnung eines Stérungsparameters A
bestimmt werden kann, so dass der ungestorte Hamiltonoperator Hy eine Erhaltungsgrofie darstellt.
Fiir die Entwicklung dieser Stérungstheorie, bei der eine explizite Integration der Flussgleichung nicht
notwendig ist, miissen lediglich die folgenden zwei Voraussetzungen erfiillt sein.

a) Der ungestorte Hamiltonoperator Hy muss ein dquidistantes nach unten beschriinktes Spektrum
besitzen. Somit kénnen die Energieeigenwerte von Hy ohne Einschriankung durch E; = ¢ mit
i € No beschrieben werden. Der zum Energiewert ¢ gehorende Unterraum wird im Folgenden
als U; bezeichnet.

b) Es existiert eine obere Schranke M, so dass der Storterm des Hamiltonoperators Hg nur Un-
terrdume U; mit U; verbindet, fiir die i — j| < M gilt.

Das gesamte Problem kann daher durch einen Hamiltonoperator der Form

M
H=Hy+\A » T, mit (A<1) (2.4.1)
m=—M

beschrieben werden, wobei T;,, den Energieeigenwert um den Wert m erhsht (m > 0) oder verringert
(m < 0)

[Hy,Tp] = mTp . (2.4.2)

Sei nun {|v;)} die Menge der Eigenvektoren des Hamiltonoperators Hy. In dieser Basis sind die
Koeffizienten der Matrizen H, Hy und n gegeben durch

hij (1) = (vil H(1) |v5) (2.4.3a)
hg; = (vil Ho [v5) (2.4.3b)
ni5 (1) = (vil n(l) [v;) (2.4.3¢)
und der von Knetter und Uhrig [KU0O] verwendete Generator nimmt die Form
i (1) = sgn (hg; — hY;) has (1) (2.4.4)

an. Dieser Generator (2.4.4) kann auch unabhingig von einer storungstheoretischen Behandlung
betrachtet werden; dazu braucht der Operator Hy nicht einmal Bestandteil des Hamiltonoperators H
zu sein. Mochte man zum Beispiel erreichen, dass der Hamiltonoperator H nach der kontinuierlichen
unitéren Transformation (I — oo) mit einem beliebigen Quantenzahloperator @ kommutiert ([H, Q] =
0), so dass @ eine Erhaltungsgrofie darstellt, wihlt man als Generator

i (1) = sgn (i — ) haj (1) : (2.4.5)
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2 Flussgleichungsmethode

Die auftretenden Matrixelemente seien dabei analog zu (2.4.3a) bis (2.4.3c) definiert, wobei die Menge
{|vi)} nun eine Basis von Eigenzusténden zur Quantenzahl @) darstelle

hij (1) = (vil H(1) |v;) (2.4.6a)
gi; = (1| Q |v;) (2.4.6Db)
mi; () = (il n(0) lvg) (2.4.6¢)

Im Vergleich mit dem von Mielke vorgeschlagenen Generator (2.3.2) sieht man, dass lediglich das Ar-
gument der Signum-Funktion zu &ndern ist. Dort, wo vorher die Indizes der Matrixelemente standen,
stehen nun die Diagonalelemente der Erhaltungsgrofle.

Der Beweis fiir die Konvergenz und das Erreichen einer Erhaltungsgréfie bei dem von Knetter und
Uhrig vorgeschlagenen Generator (2.4.5) verlduft &hnlich zu dem Beweis von Mielke (siehe oben,
[Mie98]). Wie schon in den vorherigen Abschnitten wird im Folgenden der Flussparamter [ unter-
driickt. Setzt man den Generator (2.4.5) in die Flussgleichung (2.1.5) ein, so erhélt man

Ohi; = Znikhkj - Z Pk
% %

= —sgn(qii — qj5) (hii — hjj) hij + Z (Sgn(qn' — qrk) + sgn(qj; — Qkk)) ik hugj
k#i,j
(2.4.7)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien die Eigenzustinde {|v;)} so angeordnet, dass g > ¢;; ist,
falls k > i gilt. Betrachtet man nun die Summe der ersten r Diagonalelemente des Hamiltonoperators
H(1), so erhélt man die Differentialgleichung

19) Z hy = 22 Z sgn(qi; — Qkk)|hik|2 <0 . (2.4.8)
i=1

i=1k>r

Die rechte Seite der Gleichung (2.4.8) ist aufgrund der Anordnung der Eigenzustéinde immer kleiner
gleich null. Somit verlduft die Argumentation, dass die Flussgleichung fiir den Fall [ — oo konver-
giert, ab hier vollkommen analog zu der Argumentation im vorigen Abschnitt, wo die Konvergenz
der Flussgleichung im Falle der Mielkeschen Generatorwahl gezeigt wurde. Da die rechte Seite der
Gleichung (2.4.8) nie positiv wird, ist die Summe der ersten r Diagonalelemente ., h;; eine mo-
noton fallende Funktion beziiglich [. Ist diese zusétzlich nach unten beschrdnkt, so folgt direkt die
Konvergenz fiir [ — co. Aus dem Verschwinden der Ableitung von > ._, hy; fiir beliebige Werte von
r kann nun geschlossen werden, dass

Jim sen(gii — qrr)|hik)> =0 Vi k mit i #k (2.4.9)

gelten muss. Um diese Gleichung (2.4.9) zu erfiillen, muss entweder ¢;; = gix gelten oder das Matrix-
element h;;(00) verschwinden. Im ersten Fall sind die Eigenzusténde |v;) und |vg) entartet beziiglich
des Quantenzahloperators (). Liegt jedoch keine Entartung beziiglich @ vor, so muss das Matri-
xelement h;i(00), welches die beiden Zusténde |v;) und |vg) verbindet, gleich null sein. Der Ha-
miltonoperator H(oo) besitzt somit eine Blockdiagonalgestalt und die Quantenzahl @ bildet eine
Erhaltungsgrofie

Jim [QHI] =0 . (2.4.10)

Aus dem Beweis wird ersichtlich, dass das oben in a) vorausgesetzte dquidistante Spektrum in H
bzw. @ nicht unbedingt notwendig ist fiir die Verwendung des Generators (2.4.4), solange man nicht
an einer systematischen Storungsentwicklung beziiglich eines Stérparameters A interessiert ist. Hin-
gegen ist es bei der Wahl des von Knetter und Uhrig vorgeschlagenen Generators fiir die Konvergenz
der Flussgleichung (2.4.7) wichtig, dass der gesamte Hamiltonoperator H ein nach unten beschrink-
tes Spektrum besitzt. Nicht nur der ungestérte Hamiltonoperator Hy, wie in a) gefordert, soll diese
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Eigenschaft besitzen. Da reale Systeme jedoch einen kleinsten Eigenwert besitzen sollten, wodurch
der Grundzustand definiert wird, ist diese Eigenschaft fast immer erfiillt.

Eine weitere Analogie des Knetter-Uhrig-Generators zu dem von Mielke verwendeten Generator ist die
Erhaltung einer bestehenden Struktur auch wéhrend der kontinuierlichen unitdren Transformation.
Erneut wird dieses durch die Verwendung der Signum-Funktion erreicht. Besitzt der Starthamilton-
operator H(0) eine Blockstruktur geméfl

hij(0) =0 fir [g; —qj| > M (2.4.11)

so sieht man bei genauerer Betrachtung der Flussgleichung (2.4.7), dass diese Blockstruktur fiir je-
den [ Wert bestehen bleibt. Der erste Term in Gleichung (2.4.7) ist direkt proportional zu h;;. Ist
also h;;(0) = 0, so wird der Koeffizient h;;(I) durch den ersten Term der Gleichung wéhrend der
Transformation nicht veréndert. Im zweiten Term der Gleichung (2.4.7) sorgt gerade die Summe der
Signum-Funktionen dafiir, dass dieser verschwindet, sobald |g;; — g;;| > M gilt. Der Faktor h;hy;
kann im Allgemeinen von null verschieden sein, selbst wenn |q; — ¢;;| > M gilt.

Ebenfalls kann man aufgrund der Struktur der Flussgleichung (2.4.7) Aussagen iiber das asymptoti-
sche Verhalten von Matrixelementen, welche unterschiedliche Blocke (gi; # ¢;;) miteinander verbin-
den, treffen. Da die entsprechenden Matrixelemente h;; asymptotisch gegen null gehen und im zweiten
Term der Flussgleichung nur Produkte h;;hy; von zwei solcher Matrixelemente auftreten, ist dieser
Term fiir hinreichend grofie I-Werte vernachléssigbar. Sind zusétzlich die Diagonalelemente h;; und
hj; unterschiedlich, so folgt aufgrund des ersten Terms der Flussgleichung (2.4.7) ein exponentielles
Verhalten der jeweiligen Matrixelemente.

Im nédchsten Abschnitt soll die iibliche Anwendung des Knetter-Uhrig-Generators, bei der der Quan-
tenzahloperator @ durch einen Teilchenzahloperator bzw. Quasiteilchenzahloperator gegeben ist, ge-
nauer untersucht werden. Ebenfalls werden in diesem Fall Aussagen iiber die Anordnung der Matri-
xelemente des Hamiltonoperators dargestellt.

2.5 Erzeugung quasiteilchenerhaltender Hamiltonoperatoren

Mit dem im vorherigen Abschnitt diskutierten Generator (2.4.5) lassen sich nun teilchenzahlerhalten-
de bzw. quasiteilchenzahlerhaltende effektive Hamiltonoperatoren erzeugen. Da es fiir den Formalis-
mus vollkommmen unerheblich ist, ob es sich um echte physikalische Teilchen oder um Quasiteilchen
handelt, wird im Folgenden nur noch von Teilchen gesprochen. Um einen teilchenzahlerhaltenden ef-
fektiven Hamiltonoperator zu erzeugen, verwendet man als Quantenzahloperator @ einen Operator,
der die Teilchenzahl z&hlt. Mit |n) werde ein Eigenzustand zum Teilchenzahloperator @ bezeichnet,
der aus n-Teilchen besteht, so dass gilt

Qln)=n|n) . (2.5.1)

Betrachtet man ein System mit k& unterschiedlichen Teilchen, so kann ein Zustand durch |nq, ..., ng)
beschrieben werden, wobei das i-te Teilchen n; mal im Zustand enthalten ist.

Qlni,...,ng) =1 +...+nk)|n1,...,ng) =nlng, ..., ng) (2.5.2)

In der vorliegenden Arbeit wird der Teilchenzahloperator @ immer gegeben sein durch einen Ausdruck
der Form

k
Q= an mit n; = ala,, (2.5.3)
i=1

wobei die Operatoren a; entweder Bosonen oder Fermionen darstellen. Sie geniigen demnach also
entweder den Kommutatorrelationen

{ai,aﬂ = {ai,aﬂ_ = aia; - a;r-al- = 0;j (2.5.4a)
|:al_7aj:| = |:a/'ir7 a;:| =0 (254b)
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fiir bosonische Operatoren oder den Antikommutatorrelationen

i &g i &g
_J il
{ai,aj} = {a“aj} =0 (255b)

fiir fermionische Operatoren. Eine ausfiihrliche Beschreibung der mathematischen Struktur von fer-
mionischen und bosonischen Zusténden findet sich zum Beispiel in den Biichern [BR86, Sch05].

{a- aT} = {a- aT}Jr = aia} + a}ai = 045 (2.5.5a)

2.5.1 Aligemeine Struktur des effektiven Hamiltonoperators Hg

Die allgemeine Struktur des effektiven Hamiltonoperators Heg, welcher durch die Verwendung des
Knetter-Uhrig-Generators im Grenzfall [ — oo erzeugt wird, ist gegeben durch

Hyg=Hy+H  +Hy+... (2.5.6)

wobei die Operatoren H,, gemaf

HO :hol (257&)
k
H, :Z hi;j a;,ra,j (257b)
57
k
Hy = Z Riyisgi o %Tl GL%% (2.5.7¢)
11,123J1,72
k
Hn — Z h’il...in;jl»njn aIl e a]jna/jl e ajn (257d)

definiert sind [KSUO03b]. Anhand dieser Struktur sicht man, dass der Eigenwert des Vakuums |0)
gegeben ist durch ho. Fiir sémtliche Eigenwerte der Einteilchenzustéinde |a;) = a! [0) sind nur die
Operatoren Hy und H; relevant. Mochte man die Eigenwerte der Zweiteilchenzustéinde betrachten,
so sind die Operatoren Hy, H; und Hs zu beriicksichtigen, usw. . Der Aufwand der Diagonalisierung
steigt somit mit der Teilchenzahl. Eine wichtige Eigenschaft des Knetter-Uhrig-Generators ist jedoch,
dass er unter bestimmten Vorraussetzungen die Energieeigenwerte so ordnet, dass ein groflerer Ei-
genwert einer gleichen oder grofleren Teilchenzahl entspricht. Dies bedeutet insbesondere, dass der
Grundzustand des Systems, also der Zustand mit dem kleinsten Eigenwert, nach der kontinuierlichen
unitdren Transformation dem Vakuumzustand |0) entspricht. Ist man also am Grundzustandser-
wartungswert und an den niederenergetischen Anregungen interessiert, so miissen Unterrdume mit
grofierer Teilchenzahl nicht betrachtet werden. Diese Eigenschaft soll nun im néchsten Abschnitt 2.5.2
genauer dargestellt werden.

2.5.2 Anordnung der Energieeigenwerte

Um Aussagen iiber die Anordnung der Eigenzustdnde des Quantenzahloperators @ in Abhéngigkeit
derer Energieeigenwerte und Teilchenzahlen zu treffen, betrachtet man die Gleichung (2.4.7). Da
die nichtdiagonalen Matrixelemente h;; mit ¢ # j im Falle der Konvergenz fiir grofie Werte [ sich
asymptotisch der Null ndhern, kann der zweite Term, der Produkte aus jeweils zwei nichtdiagona-
len Matrixelementen enthélt, fiir einen hinreichend groflen Wert von [ gegeniiber dem ersten Term
vernachléssigt werden. Ist der Parameter | hinreichend grof}, so vereinfacht sich demnach Gleichung
(2.4.7) zu

Ahij ~ — sgn(qii — qj5) (hii — hjj) hij (2.5.8)
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Konvergiert die kontinuierliche unitdre Transformation, so muss das Matrixelement h;; gegen null
streben. Dies ist jedoch fiir die obige Gleichung (2.5.8) nur dann der Fall, wenn

sgn(qii — j;) (hii — hj;) >0 (2.5.9)

gilt. Demnach ordnet der Knetter-Uhrig-Generator asymptotisch die Zustinde so an, dass, wenn
hii < hjj gilt, ebenfalls ¢;; < ¢;; gilt. Insbesondere ordnet er also dem Vakuumzustand |0) den Zu-
stand mit dem kleinsten Energiewert zu und sorgt somit dafiir, dass der Grundzustand durch den
Vakuumzustand |0) beschrieben wird.

Diese Aussage stimmt jedoch nicht immer. Die durchgefiihrte Herleitung ist nur dann richtig, wenn
das Matrixelement h;; nicht wihrend der gesamten unitéren Transformation identisch null ist [HU02].
So kann zum Beispiel ein Zustand 7 mit dem Eigenwert h;;, der vollig abgekoppelt ist von allen an-
deren Zusténden (h;; = 0 Vj # 4) und somit nicht geordnet wird, jeden beliebigen Eigenwert h;;
besitzen. Er kann somit auch energetisch tiefer als der Vakuumzustand liegen.

Allgemein sorgen Symmetrien, welche durch den Generator n nicht gebrochen werden, dafiir, dass
unterschiedliche Matrixelemente nicht miteinander koppeln. In der vorliegenden Arbeit bleibt zum
Beispiel bei jeder durchgefiihrten kontinuierlichen unitéren Transformation (vgl. Abschnitt 4.3, 5.3
und 6.3) die z-Komponente des Gesamtspins erhalten, so dass es moglich ist, dass nach der kontinu-
ierlichen unitéren Transformation im Zweiteilchen-Unterraum Zusténde existieren, welche energetisch
tiefer liegen als Zusténde im Einteilchen-Unterraum.

2.5.3 Trunkierungsmoglichkeiten

Wihrend das asymptotische Verhalten der kontinuierlichen unitdren Transformation iiblicherweise
anhand der Matrixelemente h;; untersucht wird, geschieht das Aufstellen der Flussgleichung im Falle
des Knetter-Uhrig-Generators in konkreten Rechnungen direkt anhand der Flussgleichung (2.1.5).
Es muss somit der Kommutator [n, H] berechnet werden und anschlieBend ein Koeffizientenvergleich
durchgefiihrt werden. Eine praktische Eigenschaft des Knetter-Uhrig-Generators ist dabei, dass der
Generator 1 ohne weitere Berechnungen direkt anhand des Hamiltonoperators bestimmt werden kann.
Die in der vorliegenden Arbeit betrachteten fermionischen oder bosonischen Hamiltonoperatoren H
besitzen alle die Struktur

H=H'+H"+H |, (2.5.10)

wobei der Operator H alle Terme beinhaltet, welche die Teilchenzahl nicht verindern und der Ope-
rator H* (H~) nur aus Termen besteht, welche die Teilchenzahl erhéhen (verringern). Damit der
Hamiltonoperator hermitesch ist, muss dabei gelten (H*)" = H~. Der Knetter-Uhrig-Generator ist
dann einfach gegeben durch

n=H"—H . (2.5.11)

Ublicherweise werden bei der Berechnung des Kommutators [, H] Terme von Operatoren entstehen,
welche im Ausgangshamiltonoperator nicht vorhanden waren. Man kann mit diesen neu auftretenden
Termen auf unterschiedliche Art und Weise verfahren.

a) Fiir eine exakte Rechnung miissten alle neu auftretenden Terme sowohl in dem Ausgangsha-
miltonoperator als auch, sofern sie die Teilchenzahl veréindern, in dem Generator beriicksichtigt
werden und der Kommutator [, H] erneut unter Beriicksichtigung dieser neuen Terme berech-
net werden. Natiirlich konnen dabei wieder neue Terme entstehen. Bei unendlich dimensionalen
Hilbertrdaumen, so wie es zum Beispiel bei Hamiltonoperatoren, welche Bosonen enthalten, der
Fall ist, koénnen so immer mehr neue Terme entstehen, ohne dass das Verfahren abbricht. Alle
Koeffizienten, die zu neu entstehenden Termen gehéren, besitzen fiir [ = 0 den Wert Null.

b) Eine mogliche Approximation ist es gar keinen oder nur einen Teil der neu entstehenden Terme
zu beriicksichtigen. Insbesondere bei unendlich dimensionalen Hilbertraumen muss eine solche
Trunkierung iiblicherweise durchgefiihrt werden. Jedoch selbst bei endlichen hochdimensionalen
Problemen ist es in konkreten Rechnungen meist unmdoglich, alle neu auftretenden Terme zu
bertiicksichtigen, so dass ebenfalls eine Trunkierung durchgefithrt werden muss.
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Im Allgemeinen ist es schwierig zu entscheiden, welche Terme wichtig sind und welche vernachléssigt
werden konnen. Neben falschen Ergebnissen kann zum Beispiel die Vernachldssigung mancher Terme
dazu fiihren, dass die kontinuierliche unitére Transformation nicht einmal mehr konvergiert (vgl. z.B.
Abschnitt 5.3). Wichtig zu erwihnen ist auch, dass durch die Trunkierung die Unitaritéit der konti-
nuierlichen Transformation verletzt werden kann'.

Der Knetter-Uhrig-Generator liefert jedoch eine intuitive Moglichkeit der Trunkierung. Dazu ordnet
man zunéchst die neu entstehenden Terme beziiglich des Vakuumzustands |0) normal. Die Operato-
ren jedes Terms werden dabei unter Beriicksichtigung der Vertauschungsrelationen so geordnet, dass
alle teilchenerzeugenden Operatoren a;‘ links von den teilchenvernichtenden Operatoren a, stehen.
Ein Term, der nach der Normalordnung zum Beispiel aus sechs Operatoren besteht, beschreibt eine
Wechselwirkung, bei der zumindest ein Zustand beteiligt sein muss, welcher aus mindestens drei Teil-
chen aufgebaut ist. Fiir die tiefstliegenden Energieeigenwerte sollten solche Zustédnde eine geringere
Bedeutung haben als Zusténde, die zum Beispiel aus nur einem oder zwei Teilchen bestehen.

Es liegt daher nahe nach der Normalordnung nur Terme zu beriicksichtigen, die eine gewisse Anzahl
an Operatoren nicht iiberschreiten.

Damit jedoch die zuvor getdtigte Annahme gilt, dass die tiefstliegenden Energieeigenwerte durch
Zusténde mit geringer Teilchenzahl beschrieben werden, muss der Grundzustand hinreichend gut
durch den Vakuumzustand |0), beziiglich dessen die Normalordnung durchgefiihrt wird, beschrieben
werden.

2.5.4 Mogliche Variation des Generators

Um die Konvergenz im Falle einer trunkierten Flussgleichung zu verbessern, kann es sinvoll sein, einen
Generator zu verwenden, welcher nicht alle teilchenzahldndernden Terme enthilt (vgl. dazu Abschnitt
6.3.2 und Abschnitt 6.3.3). Moglich ist zum Beispiel die Verwendung eines Generators, der nur Terme
enthélt, welche ausschliefllich aus Erzeugern oder Vernichtern bestehen. Dadurch werden fiir [ — oo
alle Matrixelemente hg; mit 7 # 0 gleich null, so dass immer noch der Vakuumerwartungswert hog
bestimmt werden kann. Eine zuvor vorhandene Blockstruktur (2.4.11) kann in diesem Fall jedoch
zerstort werden.

2.6 Anmerkungen zur Implementierung

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Aspekte der Implementierung der Flussgleichungsmetho-
de dargestellt.

Die Bestimmung des Eigenwertspektrums eines Hamiltonoperators H mit Hilfe der Flussgleichungs-
methode kann in drei Schritte unterteilt werden:

i) Aufstellen der Flussgleichung durch Berechnung des Kommutators [n, H] und anschliefendem
Koeffizientenvergleich.

ii) Integration der Flussgleichung.

iii) Diagonalisierung des durch die Integration der Flussgleichung erzielten effektiven Hamiltonope-
rators Heg.

Fiir die Behandlung des in Kapitel 4 und 5 betrachteten Heisenberg-Dimers ist lediglich ein Pro-
gramm zur Integration der Flussgleichung notwendig, da das Aufstellen der Flussgleichung und die
Bestimmung der relevanten Eigenwerte des effektiven Hamiltonoperators mit vertretbarem Aufwand
per Hand durchgefiihrt werden kann. Dennoch wurde der Kommutator [n, H] ebenfalls mit Hilfe des
Computeralgebra-Programms MATHEMATICA 4.1 berechnet, um Rechenfehler auszuschliefen. Wie
man mit Hilfe von MATHEMATICA nicht kommutative Grofien behandeln kann, wird in Anhang D
beschrieben. MATHEMATICA 4.1 wurde ebenfalls verwendet, um die Flussgleichungen im Fall des
Heisenberg-Dimers numerisch zu integrieren.

1Es wird dennoch im Folgenden auch bei trunkierten Rechnungen immer von unitiren Transformationen gesprochen
werden.
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2.6 Anmerkungen zur Implementierung

Bei dem in Kapitel 6 behandelten Heisenberg-Quadrat wurde zum Aufstellen der Flussgleichung ein
C++ Programm verwendet, welches im folgenden Abschnitt genauer beschrieben wird. Zum Integrie-
ren der Flussgleichung wurden Runge-Kutta-Methoden verwendet [PTVF02]. Im letzten Abschnitt
2.6.2 dieses Kapitels wird beschrieben, wie letztendlich die effektiven Hamiltonoperatoren diagonali-
siert wurden.

Bei einer numerischen Behandlung kann eine gegebene Flussgleichung natiirlich nur bis zu einem be-
stimmten endlichen Wert von [ integriert werden. Um ein Maf fiir die Abweichung zum vollsténdigen
teilchenzahlerhaltenden effektiven Hamiltonoperator zu haben, wird die Gréfie srod (square root of
the residual off-diagonality) eingefiihrt. Sie ist definiert als die Wurzel der Summe der Quadrate von
derjenigen Koeffizienten, welche zum Generator beitragen.

2.6.1 Beschreibung des Programms zur Bestimmung der Flussgleichung

Die Struktur des Programms, welches zum Aufstellen der Flussgleichung verwendet wurde, entspricht
der des Programms von Alexander Reischl, mit dessen Hilfe verschiedene Modelle aus dem Gebiet
der stark korrelierten Festkorpersysteme und der optischen Gitter behandelt wurden [Rei06].

In der vorliegenden Arbeit werden Hamiltonoperatoren betrachtet, welche entweder aus fermionischen
oder bosonischen Operatoren aufgebaut sind. Diese Operatoren werden als Objekte einer Klasse op
implementiert und beschrieben durch drei Elemente i, op_state und op_ann (vgl. Abbildung 2.2).

class op
private:
short i;
short op_state;
bool op_ann;

Abbildung 2.2: Darstellung von Operatoren in der Programmiersprache C++.

Das Element i représentiert den Gitterplatz, auf dem der entsprechende Operator wirkt. Durch
op-ann wird angegeben, ob der jeweilige Operator ein Vernichter ist oder nicht, und zuletzt werden
durch op_state unterschiedliche Operatoren unterschieden, welche auf demselben Gitterplatz wirken.
Ein Term des betrachteten Hamiltonoperators besteht aus mehreren solcher Operatoren und einem
Vorfaktor (prefactor). Diese Terme werden durch eine Klasse term dargestellt (vgl. Abbildung
2.3). Wichtig ist dabei den Vorfaktor jedes Terms als exakten Bruch zu behandeln und durch zwei

class term
private:
fraction prefactor;
vector<op> ops;

Abbildung 2.3: Darstellung eines Terms des Hamiltonoperators in der Programmier-
sprache C++. Jeder Term des Hamiltonoperators besteht aus einem exakten Bruch
als Vorfaktor und einem Vektor von Operatoren.

ganzzahlige Grofen darzustellen, so dass keine Rundungsfehler auftreten und die Flussgleichung somit
exakt aufgestellt werden kann.

Der Hamiltonoperator selber wird als Vektor von Termen betrachtet. Das Programm verwendet
zunichst keine Symmetrien, so dass wirklich jeder Term des Hamiltonoperators bei dem Aufstellen
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2 Flussgleichungsmethode

der Flussgleichung beriicksichtigt wird.

Die zentrale Aufgabe beim Aufstellen der Flussgleichung ist die Berechnung des Kommutators [, H].
Im Falle des Knetter-Uhrig-Generators muss der Generator nicht separat abgespeichert werden, da
er nur aus Termen besteht, welche schon im Hamiltonoperator selbst vorkommen. Es muss lediglich
gemif (2.5.11) der richtige Vorfaktor bestimmt werden.

Um den Kommutator [n, H] vollstindig zu berechnen, werden zuniichst in einer dufieren Schleife alle
Terme des Hamiltonoperators H durchlaufen und in einer inneren Schleife alle Terme des Generators
n. Der Kommutator von zwei Termen A und B wird im bosonischen Fall mit Hilfe der Gleichung?

[A,B] = ﬁai, ﬁ bi’

i=1 i'=1

o . / (2.6.1)
H%) [T b ) law bl | TT b5 IT @

i=1 i'=1 ' =k'+1 j=k+1

berechnet. Im Fall von Fermionen kann der Kommutator [A, B] auch durch Antikommuatoren dar-
gestellt werden, da fiir gerade n’ gilt

[A,B] = ﬁai, ﬁ bi’
i=1

i'=1

n n' k—1 K —1 " =
33 o (o) (o) e | 11 0) (11
i=1 /=1

k=1k'=1 jl=k'+1 j=k+1

Alle Terme, die durch den Kommutator entstehen, werden anschliefend normalgeordnet, so dass alle
Erzeuger links stehen und alle Vernichter rechts. Nach diesem Schritt wird eine eventuelle Trunkierung
durchgefiihrt. Sollten danach Terme existieren, welche noch nicht im Hamiltonoperator vorhanden
sind, so wird dementsprechend der Hamiltonoperator erweitert. Die Beitriage zur Flussgleichung durch
die neuen Terme werden in einem spéteren zweiten Aufruf der beiden Schleifen beriicksichtigt. Sollten
erneut neue Terme entstehen, so ist noch ein dritter Durchlauf nétig, usw. .

Verwendung der Hermitezitat des Hamiltonoperators

Um die Symmetrie der Koeffizienten der Flussgleichung, welche aufgrund der Hermitezitéit des Ha-
miltonoperators gegeben ist, zu verwenden, werden Koeflizienten, die zu zueinander adjungierten
Termen gehoren, zusammengefasst. Dieser Schritt wird erst durchgefiihrt, nachdem die vollstandige
Flussgleichung aufgestellt wurde. Um die Rechenzeit des Programms zu verkiirzen wére es sinnvoller
gewesen diese Symmetrie schon direkt bei dem Aufstellen der Flussgleichung zu verwenden [Rei06].
Da allerdings im Verlauf dieser Arbeit nicht allzu grofie Systeme betrachtet wurden und somit die
Rechenzeiten zum Aufstellen der Flussgleichung nicht allzu lang waren, wurde aufgrund der aufwen-
digeren Implementierung darauf verzichtet.

Durch das Reduzieren der Anzahl an Koeflizienten wird der notige Zeitaufwand zum Integrieren der
Flussgleichung verkiirzt.

2.6.2 Diagonalisierung der effektiven Hamiltonoperatoren

Bei der Verwendung des Knetter-Uhrig-Generators entsteht ein blockdiagonaler effektiver Hamilton-
operator Heg, welcher nur noch Zustdnde mit gleicher Teilchenzahl verbindet. Jeder teilchenzah-
lerhaltende Block kann daher nach der kontinuierlichen unitdren Transformation separat behandelt
werden.

IDie Gleichungen 2.6.1 und 2.6.2 gelten fiir beliebige Operatoren a; und b; und nicht nur fiir Bosonen bzw. Fermionen.
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Um diese Blocke zu diagonalisieren, wurde zunéchst eine Matrixdarstellung des effektiven Hamil-
tonoperators Heg im jeweiligen Unterraum fester Teilchenzahl berechnet und diese anschliefend mit
MATHEMATICA 4.1 diagonalisiert.

Jeder fermionische oder bosonische Zustand aus n-Teilchen kann durch einen Term von n Operatoren
und dem Vakuumzustand |0) dargestellt werden

lap---ay) =al - al j0) . (2.6.3)
Ein Matrixelement ist dann gegeben durch
(dy---dl| Hoglay -~ an) = (0]d, - --a) Heg al---al |0) . (2.6.4)

Ordnet man den Ausdruck a}, ---a}] Heg aJ{ ---al normal, so sind fiir das Matrixelement nur noch
die konstanten Beitrége relevant. Auf diese Art und Weise werden die jeweiligen Matrixelemente
numerisch berechnet. Dabei wurde die Datenstruktur des Programms, welches zum Aufstellen der
Flussgleichung verwendet wurde, iibernommen (vgl. Abschnitt 2.6.1).

Die Einschrinkung auf teilchenzahlerhaltende Hamiltonoperatoren ist dabei nicht notwendig, so dass
es mit dem Programm ebenfalls moglich ist, zu jedem Zeitpunkt [ der kontinuierlichen Transformation
eine Matrixdarstellung des Hamiltonoperators H(l) zu bestimmen. Lediglich die Beschriinkung auf
einen Unterraum mit fester Teilchenzahl ist nicht mehr mdoglich ohne die Ergebnisse zu verfilschen.
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3 Vorstellung der betrachteten Modelle

Das in Kapitel 4 und 5 untersuchte Heisenberg-Dimer sowie das in Kapitel 6 betrachtete Heisenberg-
Quadrat werden in diesem Kapitel vorgestellt. Beide Modelle sind einfache Spezialfille des antiferro-
magnetischen Heisenberg-Modells, welches als Erstes kurz vorgestellt wird. Sowohl fiir das Heisenberg-
Dimer als auch fiir das Heisenberg-Quadrat ist es moglich, das Eigenwertspektrum komplett anzu-
geben. Somit konnen die gendherten Ergebnisse der spéteren alternative Behandlung dieser Modelle
mittels kontinuierlicher unitérer Transformationen mit den exakten Ergebnissen verglichen werden.

3.1 Das antiferromagnetische Heisenberg-Modell

Ein hiufig untersuchtes effektives Modell ist das isotrope antiferromagnetische Heisenberg-Modell

H=7JY 88 mit J>0 : (3.1.1)
(i)

Dabei wird mit (ij) die Summierung iiber néchste Nachbarn bezeichnet. Die Komponenten S¥, S7
und S7 des Vektoroperators S; fiir den i-ten Spin erfiillen die Vertauschungsrelationen

[S?,Sﬂ =iy sy (3.1.2)
v

wobei die griechischen Buchstaben die Werte z, y, z annehmen kénnen und €*?7 der total antisym-
metrische Tensor dritter Stufe ist. Das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum wurde gleich eins
gesetzt (h = 1). Spinoperatoren auf unterschiedlichen Gitterplitzen 4, mit ¢ # j kommutieren. Fiir
den Fall Spin % kann jeder Spinoperator S durch

S=-¢o (3.1.3)

dargestellt werden, wobei der Vektor der Pauli-Matrizen o gegeben ist durch

UT_(aw,ay,aZ)_K(l) (1))<? ‘0’)@ _01)] . (3.1.4)

Das antiferromagnetische Heisenberg-Modell (3.1.1) kann in diesem Fall als Grenzfall des Hubbard-
Modells [HL67, And59] fiir groBe Wechselwirkungen U im Vergleich zur Hiipfamplitude ¢ bei halber
Bandfiillung betrachtet werden. Der Hamiltonoperator des Hubbard-Modells ist gegeben durch

H= —tz (cjgcjg + c}tycig) + UZ CZTCz’TCILCil (3.1.5)
(ig) o=T.1 d

mit den fermionischen Operatoren c¢;,. Fiir den Parameter J des Heisenberg-Modells und die im
Hubbard-Modell vorkommenden Parameter ¢ und U gilt dann der Zusammenhang J = % <1.

3.2 Das Heisenberg-Dimer

Das einfachste antiferromagnetische Heisenberg-Modell, welches betrachtet werden kann, ist das an-
tiferromagnetische Heisenberg-Dimer (vgl. Abbildung 3.1). In diesem Falle werden einfach nur zwei
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3 Vorstellung der betrachteten Modelle
Abbildung 3.1: Schematische Darstellung eines Heisenberg-Dimers

wechselwirkende Spins (S = %) betrachtet, so dass der Hamiltonoperator des antiferromagnetischen
Heisenberg-Dimers durch

H=JS:S; mit J>0 (321)

gegeben ist. Dieses vierdimensionale Modell wird in fast jedem einfithrenden Buch iiber Quantenme-
chanik behandelt, welches Drehimpulsaddition enthélt [Nol06].
Das Heisenberg-Dimer (3.2.1) besitzt die zwei miteinander kommutierenden Erhaltungsgréfien

Sges =S1+8Sy (322&)
und
Sh.=SP+SE (3.2.2b)

wobei Sges als Gesamtspin bezeichnet wird und SZ.; demnach als z-Komponente des Gesamtspins. Die
vier Eigenzustinde |Sges, Mges) des Heisenberg-Dimers (3.2.1) lassen sich durch die Quantenzahlen

Sges und myges dieser beiden Erhaltungsgrofen (3.2.2) vollsténdig beschreiben
Sges | Saes; Mges) =Sges (Sges + 1) [Sgess Mges)  fr  Sges = 0,1 (3.2.3a)
Sgcs |Sg087 mgcs> =Mges |Sg087 mgcs> fiir - Sgcs < Mges, Mges + 17 .. < Sgcs . (323b)

Der Zustand mit Sges = 0 wird als Singulett und die drei Zustdnde mit Sges = 1 als Triplett bezeich-
net.

Eine ebenfalls ibliche Darstellung der vier Eigenzusténde erhilt man, indem man die Eigenzusténde
[Sges, Mges) als Summe von Zusténden |mq, mo), welche durch die Quantenzahlen m, und ms beziiglich
der Operatoren S7 und S5 beschrieben werden, darstellt. Ublicherweise wird dabei fiir m; = 1 das
Symbol T (Spin up) verwendet und fiir m; = —% das Symbol | (Spin down). Die Entwicklungsko-
effizienten dieses Basiswechsels sind durch die sogenannten Clebsch-Gordan-Koeflizienten gegeben.
Die unterschiedlichen Darstellungen der vier Eigenzustinde des Heisenberg-Dimers (3.1.1) und deren

Quantenzahlen sowie der jeweilige Eigenwert E sind in Tabelle 3.1 dargestellt.

Tabelle 3.1: Eigenzusténde des Heisenberg-Dimers

Darstellungen des Zustandes Energieeigenwert E Sees Mges

Singulett-Zustand

1) = 10,0) = L (1) — [11)) =y 0 0

Triplett-Zustiande

[t1) = [1,0) = &5 (111) +111)) L | 0
t2) = [1,1) = 11) 1y | |
ta) = [1,—1) = |11) 1y | 1
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3.3 Das Heisenberg-Quadrat

3.3 Das Heisenberg-Quadrat

In Abbildung 3.2 ist das Heisenberg-Quadrat schematisch dargestellt. Der Hamiltonoperator des

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung eines Heisenberg-Quadrats

Heisenberg-Quadrats ist durch

H=7)8;S;=J(S:S2 + 8283 + 838, + S481) mit J >0 (3.3.1)
(i7)

gegeben. Dieser Hamiltonoperator (3.3.1) kann auf die Form

J
H=3 (S2.. —Sis —S3,) (3.3.2)

gebracht werden [SLO00], wobei der Gesamtspin Sges und die Grofien S13 und Sa4 gegeben sind durch

Sges =S13 +S24 = S1 +S2 +S3 + S4 (3.3.3a)
S13 =S1+ S3 (3.3.3b)
Soy =So+S4 . (333C)

Dabei kommutieren die Operatoren Sges, S13 und Soy alle untereinander sowie mit dem Hamilton-
operator H des Heisenberg-Quadrats (3.3.1). Die Energieeigenwerte des Heisenberg-Quadrats sind
somit gegeben durch

J

ESyeriS10,520 = 5 | Sges(Sges +1) = 513(S13 +1) — Saa(S24 + nl . (3.3.4)

Fiir den Fall Spin % konnen die Quantenzahlen Si3 und Sp4 maximal den Wert 1 annehmen und Sges
minimal den Wert 0. Der Grundzustandserwartungswert ist demnach Ey = —2J.

Als vierte Erhaltungsgrofie, welche mit allen drei Operatoren (3.3.3) kommutiert, kann z.B. noch die
z-Komponente des Gesamtspins Sz, = ST + 55 + S5 + 57 betrachtet werden. Insgesamt bilden diese
vier Erhaltungsgrossen einen vollstéindigen Satz kommutierender Observablen. In Tabelle 3.2 sind
Energiecigenwerte ' zu den jeweiligen Quantenzahlen Sges, Si3, S13 und mges dargestellt.
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Tabelle 3.2: Eigenzustidnde des Heisenberg-Quadrats

Energieeigenwert F Sges Mges S13 Sa4
—2J 0 0 1 1
—J 1 -1 1 1
—J 1 0 1 1
—J 1 1 1 1
0 0 0 0 0
0 1 -1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 0 1
0 1 -1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 1 0
J 2 -2 1 1
J 2 -1 1 1
J 2 0 1 1
J 2 1 1 1
J 2 2 1 1

3.4 Spindarstellung mittels Schwinger-Bosonen

Die in den drei vorherigen Abschnitten betrachteten Spinoperatoren S; kénnen durch bosonische
Operatoren dargestellt werden [Sch65]. Durch das Einfiihren zweier sogenannter Schwinger Bosonen
a; und b; pro Gitterplatz i konnen die Spinoperatoren S;", S;” und S? wie folgt formuliert werden

St =57 +iSY =alb, (3.4.1a)
ST =57 +iSY =bla, (3.4.1b)
1 1
2 —_ (alfa. — b,
S7 =3 (alaz bzbz) . (3.4.1¢)

Unter Verwendung der Kommutatorrelationen fiir Bosonen (2.5.4) erfiillen die so definierten Spin-
operatoren die Spinalgebra (3.1.2). Allerdings sind bisher die z-Komponenten der Spinoperatoren
nicht begrenzt und kénnen noch jeden beliebigen ganzzahligen oder halbzahligen Wert annehmen.
Betrachtet man einen Spin S, so erfiillt jeder physikalisch relevante Zustand auf allen Gitterplitzen
die lokale Nebenbedingung

Cl =ala; +bb, —25=0 Vi . (3.4.2)

Dadurch wird jede z-Komponente S? auf die relevanten Werte —5, —S +1,...,.5 beschrénkt.
Bei der Abbildung der Spinoperatoren auf Schwinger-Bosonen wird somit zunéchst der fiir N Git-
terplizte S™V-dimensionale Hilbertraum auf abzdhlbar unendlich viele Dimensionen erweitert. Erst
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zusammen mit der Nebenbedingung (3.4.2) kann entschieden werden, welche Zusténde physikalisch
relevant sind.

3.5 Spindarstellung mittels Fermionen

Fiir den Fall Spin % konnen die Spinoperatoren S; in analoger Weise zu den Schwinger-Bosonen
durch fermionische Operatoren dargestellt werden [Abr65]. Auf jeden Gitterplatz i werden dazu zwei
fermionische Operatoren ¢;; und ¢;| definiert und die Spinoperatoren geméf

S =57 4+i8Y :QTT% (3.5.1a)

S7 =57 4+iSY :CLCH (3.5.1b)
1

SZZ :5 (CITCiT — C;flcil) (351C)

durch diese ersetzt. Die so definierten Spinoperatoren erfiillen aufgrund der Antikommutatorrelatio-
nen (2.5.5) fiir Fermionen die Spinalgebra (3.1.2). Damit die z-Komponenten S? nicht den Wert null
annehmen konnen, muss jedoch jeder Gitterplatz ¢ genau durch ein Fermion besetzt sein. Dies fiihrt
zur der Nebenbedingung

cf =clic; +elje; —1=0 vi . (3.5.2)
Erneut wird durch eine andere Darstellung der Spinoperatoren der Hilbertraum erweitert und durch
eine lokale Nebenbedingung an die Fermionen der physikalisch relevante Unterraum definiert. Aller-
dings bleibt anders als bei der Darstellung der Spinoperatoren durch Schwinger-Bosonen der Hilber-
traum auch ohne die Nebenbedingung (3.5.2) endlich und die Dimension wird lediglich quadriert.
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4 Untersuchung der bosonischen Darstellung des
antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

In diesem Kapitel wird der Hamiltonoperator des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers (3.2.1)
zunéchst mit Hilfe der in Abschnitt 3.4 definierten Schwinger-Bosonen umformuliert. Die Spinopera-
toren, welche die Algebra (3.1.2) erfiillen, werden dabei durch Operatoren ersetzt, welche die boso-
nischen Vertauschungsrelationen (2.5.4) erfiillen. Dabei ist jedoch zu beachten, dass sich wie in Ab-
schnitt 3.4 beschrieben die Dimension des Hilbertraumes erhéht. Die physikalischen Zustédnde, welche
fiir die Physik des urspriinglichen Heisenberg-Dimers (3.2.1) relevant sind, erfiillen die Nebenbedin-
gung (3.4.2). Alle restlichen Zustinde, die durch den Wechsel der Darstellung von der Spinalgebra
zur bosonischen Algebra entstehen und die Nebenbedingung (3.4.2) nicht erfiillen, werden von nun an
als unphysikalisch bezeichnet. Aufgrund der Struktur der Nebenbedingung folgt fiir sémtliche phy-
sikalische Zustédnde, dass diese in einem Unterraum liegen, dessen Zustdnde aus N mal 25 Teilchen
bestehen. N ist dabei die Anzahl an Gitterpldtzen und S der betrachtete Spin, der in der vorliegenden
Arbeit immer durch den Wert % gegeben ist.

Arovas und Auerbach [AAS8S] fithrten in der Schwingerbosonendarstellung des Heisenberg-Models fiir
die eindimensionale Kette und das quadratische zweidimensionale Gitter Molekularfeld-Rechnungen
fiir den ferromagnetischen und den antiferromagnetischen Fall durch. Dazu verwendeten sie eine
Sattelpunktsniherung der Funktionalintegraldarstellung der Zustandsfunktion. Sarker et al. [STKMS89]
fithrten fiir die Schwingerbosonendarstellung des Heisenberg-Models eine direkte Molekularfeld-Néahe-
rung durch (vgl. Ref. [Weg]). Eine wichtige Rolle bei dieser Nédherung spielt die Behandlung der
Nebenbedingung (3.4.2), welche die physikalisch relevanten Zustéinde kennzeichnet. Um die Neben-
bedingung bei der Molekularfeld-Rechnung zumindest im Mittel zu erfiillen (vgl. (4.2.2)), wird iibli-
cherweise ein Lagrangeparameter A eingefiihrt [SJTKMS89).

Im folgenden Abschnitt 4.2.1 wird in dazu analoger Weise eine Molekularfeld-Rechnung fiir den
Spezialfall des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers bei der Temperatur 7" = 0 durchgefiihrt.
Zusétzlich wird in den Abschnitten 4.2.2 und 4.2.3 fiir diesen Spezialfall eine andere Moéglichkeit zur
Behandlung der Nebenbedingung untersucht. Im Gegensatz zur Verwendung des Lagrangeparameters
A, bei der die Nebenbedingung linear zum Hamiltonoperator addiert wird, wird dabei in den Abschnit-
ten 4.2.2 und 4.2.3 die Nebenbedingung (3.4.2) fiir jeden Gitterplatz quadratisch zum urspriinglichen
Hamiltonoperator addiert. Wihlt man den dazu gehorigen Variationsparameter U positiv, so wer-
den Zustédnde, welche die Nebenbedingung nicht erfiillen, durch einen solchen quadratischen Term
energetisch erhoht. Da das Heisenberg-Modell im Falle des Dimers sehr einfach exakt gelost werden
kann (vgl. Tabelle (3.1)), kénnen die gendherten Ergebnisse der Molekularfeld-Rechnung leicht mit
den exakten Werten verglichen werden.

Bei der Molekularfeld-Rechnung wird ein variationeller Grundzustand |G) bestimmt, der mathema-
tisch durch den Vakuumzustand beziiglich der Quasiteilchenoperatoren beschrieben wird, in denen
der Molekularfeld-Hamiltonoperator diagonal ist. Der gendherte Grundzustand liegt somit in der
Molekularfeld-Formulierung nicht mehr in einem 2N S-Teilchen-Unterraum, so wie es bei der ur-
spriinglichen Schwingerbosonendarstellung der Fall war. Im Rahmen einer Molekularfeld-Rechnung
kann ebenfalls der Einteilchen-Unterraum der Quasiteilchen beschrieben werden.

Diese Anregungen aus dem Grundzustand sind jedoch in dem hier behandelten Modell unphysika-
lisch, was man zum Beispiel anhand der z-Komponente des Gesamtspins (4.1.5) sehen kann. Diese
Erhaltungsgrofle ist invariant unter den in Abschnitt 4.2 und 4.3 durchgefiihrten kanonischen Trans-
formationen, und die entsprechende Quantenzahl der physikalischen Zusténde ist 0 fiir das Singulett
und -1, 0 und 1 fiir jeweils einen der Triplettzustinde. Ein Zustand mit ungerader Teilchenanzahl
besitzt jedoch eine halbzahlige z-Komponente des Gesamtspins und kann daher keinen physikalischen
Zustand beschreiben. Um weitere physikalische Zustédnde aufler dem Grundzustand zu beschreiben,
muss demnach ein effektiver Hamiltonoperator bestimmt werden, der auch noch den Zweiteilchen-
Unterraum niherungsweise abbildet. Eine Methode, die in der Lage ist, effektive Hamiltonoperatoren
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4 Untersuchung der bosonischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

auch iiber den Einteilchen-Sektor hinaus zu bestimmen, ist die in Kapitel 2 dargestellte Methode der
kontinuierlichen unitéren Transformationen. Mit deren Hilfe sollen in Abschnitt 4.3 die zuvor durch-
gefithrten Molekularfeld-Rechnungen verbessert werden, indem die bei der Molekularfeld-Néaherung
vernachlédssigten Operatoren ebenfalls berticksichtigt werden. Da wie in Abschnitt 2.5.3 beschrieben
auch bei der kontinuierlichen unitidren Transformation N#herungen durchgefiihrt werden miissen,
dienen die Molekularfeld-Rechnungen zur Bestimmung eines moglichst guten Startpunktes (vgl. Ab-
schnitt 2.5.3).

4.1 Formulierung und Eigenschaften des antiferromagnetischen
Heisenberg-Dimers in bosonischer Darstellung

Auf beiden Gitterplitzen des Dimers werden die Spinoperatoren geméifl (3.4.1) durch Schwinger-
Bosonen ersetzt. Somit erhélt man fiir den Hamiltonoperator des antiferromagnetischen (J > 0)
Heisenberg-Dimers

J
Hy = 2 (alayb,bl + ayafbln, )

2 J (4.1.1)
+ 1 (aialagaz + bIblbng - aialbgbz - a%azbl{bl)
Die z-Komponente des Gesamtspins Sg, ist gegeben durch
s _ L i Lo f
St =5 (alal - blbl) +5 (a2a2 - b2b2) . (4.1.2)

Sie entspricht also der Anzahl der Bosonen vom Typ a minus der Anzahl der Bosonen vom Typ
b multipliziert mit 1. Um den Rechnungen von Arovas und Auerbach [AA88] bzw. Sarker et al.
[STKMB89] zu entsprechen, werden nun noch zwei weitere Umformungen durchgefiihrt. Zunéichst wird,
um eine symmetrischere Darstellung fiir den antiferromagnetischen Fall zu erhalten, eine Rotation
um 7 auf dem Gitterplatz 2 durchgefiihrt

as — —b2 N b2 — az . (413)

Diese Rotation lisst die Nebenbedingung fiir die physikalischen Zusténde (3.4.2) invariant, und der
Hamiltonoperator (4.1.1) nimmt nach der Rotation die Form

J
Hy,=— 5 (a{a%ble + alazbibg)
7 (4.1.4)
+ 1 (a{albng + a£a2b1bl — a{alag% - bJ{blbng)

an. Zu beachten ist, dass sich die Darstellung der z-Komponente des Gesamtspins durch diese Rotation
dndert und somit nach der Rotation durch

.1 1
St = 5 (aial - b{bl) -5 (a;% - bgbg) (4.1.5)

gegeben ist. Unter Verwendung der Nebenbedingung (3.4.2) kann der Hamiltonoperator (4.1.4) weiter
umgeformt werden zu

J
Hop=— 5 (a{agblbz + alazbibg + a{alagag + b{b1b£b2) +JS?

(4.1.6)
J
DY (AJ{QAH - 252)
mit dem Operator
Ais = aras +bibe . (4.1.7)
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Die Darstellung (4.1.6) entspricht der des SU(2) Heisenberg-Modells [AA88, Aue94, STKM89]. Ohne
die Rotation (4.1.3) auf dem Gitterplatz 2 wire der Operator (4.1.7) nicht symmetrisch unter Ver-
tauschung der Indizes 1 und 2. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass der Hamiltonoperator
(4.1.6) ein nach unten hin nicht begrenztes Eigenwertspektrum besitzt.

Die vier physikalischen Eigenzustinde der Hamiltonoperatoren (4.1.4) und (4.1.6), welche die Neben-
bedingung (3.4.2) erfiillen, sind gegeben durch

1

) =75 (aleb + ofeh) 0) (4.1.80)
1

) =7 (alad —blof) Io) (4.1.8b)

|t2) =alb} |0) (4.1.8¢)

|ts) =albl|0) . (4.1.84)

Der Zustand |0) sei dabei das Vakuum beziiglich der Operatoren a; und b;. Wie iiblich besitzt das
Singulett |s) den Energieeigenwert —2.J und die Triplettzustinde |t;) jeweils den Energieeigenwert
1

+J.

1

4.2 Molekularfeld-Rechnungen fiir das bosonische
Heisenberg-Dimer

In den folgenden drei Abschnitten sollen mogliche Varianten von Molekularfeld-Rechnungen fiir das
bosonische Heisenberg-Dimer untersucht werden, um einen maoglichst guten Startpunkt fiir eine spéte-
re kontinuierliche unitére Transformation zu bestimmen.

4.2.1 Ubliche Variante der Molekularfeld-Rechnung

Zunichst soll eine Molekularfeld-Rechnung fiir den Hamiltonoperator Hyp (4.1.6) des bosonischen
Heisenberg-Dimers in analoger Art und Weise zu Arovas und Auerbach [AA88] bzw. Sarker et al.
[STKMS89] durchgefiihrt werden. Um die Nebenbedingung (3.4.2) bei der Molekularfeld-Néherung
zumindest im Mittel zu erfiillen, wird zu dem Hamiltonoperator Hy; ein Term der Form

Hy = A (afa, + afay + b]b, +bfb, ) — M (4.2.1)

addiert. Der Lagrangeparameter A soll spéater so gewéhlt werden, dass
(ala,) + (bb,) =25 (4.2.2)

gilt. Dabei bezeichnet (.) den Erwartungswert beziiglich des noch zu bestimmenden Grundzustandes
des Molekularfeld-Hamiltonoperators H, }7\/{; . Fiir den Hamiltonoperator

Hy x = Hop + Hy (4.2.3)

soll nun eine Molekularfeld-Néherung durchgefiihrt werden [Weg]. Fiir die auftretenden Erwartungs-
werte werde angenommen, dass diese symmetrisch beziiglich der Indizes 1 und 2 sowie unter Vertau-
schung der Bosonen von Typ a mit Typ b sind. Als Schreibweise fiir die Erwartungswerte wird im
Folgenden

xo = (ala;) = (blb,) (4.2.4a)

2 171

X1 = (aya5) = (bby) = X1 = (alal) = (b]b}) (4.2.4b)

verwendet. Alle anderen auftretenden Erwartungswerte werden null gesetzt. Dieses Vorgehen ist ana-
log zu den Rechnungen bei von Arovas und Auerbach [AA88] bzw. Sarker et al. [STKMS89]. Der
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4 Untersuchung der bosonischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

Molekularfeld-Hamiltonoperator besitzt dadurch die Form
HYF = A (a{al +ala, + b, + b;bQ)
4T (a{a; + b{b;) +T (a1a2 + b1b2) (4.2.5)
+Q

wobei die Faktoren A, I und € gegeben sind durch

J
A== Sx0+A (4.2.6a)
I=—Jx (4.2.6b)
Q= J(xg+2hal>+5%) —4xS . (4.2.6¢)

Der Hamiltonoperator (4.2.5) kann durch eine Bogoliubov-Transformation diagonalisiert werden (vgl.
Anhang A.2.1).

Hg\jl)\F =/A2 — (I‘e*w)Q (oﬂial + Ozgoz2 + 6161 + 6;52 + 2) —2A+0Q (4.2.7)

Die neuen bosonischen Operatoren a; und 3; sind dabei gegeben durch

a, cosh —e®sinh | [a,

= (4.2.8a)
ag — e “sinh 6 cosh 6 ag
By cosh 0 —esinh6 | [ b,

= . (4.2.8b)
el — e ®sinh@  coshf bl

Damit der Hamiltonoperator (4.2.7) die dargestellte diagonale Form besitzt, miissen die beiden Winkel
0 und ¢ so gewihlt werden, dass die Bedingungen

Fe ™ =Te¥ € R (4.2.9a)
und
A sinh 260 4 Te™* cosh 20 = 0 (4.2.9b)

erfiillt sind. Der Hamiltonoperator (4.2.7) besitzt als Grundzustand |G), der im Weiteren auch als
Molekularfeld-Grundzustand bezeichnet werden soll, das Vakuum beziiglich der bosonischen Opera-
toren «; und [,

a;|G) =0, Bi|G)=0 fir i=12 . (4.2.10)

Die Erwartungswerte xo und x; werden nun beziiglich dieses neuen Molekularfeld-Grundzustands |G)
berechnet. Dazu werden die Operatoren ay, as, by und by durch die neuen Operatoren a, s, 1 und
B2 dargestellt. Da im Folgenden nur Erwartungswerte beziiglich des neuen Vakuums |G) berechnet
werden, wird anstelle von (G| . |G) als abkiirzende Schreibweise nur (.) verwendet. Man erhélt fiir yo
und x1

Xo ={ala;) = (b]b;) = sinh* (4.2.11a)
1 .
X1 = {ayaq) = (byby) = 56“" sinh26 . (4.2.11b)
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4.2 Molekularfeld-Rechnungen fiir das bosonische Heisenberg-Dimer

Alle anderen Erwartungswerte beziiglich |G), die bei der Molekularfeld-Néherung vernachliissigt wor-
den sind, ergeben null, wie es fiir die Selbstkonsistenz notwendig ist. Im Folgenden soll nur noch der
Fall S = 1 betrachtet werden. Um die Nebenbedingung (3.4.2) im Mittel zu erfiillen, muss demnach

1
Xo = sinh® § = 5 (4.2.12)
gelten, wodurch der Betrag des Winkels 6 festgelegt wird. Fiir den Lagrangeparameter A folgt dadurch

zusammen mit der Bedingung (4.2.9b)

A=10| (4.2.13)

Die Anregungsenergie w fiir ein Quasiteilchen betrigt

w= /A2 — (Te-i¥)* = %J , (4.2.14)

und die Grundzustandsenergie Ey ist gegeben durch

Eo = (HYX') = (Hy\) = (Hop) = —%J : (4.2.15)

Die Erwartungswerte (Hp ») und (Hp p) sind identisch, da A gerade so gew#hlt wurde, dass die Neben-
bedingung (3.4.2) im Mittel erfiillt ist. Dass die Erwartungswerte (H,"\") und (Hj,y) iibereinstimmen,
wurde als zusétzlicher Test fiir die Selbstkonsistenz der Rechnung tiberpriift. Da aber, wie schon oben
erwahnt, alle bei der Molekularfeld-Nédherung vernachlissigten Erwartungswerte verschwinden, sind
die Erwartungswerte (H})\/If ) und (Hp, ) identisch. Bemerkenswert ist, dass die Grundzustandsener-
gie Fy = —%J tiefer liegt als der exakte Wert fiir den Grundzustand des antiferromagnetischen
Heisenberg-Dimers von —%J . Dies bedeutet, dass der variationelle Grundzustand |G), der durch die
Molekularfeld-Rechnung bestimmt wurde, nicht vollstdndig im physikalischen Unterraum liegt und
somit Anteile an unphysikalischen Zusténden besitzt. Berechnet man den Erwartungswert (Hoq), SO
erhélt man

(Hoo) = J (—g cosh?(0) sinh2(9)> =J (—§§1> -2 (4.2.16)

Die beiden Erwartungswerte (Hp o) und (Hp ) stimmen somit nicht iiberein. Dies liegt erneut daran,
dass der Grundzustand |G) nicht vollsténdig im physikalischen Unterraum liegt. Um den Hamilton-
operator Hy , in den Hamiltonoperator Hy ;, zu iiberfithren, muss die aus der Nebenbedingung (3.4.2)
folgende Operator-Gleichung

1 =452
= (afa, +b(b,) (abay +0bs) (4.2.17)
= aiala;az + aialb;bz + agazbilﬁ + b1b1b§b2

verwendet werden. Zwar erfiillt der Molekularfeld-Grundzustand |G) im Mittel die Nebenbedingung
(3.4.2), die Operatorgleichung (4.2.17) erfiillt er im Mittel jedoch nicht, denn es gilt

(ala,abay, + bib,bib, + ala,bib, + bib ala,) =2 cosh?(#) sinh®(0) + 4 sinh*(6)

31 1

=255 147 (4.2.18)
5

=241
57
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4 Untersuchung der bosonischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

Dies bedeutet jedoch, dass man durch Verwendung der Operatorgleichung (4.2.17) im Rahmen der
Molekularfeld-Rechnung jeden erdenklichen Grundzustandserwartungswert Ey erzeugen kann. Dazu
addiert man lediglich einen Term der Form

H, =z ((ajal + b{bl) (a§a2 + bgbz) - 1) (4.2.19)

zu dem Ausgangshamiltonoperator Hy. Bei einer exakten Behandlung ist dieser Term gleich null.
In Molekularfeld-Néaherung liefert er jedoch einen Wert ungleich null, so dass man durch Wahl des
Parameters & den gendherten Grundzustandserwartungswert Fy beliebig einstellen kann. Dies gilt
nicht nur fiir den Grundzustandserwartungswert Ej, sondern ebenfalls auch fiir die Anregungsenergie
w sowie fiir den Lagrange-Paramter A. So erhélt man zum Beispiel fiir den Hamiltonoperator H, x
einen Wert fiir die Anregungsenergie w von %J und ein Lagrangeparamter A von %J anstelle von
w = %J und \ = g, wie es fiir den Hamiltonoperator Hj » der Fall ist. Einzig invariant ist der Winkel
6 der Bogoliubov-Transformation, da dieser direkt aus der Bedingung (4.2.12) fiir den Erwartungswert

Xo bestimmt wird.

4.2.2 Energetische Erhohung der unphysikalischen Zustdnde

Im vorherigen Abschnitt wurde zum Hamiltonoperator ein weiterer Term H)y (4.2.1) addiert, wobei
das A bei der Molekularfeld-Rechnung so bestimmt wurde, dass die Nebenbedingung (3.4.2) im Mittel
erfiillt war. Sowohl fiir den Hamiltonoperator Hy , wie auch fiir den Hamiltonoperator Hy lieferte
eine so durchgefithrte Molekularfeld-Rechnung einen Grundzustandserwartungswert Ey, der kleiner
war als der exakt Werte fiir den Grundzustand des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers. Dies
kann damit erkldrt werden, dass die jeweiligen Hamiltonoperatoren unphysikalische Zusténde, welche
die Nebenbedingung (3.4.2) nicht erfiillen, besitzen, und deren Erwartungswerte unterhalb des physi-
kalischen Grundzustandserwartungswerts liegen. Anstelle der Addition des Terms H) kann es daher
sinnvoll sein, einen Term der Form

2 2
Hy = U (ala, +b{b, —25)" +U (afay + bip, - 25) (4.2.20)

zu dem jeweiligen Hamiltonoperator zu addieren, der die Nebenbedingung fiir jeden Gitterplatz qua-
dratisch enthélt, und nicht nur linear wie der Term H). Fiir positive Werte von U bestraft dieser
Term (4.2.20) die unphysikalischen Zustéinde energetisch. Man schiebt sozusagen die unphysikalischen
Zustdnde mit steigendem U immer weiter nach oben im Energiespektrum, wihrend die Eigenwer-
te der physikalischen Zusténde nicht verédndert werden. Im Rahmen der folgenden Molekularfeld-
Betrachtungen soll der Parameter U so gewiihlt werden, dass die Nebenbedingung (3.4.2) erneut im
Mittel erfiillt ist.

Analog zum vorherigen Abschnitt wird fiir den Hamiltonoperator

Hyu = Hop + Hu (4.2.21)

eine Molekularfeld-Néherung durchgefiihrt [Weg]. Ebenfalls werden dieselben Erwartungswerte ver-
nachléissigt und erneut die Schreibweisen (4.2.4) verwendet. Man erhélt dadurch den Molekularfeld-
Hamiltonoperator

HYE = A (ala, +abay +b}b, +blb, )
+7T (a{a; + bibg) +T (a1a2 + b1b2) (4.2.22)
+Q

wobei die Faktoren A, " und €2 in diesem Fall gegeben sind durch

A=— %XO +U (6xo —4S +1) (4.2.23a)
r=—Jy (4.2.23D)
Q= J(xg+2hal*+S%) +U (8S* —12x5) . (4.2.23¢)
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Wie zuvor kann der Hamiltonoperator (4.2.22) durch eine Bogoliubov-Transformation diagonalisiert
werden. Die neuen bosonischen Operatoren «; und ; sind dabei erneut gegeben durch (4.2.8). Eben-
falls miissen fiir eine diagonale Form des Hamiltonoperators H, g\/[g wieder die Bedingungen (4.2.9)
erfiillt sein. Der diagonalisierte Hamiltonoperator ist dann gegeben durch

HYE = /A2 = (Ce=i¢)? (alay + ada, + 418, + B4, +2) —20+ Q. (4.2.24)
Fiir den Fall S = % wird durch die Forderung
1
X0 =3 (4.2.25)

fiir den Erwartungswert xo wie im vorherigen Abschnitt der Betrag des Winkels 6 festgelegt. Somit
kann der Wert des Parameters U durch die Bedingung (4.2.9b) bestimmt werden.

U=2J (4.2.26)

Die Anregungsenergie w fiir ein Quasiteilchen betrégt

w= /A2 (Te—i#)? = %J (4.2.27)

und die Grundzustandsenergie Ey ist gegeben durch

3
Eo = (Hyy) = (Hyu) = 2J | (4.2.28)

Fiithrt man die analoge Rechnung mit dem Hamiltonoperator H, ;; durch, so muss U = %J gewihlt
werden, damit die Nebenbedingung (3.4.2) im Mittel erfiillt ist. Die Grundzustandsenergie Fy ist
in diesem Fall gleich null und die Anregungsenergie w = %J . Dass erneut die Ergebnisse von der
Wahl des Hamiltonoperators abhéngen, ist nicht weiter verwunderlich, da die gleiche Transformation
(4.2.8) zur Diagonalisierung verwendet wurde und somit auch der gleiche variationelle Grundzustand
|G) erzielt wurde. In beiden Fiillen ist die Erhéhung der Grundzustandsenergie Ey gegeben durch

(Hy) =3U . (4.2.29)

4.2.3 Untersuchung einer alternativen Molekularfeld-Ndherung

Durch die Addition des Terms Hy liegen nun sowohl fiir den Hamiltonoperator H}l\/[g als auch fiir
den Hamiltonoperator H})\/Ig die Grundzustandsenergien iiber dem exakten Wert fiir den Grundzu-
stand des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers. In diesem Abschnitt soll nun exemplarisch fiir
den Hamiltonoperator Hj iy versucht werden, die Molekularfeld-Néherung zu verbessern. Wéhrend
in den vorherigen Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2 ein Grofiteil der bei der Normalordnung auftretenden
Erwartungswerte null gesetzt wurde und man so einen Molekularfeld-Hamiltonoperator analog zu
Arovas und Auerbach [AA88] bzw. zu Sarker et al. [STKM89] erhielt, sollen nun nur noch die Er-
wartungswerte als Null angenommen werden, deren Operatoren die z-Komponente des Gesamt-Spins
(4.1.5) nicht erhalten. Die beriicksichtigten Erwartungswerte seien, um die Rechnung zu vereinfachen,
alle reell. Ebenfalls soll der resultierende Hamiltonoperator symmetrisch beziiglich der Indizes 1 und
2 sein sowie unter Vertauschung der Bosonen von Typ a mit Typ b. Somit bleiben vier Arten von
Erwartungswerten y; iiber, welche selbstkonsistent bestimmt werden miissen

Xo = (aja,) = (b1b,) = (afa,) = (bb,) (4.2.30a)
x1 = {a}ad) = (aya,) = (bjbl) = (byby) (4.2.30b)
X2 = (ajby) = (alb,) = (a,bl) = (abl) (4.2.30c)
X3 = <a1b‘i) = (a1b1> = <a£b;> = <a2b2) (4-2-30d)
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4 Untersuchung der bosonischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

Der sich durch die Molekularfeld-Néherung ergebende Hamiltonoperator besitzt die Form
Hgv[g = M (a];al + a£a2 + b.{bl + b;bz)

+ A (a1b2 +abb, +ab + a2b1)

+ Ty (alad + b6} + a0+ bybs) (4.2.31)
+ Iy (aIbJ{ + a;bg +aby + a2b2)
+Q
wobei die auftretenden Faktoren Ay, As, I'1, I's und  definiert sind durch
J
A1 = — 5}(0 +U (6)(0 — 45 + 1) (4232&)
J
Ay =— X2 (4.2.32Db)
I =—Jy (4.2.32¢)
Iy = 2Uxs (4.2.32d)
Q= JOG+23+x3+5%) +U (85% — 12x§ —4x3) . (4.2.32¢)

Um den Hamiltonoperator (4.2.31) zu diagonalisieren, werden zuniichst neue bosonischen Operatoren
a4, a_, by und b_ durch

ay 1 1 1 a,
= (4.2.33a)
2
a_ V2 1 -1 b,
b, 1 1 1 Gy
= (4.2.33b)
2
b_ V2 1 -1 b,

definiert. Der Hamiltonoperator (4.2.31) nimmt mit Hilfe dieser neuen bosonischen Operatoren die
Form

H)S =Hy+H_+9Q (4.2.34)

an. Die Operatoren H; und H_ sind hierbei gegeben durch

Hy = As (abas +biba) +Tu (albl + asbs) (4.2.35)
mit

A:I: :Al + A2 (4236&)

Iy =0+, . (4.2.36b)

Operatoren der Struktur von (4.2.35) wurden schon in Abschnitt 4.2.1 betrachtet. Sie konnen also
durch eine entsprechende Bogoliubov-Transformation (vgl. Abschnitt A.2.1) diagonalisiert werden.

oy coshfy  —sinh6y ay
= (4.2.37)
Bl —sinhfy  coshfy bl
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Tabelle 4.1: Losungen des nichtlinearen Gleichungssystems (4.2.41)

0. o_ U

) | +amsinh (\/3)
l) =+ arsinh (@) 1

Losung C || A~ 1,048 + 0,089 | ~ 0,329 —0,810i | ~ 0,414 — 0,091i

Losung A =+ arsinh (

(I
oojut
<

= |

Loésung B =+ arsinh (

Erfiillen die beiden Winkel 64 und 6_ die Bedingung
Iy

tanh(2601) = X (4.2.38)
+

so erhélt man den diagonalen Hamiltonoperator
MF __ . T +
Hyir = (Aycosh20y + Ty sinh260,) (oo, + 3,8,
+(A-cosh20 +T_sinh26.) (ala_+ 514 ) (4.2.39)

+2A, sinh? 0, + 2A_sinh?#_ — T’} sinh 20, — T'_ sinh 26_ + Q

Die Erwartungswerte x; konnen nun beziiglich des neuen Vakuums |G) der Operatoren g und [y
berechnet werden. Dazu werden die Operatoren ai, ag, by und bs durch die neuen Operatoren o,
a_, By und G- dargestellt. Man erhilt

1

Xo =3 (sinh® 64 + sinh®6_) (4.2.40a)

X1 :% (sinh @ cosh 01 + sinh 6_ cosh6_) (4.2.40b)
1

X2 =3 (sinh® 6, — sinh?6_) (4.2.40c)
1

X3 == (sinh 04 cosh; —sinh §_ coshf_) . 4.2.40d
2

Erneut soll nur noch der Fall S = % betrachtet werden. Wie schon in Abschnitt 4.2.2 soll der Parame-
ter U so gewiihlt werden, dass die Nebenbedingung (3.4.2) im Mittel erfiillt ist. Man erhiilt dadurch
ein nichtlineares Gleichungssystem

1 1
Xo =5 (sinh2 6, + sinh? 0_) = 3 (4.2.41a)
L annos, (4.2.41D)
A
I
o tanh 26 _ (4.2.41c)

in den drei Unbekannten 6, 6_ und U. Mit Hilfe des Computeralgebra Systems MAPLE 9.5 kénnen
drei mogliche unterschiedliche Losungen gefunden werden, die in Tabelle 4.1 aufgelistet sind.

Verwendet man Losung A, so sind die Erwartungswerte xo und ys geméf (4.2.40) gleich null. Dies
sind gerade die Erwartungswerte, welche im Vergleich mit den vorherigen Abschnitten nun zusétz-
lich beriicksichtigt wurden. Losung A entspricht somit der Molekularfeld-Néherung aus Abschnitt
4.2.2. Die Losung C ist aufgrund der imagindren Anteile als unphysikalisch zu betrachten. Somit
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4 Untersuchung der bosonischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

bleibt als einzige neue mogliche Variante die Losung B zu untersuchen. Diese Losung ist ebenfalls
selbstkonsistent und man erhilt eine Grundzustandsenergie Ey von

3
Eo = (H)) = (Hyy) = 6U = 3/ . (4.2.42)

Dieser Wert stimmt mit dem Wert fiir die Grundzustandsenergie aus Abschnitt 4.2.2 iiberein. Eine
Verbesserung der Grundzustandsenergie wurde somit nicht erzielt. Die “Anregungsenergien” w4 sind
gegeben durch

1
w=wty = (Agcosh20y + T sinh26,) = —EJ ) (4.2.43)

Aufgrund des Minuszeichens liegen die Einteilchenenergien unterhalb der Vakuumsenergie. Jedoch
sollte die Molekularfeld-Rechnung so durchgefiihrt werden, dass das Vakuum |G) gerade den Grundzu-
stand, also den energetisch tiefstliegenden Zustand, ndherungsweise beschreibt. Somit ist diese selbst-
konsistente Losung auch zu verwerfen. Interessanterweise gilt bei dieser Variante der Molekularfeld-
Rechnung, dass der Erwartungswert des Operators H, (4.2.19) null ist und somit (Ho o) = (Hop) gilt.
Fiithrt man dieselbe Rechnung fiir den Hamiltonoperator H, y durch, so erhélt man U = 0, woraus
FEy = w = 0 folgt.

Insgesamt kann somit durch die Beriicksichtigung aller Erwartungswerte, deren Operatoren die z-
Komponente des Gesamtspins (4.1.5) erhalten, keine Verbesserung der Ergebnisse erzielt werden.

4.3 Verbesserung der Molekularfeld-Rechnung mit Hilfe
kontinuierlicher unitarer Transformationen

In diesem Abschnitt soll fiir den Hamiltonoperator
Hy v =Hop+ Hyx+ Hy (4.3.1)

exemplarisch versucht werden, die in den vorherigen Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2 durchgefiihrten
Molekularfeld-Rechnungen mit Hilfe der Methode der kontinuierlichen unitdren Transformationen zu
verbessern. Insbesondere ist man dabei neben der besseren Bestimmung der Grundzustandsenergie
daran interessiert, den Zweiteilchen-Unterraum zu beschreiben. Dazu werden zunéchst die Terme, die
bei den Molekularfeld-Naherungen vernachlissigt wurden, wieder beriicksichtig. Es werden somit alle
Operatoren des Hamiltonoperators Hy, x iy wie bei den Molekularfeld-Rechnungen aus den Abschnitten
4.2.1 und 4.2.2 gemif

aq coshf sinhd oy

= (4.3.2a)
ag sinhf coshd ag
by coshf sinhd B4

= . (4.3.2b)
b; sinhf coshd ﬁ;

transformiert und normalgeordnet. Der bei der Transformation (4.2.8) auftretende Winkel ¢ wurde
dabei null gesetzt, so dass die Koeffizienten des Hamiltonoperators reell bleiben. Die Normalordnung
wird so durchgefiihrt, dass alle teilchenerzeugenden Operatoren einer Sorte Bosonen links von den
entsprechenden teilchenvernichtenden Operatoren stehen. Durch die Transformation (4.3.2) und die
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4.3 Verbesserung der Molekularfeld-Rechnung mit Hilfe kontinuierlicher unitérer Transformationen

anschliefende Normalordnung erhilt der Hamiltonoperator (4.3.1) die Form

Hy v = hoo

=+ hq,

+ ho

+h3 o

,2

1 (alal + a2a2 + ﬁlﬁl + 5262)

2(a of + 818} + e

alaloga; + adadaga, + 61816,6, + 52525252)
alajabas + Blﬁlﬁzﬁz)
ol 314, + ol 51, )
ol 335, + ol 15, )
ool 3, + oy, 5] )
alalaaf +afafala, + 1616, 8] + sloLaL5, + he.)
afals]B, +alalsls, + ala,Al8] + afaydlAl + )
ofafalal + 816161 + nc.)

« 0426162—1— hc)

i
#ha (o]
(o]
(
Ha
Hia
Hia (o]
Hia (0]
Ha (0]

(4.3.3)

Ein Koeffizient, der mit h; ; bezeichnet wird, steht entweder vor einem oder mehreren Termen von
Operatoren, welche entweder aus i Erzeugern und j Vernichtern oder aus j Erzeugern und ¢ Vernich-
tern bestehen. Die Gesamtzahl an Operatoren pro Term ist demnach i 4 j und die Teilchenzahl wird
um |i — j| verdndert. Explizit sind die Koeflizienten h; ; fiir den Hamiltonoperator Hy » ¢ gegeben

durch

ho0(0) =—J
+U

h171(0) =—J
+U

ho2(0) =—J
+U

52(0) =—1J
hy 5(0) = —J
h§,2(0) =—J
hg,2(0) =—J
h§,2(0) =—J

2 cosh? # sinh? # + sinh* § — 5’2) +A ( 4sinh? 6 — 2)

+ 4 cosh? fsinh? @ + 8sinh? § — 8 sinh? 9)

cosh? O sinh® 0 + %sinh4 9) + X ((cosh® 0 + sinh? )

cosh® 6 — 2 cosh? 6 + 6 cosh? # sinh? § + 5 sinh* 6 — 2sinh? 9)
cosh® #sinh @ + 2 cosh  sinh® 9) + A ( 2 cosh @ sinh 9)

2 cosh® 0 sinh 6 + 10 cosh 0 sinh® 6 — 4 cosh § sinh 9)

cosh? f sinh? 9) +U ( cosh® § 4 sinh* 9)

cosh® 0 + % sinh® # 4 cosh?  sinh? 9) +U ( 8 cosh? § sinh? 9)
cosh? § sinh? 9) +U ( 2 cosh* # + 2sinh* 9)

cosh? @ sinh? 9) +U ( 4 cosh? 0 sinh? 9)

cosh? 0 + = smh4 9) +U ( 4 cosh? 0 sinh? 9)

(4.3.4a)

(4.3.4b)

(4.3.4¢)

(4.3.4d)

(4.3.4e)

(4.3.4f)

(4.3.4g)

(4.3.4h)
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4 Untersuchung der bosonischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

1 1
h{ 5( —-J <— cosh® @sinh @ + = cosh # sinh? 9)
2 2 (4.3.41)
+U ( 2 cosh® @'sinh 6 + 2 cosh § sinh® 9)
1 1
hll’ 3( —J <— cosh® @sinh @ + = cosh # sinh? 9)
2 2 (4.3.4j)
+U ( 2 cosh? @'sinh 6 + 2 cosh § sinh® 9)
1 2 . 2 2 . 2
B 4(0) = = J ( 5 cosh’ fsinh® 0 ) +-U ( 2 cosh? @ sinh 9) (4.3.4K)
h.4(0) = = 7 ((cosh? Bsinh? ) + U ((4cosh? fsinh?) . (4.3.41)

Wahlt man nun die Parameter 6, A und U so, dass sie mit den aus den Molekularfeld-Rechnungen
bestimmten Werten aus Abschnitt 4.2.1 bzw. 4.2.2 iibereinstimmen, und vernachléssigt sdmtliche
quartischen Terme, also alle Koeffizienten h; ; mit 7+ j = 4, so ergeben sich gerade die Molekularfeld-
Hamiltonoperatoren aus Abschnitt 4.2.1 bzw. 4.2.2. Der Hamiltonoperator (4.3.3) besitzt nach der
Transformation Terme, welche die Teilchenzahl veréindern, und verbindet dadurch Unterrdume mit
unterschiedlichen Teilchenzahlen. Mit Hilfe des von Knetter und Uhrig vorgeschlagenen Generators
(2.4.4) soll nun durch eine kontinuierliche unitidre Transformation ein effektiver teilchenzahlerhalten-
der Hamiltonoperator bestimmt werden. Der Generator n kann direkt anhand der Form des Hamil-
tonoperators (4.3.3) bestimmt werden und ist gegeben durch

n= hos2 (a{ag + ﬁiﬁg - h.c.)
+ hi, (a oo a2 +al a2a2a2 —1—61515152 +51525252 — h.c. )
+ 185 (aladsls, +alalsls, + ala, sl + alasslol — b)) (4.3.5)
+ 14 (alofald + 5181616) — b))

+ h874 (al{a;ﬁiﬁ; — h.c.)

Bildet man nun mit diesem Generator den Kommutator [n, H] und ordnet anschlieend die entste-
henden Terme normal, um geméif (2.1.5) die Flussgleichungen aufzustellen, so entstehen neue Terme
welche im Ausgangshamiltonoperator (4.3.3) nicht vorhanden sind. Jedoch bestehen diese neuen
Terme alle aus sechs Operatoren und beschreiben aufgrund der zuvor durchgefithrten Normalord-
nung Prozesse, in denen zumindest drei Teilchen beteiligt seien miissen. Ist man an Zustédnden mit
tiefliegenden Energieeigenwerten interessiert, so sollten solche Terme von geringerer Bedeutung sein.
Im Folgenden sollen sie daher vernachlissigt werden. Aufgrund dieser Ndherung ist auch die zuvor
durchgefiithrte Molekularfeld-Rechnung wichtig, um einen méglichst guten Startpunkt zu bestimmen.
Trunkiert man die Flussgleichungen wie beschrieben, so erhéilt man gemifl (2.1.5)

Oiho,o = — 4ho 2ho2 — 16h 4hi 4 — 2k 4R 4 (4.3.6a)
Oih1 = — 2ho 2ho2 — 4h§ gh 5 — 218 3h8 5 — 16K 4hi 4, — 2hG 4hl 4 — 8ho2hY 5

— 4ho 2l 5 (4.3.6b)
Oiho2 = — 2ho2h11 — ho2h 5 — 8ho2h§ 4 — 2ho 2k 4 — 16h§ 4h 5 — AR{ 4hY 5

— ho2h} (4.3.6¢)
O1hg o = — 8hY sh{ 5 — 4h{ gho o — 4h{ 4G 4 — 2k 3RS (4.3.6d)
Oihly 5 = — 24h{ 3h 5 — 16h sho o — 4hY shY 5 — 32h§ 4h 4 — 2hf 4hl 4 (4.3.6e)
O1hs 5 = — ARY ghY 5 — 8RY gho2 — 16h 3hG 5 — 2hf 4R, (4.3.6f)
O1hy 5 = — AR3 ghY 5 — 8hY gho2 — 160 3hy 5 — 2h{ 4k, (4.3.6g)
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4.3 Verbesserung der Molekularfeld-Rechnung mit Hilfe kontinuierlicher unitérer Transformationen

Oyhs 5 = — 8RS} ghl 5 — 8N sho2 — 16K 4h 4 (4.3.6h)
Qh 5 = — 2ho2h 5 — 2h{ 3ha,y — BT 3hs 5 — 208 3R 5 — ho2hs 5 — 2R 5h3

— 20h§ 4h 5 — 4h§ 4ho2 — 2h{ 4hY 4 (4.3.61)
Oih} 3 = — ho2h 5 — hoahs 5 — ho2hf o — 2B 3h5 5 — 203 ha 1 — hY 3hs

- hlf.ghg.g - 8h8,4hlf.,3 - 4h(l;.,zihlll,s - 2hl()),4h0,2 - hli,shg,z - 4hg,4hlf,3 (4-3-6j)
OhG 4 = — Ah§ 4hay — Ah 4hS 5 — 4hd 4hS 5 — hl 4hS (4.3.6k)
OhG 4 = — 8h{ 4hs 5 — 4hy1hG 4 — 20 ohf 4 — 205 oh{ 4 — 2R3 S 4 (4.3.61)

Die Startwerte der Flussgleichungen (4.3.6) sind gegeben durch (4.3.4) und héngen von den drei Pa-
rametern 6, A und U ab. Der Parameter J wird bei sémtlichen Rechnungen gleich eins gesetzt. Um
einen teilchenzahlerhaltenden effektiven Hamiltonoperator zu bestimmen, muss das Anfangswertpro-
blem (4.3.6, 4.3.4) bis zu einem hinreichend grofien [-Wert integriert werden. Fiir die numerische
Integration wurde MATHEMATICA 4.1 verwendet und solange nicht anders angegeben bis zu einem
[-Wert von 100 gerechnet. Dieser Wert von [ ist in fast jedem Fall, indem das Anfangswertproblem
konvergiert, ausreichend, um dafiir zu sorgen, dass die nicht teilchenzahlerhaltenden Koeffizienten h; ;

vernachlissigbar klein sind (srod < 10710
des DGL-Systems (4.3.6) liegt.

) und man demnach hinreichend nahe an einem Fixpunkt

Tabelle 4.2: Eigenzustdnde des Hamiltonoperators Hy » ¢y nach der unitéren Transformation

Eigenzustand Eigenwert Sges
Vakuum
|G) ho,o 0
Einteilcheneigenzusténde
ol |G) ho,o + hi1 1
a; |G> ho,o + h171 -%
81 1G) ho,o + hia -3
shG) ho,o + b1 3
Zweiteilcheneigenzustiande
7 (041015 + 51@) &) hoo +2h1,1 + 3 5 + h§ 0
% (0‘ 0‘2 ﬁ1ﬁ2) |G) ho,o +2h1 1 + hg,z —h5 o 0
e hoo +2h11 + hg, 1
04251 |G) ho,o +2h11 + hg, -1
041 |G) hoo + 2h11 + 2R3, 1
a2 |G> ho,o +2h11 + 2hg72 -1
ﬁlﬁl |G) hoo + 2h1 1 + 2R3 5 -1
e ho,o +2h1,1 + 2h§ 5 1
161 |G) hoo +2h11 + RS 5 0
04252 |G) ho,o + 2h11 + hS 5 0

43



4 Untersuchung der bosonischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

Sind alle nicht teilchenzahlerhaltenden Terme so klein, dass man sie vernachléssigen kann, so kénnen
neben dem Vakuum auch leicht alle Eigenzustdnde im Einteilchenraum und Zweiteilchenraum be-
stimmt werden. Diese Eigenzustédnde des Hamiltonperators I3 » r nach der unitéren Transformation
sind zusammen mit deren Eigenwerten und der jeweiligen z-Komponente des Gesamtspins Sg.¢ in
Tabelle 4.2 aufgelistet.

Die z-Komponente des Gesamtspins Sg. ist sowohl invariant unter der Bogoliubov-Transformation
(4.3.2) als auch unter der kontinuierlichen unitéren Transformation, die durch den Generator 7 (4.3.5)
erzeugt wird. Dies liegt daran, dass die z-Komponente des Gesamtspins Sg.; und der Generator 7
kommutieren. Die Bogoliubov-Transformation wiirde durch einen Generator erzeugt werden, welcher
nur aus den quadratischen Termen in (4.3.5) bestehen wiirde, wodurch direkt folgt, dass auch die
Bogoliubov-Transformation die z-Komponente des Gesamtspins Sz, invariant lésst. Somit kann die
in Tabelle 4.2 angegebene z-Komponente des Gesamtspins Sg. einfach durch Gleichung 4.1.5 be-
stimmt werden, wenn man dabei eins zu eins die alten Operatoren ay, as, by und bs durch die neuen
Operatoren oy, ag, #1 und [ ersetzt.

Man erhélt je nach Wahl der Parameter #, A und U unterschiedliche Ergebnisse fiir den effektiven
Hamiltonoperator Heg. Die Koeffizienten sind somit ebenfalls nach der Integration bzw. nach der
kontinuierlichen unitdren Transformation Funktionen der Startparameter 6, A und U. Wie schon bei
den zuvor durchgefithrten Molekularfeld-Rechnungen soll der Parameter A so gewiahlt werden, dass

nach der kontinuierlichen unitidren Transformation
Ox (Hy\,u) = Oxho,o =0 (4.3.7)

gilt und das Vakuum somit im Mittel die Nebenbedingung (3.4.2) fiir physikalische Zustéinde erfiillt.
Bei einer exakten Rechnung sollte das Ergebnis nicht von der Wahl des Startparameters 6 abhéngen.
Aufgrund der durchgefiithrten Trunkierung ist dies allerdings nicht zu erwarten, und es wird allenfalls
Stationaritéit erreicht werden koénnen [Ste81]. Demnach wird der optimale Startpunkt beziiglich 6
durch die Gleichung

Jo (Hpx,u) = oho,o =0 (4.3.8)

bestimmt. Der Parameter U steht vor einem Term, welcher die Nebenbedingung, C? = 0 (3.4.2)
quadratisch enthélt (4.2.20). Sei nun % ein beliebiger normierter Eigenzustand zum Hamiltonoperator
H,  v. Betrachtet man den Ausdruck

Ou (B(U)| Hopo [9(U)) = ()] (uHorw) [9(0))
+ (00 WO)]) Hyow [0(0)) + (6(U)| Hoar (00 [6(U))

(4.3.9)
= W) (0 Hpau ) B(0)
+ Eopo@) [ (00 @) [90) + @) (v [6))]
und verwendet, dass der Zustand |4 (U)) normiert ist
W) (V) =1 (4.3.10)
= 0 (BO))) = (9 WO)I) @) + W)l (o0 le©) =0 (4.3.11)
so erhilt man aufgrund der Hermizitit der C?
Ou (W(U)| Hyno [(0)) = (W(U)| ((0uHono ) ()
=D WU G} [ (U)) (43.12)

2
o

=Y | )
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4.3 Verbesserung der Molekularfeld-Rechnung mit Hilfe kontinuierlicher unitérer Transformationen

Demnach gilt insbesondere
Ou (Hpau) = Ouhoo >0 . (4.3.13)

Fiir einen physikalischen Zustand, welcher die Nebenbedingung (3.4.2) erfiillt, sollte sogar Gleichheit
in Gleichung (4.3.13) gelten. Aufgrund der durchgefiithrten Trunkierung ist jedoch nicht sicher, ob
Ou (Hpa,u) = 0 wirklich erreicht werden kann. Die Grofie Oy (Hp,a,u) stellt aber immerhin ein Maf
fiir die Abweichung von einem physikalischen Zustand dar und sollte daher minimiert werden. Es sei
an dieser Stelle bereits darauf hingewiesen, dass in den folgenden Rechnungen sogar die Ungleichung
(4.3.13) verletzt wird. Dies lésst sich jedoch dadurch erkldren, dass durch die Trunkierung die Uni-
taritdt der Transformation wie in Abschnitt 2.5.3 beschrieben verletzt wird.

In den folgenden Abschnitten wird versucht, geméf der Bedingungen (4.3.7), (4.3.8) und (4.3.13) eine
optimale Startparameterwahl fiir die kontinuierliche unitédre Transformation zu bestimmen, um nach
dieser Transformation den exakten Werten fiir das Heisenberg-Dimer moglichst nahe zu kommen. Im
optimalen Fall sollte ein Punkt (A,6,U) gefunden werden, in dem alle drei partiellen Ableitungen
(4.3.7), (4.3.8) und (4.3.13) verschwinden.

4.3.1 Ergebnisse und Diskussion fiir den Molekularfeld-Winkel 6 = arsinh (3)

In diesem Abschnitt soll zundchst geméf der Molekularfeld-Rechnung aus Abschnitt 4.2.1 der Win-
kel § = arsinh (%) gewihlt werden und ein stationdrer Punkt beziiglich des Parameters A bestimmt
werden. In Abbildung 4.1 ist der Vakuumerwartungswert hg o nach der unitéren Transformation in
Abhéngigkeit des Lagrangeparameters A fiir U = 0 dargestellt.

— hy W beiU=0
-6 !
- hyg®) = 1/4-2)
_:0"
5]
2 s
E
:
£
%
> -10
-12

3 4 5 6
Lagrangeparameter A

Abbildung 4.1: Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hgo von dem Parameter A
fir 6 = arsinh(%) und U = 0. Die Abbildung zeigt den Vakuumerwartungswert hg o
nach der kontinuierlichen unitdren Transformation als Funktion des Parameters \ fiir den
Molekularteld-Winkel § = arsinh (%) und U = 0. Der Parameter J wurde dabei gleich 1
gesetzt. Das DGL-System wurde bis zu einem Wert von [ = 100 berechnet, so dass in jedem
Fall srod < 107! galt. Zusitzlich ist die Gerade hoo = 1 — 2\ eingezeichnet, die dem
Erwartungswert des Vakuums |0) von Hy  y entspricht, bevor irgendeine Transformation
der bosonischen Operatoren durchgefiihrt wurde.
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4 Untersuchung der bosonischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

Fiir diese Parameterwahl von 6 und U konvergiert das Anfangswertproblem (4.3.6, 4.3.4) erst ab
einem Wert von A £ 2,728 und ein stationérer Punkt beziiglich A ist nicht vorhanden. Die Abbildung
4.1 zeigt ebenfalls den Erwartungswert von Hj y  beziiglich des Zustandes |0), welcher durch das
Vakuum beziiglich der urspriinglichen bosonischen Operatoren a; und b; vor jeglicher Transformation
(0 = 0) gegeben ist. Dieser Erwartungswert ist vor den Transformationen gegeben durch

(0] Hy .00 [0) = iJ —oN+2U . (4.3.14)
Fiir jeden Wert von A, bei dem die kontinuierliche unitére Transformation in Abbildung 4.1 konver-
giert, liegt dieser Erwartungswert unterhalb des physikalischen Grundzustandes von —%J .
Abbildung 4.1 zeigt deutlich, dass mit steigendem Lagrangeparameter A der Koeffizient hg o sich
immer mehr der Geraden % — 2 n#hert, die dem Erwartungswert (4.3.14) des unphysikalischen Zu-
standes |0) vor jeglicher Transformation entspricht. Daraus kann man schliefen, dass die kontinuier-
liche unitére Transformation die zuvor durchgefiithrte Bogoliubov-Transformation wieder riickgidngig
macht. Dies ist aufgrund der in Abschnitt 2.5.2 beschriebenen Eigenschaft, dass der Knetter-Uhrig-
Generator den energetisch tiefstliegenden Zustand zum Vakuum macht, ein durchaus plausibles wenn
auch nicht gewiinschtes Ergebnis. Es zeigt aber die Wichtigkeit der Stationaritét beziiglich A fiir den
Fall, dass man den Koeflizienten h ¢ als physikalischen Grundzustandserwartungswert interpretieren
mochte.
Nachdem fiir U = 0 keine physikalisch sinnvollen Ergebnisse erzielt werden konnten, wird im Folgen-
den die Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hg o von A bei § = arsinh (%) fiir unterschiedliche
Werte von U > 0 untersucht.
In Abbildung 4.2 ist hgo(A) fir die Werte U = 0,251, U = 0,5 und U = 1 dargestellt. Fiir die Werte
U = 0,5 und U = 1 kénnen nun deutlich stationidre Punkte beziiglich des Lagrangeparameters A be-
obachtet werden. Insbesondere konvergiert die kontinuierliche unitédre Transformation nun zusétzlich
fiir negative Werte von A. Allerdings existiert fiir alle betrachteten U-Werte ein mittlerer Bereich, in
dem keine Konvergenz zu beobachten ist und demnach in Abbildung 4.2 auch keine Funktionswerte
fiir den Vakuumerwartungswert hg o angegeben sind. Dieser Bereich wird mit sinkendem U immer
kleiner, so dass fiir den Wert U = 0,251 nur noch in dem Intervall I ~ [0,747;0,753] keine Konvergenz
erreicht wird. Fiir diesen Wert von U konvergiert das Gleichungssystem nur sehr langsam, so dass bis
[ = 2000 gerechnet werden muss, um einen Wert srod < 107> zu erreichen. Bei hoheren U-Werten
liegt eine deutlich schnellere Konvergenz vor.
Interessanterweise erhélt man fiir die Parameterwahl A = 0,75 und U = 0,25 einen Fixpunkt des
Anfangswertproblems (4.3.6, 4.3.4) schon vor der kontinuierlichen unitéiren Transformation, da in
diesem Fall alle Startwerte von nicht teilchenzahlerhaltenden Termen null sind. Wahlt man U < 0,25,
so stimmen die Ergebnisse fiir hg o qualitativ mit denen bei U = 0 in Abbildung 4.1 iiberein. Man
erhilt dann ab einem bestimmten Wert A > 0,75 eine streng monoton fallende Kurve ohne lokale
Extrema. Ebenfalls existiert nur noch ein Bereich, in dem die kontinuierliche unitéire Transformation
konvergiert.
In Tabelle 4.3 sind fiir die jeweiligen Eigenzustinde (vgl. Tabelle 4.2) der Vakuumerwartungswert
ho,o, die Anregungsenergie hi; sowie die im Zweiteilchenraum hinzukommenden Energieverschie-
bungen fiir die Werte A« aufgelistet, bei denen hg o nach der unitéren Transformation beziiglich A
stationéir wird. Fiir den Fall U = 0,251, bei dem die Abbildungen 4.2(e) und 4.2(f) keine deutlichen
lokalen Maxima besitzen, wird mit A4, jeweils der duflerste Punkt, an dem noch Konvergenz erreicht
werden kann, bezeichnet. Um die qualitative Abhéngigkeit der Ergebnisse von U besser beschreiben
zu konnen, enthélt die Tabelle 4.3 neben den Ergebnissen fiir U = 1, U = 0,5 und U = 0,251, fir die
der Verlauf von hg o in Abbildung 4.2 dargestellt ist, auch Ergebnisse fiir die Werte U =2, U = 0,4
und U = 0,3. Zusétzlich sind die entsprechenden Ergebnisse auch fiir den Fixpunkt bei A = 0,75 und
U = 0,25 aufgefiihrt.
Bis auf den Vakuumerwartungswert des Fixpunktes liegen alle aufgefithrten Vakuumerwartungswerte
ho,o unterhalb der exakten Grundzustandsenergie des Heisenberg-Dimers von —%J , was vermutlich
erneut auf die schon angesprochene Erweiterung des Hilbertraumes zuriickzufiihren ist. Man sieht,
dass die Werte fiir den Vakuumerwartungswert hg o mit fallendem U-Wert besser werden, so dass die
Abweichungen bei U = 0,251 etwa 1% betragen. Jedoch steigen die Abweichungen sehr schnell an, so
dass bereits fiir den Wert U = 0,5 der relative Fehler bei beiden stationéiren Punkte grofier eins ist.
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Abbildung 4.2: Abhingigkeit des Vakuumerwartungswerts hoo von dem Parameter \ fiir
0 = arsinh (%) und U # 0. Die Abbildungen zeigen den Vakuumerwartungswert hg o nach der
kontinuierlichen unitéren Transformation als Funktion des Parameters \ fiir den Molekularfeld-
Winkel & = arsinh (%) und U = 0,251, U = 0,5 und U = 1. Der Parameter J wurde dabei
gleich 1 gesetzt. Das DGL-System wurde bis zu einem Wert von [ = 2000 berechnet, so dass
in jedem Fall srod < 10~° galt. (besonders fiir U = 0,251 ist die Konvergenz sehr langsam)
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Tabelle 4.3: Ergebnisse zur Bestimmung des Energiespektrums bei festem Winkel 6

# Zustédnde 1 4 1 1 2 4 2

U Amax hoo | hix || RSo+hss | RSy —hSy | hiy | 2hS, | RS, srod

2 -5,16 || -15,26 | 1,33 11,32 22,17 =217 | 1,83 | 1,83 || 6,13-10%
1 -1,78 || -6,97 | 0,85 4,27 -0,93 -0,93 | 1,07 | 1,07 || 1,59-10~
0,5 |-0,004 || -2,823 | 0,619 0,759 0,310 | -0,310 | 0,690 | 0,690 || 4,52-10~35
0,4 | 0,244 || -1,994 | 0,571 0,054 -0,186 | -0,186 | 0,614 | 0,614 || 3,81 1036
0,3 | 0,581 || -1,165 | 0,524 -0,648 -0,062 | -0,062 | 0,540 | 0,540 || 1,55-10~16
0,251 | 0,747 || -0,758 | 0,500 -0,994 -0,001 | -0,001 | 0,501 | 0,501 || 3,31-107°
2 4,884 || -6,896 | 3,439 -5,487 1,336 | -1,336 | 2,664 | 2,664 || 6,74 - 103!
1 2,522 | -3,384 | 1,761 -2,92 0,572 | -0,572 | 1,428 | 1,428 || 1,93-10~*!
0,5 | 1,341 || -1,628 | 0,921 -1,638 -0,190 | -0,190 | 0,810 | 0,810 || 5,07-10~22
0,4 | 1,104 || -1,277 | 0,751 -1,387 0,115 | -0,115 | 0,685 | 0,685 || 5,06- 1014
0,3 | 0,868 || -0,926 | 0,584 -1,129 0,038 | -0,038 | 0,562 | 0,562 || 6,78 1010
0,251 | 0,753 || -0,754 | 0,503 -1,002 -0,001 | -0,001 | 0,501 | 0,501 || 2,22-1076
025 | 0,75 || -0,75 | 0,5 -1 0 0 0,5 0,5 0

Die Anregungsenergien hj ; steigen mit zunehmendem U-Wert an.

Betrachtet man die Koeffizienten, welche im Zweiteilchen-Unterraum hinzukommen (vgl. Tabelle
4.3), so fillt auf, dass th2 — h§ o = hd, und 2%, = h3 5 gilt. Somit kommen geméfl Tabelle 4.2 im
Zweiteilchen-Unterraum nur drei unterschiedliche Energieeigenwerte vor

E§,2 =ho,o + 2h11 + hg,2 +h3 (4.3.15a)

E.éiz =hoo+2h11+ hg_g —h5
=ho,o + 2h11 + h§ ,

E% =ho,0 + 2h1,1 + 2h3 5
—hoo + 2h11 + hS

(4.3.15b)
(4.3.15¢)

Dabei ist der erste Eigenwert E'§72 gar nicht, der zweite El, dreifach und der dritte E% sechsfach
entartet. '

Der Vakuumerwartungswert hg o soll den physikalischen Grundzustand beschreiben. Demnach bleiben
fiir das Heisenberg-Dimer noch die drei physikalischen Triplett-Zustéinde iiber, die alle den Energieei-
genwert %J besitzen. Somit scheint gerade der dreifach entartete Eigenwert E§i72 physikalisch relevant
zu sein. Fiir diesen Eigenwert bewirkt der Zweiteilchenanteil h$ , — h$ 5 bzw. hg , immer eine Absen-
kung der Energie, so dass die zugehorigen Eigenzusténde simtlich gebundene sind.
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Tabelle 4.4: Vergleich von hg,g und Eigi,2 mit exakten Werten

# Zusténde 1 3 1 6
U Amax ho,o E3, Ej E3,
2 -5,16 -15,26 -14,77 -1,28 -10,77
1 -1,78 -6,97 -6,20 -1 -4,2
0,5 -0,094 -2,823 -1,895 -0,826 -0,895
0,4 0,244 -1,994 -1,038 -0,798 -0,238
0,3 0,581 -1,165 -0,179 -0,765 0,423
0,251 0,747 -0,758 0,241 -0,752 0,743
2 4,884 -6,896 -1,354 -5,505 2,646
1 2,522 -3,384 -0,434 -2,782 1,566
0,5 1,341 -1,628 0,024 -1,424 1,024
0,4 1,104 -1,277 0,110 -1,162 0,910
0,3 0,868 -0,926 0,204 -0,887 0,804
0,251 0,753 -0,754 0,250 -0,750 0,753
0,25 0,75 -0,75 0,25 -0,75 0,75
Exakter Wert -0,75 0,25

In Tabelle 4.4 sind der Vakuumerwartungswert hg,o, der Energieeigenwert E;Q und die exakten Ener-
gieeigenwerte fiir das Heisenberg-Dimer dargestellt. Zusétzlich sind die Energieeigenwerte E§72 und
EéifQ aufgefiihrt.

Betrachtet man den Fixpunkt bei A = 0,75 und U = 0,25, so treten die Energieeigenwerte der phy-
sikalischen Zusténde des Heisenberg-Dimers exakt auf. Der Vakuumerwartungswert, den man als
physikalischen Grundzustand interpretieren mochte, hat den Wert —0,75, und der dreifach entartete
Figenwert E§i72 liefert gerade den Wert 0,25 der physikalischen Triplettzustande. Allerdings ist der
Eigenwert E} , ebenfalls gleich —0,75. Dieser Eigenwert muss jedoch bei der gegebenen Parameter-
wahl zweimal vorkommen, da neben dem physikalischen Zustand auch der unphysikalische Zustand
|0) gemiB (4.3.14) diesen Wert liefert. Die Eigenwerte der Einteilchenzustinde sind am Fixpunkt alle
—0,25 und liegen somit noch unterhalb der Eigenwerte der physikalischen Triplettzustéinde. Um zu
verhindern, dass unphysikalische Zusténde energetisch tiefer liegen als die physikalischen Zusténde,
miisste der Wert von U erhoht werden. Dies fiihrt allerdings geméf der in Tabelle 4.3 und Tabelle 4.4
aufgefithrten Werte insbesondere fiir grofiere U-Werte zu erheblichen Abweichungen von den physi-
kalischen Eigenwerten.

Fiir den betrachteten Winkel # = arsinh (%) kann demnach nicht erreicht werden, dass die physi-
kalisch relevanten Energieeigenwerte unterhalb der unphysikalischen Energieeigenwerte liegen und in
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guter Naherung mit den exakten Werten iibereinstimmen.

Zuletzt soll in diesem Abschnitt noch fiir den Winkel 6 = arsinh (%) die Abhéngigkeit des Vakuu-
merwartungswerts ho o von dem Parameter U nach der unitéren Transformation fiir unterschiedliche
Werte A untersucht werden. Die berechneten Ergebnisse sind jeweils fiir den Bereich, in dem die
kontinuierliche unitidre Transformation konvergiert, in Abbildung 4.3 dargestellt. Erneut liegen alle
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Abbildung 4.3: Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hg o von dem Parameter U fiir
0 = arsinh (%) Die Abbildung zeigt den Vakuumerwartungswert hg o nach der kontinuier-
lichen unitédren Transformation als Funktion des Parameters U fiir unterschiedliche Werte
A bei dem Molekularfeld-Winkel # = arsinh (%) Der Parameter J wurde dabei gleich 1
gesetzt. Das DGL-System wurde bis zu einem Wert von | = 100 berechnet, so dass in je-

dem Fall srod < 10710 galt. Zuséitzlich ist die Gerade hoo = —3 eingezeichnet (blau), die
dem Erwartungswert des exaktem physikalischen Grundzustandes des Heisenberg-Dimers
entspricht.

berechneten Werte fiir ho o unterhalb des exakten physikalischen Wertes der Grunzustandenergie des
Heisenberg-Dimers.

Bemerkenswert ist, dass es Bereiche gibt, in denen die Ableitung Oiho,o negativ ist und somit die
Ungleichung (4.3.13) verletzt wird. Dies ldsst sich, wie schon zuvor erwéihnt, nur aufgrund der durch-
gefithrten Trunkierung erkléren. Wieder verbessern sich die Ergebnisse fiir hg o, wenn man sich dem
Fixpunkt bei A = 0,75 und U = 0,25 néhert, wobei sich jedoch ebenfalls der Bereich, in dem die
kontinuierliche unitéire Transformation konvergiert, verkleinert. Eine Verbesserung zu den zuvor be-
stimmten Werten kann durch die Betrachtung von hg o als Funktion von U nicht erzielt werden.

4.3.2 Ergebnisse und Diskussion fiir beliebige Winkel 0

Nachdem im vorigen Abschnitt das Anfangswertproblem (4.3.6, 4.3.4) nur fiir den Winkel § =
arsinh (%) betrachtet wurde, soll nun das Verhalten des Vakuumerwartungswerts hg, fiir unter-
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schiedliche Werte von 6 untersucht werden. Geméfi Gleichung (4.3.8) sollen dabei, wenn méglich, die
Startparameter A\, U und 6 so gewiht werden, dass neben den beiden auch schon im vorigen Abschnitt
untersuchten Bedigungen (4.3.7) und (4.3.13) fiir A und U zusitzlich der Vakuumerwartungswert hg o
stationér beziiglich 6 wird.

In Abbildung 4.4 ist der Vakuumerwartungswert hgo fir U = 0 als Funktion des Winkels § und
des Lagrangeparameters A nach der kontinuierlichen unitidren Transformation dargestellt. Fiir jeden

Winkel 8
W
(=)
Vakuumerwartungswert hy,

Lagrangeparameter A

Abbildung 4.4: Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts ho o von den Parametern A und
0 fir U = 0. Die Abbildung zeigt den Vakuumerwartungswert hg o nach der kontinuierlichen
unitdren Transformation als Funktion der Parameter \ und 6 bei U = 0. Der Parameter
J wurde dabei gleich 1 gesetzt. Das DGL-System wurde bis zu einem Wert von | = 100
berechnet, so dass in jedem Fall srod < 10710 galt.

in Abbildung 4.4 aufgefithrten Wert A wird die Funktion stationér beziiglich 6 genau bei 6 = 0.
Stationdre Punkte beziiglich A sind nicht vorhanden. Neben dem in Abbildung 4.4 gezeigten Wer-
tebereich fiir A wurde ebenfalls die Abhéngikeit des Vakuumerwartungswert hgo von 6 fiir Werte
A < 2,8 untersucht. In diesem Fall muss jedoch, damit die kontinuierliche unitéire Transformation
konvergiert, der Winkelbereich im Vergleich zu Abbildung 4.4 verkleinert werden. Dort findet man
stationdre Punkte beziiglich des Winkels 6 nur bei # = 0. Wahlt man 8 = 0, so wird allerdings
gar keine Bogoliubov-Transformation durchgefiihrt. Da der Hamiltonoperator Hy »y jedoch ohne
Bogoliubov-Transformation teilchenzahlerhaltend ist, wird auch keine kontinuierliche unitére Trans-
formation durchgefiihrt, da man sich bereits fiir [ = 0 an einem Fixpunkt des Anfangswertproblems
(4.3.6, 4.3.4) befindet. Man wiirde demnach fiir § = 0 den Hamiltonoperator Hy x 7 gar nicht trans-
formieren, und die physikalischen Zustédnde ldgen nach wie vor alle im Zweiteilchen-Unterraum.
Dass der Winkelbereich, in dem Konvergenz erzielt werden kann, von der Wahl des Lagrangeparame-
ters A abhéngt, ist in Abbildung 4.5 dargestellt, welche die Winkelabhéngigkeit des Vakuumerwar-
tungswerts hg o bei U = 0 sowohl fiir A = 2,8 (Abbildung 4.5(a)) als auch fiir A = 4 (Abbildung 4.5(b))
zeigt. Fiir A = 2,8 besitzt hgo genau ein Maximum bei § = 0 und ansonsten keine weiteren lokalen
Extrema. Dies gilt auch fiir alle Werte A < 2,8. Wie schon erwéhnt ist jedoch fiir § = 0 der Vakuumer-
wartungswert hg o physikalisch irrelevant. Vergréfiert man den Parameter A, so lassen sich zusétzlich
Minima beziiglich 6 fiir ho o finden. Dies ist in Abbildung 4.5(b) fiir den Wert A = 4,0 dargestellt.
Der Vakuumerwartungswert hg,g besitzt bei diesen Minima einen Wert von —7,8 und ist damit ca.
um einen Faktor zehn kleiner als der physikalische Grundzustand des Heisenberg-Dimers. Daher sind
diese Minima wohl ebenfalls als unphysikalisch zu betrachten. Wie schon im vorigen Abschnitt, in
dem der Winkel 0 stets festgehalten wurde, scheint eine Wahl U > 0 notwendig zu sein, mochte man
erreichen, dass durch hgo der physikalische Grundzustandserwartungswert des Heisenberg-Dimers
beschrieben wird.

Wahlt man U > 0, so wird die Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hg,o von dem Winkel § und
dem Lagrangeparameter A komplizierter. Dazu sollen im Folgenden zwei Beispiele betrachtet werden.
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Abbildung 4.5: Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts ho o von dem Parameter 6 bei
U =0 fiir A = 2,8 und A = 4,0. Die beiden Abbildungen zeigen den Vakuumerwartungswert
ho,0 nach der kontinuierlichen unitdren Transformation als Funktion des Parameters 0 fiir
U =0 fir A\ =28 bzw. A = 40 Der Parameter J wurde dabei gleich 1 gesetzt. Das DGL-
System wurde bis zu einem Wert von | = 100 berechnet, so dass in jedem Fall srod < 10710
galt. Ebenfalls ist jeweils der unphysikalische Erwartungswert (4.3.14) dargestellt (blaue
Gerade).



4.3 Verbesserung der Molekularfeld-Rechnung mit Hilfe kontinuierlicher unitérer Transformationen

Tabelle 4.5: Ergebnisse zur Bestimmung des Energiespektrums bei variablen Winkel 6

# Zustinde 1 4 1 1 2 4 2

U 0 A ho,o hi,1 RS o+ hs, | hS, —hs, hg , 2h§ 5 RS 4 srod

1 1.1-1076 -13 -0,806 | 4,564 19,899 -8,125 -8,125 | -6,125 | -6,125 || 4,96 -10732
0,286 | 2,22-10~7 | 0,0015 || -0,752 | 0,716 0,138 -0,432 -0,432 | 0,140 | 0,140 1,59 1071

Zunéchst ist in Abbildung 4.6 die Situation fiir den Fall U = 1 dargestellt. Betrachtet man die oberste
Abbildung 4.6(a), so liegen die grofiten Werte des Vakuumerwartungswerts hoo in der Gegend der
kleinsten eingezeichneteten Werte fiir A und ungefahr im Intervall von 8 = 0,025 bis § = 0,3. Ver-
kleinert man sowohl den Lagrangeparameter A als auch den Winkel 6, so gelangt man zur mittleren
Abbildung 4.6(b). Hier sicht man deutlich, dass der Vakuumerwartungswert hg ¢ in etwa die Form
eines Bergriickens besitzt. Dieser steigt in Richtung links unten zu kleineren Winkeln 6 und kleineren
Werten des Lagrangeparameters A leicht an. Folgt man diesem Anstieg, so gelangt man schliellich
zur untersten Abbildung, in der die selbe Situation gegeben ist. Es existiert nach wie vor ein Anstieg
in Richtung kleiner Winkel 6 sowie kleinerer \-Werte. Ein stationdrer Punkt beziiglich A und 6 wird
somit nicht erreicht.

Ein grofies Problem bei der Erstellung dieser Abbildungen besteht darin, dass immer Punkte in der
f-\-Ebene existieren, fiir die die Flussgleichung fiir zu grofle Werte von [ divergiert. Daher wurden
samtliche kontinuierlichen unitiren Transformationen nur bis zu einem Wert [.g¢ berechnet, bei dem
die Grofle

Srodef max = max ( srod(l = lcf}')) (4.3.16)
moglichst klein war. Als Vergleichswert dazu wurde die Grofle

srodg min = Igli/\n (srod(l = 0)) (4.3.17)
betrachtet. Ist nun die Grofle srodes,max kleiner als die Gréfie srodg min, so wurde fiir jeden Punkt
in der betrachteten 6-A\-Ebene eine Transformation durchgefiihrt, so dass die nicht teilchenzahlerhal-
tenden Terme bei | = l.g einen kleineren Beitrag liefern als beim Startpunkt [ = 0. Dadurch wird
zumindest ein effektiver Hamiltonoperator bestimmt, der kleinere nicht teilchenzahlerhaltende Bei-
triige besitzt als der Ausgangshamiltonoperator (zur Definition der srod vgl. Abschnitt 2.6).

Die entsprechenden GroBen srodeg max, ST0do min und leg sind in den Abbildungen 4.6(a), 4.6(b) und
4.6(c) angegeben. Das Problem der richtigen Wahl des Wertes lo macht die Verwendung iiblicher
Optimierungsroutinen duflert schwierig, zumal selbst in der untersten Abbildung 4.6(c) noch nicht
einmal ein lokales Maximum beziiglich # und A vorliegt. Daher wurde die Suche nach lokalen Maxima
in der 6-\-Ebene stets graphisch durchgefiihrt.

Als zweites Beispiel soll der Fall U = 0,286 betrachtet werden. Analog zum Fall U = 1 bewegt
man sich in Richtung immer kleinerer Winkel 6. In Abbildung 4.7 ist der Vakuumerwartungswert in
Abhéngigkeit von A und 6 bereits fiir ein Intervall dargestellt, in dem der Winkel 6 die Gréfenord-
nung 107 besitzt. Im Gegensatz zum Fall U = 1 treten selbst in diesem Bereich keine Probleme mit
der Konvergenz der kontinuierlichen unitdren Transformation auf, so dass ohne weiteres bis zu einem
Wert [ = 100 gerechnet werden konnte.

In Tabelle 4.5 sind der Vakuumerwartungswert hg o, die Anregungsenergie hq 1, sowie, die im Zwei-
teilchenraum hinzukommenden Energieverschiebungen fiir die Parameter U = 1, § = 1,1 - 107¢ und
A = —13 sowie fiir die Parameter U = 0,286, § = 2,22 -10~7 und A = 0,0015 dargestellt. Diese
Parameterwahl maximiert in etwa den Vakuumerwartungswert hg o in Abbildung 4.6(c) bzw. in Ab-
bildung 4.7.
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Abbildung 4.6: Abhingigkeit des Vakuumerwartungswerts hoo von
den Parametern A und 6 fiir U = 1. Die Abbildungen zeigen den Vaku-
umerwartungswert hg o nach der kontinuierlichen unitidren Transforma-
tion als Funktion der Parameter A\ und 6 bei U = 1. Der Parameter J
wurde dabei gleich 1 gesetzt. Der Wert l.g, bis zu dem die kontinuierli-
che unitédre Transformation durchgefiihrt wurde, ist in jeder Abbildung
separat aufgefiihrt.
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4.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

U=0,286
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-0.75237

-0.752371
-0.752372
-0.752373
-0.752374
-0.752375
-0.752376

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Lagrangeparameter A

2.25e-07

2.245e-07

2.24e-07

2.235e-07

Winkel 6

2.23e-07

Vakuumerwartungswert hy o

2.225e-07

2.22e-07

Abbildung 4.7: Abhingigkeit des Vakuumerwartungswerts hg o von
den Parametern A und 6 fir U = 0,286. Die Abbildungen zeigen den
Vakuumerwartungswert ho o nach der kontinuierlichen unitdren Trans-
formation als Funktion der Parameter \ und 6 bei U = 0,286. Der Pa-
rameter J wurde dabei gleich 1 gesetzt. Das DGL-System wurde bis zu
einem Wert von [ = 100 berechnet, so dass in jedem Fall srod < 10710
galt.

Interessanterweise beschreiben diese beiden Losungen die physikalischen Zusténde des Heisenberg-
Dimers trotz der sehr kleinen Wahl des Winkels 6 relativ gut. So sind die vier niedrigsten Eigenwer-
te! fiir den Fall U = 1 gegeben durch den Vakuumerwartungswert hoo = —0,806 und den dreifach
entartetem Eigenwert Eiziz = 0,197 (vgl. (4.3.15b)). Alle weiteren Eigenzustéinde, selbst die Einteil-
chenzustédnde, besitzen einen grofleren Energieeigenwert. Wihlt man U = 0,286, so erhélt man einen
Vakuumerwartungswert hg o = —0,752, und der dreifach entartete Erwartungswert nimmt den Wert
E§, = 0,248 an. In beiden Fillen weicht man somit nur noch um einen absoluten Fehler von 0,002 von
den exakten Energieeigenwerten des Heisenberg-Dimers ab. Die unphysikalischen Einteilchenzusténde
besitzen jedoch bedauerlicherweise noch einen Eigenwert der unterhalb von Fs o liegt.

4.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

In diesem Kapitel wurde zunéchst eine Molekularfeld-Rechnung fiir das Heisenberg-Dimer in bo-
sonischer Darstellung durchgefithrt und anschlieend versucht, diese mittels einer kontinuierlichen
unitdren Transformation zu verbessern. Da das Heisenberg-Dimer exakt gelost werden kann, konnten
die genéherten Ergebnisse leicht mit den exakten Losungen verglichen werden.

Bei der Ersetzung der Spinoperatoren des Heisenberg-Dimers durch bosonische Operatoren wird der
Hilbertraum formal von vier Dimensionen auf abzéhlbar unendlich viele erweitert. Der physikalisch
relevante Unterraum wird dabei durch eine Nebenbedingung, die durch eine Operatorgleichung gege-
ben ist, definiert. In den durchgefithrten Molekularfeld-Rechnungen wird diese Nebenbedigung nur im
Mittel erfiillt, was dazu fiithrt, dass man in der Lage ist, im Rahmen der Molekularfeld-Néherung jeden
beliebigen Grundzustandserwartungswert zu erzeugen. Die Ergebnisse der Molekularfeld-Rechnung
verlieren dadurch natiirlich ihre Aussagekraft. Der Winkel 6 der Bogoliubov-Transformation, welche
zum Diagonalisieren des Molekularfeld-Hamiltonoperators notwendig ist, wird allerdings alleine durch
die Nebenbedingung festgelegt, so dass dieser bei allen durchgefiihrten Molekularfeld-Rechnungen
identisch gew#hlt werden muss.

Bei der anschlieSenden Behandlung des Heisenberg-Dimers mittels kontinuierlicher unitarer Trans-

1Es wurden nur Zusténde, die aus zwei oder weniger Teilchen bestehen, betrachtet.
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4 Untersuchung der bosonischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

foramtionen wurden die zuvor bei der Molekularfeld-Ndherung vernachlissigten Terme zunéchst
vollstdndig berticksichtigt. Die Néherung geschah dabei erst beim Aufstellen der Flussgleichungen,
da samtliche Terme, welche, nachdem sie normalgeordnet wurden, aus sechs oder mehr bosonischen
Operatoren bestanden, vernachléssigt wurden. Es wurden also Prozesse nicht beriicksichtigt, an de-
nen drei oder mehr Teilchen beteiligt sind. Ist man an den tiefliegenden Zusténden interessiert, so
sollten solche Prozesse jedoch nur einen kleinen Beitrag liefern.

Auch bei der Behandlung des bosonischen Heisenberg-Dimers mittels kontinuierlicher unitérer Trans-
formationen ist das entscheidende Problem die Behandlung der Nebenbedigung fiir die physikalischen
Zusténde. Es zeigte sich, dass das iibliche Einfiihren eines Lagrangeparameters A zum Erfiillen der Ne-
benbedingung alleine nicht reicht. Dies liegt vermutlich daran, dass dadurch nicht gesichert wird, dass
der physikalische Grundzustand der energetisch tiefstliegende ist. Da der verwendete Knetter-Uhrig-
Generator iiblicherweise den Hilbertraum so ordnet, dass der energetisch niedrigste Eigenzustand
durch den Vakuumzustand représentiert wird, wird in diesem Fall ein unphysikalischer Zustand zum
Vakuumzustand gemacht. Ziel war jedoch gerade eine Naherung zu finden, fiir die der Vakuumzu-
stand als physikalischer Grundzustand interpretiert werden kann.

Erst durch das Addieren des Terms Hy, der die Nebenbedingung quadratisch enthélt und somit die
unphysikalischen Zusténde energetisch erhoht, konnten die Startparameter so gewéhlt werden, dass
der Vakuumerwartungswert stationdr beziiglich des Lagrangeparameters A wird und demnach zumin-
dest im Mittel die Nebenbedigung erfiillt. Fiir einen hinreichend groflen Wert U ergeben sich jedoch
deutliche quantitative Abweichungen von den exakten Werten.

Die besten Ergebnisse wurden interessanterweise fiir extrem kleine Winkel 6 erzielt, wobei jedoch
kein stationdrer Punkt beziiglich A und @ erreicht wurde. Ebenfalls ergaben sich dabei fiir den Wert
U =1 Probleme mit der Konvergenz der Flussgleichungen.

In dem Kapitel wurden die Ergebnisse der kontinuierliche unitéren Transformation nur fiir den Hamil-
tonoperator Hy x  vorgestellt. Es wurden jedoch auch analoge Rechnugen fiir den Hamiltonoperator
Hy v = Ho,q + H\ + Hy durchgefiihrt, welche jedoch keine qualitativen Unterschiede zeigten.
Mehr Terme und somit hohere Anregungen bei dem Aufstellen der Flussgleichung zu beriicksichtigen,
wére zwar bei diesem iiberschaubarem Problem des Heisenberg-Dimers noch méglich, allerdings fiir
grofere Systeme nicht mehr durchfithrbar, so dass es auch hier nicht genauer untersucht wurde.
Insgesamt scheint der betrachtete Zugang zur Beschreibung des Heisenberg-Dimers demnach nicht
sinnvoll zu sein.

Eine im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter untersuchte Frage ist, ob vielleicht die Behandlung einer
bosonischen Darstellung, deren Energiespektrum auch ohne den Term Hy nach unten beschrinkt ist,
bessere Ergebnisse liefert. Dies konnte insofern méglich sein, da ein nach unten beschrianktes Spektrum
bendtigt wird, um zu beweisen, dass die Flussgleichung bei Verwendung des Knetter-Uhrig-Generators
konvergiert (vgl. Abschnitt 2.4). Arovas und Auerbach [AA88] wiihlten absichtlich zur Durchfithrung
einer Sattelpunktsndherung eine Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Modells, so dass
dessen Hamiltonoperator durch eine Summe von negativen quadratischen Formen —A;rj Aij gegeben
ist (vgl. dazu Gleichung (4.1.6)).

Aufgrund der Nebenbedingung koénnen jedoch ebenfalls Darstellungen des antiferromagnetischen
Heisenberg-Modells gewéhlt werden, die durch eine Summe von positiven quadratischen Formen ge-
geben sind. Als Hamiltonoperator des antiferromagnetischen Spin % Heisenberg-Dimers kénnte zum

Beispiel H = £ (FllfQF12 - %) mit J > 0 und Fiy = alay + bib, betrachtet werden.!

1Eine derartige Darstellung verwendeten Arovas und Auerbach zur Behandlung des ferromagnetischen (J < 0)
Heisenberg-Modells [AAS8S].
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5 Untersuchung der fermionischen Darstellung des
antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

Nachdem im vorherigen Kapitel eine bosonische Darstellung des Heisenberg-Dimers untersucht wurde,
werden in diesem Kapitel die Spinoperatoren des Heisenberg-Dimers geméfl Abschnitt 3.5 durch je-
weils zwei fermionische Operatoren ersetzt. Die Dimension des Hilbertraums wird dadurch quadriert.
Wie im bosonischen Fall existiert eine Nebenbedingung (3.5.2), welche die physikalisch relevanten
Zusténde definiert. Erneut werden alle Zustiande, die diese Nebenbedingung nicht erfiillen als unphy-
sikalisch bezeichnet.

Nach dem Darstellungswechsel liegen aufgrund der Struktur der Nebenbedingung (3.5.2) alle physika-
lischen Zustédnde in dem Unterraum, welcher aus 2N S-Teilchen besteht. Wie schon zuvor bezeichnet
dabei N die Anzahl der betrachteten Gitterplidtze und S den Spin, wobei nur der Fall S = % betrach-
tet wird.

In vollig analoger Weise zum vorherigen Kapitel wird zunéchst in Abschnitt 5.2 eine Molekularfeld-
Rechnung fiir das Heisenberg-Dimer durchgefiihrt und anschliefend in Abschnitt 5.3 versucht, die so
gewonnenen Resultate durch eine kontinuierliche unitidre Transformation zu verbessern.

Erneut ist das Ziel, einen effektiven Hamiltonoperator zu bestimmen, so dass dessen Vakuumzu-
stand |G) den Grundzustand beschreibt und die restlichen physikalischen Zustéinde als gebundene
Zustéinde im Zweiteilchen-Unterraum liegen. Aufgrund der Erhaltung der z-Komponente des Ge-
samtspins (5.1.3) bei den in Abschnitt 5.2 und 5.3 durchgefiihrten Transformationen kénnen die im
Einteilchen-Unterraum liegenden Zustédnde keine physikalisch relevanten Zusténde beschreiben.

Da bei der Darstellung der Spinoperatoren durch Fermionen der Hilbertraum endlich bleibt, ist es
im Gegensatz zur bosonischen Darstellung moglich, die kontinuierliche unitdre Transformation exakt
durchzufithren und mit trunkierten Rechnungen zu vergleichen.

5.1 Eigenschaften des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers
in fermionischer Darstellung

Ersetzt man gemé$ (3.5.1) die Spinoperatoren durch fermionische Operatoren, so nimmt der Hamil-
tonoperator (3.2.1) des antiferromagnetischen (J > 0) Heisenberg-Dimers die Form

S 4 P
Hy = 5 (CchllCZLCZT +CliclTC2102i)

J

(5.1.1)
P P P P
=+ 4 (CchlTCQTCQT + 011611621021 — CITCITCQICQL — CllcllC2TC2T)

an. Die Erhaltungsgrofien S2. und SZ., (3.2.2) sind in der fermionischen Darstellung gegeben durch

ges
§2 — 3 (. t t t
gos = 7 (C11Cuy F O 0 T Oy F G0y
t o of i
- (Clrcncucu+Czrczrczlczi)
t o of i
(Cchch2TC2T + 611611021621) (5.1.2)

3
2
Ll
T3
1 i i

B clperyehyen) +elyer chyey

i
+ (clper chyear + CllclTC2TC2l)

und

= _ L t
Sges = 3 (CchlT +cy1¢9p — chll - c;lcu) . (5.1.3)
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5 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

Der Gesamtspin in z-Richtung Sg. ist also fiir einen gegebenen Zustand einfach die Summe aller
“Teilchen” minus die Anzahl aller “Lécher”. Die vier physikalischen Eigenzustinde des Hamiltonope-

rators (5.1.1), welche die Nebenbedingungen (3.5.2) erfiillen, sind gegeben durch

1
0 =75 (chely = elichy) 0 (5.1.40)
1
1) =75 (clyeby +eliely) 0 (5.1.4D)
|t2) =clch, 0) (5.1.4c)
lts) =cl e}, [0) . (5.1.4d)

Der Zustand |0) ist dabei das Vakuum beziiglich der Operatoren ¢; .. Das Singulett |s) besitzt den
Energieeigenwert —2.J und die Triplettzustéinde [t;) jeweils den Energieeigenwert 1.J. Wie bei der
bosonischen Darstellung des Heisenberg-Dimers (4.1.1) mittels Schwinger-Bosonen (3.4.1) ist der
Hilbertraum in der fermionische Darstellung grofler als in der Spindarstellung, solange man die Ne-
benbedingung (3.5.2) nicht beriicksichtigt. Im Gegensatz zum bosonischen Fall bleibt die Dimension
des Hilbertraumes jedoch bei der Darstellung durch Fermionen endlich. Wéhrend die Dimension in
der Spindarstellung gleich 22 = 4 ist, betriigt sie in der fermionischen Darstellung 2* = 16. Somit
bleiben neben den vier physikalischen Zustéinden (5.1.4a) noch zwolf unphysikalische Zustéinde, wel-
che die Nebenbedingung (3.5.2) nicht erfiillen.
Ein weiterer Vorteil der Darstellung des Heisenberg-Dimers durch Fermionen im Vergleich mit der
Darstellung durch Bosonen ist, dass der fermionische Hamiltonoperator (5.1.1) invariant unter einer
Teilchen-Loch-Transformation ist. Dabei iiberfiihrt die Teilchen-Loch-Transformation jeden Erzeuger
in den entsprechenden Vernichter und umgekehrt.

c}a = Cior Cio C;U (5.1.5)
Die unitére Transformation Ujg am Platz j der Teilchen-Loch Symmetrie kann geschrieben werden
als?

Ujg =exp (zg (cja + c}a — 1))
=(—1) (cos g +1 sing (cjg + c;a)) (5.1.6)
(s

Setzt man nun voraus, dass diese Symmetrie nicht gebrochen wird, dass also der Grundzustand

ebenfalls diese Symmetrie besitzt, so gilt fiir den Grundzustandserwartungswert von c;-acja
<C;’cha> = < ;UUjG'C;UCjUU;UUjU>
= U'UCT'UC'UUTU
s TJ soUso) (5.1.7)
= <cja'cja'>
=1- <cga'cjcr>
Somit folgt aus der Teilchen-Loch Symmetrie, dass der Erwartungswert von c;-gcjg des Grundzustands
die Nebenbedingung (3.5.2) erfiillt.
<C}Tcﬂ> + <C;r’lcjl> -1=0 (5.1.8)

Solange die Teilchen-Loch-Symmetrie nicht gebrochen wird, kann daher bei dieser fermionischen Dar-
stellung auf das Einfithren eines Lagrangeparameters A verzichtet werden. Der Lagrangeparameter A
war im bosonischen Fall gerade notwendig, um die Nebenbedingung zumindest fiir den Erwartungs-
wert des Grundzustandes zu erfiillen (vgl. Abschnitt 4.2.1).

IDie -1 im Exponenten stellt lediglich eine Phase dar und kénnte auch weggelassen werden.
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5.2 Molekularfeld-Rechnung fiir das fermionische Heisenberg-Dimer

5.1.1 Addition zusatzlicher Terme zum Hamiltonoperator

Analog zum bosonischen Fall (vgl. Gleichung (4.2.1) und (4.2.20)) werden die Terme
— T T T T
Hy=\ (CITCIT +ep 6+ g6 + 021621) —2A (5.1.9)
und
i i 2 i i °
Hy=U (CITCIT +ey0 — 1) +U (C2TC2T + ¢y Cq) — 1) (5.1.10)
definiert. Der Hamiltonoperator, der beide Terme Hy und Hy enthélt, wird mit

Hxv = Ho+ Hx+ Hy (5.1.11)

bezeichnet. Wie schon zuvor erwihnt, sollte der Term H) aufgrund der Teilchen-Loch Symmetrie
keinerlei Rolle spielen. Im Abschnitt 5.3 soll dennoch, die Abhéngigkeit der Ergebnisse von dem La-
grangeparameter A untersucht werden, da dieser als zusétzlicher Test verwendet werden kann, ob die
Nebenbedingung im Mittel erfiillt ist.

Der Term Hy;, welcher die Nebenbedingung (3.5.2) quadratisch enthélt, wird - wie schon im bosoni-
schen Fall - ben6tigt, um unphysikalische Zustande energetisch hochzuheben, so dass die physikalisch
relevanten Zustidnde im unteren Bereich des Energiespektrums liegen.

5.2 Molekularfeld-Rechnung fiir das fermionische
Heisenberg-Dimer

In diesem Abschnitt wird eine Molekularfeld-N#herung fiir den Hamiltonoperator (5.1.1) des fermio-
nischen Heisenberg-Dimers durchgefiihrt [Weg]. Zusétzlich zu dieser Niherung werden alle Erwar-
tungswerte von Operatoren, welche die z-Komponente des Gesamtspins (5.1.3) nicht erhalten, gleich
null gesetzt. Dadurch erhélt man den Hamiltonoperator

J i i i
Homr =— 3 (<011021> cch;l + <C1TC;1> ¢ Cop F(C11Cq)) Chcm + <chc;> C1T021)
J P P P P
v (<01TC21> crpeay + (e eap) €1y Cay F (e Cap) 1y oy + {erpezy) ClTC2l)
(T ¢ ¢ i
+ 7 ([<CQTCQT> - <C;102¢>} CITCM + [<021021> - <02T02T>} Cucu)
(T i i i i i
v ([<Cncn> - <Cucu>} Ca1Cap + [<Cucu> - <CchlT>] 621021)
J
+ 3 ((cITc;Q (e ycap) + (chc%) <011021>)
J
v (<CITC$1> (c116q)) + <CJ{¢C;T> <C1102T>)
J
1 ((c%clﬁ <C£T021> + <CLC1¢> <C;1021> - <CIT011> <C£LCQL> - <Chc1¢> <C£T021>)
(5.2.1)
Da die Nebenbedingung (3.5.2) bei der Molekularfeld-Niherung im Mittel erfiillt sein soll, miissen
Erwartungswerte des Typs <ch ¢,) den Wert % annehmen. Zudem werden die folgenden Schreibweisen
¥ 1
Xo ={CisCio) = 5 (5.2.2a)
X1 =(c1Cy)) = X1 = — <CITC;1> (5.2.2b)
X2 =(¢yCay) = X2 = — <CI¢C;T> (5.2.2c)
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5 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

verwendet. Der Molekularfeld-Hamiltonoperator (5.2.1) erhilt dadurch die Form

J 1 1
Homr = — ) ({xz - 5)(1] cJ{Tcgl + [X1 - §X2:| CLC;T + h.c.)

(5.2.3)
J [ 1__ 1
o\ e gxaxa + X1 — 5X2| X2
Mit den Definitionen
J 1
'h=-— - = 5.2.4
1 5 [X2 2Xl] ( a)
J 1
To=—— - = 5.2.4b
2 ) [Xl 2X2] ( )
_ 4 (T'1 +2Iy) (5.2.4¢)
X1 = 37 1 2 2.4c
4
X2 == 55 (T2 +2I) (5.2.4d)
J 1 1
O=—2| |- v v v 5.2.4
5 ([Xz 2X1} X1+ {m 2X2] X2) ( e)
gelangt man letztendlich zu dem Hamiltonoperator
Homr = I‘chTC;l — 1"_10”02l + I‘QCLC;T — F_201162T +Q . (5.2.5)

Dieser Hamiltonoperator kann durch die in Anhang A beschriebene Bogoliubov-Transformation fiir
Fermionen diagonalisiert werden.

Hoyr =T'1e” " sin 26, (VIT%T + 751721) + Toe ™2 5in 26, (”Yiﬂll + 7;T72T)

. , (5.2.6)
— Fle_upl sin 291 — FQG_WJZ sin 292 + Q
Die neuen fermionischen Operatoren ~ sind dabei gegeben durch
Y1 cos 0, €1 sin 0 1y
= (5.2.7a)
’Y;l — e ¥1gin6, cos 0, C;l
o cos 02 €2 sin 0 1)
= . (5.2.7b)
'y;T — e %2 ginf, cos Oy C;T

Damit der Hamiltonoperator (5.2.6) die gewiinschte diagonale Gestalt besitzt, muss fiir die Winkel
01 und 65 gemiafl Abschnitt A.2.2

cos20, =0 fir 1=1,2 (5.2.8)

gelten. Beschrinkt man die Winkel auf das Intervall [0, 7) bleiben noch zwei mogliche Werte fiir die
Winkel 61 und 65 iiber

91-6{%,?%} fir i=1,2 . (5.2.9)

Der Hamiltonoperator (5.2.6) besitzt als Molekularfeld-Grundzustand |G) das Vakuum beziiglich der
fermionischen Operatoren 7; »

Yie|G) =0, fir i=12 und o=, . (5.2.10)

60



5.2 Molekularfeld-Rechnung fiir das fermionische Heisenberg-Dimer

Die Erwartungswerte o, x1 und x2 konnen nun beziiglich dieses neuen Molekularfeld-Grundzustands
|G) berechnet werden. Dazu stellt man die Operatoren ci1, ¢1y, c21 und co) durch die neuen Opera-
toren yi1, 71|, Y21 und y2; dar. Da im Folgenden nur Erwartungswerte beziiglich des neuen Vakuums
|G) berechnet werden, wird anstelle von (G| . |G) als abkiirzende Schreibweise nur (.) verwendet. Fiir
die Erwartungswerte xo, x1 und y2 erhélt man

Xo = (cl,c;p) = sin? 0y = % (5.2.11a)
X1 =(c116y)) = %ei“"l sin 264 (5.2.11b)
<CITC£L> = —%e‘i“"l sin 264 (5.2.11¢c)
X2 = (¢ Cop) = %eiw sin 26, (5.2.11d)
<chc£T> = —%e‘iw sin26y . (5.2.11e)

Der Erwartungswert von xo ist wie gefordert fiir beide moglichen Werte (5.2.9) der Winkel 67 und
0 gleich 3 . Smtliche Erwartungswerte beziiglich |G), die bei der Molekularfeld-Néherung zunéchst
zusétzlich null gesetzt wurden, ergeben null, so dass eine selbstkonsistente Losung vorliegt.

Durch Einsetzen der Erwartungswerte x; und x2 folgt

) J [ 1
[ie™™ sin20, = — - (e“w—%) sin 20 — 5 sin 291> sin 260, (5.2.12a)
i . J i(p1—92) o 1. .
Ioe "2 sin 209 = — G P1792) g 20, — 5 sin 205 | sin 20y . (5.2.12b)

Da jedoch diese beiden Grolen nach (A.2.12) reell sein miissen®, folgt fiir die Differenz ¢ — @9, dass
diese ein ganzzahliges Vielfaches von 7 sein muss. Ebenfalls sieht man, dass die Einschrinkung fiir
das Intervall der Winkel ¢; und 65 auf [0, 7) keine wirkliche Einschréinkung war, da alle auftretenden
Groflen beziiglich dieser Variablen w-periodisch sind. Zusétzlich sollten die Grofien I'y und I's positiv
sein, mochte man sie als Anregungsenergien aus dem Grundzustand interpretieren. In Abhéngigkeit
der Wahl von ¢; — @2 sollen nun mogliche Losungen untersucht werden.

i) Zunéchst soll der Fall betrachtet werden, dass ¢1 — @2 = 0 mod (27) gilt. In diesem Fall
sind die Exponentialfunktionen in (5.2.12) gleich eins und man kann nur noch die Werte der
beiden Winkel #; und 0 wihlen. Wahlt man 6; = 605, so sind beide Groflen I'y und I's negativ,
wodurch sie nicht als Anregungsenergien aus dem Grundzustand interpretierbar sind. Wahlt
man hingegen 6, # 62, so sind beide Grofien positiv und nehmen den Wert %J an.

i) Betrachtet man den Fall 1 — w2 = mod (27), so sieht man, dass 6, = 65 sein muss, damit
die beide Groflen I'y und I's postiv sind. Erneut besitzen sie dann den Wert %J .

Beide physikalisch sinvollen Losungen liefern somit dieselbe Anregungsenergie

w 8J (5.2.13)

Die Molekularfeld-Grundzustandsenergie Ey ist gemifl (5.2.6) in beiden Fiillen gegeben durch

Fo = (Ho) = (Honr) = —gJ . (5.2.14)

Somit ist die durch die Molekularfeld-Rechnung bestimmte Grundzustandsenergie Ey halb so grofl
wie die Grundzustandsenergie des Heisenberg-Dimers.

1Der Hamiltonoperator wire ansonsten ebenfalls nicht hermitesch.
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5 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

Wiirde man bei der Molekularfeld-Rechnung ebenfalls den Term H) (5.1.9) beriicksichtigen, so wiirde
aus der Bedingung (5.2.11a), welche den Betrag des Winkels 6 festlegt, zusammen mit den Bedin-
gungen (5.2.8) folgen, dass der Lagrangeparameter A = 0 gewiihlt werden muss.

Die Beriicksichtigung des Terms Hyy (5.1.10) mit U > 0 wiirde lediglich die Grundzustandsenergie um
U erhohen und somit das Ergebnis fiir die Molekularfeld-Grundzustandsenergie verschlechtern. Fiir
die Wahl des Winkels 6 besitzt der Term Hy; im Rahmen der durchgefiihrten Molekularfeld-Rechnung
keinerlei Bedeutung.

Die durch die Molekularfeld-Rechnung erzielten Ergebnisse sollen nun im folgenden Abschnitt mittels
einer kontinuierlichen unitéren Transformation verbessert werden.

5.3 Verbesserung der Molekularfeld-Rechnung mit Hilfe
kontinuierlicher unitarer Transformationen

Die im vorherigen Abschnitt bei der Molekularfeld-Rechnung vernachlissigten quartischen Terme
sollen nun mittels der Methode der kontinuierlichen unitdren Transformationen ebenfalls beriick-
sichtigt werden, so dass neben der Verbesserung des durch die Molekularfeld-Rechnung bestimm-
ten Naherungswerts Ey fiir die Grundzustandsenergie zusétzlich der physikalisch ebenfalls relevante
Zweiteilchen-Sektor beschrieben werden kann. Dazu werden alle Operatoren des Hamiltonoperators
Hyy (5.1.11) gemif

1t cosf) —siné M1

= (5.3.1a)
C;i sinf  cosf 'y;l
o cosf  sinf Y1y

= (5.3.1b)
C;T —sinf cosf ”y;

transformiert und normalgeordnet. Die in der Transformation (5.2.7) auftretenden Winkel ¢ und
w9 wurden beide gleich null gewihlt, damit alle Koeffizienten des Hamiltonoperators reell bleiben.
Demnach miissen die Winkel 6; und 6 so gewéhlt werden, dass 6; = —6s gilt. Die Normalordnung
wird wie im Falle der Bosonen so durchgefiihrt, dass alle teilchenerzeugenden Operatoren einer Sorte
Fermionen links von den entsprechenden teilchenvernichtenden Operatoren stehen. Im Gegensatz zum
bosonischen Fall ist nun aufgrund der Antikommutatorrelationen (2.5.5) der Fermionen auch die An-
ordnung von unterschiedlichen Arten von Fermionen fiir das Vorzeichen eines Koeffizienten relevant.
Durch die Transformation (5.3.1) und die anschlieBende Normalordnung erhilt der Hamiltonoperator
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5.3 Verbesserung der Molekularfeld-Rechnung mit Hilfe kontinuierlicher unitédrer Transformationen

H)y y die Form
Hyuy = hopo
+hia (mm + vlﬂu + vzﬂm + mm)
+ ho,2 (VlT'VZl ”Ylﬂm + h.c.)
+h3 o (%ﬂlﬂlﬂu + 72T72T72172l)
+ R, (71T71T72T72T + 711711721721)
+hs o (”m’hﬂzﬂzl + 71171172T72T)

hd (5.3.2)
2,2 71{71172{721 =+ 71{71172{721)

+ ho FYlT’Yll’Y?T’Y?l + h.c. )

ToAT AT Tt t
+hi3 (71T71T71172T 711711711721 + Y Va1 Vo Yoy — Vit VarVar Yoy + h.c.)
+ h33 (”YlT'YlT'Yu'Yu’YzT’YgT + ’YlT’YlTFYllFYllFY%FY%
i i
+ 71T71T72T72T72i72l + VU’YU’YQT’YQTW%%L)
t tof ot t i
+ ho4 (”YlT’YlT’Yu’Yzﬂzﬂzl = M1 Y1 V1, Y21 V2 Yoy T h,c,)

Wie schon im vorherigen Kapitel steht ein Koeffizient, der mit h; ; bezeichnet wird, entweder vor
einem oder mehreren Termen von Operatoren, die entweder aus ¢ Erzeugern und j Vernichtern oder
aus j Erzeugern und ¢ Vernichtern bestehen. Explizit sind die Koeffizienten h; ;, welche spéter die
Startwerte der kontinuierlichen unitiren Transformation definieren, durch

ho0(0) =J (—g sin? 29) +U ( (cos 46 + 3)) + A (4sin® 0 — 2) (5.3.3a)
h11(0) =J <§ sin 29) + U (= cos® 20) + A (cos 26) (5.3.3b)
ho2(0) =J <13—6 1n49) +U < sin 49> + A (— sin26) (5.3.3¢)

§2(0)=J (—g sin? 29) +U ( (cos 46 + 3)) (5.3.3d)
hs5(0) =J (5—6 (3 cos46 + 1)) + U (—sin®26) (5.3.3¢)
15(0) =7 <—i> (5.3.30)
h34(0) =J < % (3cos46 + 5)> + U (sin® 20) (5.3.3)
h3(0) =J (13—6 1n46‘) +U (— sin 49) (5.3.3h)
ho.4(0) :J< g 2 29) + U (—sin®26) (5.3.31)
hs,3(0) =0 (5.3.3)
ha,4(0) =0 (5.3.3k)

gegeben. Wéhlt man den Winkel § = 7, den Lagrangeparameter A = 0 und vernachlissigt zusétz-
lich sdmtliche quadratischen Terme, so ergibt sich gerade der Molekularfeld-Hamiltonoperator des
vorherigen Abschnittes 5.2. Die Terme mit den Koeffizienten hs3 3 und hg 4 entstehen nicht durch die
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5 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

Transformation (5.3.1), spielen aber im Folgenden beim Aufstellen der Flussgleichungen eine ent-
scheidene Rolle und sind der Vollsténdigkeit halber in (5.3.3) schon mit aufgefiihrt. Mit Hilfe des
Knetter-Uhrig-Generators soll nun durch eine kontinuierliche unitidre Transformation ein effektiver
teilchenzahlerhaltender Hamiltonoperator bestimmt werden. Der Generator n kann direkt anhand der
Form des Hamiltonoperators (5.3.2) abgelesen werden und ist gegeben durch

n= hO 2 ('YIT'Y;LL - 'YL'Y;T - h-C-)

ot i Tt At T i
+ hl 3 '71T'71T'71i'72T Y1171 711 72 + V11721 V21 V2p T V11 V21 V21 V2 T h-C-) (5 5 4)

+ hoa (”YllengT'Yzl h-C-)
n
+ ho4 (71T71T71172T721721 ’YlT’Yll’YllFY?TFY?TFY?l h.c. )

Bildet man den Kommutator [, H] und ordnet anschlieend die entstehenden Terme normal, so
konnen mittels eines Koeffizientenvergleichs gemif (2.1.5) die Flussgleichungen aufgestellt werden.
Bei der Berechnung des Kommutators entstehen neue Terme, welche jeweils aus sechs Operatoren
aufgebaut sind. Diese neuen Terme und deren zugehorige Koeffizienten wurden in Gleichung (5.3.2)
und (5.3.3) schon mit aufgefiihrt. Zusétzlich miissen alle neuen nicht teilchenzahlerhaltenden Terme
auch im Generator (5.3.4) berticksichtigt werden. Die so resultierenden Flussgleichungen sind gegeben
durch

Oihoo = —4ho.zho. — 2ho 4ho 4 (5.3.5a)
Oh11 = 2ho,2ho,2 + 2ho,aho,4 — 2h1 3h1 3 + 4ho2h1 3 (5.3.5b)
Oiho2 = —ho2h§ 5 + 2ho 2ho.a — 2ho 2h1 1 — ho2h 5 — 4hoah1 3 — 2ho 4ho 4 (5.3.5¢)
O1hy 5 = —2hg 4ho 4 + 4hy1 3h13 — 8ho 2h1 3 (5.3.5d)
O1hly 5 = —2ho,aho.a + 4hy 3hy 3 — 8ho 2hi 3 (5.3.5¢)
Oih 5 = —2ho sho.s — 4hy sh1 s — 2ha ahas + 4ho sha s — 8ha sho 4 (5.3.5f)
5zhg,2 = 8ho,2h1,3 — 8hi3hi 3+ 4ho2h2 4 — 8h13ho 4 — 2h3 4h2 4 (5.3.52)
Oh13 = —ho,zhg@ + 2ho,2ho,4 + ho,zhg,z —4hgah13 — 2h1 1h1 3 — b5 oh1 3 — hg,zhl,s

— 2hosha.a + hoahS s — hyshS o + hoshs s — hyshs s (5.3.5h)
Oiho s = —Aho ahy 1 — 2ho.ahS o — 2ho 4hb., — 2ho 4h% 5 — Aho ahs 5 (5.3.51)
Oih3 3 = 2ho 4hoa + 4h1 3h1 3 + 2h2 4ha 4 — 4ho 2h2 4 + 8h1 3ha 4 (5.3.5j)
Orha 4 = 2h372h1,3 + 4ho.ah1 3 — 2h3,2h1,3 + h§,2h2,4 +2ho 4h2.4 — 2h1 1ha g — h5 oho 4

— 2h8 yha 4 — 2Ry 3hG 5 — 208 sho 4 + 2ho2hs s — 6h1shs s — dho shss (5.3.5k)

Diese Flussgleichungen beschreiben die exakte kontinuierliche unitére Transformation, ohne dass
irgendeine Naherung durchgefiihrt wurde. Das Aufstellen der kompletten exakten Flussgleichung war
im vorherigen Kapitel 4 bei der bosonischen Darstellung nicht moglich. Da jedoch der Hilbertraum
bei der fermionischen Darstellung im Gegensatz zum bosonischen Fall endliche Dimension besitzt,
kann nun das Problem exakt behandelt werden. Dadurch hat man die Moglichkeit exakte Rechnun-
gen mit trunkierten Rechnungen, in denen zum Beispiel die Koeflizienten h3 3 und hs 4 oder nur der
Koeffizient hs 4 nicht berticksichtigt werden, zu vergleichen.

Die Startwerte der Flussgleichungen (5.3.5) sind gegeben durch (5.3.3) und héngen von den drei
Parametern 6, A und U ab. Bei sdmtlichen numerischen Rechnungen wurde der Parameter J gleich
eins gesetzt. Erneut wurde zur numerischen Integration MATHEMATICA 4.1 verwendet und jeweils
bis zu einem Wert von [ = 100 gerechnet, so dass fiir jede Rechnung ein Wert (srod < 10719) erzielt
wurde. Nachdem die kontinuierliche unitdre Transformation durchgefithrt wurde, kénnen die nicht
teilchenzahlerhaltenden Terme in sehr guter Ndherung vernachldssigt werden. Dadurch erhélt man
fiir das Vakuum sowie fiir den Ein- und Zweiteilchenunterraum die in Tabelle 5.1 dargestellten Ei-
genzustiande.
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5.3 Verbesserung der Molekularfeld-Rechnung mit Hilfe kontinuierlicher unitédrer Transformationen

Tabelle 5.1: Eigenzustdnde des Hamiltonoperators Hy iy nach der unitdren Transformation

Eigenzustand Eigenwert Sges Sees
Vakuum

|G) ho,0 0 0
Einteilcheneigenzustiande

7 1G) hoo + hia 3 3

’YIL |G) ho,o + hi1 -3 3

5 1G) ho,o + hi 3 3

’Y;l |G) ho,o + hi1 -3 3
Zweiteilcheneigenzustiande

7 (Wiﬂgi - Wiﬂ;) |G) ho,o +2h1,1 + RS 5 — hS 0 0

% (WITV;L + WLV;T) |G) ho,o +2h11 + h5 5+ hg,Q 0 1

Yk 16) ho,o +2h1,1 +h3 5 1 1

’}/Il’y;l |G> h0,0 —|— 2h1_]1 + hg72 —1 1

Y 16) ho,o +2h11 + hg, 0 1

i7a, 1G) ho,o + 2h11 + hg 5 0 1

Zusitzlich sind in Tabelle 5.1 die jeweiligen Eigenwerte, die z-Komponente des Gesamtspins Sz und
der Gesamtspin Sges aufgefiihrt. Sowohl die z-Komponente des Gesamtspins Sg. (5.1.3) als auch das
Quadrat des Gesamtspins SZ (5.1.2) kommutieren mit dem Generator 7 (5.3.4). Dadurch sind diese
Grofen invariant unter der zuvor durchgefiihrten Bogoliubov-Transformation (5.3.1) und der konti-
nuierlichen unitdren Transformation. Es kénnen demnach die in Tabelle 5.1 angegebenen Werte fiir
die z-Komponente des Gesamtspins wie auch der Gesamtspin mittels Gleichung (5.1.3) bzw. (5.1.2)
berechnet werden. Dabei sind lediglich die Operatoren ¢;, durch die entsprechenden Operatoren 7;,
zu ersetzen.

Genau wie im vorherigen Kapitel 4, in dem eine bosonische Darstellung des Heisenberg-Dimers
betrachtet wurde, soll das Verhalten des Vakuumerwartungswerts hgo nach der kontinuierlichen
unitdren Transformation als Funktion der Startparameter 8, A und U betrachtet werden. Trunkiert
man die Flussgleichung, so soll der Paramter A erneut so gewédhlt werden, dass

Ox (Hya,u) = Orxhoo =0 (5.3.6)

gilt und somit fiir den Vakuumerwartungswert ho o die Nebenbedingung (3.5.2) zumindest im Mittel
erfiillt ist. Fiir den Winkel 6 soll ebenfalls

0o (Hy2u) = Opho,o =0 (5.3.7)

gelten, da der Vakuumerwartungswert ho o bei einer exakten Rechnung von der Wahl des Winkels
f unabhingig sein sollte, und man demnach fiir eine genidherte Rechnung den Winkel 6 so wihlen
sollte, dass dieser moglichst stabil beziiglich Verdnderungen ist [Ste81]. Der Parameter U wird in den
folgenden Rechnungen dazu genutzt, die Energieeigenwerte unphysikalischer Zustéinde zu erhchen.
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5 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

5.3.1 Ergebnisse und Diskussion fiir den Molekularfeld-Winkel 0 = 7

In diesem Abschnitt sollen zunichst die Félle untersucht werden, in denen der Winkel # den Wert
7 besitzt, er also mit dem durch die Molekularfeld-Rechnung (5.2) bestimmten Wert iibereinstimmt.
Bevor numerische Ergebnisse dargestellt werden, wird fiir den Fall A = 0 analytisch gezeigt, dass eine
Vernachléssigung des Koeffizienten h3 3 zur Divergenz der Flussgleichungen fiihrt.

Wiéhlt man den Winkel § = 7, so ist der Koeffizient h; 3 geméf$ (5.3.3h) gleich null. Setzt man nun
zusitzlich den Parameter A gleich null, so verschwindet nach (5.3.3¢) ebenfalls der Term hg 2. Dadurch
sind jedoch alle Startwerte von Termen, welche die Teilchenzahl um zwei erh6hen oder verringern,
gleich null. Aufgrund der Struktur des gewiihlten Generators (2.4.5) bleiben sie dies auch wihrend
der gesamten kontinuierlichen unitédren Transformation. Der Koeffizient hs 4 wird ebenfalls nicht
erzeugt. Somit ist der Koeflizient hg 4 der einzige relevante, nicht diagonale Term und die gesamte
Flussgleichung (5.3.5) vereinfacht sich zu

Iho,o = —2ho,aho.4 (5.3.8a)
Ohi = 2ho,aho4 (5.3.8b)
Oh3 o = —2ho,aho,a (5.3.8¢)
Oiht 5 = —2ho ahoa (5.3.8d)
Oh35 = —2ho,4ho4 (5.3.8¢)
Qg =0 (5.3.8f)
Ohos = —Aho a1 1 — 2ho.ahS.y — 2ho ahls — 2ho 4hS.5 — Aho ahs 5 (5.3.8¢)
Oths,3 = 2ho,aho,4 (5.3.8h)

mit den Startwerten

ho,0(0) = — gJ +U (5.3.9a)
h11(0) = gJ (5.3.9b)
h34(0) = — gJ +U (5.3.9¢)
h55(0) = — %J -U (5.3.9d)
520 =~ 37 (5.3.90)
hg5(0) = — %J +U (5.3.9f)
ho4(0) = — gJ _U (5.3.9¢)
h33(0) = 0 . (5.3.9h)

Anhand dieses Anfangswertproblems (5.3.8, 5.3.9) wird deutlich, dass das Vernachlissigen von Ko-
effizienten, die hohere Anregungen beschreiben, dazu fithren kann, dass das gesamte Differentialglei-
chungssystem divergiert. Dazu betrachte man die Gleichung (5.3.8g), die wie folgt umgeschrieben
werden kann

Othoa = —2hoa(g+2h33) . (5.3.10)
Die Funktion g ist dabei gegeben durch

g=2h11+h3,+h5,+h5, . (5.3.11)
Fiir alle Werte von U hat die Funktion g aufgrund von (5.3.8) und (5.3.9) die Eigenschaften

9(0)=0 und 089 = —2hoahoa <0 . (5.3.12)
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Die Funktion g ist also entweder konstant null fiir den Fall, dass hg4 gleich null ist, oder fiir alle
l € Ry negativ. Wird der Koeffizient hs3 3 vernachlissigt, so erhilt man die Gleichung

Ohoa=—hoa-g . (5.3.13)

Die rechte Seite der Gleichung (5.3.13) besitzt somit immer das gleiche Vorzeichen wie hg 4. Demnach
divergiert die Gleichung (5.3.13) und mit ihr das gesamte DGL-System (5.3.8), sobald hg 4 ungleich
null ist.

Beriicksichtigt man den Term h3 3, so ist die Rechnung exakt fiir den Fall, dass 6 = 7 und A = 0
ist. Wahlt man A # 0, so miissen wieder alle Terme hg 2, hi 3 und hg 4, welche die Teilchenzahl um
zwei erh6hen oder verringern, fiir eine exakte Rechnung beriicksichtigt werden. Die Ergebnisse fiir
den Vakuumerwartungswert hg o sind fiir den Fall der exakten Rechnung in Abbildung 5.1 darge-

stellt. Anhand dieser Abbildung sieht man sehr deutlich, dass wie in Abschnitt 2.5.2 beschrieben,
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Abbildung 5.1: Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hg o von dem Parameter

A bei 0 = 7 (exakt). Die Abbildung zeigt den Vakuumerwartungswert hoo nach der

kontinuierlichen unitdren Transformation als Funktion des Parameters \ fiir unter-
schiedliche Werte von U und festen Winkel 6 = 7 ohne Trunkierung. Der Parame-
ter J wurde dabei gleich 1 gesetzt. Das DGL-System wurde bis zu einem Wert von
I = 100 berechnet, so dass in jedem Fall srod < 10710 galt. Zus:itzlich ist die Gerade
ho,o = —0,75 eingezeichnet, die dem physikalischen Grundzustandserwartungswert

des Heisenberg-Dimers entspricht.

der Generator die Zustdnde so ordnet, dass der Vakuumerwartungswert hg ¢ mit dem Grundzustand-
serwartungswert bzw. dem kleinsten Eigenwert iibereinstimmt. Sobald |\ > U — 0,325 ist, besitzt
der Hamiltonoperator (5.1.11) einen unphysikalischen Eigenwert, der kleiner ist als der physikali-
sche Grundzustand. Der Vakuumserwartungswert hg o liefert dann nach der kontinuierlichen unitéren
Transformation gerade diesen unphysikalischen Eigenwert und nicht mehr den gewollten Eigenwert
—0,75 des Grundzustandes des Heisenberg-Dimers.

Ein zu grofier Wert A\ fithrt demnach dazu, dass unphysikalische Zustdnde zum Vakuumzustand ge-
macht werden. Dies wurde schon im vorherigen Kapitel 4 vermutet und kann hier anhand von exakt
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5 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers

durchgefiihrten kontinuierlichen unitédren Transformationen bestétigt werden.

Bevor irgendeine Transformation durchgefithrt wurde, konnen unphysikalische Zusténde, welche im
obengenannten Fall einen Energieeigenwert unterhalb des physikalischen Grundzustandes besitzen,
leicht angegeben werden

clel o) fir i=1,2 und A<0 (5.3.14a)
0) fir A>0 . (5.3.14b)

Der Zustand |0) bezeichnet dabei das Vakuum beziiglich der Operatoren ¢; . Die Eigenwerte der drei
unphysikalischen Zusténde (5.3.14) sind durch

Hyy cliel [0) = (U +2)) clief o) fir i=1,2 (5.3.15a)
und

Hy i [0) = (2U — 2)) |0) (5.3.15b)
gegeben.

Eine mogliche Trunkierung des Anfangswertproblems (5.3.8, 5.3.9) ist, den nichtdiagonalen Term hg 4
zu vernachléssigen. In Abbildung 5.2 ist der Vakuumerwartungswert hg o in Abhédngigkeit von A im
Falle dieser Trunkierung dargestellt.

[
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Abbildung 5.2: Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hgo o von dem Parameter
A bei 0 = % (trunkiert). Die Abbildung zeigt den Vakuumerwartungswert ho o nach
der kontinuierlichen unitdren Transformation als Funktion des Parameters A fiir un-
terschiedliche Werte von U und festen Winkel § = 5 mit Trunkierung (he 4 = 0).
Der Parameter J wurde dabei gleich 1 gesetzt. Das DGL-System wurde bis zu einem
Wert von | = 100 berechnet, so dass in jedem Fall srod < 10719 galt. Zusitzlich ist
die Gerade ho o = —0, 75 eingezeichnet, die dem physikalischen Grundzustandserwar-

tungswert des Heisenberg-Dimers entspricht.
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Der Eigenwert des physikalischen Grundzustandes wird bei der trunkierten Rechnung nur noch bei
dem stationdren Punkt A = 0 erzielt. Alle anderen dargestellten stationdren Punkte weichen von dem
physikalischen Grundzustandswert deutlich ab, wobei sich die Abweichungen mit steigendem U-Wert
vergrofiern. Die Wahl von A = 0 entspricht jedoch bei einem Winkel von § = 7 wie oben diskutiert
einer exakten Rechnung, so dass das Erreichen des exakten Werts fiir den Grundzustandserwartungs-

wert nicht tiberraschend ist.

5.3.2 Ergebnisse und Diskussion fiir beliebige Winkel 0

Zunéchst sollen nun Abweichungen vom Molekularfeld-Winkel § = 7 fiir den Fall A = 0 diskutiert
werden. Als mogliche Trunkierung wurde wieder der Koeffizient hs 4 vernachléssigt. In Abbildung 5.3
ist der Vakuumerwartungswert hg o nach der unitdren Transformation in Abhéngigkeit des Winkels
0 im trunkierten Fall fiir unterschiedliche U-Werte dargestellt. Die Ergebnisse der nicht trunkierten

10 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

ccccccc
L L L | A L [ I 1}

gabhwNEO

(exakt)

-10+— /
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Abbildung 5.3: Abhingigkeit des Vakuumerwartungswerts hg o von dem Winkel 6
bei A = 0. Die Abbildung zeigt den Vakuumerwartungswert hg o nach der kontinuier-
lichen unitédren Transformation als Funktion des Winkels 6 fiir unterschiedliche Werte
von U und festes A = 0 mit Trunkierung (he4 = 0). Der Parameter J wurde dabei
gleich 1 gesetzt. Zusétzlich sind die Ergebnisse fiir hg o ohne Trunkierung fiir U = 5
dargestellt (grauer Graph). Das DGL-System wurde bis zu einem Wert von | = 100
berechnet, so dass in jedem Fall srod < 10710 galt.

Rechnung sind fiir den Fall U = 5 ebenfalls eingezeichnet. Da fiir den Fall A = 0 alle Startwerte (5.3.3)
5-periodisch sind, wird die gesamte Winkelabhéngigkeit von hg o in Abbildung 5.3 erfasst. Fiir alle
betrachteten U-Werte wird hg o genau bei dem durch die Molekularfeld-Rechnung bestimmten Win-
kel 0 = 7 stationdr und ist dort gleich dem exakten Grundzustandserwartungswert von —0, 75.

Wie jedoch auch schon vorher erwéhnt tritt bei A = 0 und ¢ = 7 der bei der Trunkierung ver-
nachléssigte Koeffizient ho 4 gar nicht auf, und die unitére Transformation ist in diesem Fall exakt.
Nachdem die Spezialfille A = 0 und 6§ = 7 behandelt wurden, soll nun untersucht werden, ob es
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Tabelle 5.2: Ergebnisse zur Bestimmung des Energiespektrums

# Zustinde 1 4 1 1 2 2
U 0 A h,o_’o h’l.,l h§)2 - hg72 h§)2 + hg)2 h,g)2 2hg72 hfgr; srod
2 2] 0 | -075 | 275 45 0,75 45 | -0,75 || 2,375 || 1,95-10726

noch weitere stationéire Punkte in der 6-A-Ebene gibt. Die Ergebnisse der Rechnungen sind exempla-
risch fiir den Fall U = 2 in Abbildung 5.3.2 dargestellt. Die Abbildungen 5.4(a) und 5.4(b) zeigen
jeweils Ergebnisse fiir Rechnungen, bei denen keine Trunkierung vorgenommen wurde. Man sieht
erneut deutlich, dass, sobald der Lagrangeparameter A betragsmifBig zu grof§ wird, nicht mehr der
physikalische Grundzustand erreicht wird. In diesen Fillen existiert mindestens ein unphysikalischer
Zustand, der einen Energieeigenwert besitzt, der unterhalb des physikalischen Grundzustands liegt,
und die kontinuierliche unitére Transformation ordnet diesem unphysikalischen Eigenwert den Vaku-
umerwartungswert ho o zu.

Bei den in Abbildung 5.4(c) und 5.4(d) dargestellten Ergebnissen wurden die Flussgleichungen trun-
kiert, indem der Koeffizient hy 4 vernachléssigt wurde. In dem schon betrachteten Punkt A = 0 und
0 =Z (bzw. 0 = %)1 befindet sich ein stationdrer Punkt beziiglich A und 6. Dessen Umgebung
ist in Abbildung 5.3.2 noch einmal genauer dargestellt. Neben diesem lokalen Maximum entstehen
bei den trunkierten Rechnungen lokale Minima, welche allerdings einen viel zu kleinen Wert fiir den
Vakuumerwartungswert hg o liefern (hg,o = —50).

Weitere stationére Punkte des Vakuumerwartungswerts hg o beziiglich des Lagrangeparameters A
und des Winkels 6 kénnte man aufgrund der Abbildungen 5.4(c) und 5.4(d) bei A = 2,375 und 6 =0
sowie bei A = —2.375 und ¢ = 7 vermuten. Wihlt man jedoch § = 0 oder § = 7, so wird keine
kontinuierliche unitidre Transformation durchgefiihrt, da aufgrund der jeweiligen Wahl des Winkels
0 bereits fir I = 0 alle nicht teilchenzahlerhaltenden Terme verschwinden (vgl. (5.3.3)). Der Vaku-
umerwartungswert hg o ist somit eine lineare Funktion beziiglich A. Dies éndert sich jedoch, sobald
man den Winkel # nur ein wenig variiert. In diesem Fall wird Stationaritdt beziiglich des Lagrange-
parameters A erreicht. In Richtung 6 ist der Vakuumerwartungswert hg o eine stetige Funktion und
besitzt bei A = 2,375 und ¢ = 0 sowie bei A = —2,375 und 6 = § ein Extremum. Man erreicht in den
betrachteten Punkten also nahezu Stationaritit beziiglich # und A. In dieser Gegend der # — A-Ebene
existiert jedoch zumindest ein unphysikalischer Zustand (vgl. (5.3.14)), welcher gemé$ (5.3.15) einen
Energieeigenwert besitzt, welcher nahezu gleich dem physikalischen Grundzustand ist. Dadurch ist
diese Parameterwahl duflerst ungiinstig.

In Abbildung 5.4(e) und 5.4(f) ist jeweils der Betrag der Differenz von den exakten und den trunkier-
ten Ergebnissen fiir hg o dargestellt. Die Abbildungen zeigen, dass die Ubereinstimmungen zwischen
den exakten und den trunkierten Rechnungen dort am grofiten sind, wo der Lagrangeparameter A
gleich null ist oder zu grof§ gewahlt wurde, um den Vakuumerwartungswert ho o als physikalischen
Grundzustand interpretieren zu kénnen. Ebenfalls sieht man, dass die grofiten Abweichungen zwi-
schen den exakten und trunkierten Rechnungen bei den in Abbildungen 5.4(c) und 5.4(d) auftretenden
lokalen Minima liegen.

Zuletzt soll noch fiir den stationéiren Punkt bei A = 0 und 6 = 7 das Anregungsspektrum untersucht
werden. Dazu sind in Tabelle 5.2 der Vakuumerwartungswert hg o, die Anregungsenergie hj; und
die im Zweiteilchenraum hinzukommenden Energieverschiebungen fiir A = 0 und 0 = 7 aufgelistet.
Zusitzlich sind ebenfalls der Wert des Koeffizienten h3 3 sowie der Wert der srod aufgefiihrt.

Man sieht, dass im Fall dieser exakten Rechnung bei A = 0 und ¢ = 7 das gewiinschte Ergebnis
erreicht wird. Der physikalische Grundzustandserwartungswert von —0,75 ist exakt durch den Vaku-
umerwartungswert ho o gegeben, und die Triplettzustdnde sind als gebundene Zusténde im Zweiteil-
chen-Unterraum mit dem richtigen Eigenwert von 0,25 zu finden (vgl. Tabelle 5.1 und Tabelle 5.2).

|

n diesem Fall ist die Rechnung ebenfalls exakt.
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Abbildung 5.4: Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hg o von den Parametern A und
0 fiir U = 2. Die Abbildungen 5.4(a) und 5.4(b) zeigen den Vakuumerwartungswert hg o nach
der kontinuierlichen unitidren Transformation als Funktion der Parameter \ und 6 bei U = 2
ohne Trunkierung. Abbildung 5.4(c) und 5.4(d) zeigen die Ergebnisse fiir ho ¢ im Falle der
Trunkierung ho 4 = 0. In Abbildung 5.4(e) und 5.4(f) wird jeweils der Betrag der Differenz
zwischen den exakten und trunkierten Rechnungen |Ahg | dargestellt. Der Parameter J
wurde stets gleich 1 gesetzt und das DGL-System bis zu einem Wert von | = 100 berechnet,
so dass in jedem Fall srod < 10719 galt.
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Abbildung 5.5: Umgebung des stationédren Punktes von hgo bei A =0
und 0 = 7 fiir U = 2. Die Abbildung zeigt die Umgebung des stationéren
Punktes des Vakuumerwartungswerts ho o bei A = 0 und 6 = 7 nach der
kontinuierlichen unitdren Transformation fiir U = 2 mit Trunkierung.
Der Parameter J wurde stets gleich 1 gesetzt und das DGL-System bis
zu einem Wert von | = 100 berechnet, so dass in jedem Fall srod < 10~'°
galt.

Zusétzlich liegen sdmtliche anderen Zusténde energetisch hoher.

Es wurden ebenfalls sémtliche Rechnungen dieses Abschnitte fir U =1, U =3, U =4 und U =5
durchgefiihrt, ohne dass sich qualitative Unterschiede zeigten. Bei U = 0 existieren noch unphy-
sikalische Zusténde, welche energetisch unterhalb der Triplett-Zustédnde liegen. Der physikalische
Grundzustandserwartungswert wird bei A = 0 und 6 = 7 jedoch auch fiir U = 0 exakt durch
den Vakuumerwartungswert hg o beschrieben.

5.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

In diesem Kapitel wurde analog zu dem im vorherigen Kapitel behandelten bosonischen Fall zunéchst
eine Molekularfeld-Rechnung fiir das antiferromagnetische Heisenberg-Dimer in fermionischer Dar-
stellung durchgefiihrt und anschlieend versucht, deren Ergebnisse mit Hilfe der Methode der konti-
nuierlichen unitéren Transformationen zu verbessern.

Ein wesentlicher Vorteil bei der Darstellung des Heisenberg-Dimers durch Fermionen anstelle von Bo-
sonen besteht darin, dass die Dimension des Hilbertraums im fermionischen Fall endlich bleibt und es
somit moglich ist, fiir das behandeltete Heisenberg-Dimer die kontinuierlichen unitéren Transforma-
tionen ohne Trunkierung durchzufiihren. Allerdings wird der Hilbertraum auch bei der betrachteten
fermionischen Darstellung erweitert, da jeder Spinoperator durch jeweils zwei Fermionen ersetzt wird.
Somit stellt sich ebenfalls die Frage nach der Behandlung der Nebenbedingung, welche den physika-
lisch relevanten Unterraum definiert.

In dem Kapitel wurden die Ergebnisse des Vakuumerwartungswerts hg o nach der kontinuierlichen
unitdren Transformation fiir den Fall U = 2 ausfiihrlich dargestellt. Dabei wurden sowohl exakte als
auch trunkierte Rechnungen durchgefiihrt. Es zeigte sich, dass die Verwendung eines Lagrangeparame-
ters A problematisch sein kann, da dies dazu fithren kann, dass unphysikalische Zusténde energetisch
unterhalb des physikalischen Grundzustandserwartungswerts liegen und die kontinuierliche unitére
Transformation somit dem zugehorigen unphysikalischen Energieeigenwert den Vakuumzustand zu-
ordnet.

Trunkiert man die Flussgleichungen, indem man den Koeffizient hy 4 vernachléssigt, so existiert nur
ein einziger stationdrer Punkt bei A = 0 und 6 = 7. Allerdings ist die Rechnung an diesem Punkt
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exakt, da die gewihlte Trunkierung dort keine Rolle spielt. Vernachlédssigt man zusétzlich den an-
deren auftretenden Koeffizienten hs 3, welcher zu Termen mit sechs Operatoren gehort, so divergiert
die kontinuierliche unitére Transformation bei dem Punkt A =0 und 6 = 7.

Neben der exakten Losung konnte somit kein weiterer beziiglich A und 6 stationérer Punkt bestimmt
werden, welcher physikalisch sinnvolle Ergebnisse liefert.

Festzuhalten ist jedoch, dass die Rechnungen fiir den stationdren Punkt bei A = 0 und 6 = 7 bei
Beriicksichtigung des Koeffizienten hs 3 ein optimales Ergebniss liefern. Im folgenden Kapitel soll
daher getestet werden, ob die Beriicksichtignung der Koeffizienten vom Typ hs3 3 auch bei dem et-
was komplexeren System des antiferromagnetischen Heisenberg-Quadrats ausreichend ist, um gute
Ergebnisse zu erzielen.
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6 Untersuchung der fermionischen Darstellung des
antiferromagnetischen Heisenberg-Quadrats

Die im vorherigen Kapitel 5 durchgefithrten Rechnungen fiir das Heisenberg-Dimer werden in diesem
Kapitel in analoger Weise fiir das Heisenberg-Quadrat (3.3.1) durchgefiihrt. Insbesondere soll dabei
der Einfluss der schon beim Heisenberg-Dimer durchgefiihrten Trunkierung untersucht werden.

6.1 Eigenschaften des antiferromagnetischen
Heisenberg-Quadrats in fermionischer Darstellung

Wie schon im vorherigen Kapitel 5 werden die Spinoperatoren gemif (3.5.1) durch fermionische
Operatoren ersetzt. Der Hamiltonoperator des antiferromagnetischen (J > 0) Heisenberg-Quadrats
(3.3.1) nimmt dadurch die Form

H0:ZHZ'J':H12+H23+H34+H41 (611)
(i,5)
mit

S t
H;; = 5 (CiTCilcjlch + cilcﬁcﬂcjl) 6.12)

T (et oot t o ol t ool f e ol
7 (CiTciTCchjT R T T T T Cucucﬂcﬂ)

an. Insgesamt besitzt der Hilbertraum nun 2% = 256 Dimensionen und es gibt 2 = 16 physikalische
Eigenzusténde, welche die Nebenbedingung (3.5.2) erfiillen. Die restlichen 240 Eigenzustinde sind
unphysikalisch.

Die z-Komponente des Gesamtspins S, ges ist - wie schon im Fall des Heisenberg-Dimers - gegeben
durch die Summe aller “Teilchen” minus die Anzahl aller “Locher”

4
Sz,ges = Z (CITCZ'T - lecii) . (613)

i=1

Da jeder Term H,; invariant unter einer Teilchen-Loch Transformation (5.1.5) ist, ist auch der gesamte
Hamiltonoperator des Heisenberg-Quadrats Hy Teilchen-Loch symmetrisch. Solange diese Symmetrie
nicht gebrochen wird, gilt demnach analog zum Fall des Heisenberg-Dimers (5.1.8), dass die Neben-
bedingung (3.5.2) fiir den Grundzustand im Mittel erfiillt ist

(cITciT> + <lecu> -1=0 . (6.1.4)

6.1.1 Addition zusatzlicher Terme zum Hamiltonoperator

Die beiden zusitzlichen Terme Hy und Hy (vgl. Abschnitt 5.1.1) sind im Fall des Heisenberg-Quadrats
gegeben durch

4
H) :)‘Z(CZTCH"_CILCU) — 4\ (6.1.5)
i=1
und
4 2
Hy =0 (e +elie —1)" (6.1.6)
i=1
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6 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg- Quadrats

Wie schon beim Heisenberg-Dimer spielen diese Terme aufgrund der Teilchen-Loch Symmetrie erst
bei der spéteren Behandlung des Problems mittels kontinuierlicher unitérer Transformationen eine
Rolle und werden bei der im nichsten Abschnitt folgenden Molekularfeld-Rechnung nicht benétigt.

6.2 Molekularfeld-Rechnungen fiir das fermionische
Heisenberg-Quadrat

Um einen geeigneten Startpunkt fiir die kontinuierliche unitire Transformation zu finden, wird erneut
zuniichst eine Molekularfeld-Rechnung durchgefiihrt [Weg]. Zusiitzlich werden anschliefend alle Er-
wartungswerte von Operatoren, welche die z-Komponente des Gesamtspins nicht erhalten, gleich null
gesetzt. Dies wurde im Abschnitt 5.2 fiir einen Term der Form (6.1.2) bereits durchgefiihrt. Da die
Normalordnung eine lineare Abbildung ist, ist der Molekularfeld-Hamiltonoperator des Heisenberg-
Quadrats (6.1.1) gegeben durch

Hy'" = HT = H5" 4+ Hyg® o+ HyT o+ HYT (6:2.1)
(i:4)
mit
HYT =T clef) =TV eye; + TP el cfy —Te e +07 (6.2.2)

Die GroBen I'Y, 'Y und Q% sind dabei gegeben durch

ij S| g 1o

1—‘1] = — 5 |:X2] — §X1J:| (623&)
ij S| i 1o

e [Xla _ QXQJ} (6.2.3b)
ij J 7 L= 7 L7l

O =— S| —5xd | xd + X - 5xs | xE (62.3¢)

2 2 2
mit
X = (cine;) = X7 =— @TC;U (6.2.4a)
X3 = <Cuch> = x5 =— (chc}ﬁ : (6.2.4b)

Anders als im Falle des Dimers, bei dem der Molekularfeld-Hamiltonoperator von diesem Punkt
an in aller Allgemeinheit behandelt wurde, werden nun zur Vereinfachung des Problems weitere
Annahmen gemacht. Insgesamt wurden zwei mogliche selbstkonsistente Losungen gefunden, welche
in den folgenden zwei Abschnitten dargestellt und diskutiert werden.

6.2.1 Erste selbstkonsistente Losung

Um den Molekularfeld-Hamiltonoperator (6.2.1) einfacher behandeln zu kénnen, werden die folgenden
drei Annahmen getétigt:

a) Zunichst wird angenommen, dass alle auftretenden Erwartungswerte x reell sind. Somit sind
auch alle Groflen I' und €2 reell.

b) Bei der Molekularfeld-Rechnung des fermionischen Heisenberg-Dimers war es moglich eine

selbstkonsistente Losung zu finden, welche die Eigenschaft 'y = —I's besitzt (vgl. Abschnitt
5.2). Dass dies auch im Falle des fermionischen Heisenberg-Quadrats gilt, wird ebenfalls ange-
nommen.

¢) Zuletzt wird noch angenommen, dass die Erwartungswerte von Operatoren, die auf den Git-
terplitzen 1 und 2 (2 und 3) wirken, identisch sind mit den Erwartungswerten, bei denen die
Operatoren auf den Gitterpldtzen 3 und 4 (4 und 1) wirken. Es &ndert sich somit bei einer
“raumlichen Rotation des Quadrates um 7 nichts.
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6.2 Molekularfeld-Rechnungen fiir das fermionische Heisenberg-Quadrat

Interessanterweise wird sich im Laufe der Rechnung herausstellen, dass es nicht moglich ist, eine
selbstkonsistente Losung zu finden, die invariant ist unter einer “rdumlichen Rotation des Quadrates

um 3”7, wenn die ersten zwei Annahmen a) und b) gelten sollen. Unter den genannten drei Annahmen

bleiben noch zwei mogliche Parameter Y1, To € R iibrig, die selbstkonsitent zu bestimmen sind

T, =T?=13=_-12=-13 (6.2.5a)
Yo =I'P =T =-I3°=-I3" . (6.2.5b)

Der Hamiltonoperator (6.2.1) vereinfacht sich dann zu
MF _ Tt () Tt Tt
Hy"W = 1, (Cch2l +egpcy — ¢ Cop —Cy 04y + h.c.)

T T T T 2.
+ Ty (c;cSi + ch1l — c;lc3T — chlT + h.c.) (6.2.6)
+2 (@1 + @2) ,

wobei die Grolen ©; gegeben sind durch

0, = %Tf : (6.2.7)

Der Hamiltonoperator 6.2.6 kann nun in zwei Schritten diagonalisiert werden. Zunéchst wird wie folgt
eine Drehung um § durchgefiihrt

¢y . 1 1 [

= 6.2.8
sy V2 -1 1 €1y ( i
Cop . 1 1 Chor

= 6.2.8b
Chp V2 -1 1 Cop ( !

Dadurch nimmt der Hamiltonoperator die Form
Y™ = (T + ) (e, -, + e
+ (01 = 1) (e, — e el +ne.) (6.2.9)

+2(01 4+ 062)

an. In dieser Form kann der Hamiltonoperator mit der in Anhang A beschriebenen Bogoliubov-
Transformation fiir Fermionen diagonalisiert werden. Man erhélt

+ (01— T2)sin 20— (v + s, + v+, ) (6.2.10)

-2 (Tl + Tg) sin 29+ -2 (Tl — Tg) sin260_ + 2 (@1 + @2)
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6 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg- Quadrats

Die neuen fermionischen Operatoren 7;, sind dabei gegeben durch

M1 cosf;  sinfy Ciq My cosfy —sinfy ¢y
— , = (6.2.11a)
’Y;l —sinf; cosfy 551 'y;T sinf;  cosfy GET
Yat cosf_  sinf_ Caq Vs cosf_ —sinf_ Cs)
= , = . (6.2.11b)
'VL —sinf_  cosf_ 511 'le sinf_  cosf_ éj”
Fiir die Winkel 6, und 6_ muss
(T1+ T2)cos20, =0 (6.2.12a)
und
(Y1 —"T2)cos20_ =0 (6.2.12b)

gelten, damit der Hamiltonoperator (6.2.10) eine diagonale Gestalt annimmt. Sédmtliche Erwartungs-
werte kénnen nun fiir das Quasiteilchenvakuum |G) berechnet werden. Dazu miissen lediglich die
Operatoren ¢; , als Funktionen der Operatoren v; , dargestellt werden.

Zunichst sollte fiir den Grundzustand |G) des Molekularfeld-Hamiltonoperators (6.2.10) die Neben-
bedingung (3.5.2) im Mittel erfiillt sein

xo = (cl ¢, ) = % (sin 6y +sin®0_) = % . (6.2.13)

Beschréinkt man den Wertebereich der Winkel 64 und 6_ auf [-%,%)!, so folgt aus (6.2.12) und
(6.2.13), dass

T
0.0 {——, —} 6.2.14

+ S Rl ( )
gelten muss. Zwar konnte bei den Gleichungen (6.2.12) anstelle der cos-Funktion auch einer der
Vorfaktoren (Y1 4 Y32) oder (Y1 — T3) gleich null sein und somit nur ein Winkel den Betrag 7 haben,
jedoch muss dann gemé#f Gleichung (6.2.13) auch der andere Winkel einen Betrag von 7 haben. Fiir
die iibrigen Erwartungswerte erhélt man

X172 ={cyp¢q)) = % (sin204 + sin26_) (6.2.15a)
X2 ={cy Cyp) = —i (sin204 + sin26_) (6.2.15D)
Xi* = (eyy65)) = i (sin2604 — sin26_) (6.2.15¢)
X5" = (cy C51) = —i (sin2604 — sin26_) (6.2.15d)
Xt =legreq) = (sin20 +sin26.) (6.2.15¢)
X3 = (eg c4g) = — (sin 20, +sin26.) (6.2.151)
Xt = (cyre1)) = i (sin26; —sin26_) (6.2.15g)
ot = (cyerp) = —% (sin20; —sin20_) . (6.2.15h)

IDa alle Erwartungswerte m-periodisch sind, werden dadurch keine maglichen Ldsungen vernachlissigt.
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6.2 Molekularfeld-Rechnungen fiir das fermionische Heisenberg-Quadrat

Wihlt man beide Winkel 6, und 6_ identisch, so verschwinden die Erwartungswerte x?* und y?!.
Dadurch existieren jedoch keine Korrelationen (c;,c;o/) mehr zwischen den Plétzen 2 und 3 sowie 4
und 1 und man betrachtet somit zwei nicht miteinander wechselwirkende Dimere (vgl. Gleichungen
(6.2.15)). Alternativ dazu kénnen die Winkel auch so gewéhlt werden, dass sie unterschiedliche Vor-
zeichen besitzen. In dem Fall sind die Erwartungswerte x}? und x3* gleich null. Nun verschwinden
die Korrelationen zwischen Teilchen an den Pliatzen 1 und 2 sowie 3 und 4, wodurch man wieder den
Fall zweier nicht wechselwirkender Dimere erhilt. Bis auf eine “rdumliche Rotation des Quadrates
um 5" sind beide Fille identisch (vgl. Abbildung 6.1).

& &

—
—

(a) 9+ =60_ (b) €+ =—0_

Abbildung 6.1: Illustration der Molekularfeld-Néaherung. Die Abbildungen zeigen,
welche Wechselwirkungen durch die Molekularfeld-Néherung vernachléssigt werden.
Die vernachléssigten Wechselwirkungen sind dabei durch die hellgrauen unterbroche-
nen Linien dargestellt.

Im Folgenden wird daher nur noch der Fall , = 6_ = 7 betrachtet. Die Gréfien T; und ©; sind bei
dieser Wahl gegeben durch

T, :gJ (6.2.16a)
To =0 (6.2.16b)
0 ng (6.2.16¢)
O =0 , (6.2.16d)
und der Molekularfeld-Hamiltonoperator (6.2.10) vereinfacht sich zu
4
Hy"™ = % (’YZTT%'T +’YL%¢) - % : (6.2.17)

i=1

Die Grundzustandsenergie Ey und die Anregungsenergie w sind demnach in Molekularfeld-Ndherung
gegeben durch

Ey = (H)") = (Hy) = —ZJ (6.2.18)

und

w==2°J | . (6.2.19)
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6 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg- Quadrats

Der Molekularfeld-Hamiltonoperator (6.2.17) hétte auch leichter bestimmt werden kénnen, indem
man von Anfang an die Erwartungswerte x12 und x3* oder alternativ x23 und x}! null gesetzt hiitte.
Die durchgefiihrte Rechnung zeigt jedoch, dass unter den oben getétigten Annahmen a) bis ¢) sowie
der Bedingung (6.2.13) keine weitere selbstkonsistente Molekularfeld-Losung fiir den Hamiltonope-
rator (6.2.1) existiert. Insbesondere ist es nicht méglich eine selbstkonsistente Losung zu finden, die
invariant ist unter einer “rdumlichen Rotation des Quadrates um 57.

Im Rahmen der Molekularfeld-Ndherung wurde in diesem Abschitt das Heisenberg-Quadrat als zwei

nicht miteinander wechselwirkende Heisenberg-Dimere behandelt.

6.2.2 Zweite selbstkonsistente Losung

Im vorherigen Abschnitt wird das Heisenberg-Quadrat im Rahmen der Molekularfeld-Nédherung als
zwei nicht miteinander wechselwirkende Heisenberg-Dimere betrachtet. In diesem Abschnitt soll nun
versucht werden eine Molekularfeld-Naherung zu bestimmen, in der zumindest die Betrige der Er-
wartungswerte (6.2.4) alle indentisch sind. Um dies zu erreichen, wird die im vorherigen Abschnitt
getitigte Annahme a), dass alle Erwartungswerte reell seien, fallen gelassen. Als Ansatz fiir eine
selbstkonsistente Losung werden nun die Erwartungswerte

XP=—-x= X (6.2.20a
X3P =—x3= iy (6.2.20b
xit=-x3' = —x (6.2.20¢

)
)
)
—ix (6.2.20d)

X1t =—x3'
mit y > 0 gesetzt!. Bei einer “rdumlichen Rotation des Quadrates um 57 dndern sich somit die
Erwartungswerte um den Faktor ¢. Der Molekularfeld-Hamiltonoperator (6.2.1) nimmt dadurch die
Form

MF _ Tt Tt Tt Tt
Hy"" =T (ClTC2l — €34y — €y Cop +C5Cqp + h.c.)

+ I (C;Tcgi — cjncil — C;lch + CLCIT + h.c.) (6.2.21)
+4Q
an, wobei die Faktoren I' und 2 gegeben sind durch
3
T :ZJX (6.2.22a)
3
Q :§J|X|2 : (6.2.22b)

Dieser Hamiltonoperator (6.2.21) kann wie in Anhang A.2.3 beschrieben durch die Transformationen

ey =— %W + %731 + %%L (6.2.23a)
Coy =~ %721 - %741 + E”Ygr (6.2.23b)
ey = — %71T + %ng + %W;l (6.2.23¢)
ey =+ %vu + %741 + %ﬂT (6.2.23d)

1Eine Molekularfeld-Lésung, bei der alle auftretenden Erwartungswerte den gleichen Betrag besitzen, wurde ebenfalls
von Affleck und Marston untersucht. Sie bezeichneten diese Losung als Flussphase [AMS8].
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und

1 1 1

ey =+ gm0+ EV‘L (6.2.23¢)
1 1 1

Cop = + 5’}/2T + 5’74T + %’Y;i (6.2.23f)
1 ) 1

_ T
€3 =+ 5N ~ 5% T okl (6.2.23g)

1 i 1
_ T
Cap == 5%~ 5 + ﬁﬁyll (6.2.23h)
diagonalisiert werden. Die so definierten Operatoren ;. sind ebenfalls fermionische Operatoren.
Berechnet man den Erwartungswert yo beziiglich des durch die Operatoren v; , definierten Vakuums
|G), so erhilt man
1

Xo=735 - (6.2.24)
Die Nebenbedingung (3.5.2) ist somit wie gefordert im Mittel erfiillt. Ebenfalls kann der Erwartungs-
wert x beziiglich des Vakuums |G) berechnet werden. Es gilt

1
= 6.2.25
X=37% ( )
:>1"—iJ und Q—EJ (6.2.26)
33 TR 2.
Insgesamt erhilt man dadurch einen Molekularfeld-Hamiltonoperator
4
H(IJVIF = FEp + ZW (”YZT'YZ'T + 'YL”YU) , (6'2'27)
i=1
wobei die Molekularfeld-Grundzustandsenergie Fy gegeben ist durch
3
Eo = (HMF) = (Hy) = 4 (Q - \/§r) =27 |- (6.2.28)
Die Anregungsenergie w besitzt den Wert
3
w=+V2I= 5/ . (6.2.29)

Diese Ergebnisse stimmen mit denen der Molekularfeld-Rechnung des vorherigen Abschnitts iiberein.
Fiir beide betrachteten selbstkonsistenten Losungen weicht die Molekularfeld-Grundzustandsenergie
somit deutlich von der exakten Grundzustandsenergie des antiferromagnetischen Heisenberg-Quadrats
von —2J ab.

In den folgenden Abschnitten soll nun versucht werden, beide fiir das fermionische Heisenberg-
Quadrat durchgefiithrten Molekularfeld-Rechnungen mit Hilfe der kontinuierlichen unitiren Trans-
formationen zu verbesssern.

6.3 Verbesserung der Molekularfeld-Rechnungen mit Hilfe
kontinuierlicher unitdrer Transformationen

In diesem Abschnitt wird versucht, die zuvor durchgefithrten Molekularfeld-Rechnungen aus Ab-
schnitt 6.2.1 und 6.2.2 durch die Methode der kontinuierlichen unitdren Transformationen zu verbes-
sern. Dazu werden alle Operatoren des Hamiltonoperators

Hyy =Hy+ Hy+ Hy (6.3.1)
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6 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg- Quadrats

gemifl der jeweiligen Molekularfeld-Rechnung transformiert und anschliefend normalgeordnet. Bei
der Normalordnung werden wie schon zuvor die Operatoren so lange kommutiert, bis alle teilchen-
erzeugenden Operatoren einer Sorte Fermionen links von den entsprechenden teilchenvernichtenden
Operatoren stehen. Der Hamiltonoperator, der aus Hy 7 durch die Transformation

C1p cosf) —sinf Y11 1) cosf  sinf Y1)

= ) = (6.3.2a)
cg ! sinf  cosf 7; ! C;T —sinf cosf 7;T
Ca cosf) —sinf Va1 C3) cosf  sinf Vs,

= , = (6.3.2b)
c}l ! sinf  cosf Wl ! CL —sinf cosf %L

sowie der nachfolgenden Normalordnung entsteht, wird im Folgenden mit HY ; und die zugehdrige
Transformation (6.3.2) als Transformation a) bezeichnet. Diese Transformation a) entspricht gerade
der in Abschnitt 6.2.1 verwendeten Transformation, welche zur Diagonalisierung des Molekularfeld-
Hamiltonoperators (6.2.6) im Fall § = 6 = 6_ verwendet wurde. Die bei der Molekularfeld-Rechnung
durchgefiihrte Drehung um % (6.2.8) ldsst den Hamiltonoperator Hy invariant und braucht demnach
nicht beriicksichtigt werden. In Anhang C ist der durch die Transformation a) entstehende Hamil-
tonoperator HY ;; dargestellt.

Der durch die in Abschnitt 6.2.2 verwendete Transformation

Cip =~ %”er + %'VBT + %%L (6.3.3a)
Cop =~ %’721 - %741 + %%} (6.3.3b)
Cgp = — %”ym + %731 + %ﬁi (6.3.3¢)
=+ %m - %741 + %VIT (6.3.3d)
¢ =+ %711 - %731 + %VL (6.3.3¢)
Coy =+ %%T - %741 + %Vgi (6.3.3f)
ey =+ %m - %731 + %v; (6.3.3g)
Cyp =~ %%T - %741 + %VL (6.3.3h)

sowie die anschlieBende Normalordnung aus H) y; entstehende Hamiltonoperator wird mit H? U be-
zeichnet und ist ebenfalls in Anhang C dargestellt. Die Transformation (6.3.3) wird im Folgenden als
Transformation b) bezeichnet. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass durch diese Transfor-
mation Terme entstehen, welche komplexe Vorfaktoren besitzen (vgl. Gleichung (C.2.1)). Dadurch
miissen bei der spéteren Integration der Flussgleichung doppelt so viele Variablen behandelt werden,
da jeder Koeffizient durch einen Real- und Imaginérteil beschrieben wird.

Fiir beide Hamiltonoperatoren HY ;; und HQU soll nun mittels der Methode der kontinuierlichen
unitdren Transformationen und der Verwendung des Knetter-Uhrig-Generators ein teilchenzahlerhal-
tender effektiver Hamiltonoperator erzeugt werden. Wahrend die in Abschnitt 4.3 und Abschnitt 5.3
dargestellten Flussgleichungen noch mit relativ geringem Aufwand auch ohne Einsatz eines Rechners
bestimmt werden konnen, ist dies fiir die Hamiltonoperatoren HY ; und HQU aufgrund der hohen
Anzahl an auftretenden Termen nicht mehr empfehlenswert. Dies gilt insbesondere dann, wenn keine
Trunkierung durchgefiihrt wird. Daher wurde das Aufstellen der Flussgleichungen (2.1.5) durch das
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in Abschnitt 2.6.1 beschriebene C++ Programm durchgefiihrt. Zur anschlieenden Integration der
Flussgleichung wurden Runge-Kutta Methoden verwendet [PTVF02]. Der Parameter J wurde bei
sdmtlichen numerischen Rechnungen gleich eins gesetzt.

Sowohl Transformation a) als auch Transformation b) lassen die z-Komponente des Gesamtspins
(6.1.3) invariant. Aufgrund der Struktur des Knetter-Uhrig-Generators wird ebenfalls wihrend der
kontinuierlichen unitédren Transformation die z-Komponente des Gesamtspins nicht verédndert (vgl.
Anhang B). Somit kénnen - wie schon in den vorherigen Kapiteln 4 und 5 - physikalisch relevante
Zustdnde nach der kontinuierlichen unitéren Transformation nur in Unterrdumen mit gerader Teil-
chenzahl liegen.

Im folgenden Abschnitt sollen zunéchst die nicht trunkierten Flussgleichungen untersucht werden.

6.3.1 Ergebnisse im Fall der nicht trunkierten Flussgleichungen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der exakten Rechnungen (nicht trunkierte Flussgleichun-
gen) fiir beide Hamiltonoperatoren Hf ;; und H i,U fiir A = 0 und U = 5 vorgestellt. Der bei der Trans-
formation a) zusétzlich vorhandene Winkel 6 wurde gemif der zuvor durchgefiihrten Molekularfeld-
Rechnung gleich 7 gesetzt. Zunéchst wurden die Flussgleichungen fiir die Hamiltonoperatoren H U

und H §,U ohne Beriicksichtigung irgendwelcher Symmetrien aufgestellt. Es wurde somit jedem Term
ein Koeflizient zugeordnet.

Wiéhrend im Fall des Hamiltonoperators HY ;; die Flussgleichung ohne Probleme konvergierte und
leicht ein effektiver Hamiltonoperator bestimmt werden konnte, dessen srod kleiner als 107! ist
(vgl. Abbildung 6.2(a)), war dies fiir den Hamiltonoperator Hi’U nicht moglich. Erst nachdem beim
Aufstellen der Flussgleichungen explizit verwendet wurde, dass der Hamiltonoperator hermitesch ist,
war es moglich, zumindest einen effektiven Hamiltonoperator zu bestimmen, welcher einen Wert srod
besitzt, der kleiner als 104 ist.

Das Verhalten der srod fiir den Hamiltonoperator HY ;; ist in Abbildung 6.2(b) sowohl fiir den Fall
ohne Verwendung irgendeiner Symmetrie dargestellt, als auch fiir den Fall, dass die Symmetrie der
Koeflizienten der Flussgleichung beriicksichtigt wurde, welche aufgrund der Hermitezitdt des Hamil-
tonoperators existiert. Zusétzlich sind in Abbildung 6.2(b) fiir beide Félle die Groéfien srody wie
auch srod, aufgefiihrt. Dabei werden in srods (srod,) nur die nicht teilchenzahlerhaltenden Ter-
me beriicksichtigt, welche die Teilchenzahl um zwei (vier) verindern. Man sieht einen qualitativen!
Unterschied zwischen den Kurven, in denen die Hermitezitédt des Hamiltonoperators beim Aufstellen
der Flussgleichung verwendet wurde, (schwarze Kurven) und den Kurven, bei denen diese Symmetrie
nicht explizit verwendet wurde (blaue Kurven). Zwar steigt die srod in beiden Féllen bei I = 4 noch
einmal an, zeigt aber divergentes Verhalten nur im Fall ohne explizite Beriicksichtigung der Hermi-
tezitat.

In Abbildung 6.3(a) und Abbildung 6.3(b) ist die Zusammensetzung der srod genauer aufgeschliisselt.
Dabei werden in srod;_; nur die nicht teilchenzahlerhaltenden Terme beriicksichtigt, welche einen Zu-
stand aus 7 Teilchen mit einem Zustand aus j Teilchen verbinden. Die Abbildung 6.3(a) zeigt deutlich,
dass fiir das erneute Ansteigen der srod Terme verantwortlich sind, die Zustédnde aus sechs Teilchen
mit Zustdnden aus acht Teilchen verbinden. Samtliche Koeffizienten, welche zu Termen gehoren, die
die Teilchenzahl um vier Teilchen &ndern, konvergieren hingegen ohne diesen Anstieg zu spiiren (vgl.
Abbildung 6.3(b)). Sie scheinen damit von den Termen, welche die Teilchenzahl um zwei verdndern,
abgekoppelt zu sein.

Das Auftreten eines divergenten Verhaltens bei der Behandlung des Hamiltonoperators H§7U ohne
Beriicksichtigung der Hermitezitdt kann nur durch numerische Fehler bei der Integration der Fluss-
gleichung erklart werden, da alle Voraussetzungen fiir die Konvergenz der Flussgleichung erfiillt sind
(vgl. Abschnitt 2.4). In Abschnitt 5.3.1 aus Kapitel 5 wurde zwar gezeigt, dass eine Trunkierung dazu
fithren kann, dass die Flussgleichung divergiert; hier jedoch wurde keine Trunkierung durchgefiihrt
und die Flussgleichung exakt aufgestellt, so dass die theoretischen Aussagen aus Abschnitt 2.4 fiir
den Knetter-Uhrig-Generator gelten miissen.

Vernachldssigt man jedoch bei dem Aufstellen der Flussgleichung Symmetrien, so kann dies durch-

'Ein quantitativer Unterschied ist aufgrund der unterschiedlichen Anzahl der nicht teilchenzahlerhaltenden Terme
vorhanden.
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Abbildung 6.2: Entwicklung der srod wéhrend der kontinuierlichen unitédren Trans-

formation fiir die Hamiltonoperatoren Hy ;; und H? xu- Die Abbildungen zeigen die

Entwicklung der srod wéihrend der kontinuierlichen unitéren Transformation sowohl

fiir den Hamiltonoperator HY i, als auch fiir den Hamiltonoperator HA y fiir die Pa-

rameter A =0, U =5 und 6 = 7. Die Flussgleichungen wurden dabei nicht trunkiert
84 und der Parameter J gleich 1 gesetzt
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Abbildung 6.3: Zusammensetzung der srod w#hrend der kontinuierlichen unitéren
Transformation fiir den Hamiltonoperator Hf\_’U. Die Abbildungen zeigen den Ver-
lauf der Grofien srod;_; wéhrend der kontinuierlichen unitédren Transformation fiir
die Parameter A = 0 und U = 5. In Abbildung a) (Abbildung b)) werden die Ter-
me beriicksichtig, welche die Teilchenzahl um zwei (vier) dndern. Die Flussgleichung
wurde dabei nicht trunkiert und der Parameter J gleich 1 gesetzt.
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aus dazu fithren, dass die Flussgleichung bei einer numerischen Behandlung divergiert. Es wére zum
Beispiel denkbar, dass beim Aufstellen der Flussgleichung durch die Vernachlédssigung einer Symme-
trie ein Term erzeugt wird, welcher bei einer Beriicksichtigung der entsprechenden Symmetrie nicht
erzeugt werden wiirde. Bei einer exakten Behandlung der Flussgleichung wéire dies kein Problem,
da die zugehorige rechte Seite aufgrund der Symmetrie wihrend der gesamten Transformation null
bleiben wiirde. Bei einer numerischen Behandlung ist es jedoch eher unwahrscheinlich, dass die Terme
der entsprechenden rechten Seite exakt null ergeben. Eine kleine Abweichung von null kénnte dann
zu einem abweichenden Verhalten der kontinuierlichen unitdren Transformation und somit auch zur
Divergenz der Flussgleichung fiihren.

Wird derart die Symmetrie der Koeffizienten, welche aufgrund der Hermitezitéat der Flussgleichung
existiert, gebrochen, so fiihrt dies insbesondere dazu, dass der Generator nicht mehr antihermitesch
ist und somit auch keine unitédre Transformation mehr erzeugt. Dadurch ldsst sich die in Abbildung
6.2(b) auftretende Divergenz erkléren.

Das Brechen einer anderen Symmetrie in den Koeffizienten der Flussgleichung kénnte ebenfalls der
Grund fiir den erneuten Anstieg der srod bei [ ~ 44 (vgl. Abbildung 6.2(b)) sein. Dies wurde jedoch
nicht weiter untersucht.

Im Folgenden wird das Spektrum nach der kontinuierlichen unitéren Transformation untersucht. Auf-
grund des relativ grofSien Wertes U = 5 sind die Erwartungswerte der nicht physikalischen Zusténde
im Zweiteilchen- und Vierteilchen-Unterraum alle grofler oder gleich 9,25, so dass nach der kontinuier-
lichen unitéren Transformation und einer anschlieBenden Diagonalisierung im jeweiligen Unterraum
mit fester Teilchenzahl die physikalischen Energieeigenwerte (vgl. Tabelle 3.2) ohne Schwierigkeiten
identifiziert werden kénnen.

In Tabelle 6.1 sind die berechneten Ergebnisse fiir die physikalischen Eigenwerte fiir beide Star-
thamiltonoperatoren HY ;; und Hf\_’ ¢ hach der kontinuierlichen unitdren Transformation dargestellt.
Dabei wurden die Energieeigenwerte in jedem Unterraum mit unterschiedlicher Teilchenzahl separat
berechnet, so dass ebenfalls angegeben werden kann, in welchem Unterraum mit fester Teilchenzahl
der jeweilige Eigenwert zu finden ist. Insbesondere wurden somit die nicht teilchenzahlerhaltenden
Koeffizienten, die nach der kontinuierlichen unitidren Transformation nahezu null (< srod) sind, ver-
nachléssigt.

Die so bestimmten physikalischen Energieeigenwerte stimmen gut mit den exakten Werten {iberein.
Der maximale absolute Fehler hat die Groflenordnung 10~° (vgl. Tabelle 6.1).

Es ist bemerkenswert, dass je nach Wahl des Starthamiltonoperators die Eigenzustédnde unterschied-
lich angeordnet werden, so dass sich im Fall des Hamiltonoperators HY ;; nach der kontinuierlichen
unitdren Transformation noch mehr physikalische Zusténd im Vierteilchen-Unterraum befinden als
fiir den Hamiltonoperator Hf\_’U. Es scheint also im Fall des Hamiltonoperators HY ;; eine Symme-
trie zu geben, die dafiir sorgt, dass die Zustdnde im Vierteilchen-Unterraum verweilen, obwohl im
Zweiteilchen-Unterraum unphysikalische Zusténde liegen, die energetisch hoher liegen (vgl. Abschnitt
2.5.2).

In beiden Féillen befinden sich mindestens zwei physikalische Zustdnde auch nach der kontinuierli-
chen unitidren Transformation noch im Vierteilchen-Unterraum. Dies lédsst sich durch die Erhaltung
der z-Komponente des Gesamtspins erkléren. Es existieren genau zwei physikalische Zustédnde deren
Quantenzahl mges den Betrag zwei besitzt (vgl. Tabelle 3.2). Eine solche Quantenzahl kann jedoch
gemifl Gleichung (6.1.3) nur durch Zusténde im Vierteilchen-Unterraum erreicht werden, da die z-
Komponente des Gesamtspins erhalten bleibt.

Im néchsten Abschnitt soll der Einfluss einer Trunkierung auf die Ergebnisse untersucht werden.
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Tabelle 6.1: Physikalische Eigenwerte des Heisenberg-Quadrats nach der kon-
tinuierlichen unitidren Transformation. (Die exakten Eigenwerte sind in Klam-

mern dargestellt (vgl. Abschnitt 3.3).)

Hamiltonoperator HS H§7U
[-Wert ~ 95 40
srod < 10710 6,8-107°
Vakuum -2,000000 (-2) -2,000000 (-2)

~1,000000 (-1) ~1,000000 (-1)

-1,000000 (-1) ~1,000000 (1)

-1,000000 (-1) -0,999999  (-1)

0,000000 (0) 0,000000 (0)

0,000000 (0) 0,000000 (0)

0,000000 (0) 0,000000  (0)

Zweiteilchen-Unterraum 0,000000 (0)

0,000000  (0)

0,000000 (0)

0,000012  (0)

1,000000 (1)

1,000000 (1)

1,000000 (1)

~0,000006 (0) 1,000000 (1)

-0,000004  (0) 1,000000 (1)
0,000000 (0)
0,000000  (0)
Vierteilchen-Unterraum 0,999986 (1)
0,999998 (1)
0,999998 (1)
1,000000 (1)
1,000000 (1)

6.3.2 Ergebnisse im Fall trunkierter Flussgleichungen bei A =0 und 0 = 7

Im vorherigen Abschnitt 6.3.1 wurden keinerlei Trunkierungen durchgefiithrt. Mochte man jedoch
groflere Systeme behandeln, so wird es notwendig werden, die Flussgleichungen zu trunkieren. Dies
wird offensichtlich, wenn man die Anzahl der Koeffizienten der jeweiligen Flussgleichung betrach-
tet. Fithrt man keine Trunkierung durch, so besitzt die Flussgleichung fiir den Hamiltonoperator
HY ;1775 Koeffizienten und im Fall des Hamiltonoperators H? v sogar 4833 komplexe Koeffizienten.
Durch Verwendung der Hermitezitét verringert sich die Anzahl der Koeffizienten zwar auf 1115 fiir
HY ;; bzw. auf 2543 komplexe Koeffizienten fiir HY v~ Dies sind allerdings immer noch recht groe
DGL- Systeme, wenn man beriicksichtigt, dass man mit dem Heisenberg-Quadrat ein urspriinglich 16
dimensionales Problem behandelt.

Daher soll im Folgenden der Einfluss einer Trunkierung auf die Ergebnisse untersucht werden. Bei der
Untersuchung des Heisenberg-Dimers im vorherigen Kapitel 5 zeigte sich, dass es fiir die Konvergenz
der Flussgleichung giinstig sein kann, neben den Termen, die aus bis zu vier Operatoren bestehen,
die Terme ebenfalls zu beriicksichtigen, die aus drei Erzeugern und drei Vernichtern aufgebaut sind.
Diese Art der Trunkierung wird im Folgenden auch fiir die Behandlung des Heisenberg-Quadrats
verwendet.

Unter Beriicksichtigung der Hermitezitét ergeben sich so DGL-Systeme, welche im Fall des Hamil-
tonoperators Hy ;; aus 197 Koeflizienten und im Fall des Hamiltonoperators Hf\_’ u aus 443 komplexen
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Koeflizienten bestehen.

Im vorherigen Kapitel 5 lag der einzige stationdre Punkt des Vakuumerwartungswerts hg o in der A6-
Ebene bei dem durch die Molekularfeld-Rechnung ermittelten Punkt A = 0 und § = 7. Daher werden
zunéchst fiir die durch die Molekularfeld-Rechnung ermittelten Parameter Rechnungen durchgefiihrt.
Im Fall des Hamiltonoperators Hy ;; wird demnach der Winkel ¢ = 7 und der Lagrangeparameter
A = 0 gesetzt. Durch diese Wahl besitzt der Starthamiltonoperator HY ;; keine Terme, welche die
Teilchenzahl um zwei findern, wodurch sich die Anzahl der Koeffizienten der Flussgleichung noch
weiter reduziert. Es bleiben 137 Koeffizienten iibrig. Im Fall des Hamiltonoperators Hf\_’U wird der
Lagrangeparameter A = 0 gesetzt.

Fiir beide Félle soll nun gem#f Gleichung (4.3.13) ein Punkt bestimmt werden, indem der Vakuu-
merwartungswert hg o beziiglich des Parameters U minimale Steigung besitzt.

In Abbildung 6.4 ist die Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hg ¢ von der Wahl des Parameters
U nach der trunkierten kontinuierlichen unitidren Transformation fiir beide Starthamiltonoperatoren

HY (; und Hf{) u dargestellt. Zum Vergleich sind ebenfalls die Ergebnisse fiir den Vakuumerwartungs-

A=0, 6=m/4

'
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Abbildung 6.4: Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hg von dem Parame-
ter U. Die Abbildung zeigt den Vakuumerwartungswert hgo nach der trunkierten
kontinuierlichen unitdren Transformation als Funktion des Parameters U bei festem
Lagrangeparameter A = 0 fiir die Hami]tonoperatoren HY ; und H® xu- Im Fall des
Hamiltonoperators Hy ;; wurde der Winkel 0 = 7 gesetzt. Zusiitzlich ist der Ver-
lauf von hg fiir eine nicht trunkierte Flussgleichung dargestellt. Der Parameter J
wurde gleich 1 gesetzt und die Flussgleichung so weit berechnet, dass in jedem Fall
srod < 1075 galt.

wert ho o im Fall einer exakten Behandlung des Problems dargestellt.

Wie schon in Abschnitt 4.3.1, in dem die Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hoo von U
fiir die bosonische Darstellung des Heisenberg-Dimers untersucht wurde, wird erneut aufgrund der
Trunkierung die Ungleichung (4.3.13) verletzt, da ab einem gewissen U-Wert die Ableitung dyho o
fiir beide betrachteten Starthamiltonoperatoren negativ wird. Es ergibt sich dadurch jeweils ein sta-
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tiondrer Punkt beziiglich des Parameters U. Im Fall des Hamiltonoperators HY ;; liegt dieser bei

etwa U = —0,451 mit einem Vakuumerwartungswert ho o = —2,089. Fiir den Hamiltonoperator H § U
liegt der stationdre Punkt bei U = —0,47 und der Vakuumerwartungswert nimmt dort den Wert
hoo = —2,064 an. Auch fiir den U-Term kann man so argumentieren, dass in einem stationiren

Punkt die Nebenbedingung 3.5.2 im Mittel erfiillt ist. Allerdings liegt in beiden Féllen der stationére
Punkt in einem Bereich, in dem der Parameter U negativ ist. Dadurch werden gerade die Ener-
gieeigenwerte unphysikalischer Zusténde energetisch abgesenkt. Das Problem der Identifikation der
physikalischen Zustédnde wird daher noch vergréfiert. Fiir U = 0 liegt die Abweichung des Vakuumer-
wartungswerts hg o von dem exakten physikalischen Grundzustandserwartungswert in beiden Féllen
bereits iiber 10%.

In Tabelle 6.2 sind neben dem Vakuumerwartungswert hg o ebenfalls sémtliche Eigenwerte des Zwei-
teilchen-Unterraums nach der kontinuierlichen unitaren Transformation fiir unterschiedliche Werte U
dargestellt.

Tabelle 6.2: Eigenwerte des Heisenberg-Quadrats nach der trunkierten kontinuierlichen unitéren
Transformation. Die Ergebnisse der nicht trunkierten Rechnungen sind in Tabelle 6.1 dargestellt.

Hamiltonoperator H;,U bei A =0und 6 = } Hi,U bei A =0
U-Wert -0,451 0 3 5 -0,47 0 3 5
srod 91-107°% | §8-107° | 86-107° | 95-107° || 95-107° | 99-107° | 96-107° | 9,5-107¢
Vakuum -2,089 -2,340 -2,933 -3,013 -2,064 -2,340 -3,821 -4,788
-1,850 -1,700 2,908 -3,084 2,030 -1,700 4,682 6,617
-1,850 -1,700 -2,908 -3,084 1,911 -1,700 -4,682 -6,617
-1,850 -1,700 -2,908 -3,084 1,911 -1,700 -4,682 -6,617
-1,850 -0,852 0,939 1,066 1,911 -0,852 -0,893 -1,906
-1,850 -0,852 0,939 1,066 1,751 -0,852 3,111 4,884
-1,850 -0,852 0,939 1,066 1,751 -0,852 3,111 4,884
-1,422 -0,852 4,581 8,511 -1,751 -0,852 3,111 4,884
-1,422 -0,852 4,581 8,511 -1,751 -0,852 3,111 4,884
-1,422 -0,852 4,581 8,511 -1,751 -0,852 3,111 4,884
-1,422 -0,852 4,581 8,511 1,751 -0,852 3,111 4,884
-1,092 -0,852 5,230 9,236 -1,054 -0,852 3,554 6,269
-1,092 -0,852 5,230 9,236 -1,054 -0,852 3,554 6,269
-1,092 -0,852 5,230 9,236 -1,054 -0,852 3,554 6,269
-0,793 0,072 5,230 9,236 -0,842 -0,072 3,554 6,269
Zweiteilchen- -0,793 0,072 5,230 9,236 -0,842 -0,072 3,554 6,269
Unterraum -0,793 0,072 5,230 9,236 -0,842 -0,072 3,554 6,269
-0,793 0,072 6,009 10,001 -0,842 -0,072 5,433 9,613
-0,793 0,072 6,009 10,001 -0,842 -0,072 5,433 9,613
-0,793 0,072 6,009 10,001 -0,842 -0,072 5,433 9,613
-0,793 0,072 6,009 10,001 -0,842 -0,072 5,859 9,714
-0,793 0,072 6,009 10,001 -0,842 -0,072 5,859 9,714
-0,793 0,072 6,009 10,001 -0,842 -0,072 5,859 9,714
-0,793 0,072 6,009 10,001 -0,739 -0,072 5,859 9,714
-0,793 0,072 6,009 10,001 -0,739 -0,072 5,859 9,714
-0,793 0,072 6,009 10,001 -0,739 -0,072 5,859 9,714
-0,433 0,072 6,009 10,001 -0,739 -0,072 5,859 9,714
-0,433 0,072 6,009 10,001 -0,739 -0,072 5,859 9,714
-0,433 0,072 6,009 10,001 -0,739 -0,072 5,859 9,714

Auch im Zweiteilchen-Unterraum existieren demnach deutliche Abbweichungen von dem exakten phy-
sikalischen Eigenwertspektrum.

Ab einem Wert U < —0,5 liegt der Eigenwert des unphysikalischen Zustandes |0), der durch das Va-
kuum der urspriinglichen Operatoren ¢;, gegeben ist, unterhalb des physikalischen Grundzustandser-
wartungswerts. Dies macht sich sehr deutlich bei der nicht trunkierten Rechnung bemerkbar, welche
genau bei U = —0,5 einen Knick besitzt.
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6 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg- Quadrats

Verwendung eines alternativen Generators

Es wurde ebenfalls die Verwendung eines alternativen Generators untersucht, in dem nur Terme
beriicksichtigt wurden, die entweder ausschlieflich aus Erzeugern oder Vernichtern bestehen (vgl.
Abschnitt 2.5.4). Durch die betrachtete Trunkierung ist die maximale Anzahl der Operatoren pro
Term fiir den Generator zusétzlich auf vier beschrinkt. Die beim Knetter-Uhrig-Generator ebenfalls
beriicksichtigten Terme, welche den Einteilchen-Unterraum mit dem Dreiteilchen-Unterraum verbin-
den, treten in dem alternativen Generator nicht auf.

Ein Vorteil dieses Generators gegeniiber dem Knetter-Uhrig-Generator ist, dass eine aufgrund der
Trunkierung mogliche schlechte Beschreibung der Terme, welche den Einteilchen-Unterraum mit dem
Dreiteilchen-Unterraum verbinden, sich nicht auf die Beschreibung des Vakuumzustandes auswirkt.
Dies kann wie in Abschnitt 6.3.3 deutlich wird zu einem erheblich besseren Konvergenzverhalten der
Flussgleichungen fiihren.

Ein Nachteil des alternativen Generators ist, dass durch die kontinuierliche unitire Transformation
kein effektiver teilchenzahlerhaltender Hamiltonoperator mehr erzielt wird, da die Terme, welche den
Einteilchen-Unterraum mit dem Dreiteilchen-Unterraum verbinden, nicht mehr weggedreht werden.
Da jedoch alle Wechselwirkungen mit dem Vakuumzustand hg o weggedreht werden, kann dieser nach
der kontinuierlichen Transformation immer noch direkt abgelesen werden.

Bei A = 0 und 6 = 7 hat die Verwendung des alternativen Generators jedoch keinen Effekt auf die Er-
gebnisse. Die dadurch entstehenden Kurven fiir die trunkierten Flussgleichungen stimmen mit denen
aus Abbildung 6.4 iiberein. Im Fall des Hamiltonoperators HY ;; ist dies keine Uberraschung, da der
Knetter-Uhrig-Generator fiir ¢ = 7 und A = 0 identisch ist mit dem alternativen Generator. Beide
bestehen nur aus Termen, die aus vier Operatoren bestehen, welche entweder alle Teilchenvernichter
oder Teilchenerzeuger sind.

Fiir den Operator HQU liegt es daran, dass die Terme, welche aus ausschlieflich zwei Erzeugern
oder zwei Vernichtern bestehen, wihrend der gesamten kontinuierlichen unitdren Transformation so
klein sind, dass sie fiir den Vakuumerwartungswert hg o keine Rolle spielen. Dies ist fiir den Fall des
Knetter-Uhrig-Generators exemplarisch fiir U = 5 in Abbildung 6.5 dargestellt.

Hamiltonoperator H;’ U
U=5 A=0

1E — sod | §
3 — srodo' 4| o
0,01 : — srod,, :
0,0001 F- 3
1606 } 3
E T~ g
1e-08F T 3
1e10¢ : } : } =
1le18F 3
1620
1e22F E
o2 f- =
\ \ ‘
0 1 2

Abbildung 6.5: Zusammensetzung der srod im trunkierten Fall fiir den Hamilton-
operator Hi)U. Die Abbildung zeigt den Verlauf der Gréfen srod;—; wéhrend der
trunkierten kontinuierlichen unitdren Transformation fiir die Parameter A = 0 und
U = 5. Der Parameter J wurde dabei gleich 1 gesetzt.
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6.3 Verbesserung der Molekularfeld-Rechnungen mit Hilfe kontinuierlicher unitédrer Transformationen

Somit wird der Vakuumerwartungswert erneut nur durch Terme beeinflusst, welche aus vier Erzeu-
gern oder vier Vernichtern bestehen. Daher liefert der alternative Generator fiir die betrachteten
Startparameter auch im Fall des Hamiltonoperators Hf\,U dieselben Ergebnisse wie der Knetter-
Uhrig-Generator.

6.3.3 Ergebnisse im Fall trunkierter Flussgleichungen fiir beliebige Werte \ und
¢ fir den Hamiltonoperator HY

Zuletzt soll in diesem Abschnitt noch fiir den Hamiltonoperator HY ;; untersucht werden, ob es nach
der kontinuierlichen unitéren Transformation fiir feste Werte U stationédre Punkte in der Af-Ebene
existieren. Die Flussgleichung wird dabei wie im vorherigen Abschnitt beschrieben trunkiert. Die Er-
gebnisse sind in Abbildung 6.6 fir U = 3 und U = 5 dargestellt.
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Abbildung 6.6: Abhéngigkeit des Vakuumerwartungswerts hg o von den Parametern A und
0 fiir U = 3 und U = 5. Die Abbildungen 6.6(a) und 6.6(b) zeigen den Vakuumerwartungs-
wert hoo nach der trunkierten kontinuierlichen unitdren Transformation als Funktion der
Parameter \ und 6 bei U = 3 und U = 5 fiir den Knetter-Uhrig-Generator. Abbildung
6.6(c) und 6.6(d) zeigen die Ergebnisse fiir ho o bei derselben Trunkierung fiir den alternati-
ven Generator. Der Parameter J wurde stets gleich 1 gesetzt und das DGL-System so weit
berechnet, bis jeweils srod < 107° galt. An weilen Stellen divergiert die Flussgleichung,
und an schwarzen Stellen liegt der Vakuumerwartungswert hg o unterhalb von —10.

Man sieht, dass der Vakuumerwartungswert hg g fiir die beiden Werte U = 3 und U = 5 ein qualitativ
dhnliches Verhalten zeigt. In Abbildung 6.6(a) und 6.6(b) wurde jeweils der vollstindige Knetter-
Uhrig-Generator verwendet. Abbildung 6.6(c) und 6.6(d) zeigen die Ergebnisse fiir den Vakuumer-
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6 Untersuchung der fermionischen Darstellung des antiferromagnetischen Heisenberg- Quadrats

wartungswert hg o bei Verwendung des alternativen Generators. Sowohl fiir U = 3 als auch fiir U =5
existiert genau ein lokales Maximum bei dem durch Molekularfeld-Rechnung ermittelten Punkt A = 0
und ¢ = 7, welcher schon im vorherigen Abschnitt untersucht wurde.

Verwendet man hingegen den Knetter-Uhrig-Generator, so divergiert die trunkierte Flussgleichung
in der Umgebung dieses Punktes’.

Insgesamt kann somit durch das Abweichen von den durch die Molekularfeld-Rechnung bestimmten
Parametern im Fall des Hamiltonoperators HY ;; keine Verbesserung des Grundzustandserwartungs-
werts ho o erzielt werden.

Fiir den Hamiltonoperator Hf\)U wurden ebenfalls Rechnungen fir U = 3 und U = 5 mit A # 0
durchgefiihrt. Auch bei diesen Rechnungen ergaben sich keine Verbesserungen.

Mit der betrachteten Trunkierung sind somit keine sinnvollen Ergebnisse zu erzielen.

6.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

In diesem Kapitel wurden zunichst Molekularfeld-Rechnungen fiir das Heisenberg-Quadrat in fer-
mionischer Darstellung durchgefiihrt. Anschliefend wurde versucht, deren Ergebnisse durch kontinu-
ierliche unitéire Transformationen zu verbessern.

Dabei ergaben sich selbst bei einer nicht trunkierten Flussgleichung Konvergenzprobleme, welche
durch die Berticksichtigung der Hermitezitdt des Hamiltonoperators beim Aufstellen der Flussglei-
chung beseitigt werden konnten. Die explizite Verwendung der Symmetrie in den Koeflizienten der
Flussgleichung, welche aufgrund der Hermitezitdt des Hamiltonoperators vorhanden ist, kann dem-
nach bei der numerischen Integration der Flussgleichung eine entscheidende Rolle spielen.

Danach wurde der Einfluss einer Trunkierung der Flussgleichung auf den Vakuumerwartungswert hg o
untersucht. Dabei wurden in der Flussgleichung nur Terme beriicksichtigt, die aus maximal vier Ope-
ratoren aufgebaut waren oder aus drei Erzeugern und drei Vernichtern bestanden. Diese Trunkierung
lieferte gerade in dem vorherigen Kapitel 5 fiir das Heisenberg-Dimer ein optimales Ergebniss.
Zunéchst wurden die durch die Molekularfeld-Rechnungen bestimmten Startwerte untersucht und
lediglich der Parameter U variiert. Dies fithrte zu keinerlei sinnvollen Ergebnissen.

Eine Variation der durch die Molekularfeld-Rechnung bestimmten Parameter A und 6 fiir feste Werte
U fithrt im Fall des Knetter-Uhrig-Generators zu Konvergenzproblemen. Die Verwendung eines al-
ternativen Generators, der lediglich die Wechselwirkungen mit dem Vakuum asymptotisch beseitigt,
fiihrt auf einen stationdren Punkt in der A-6-Ebene bei den durch die Molekularfeld-Rechnung be-
stimmten Parametern A = 0 und ¢ = 7. Unter dem Aspekt der Robustheit der Integration ist daher
der alternative Generator vorzuziehen.

Insgesamt war es mit der betrachteten Trunkierung nicht moglich, sinnvolle Ergebnisse zu erzielen.
Eine Trunkierung, die weniger Terme vernachléssigt, wurde nicht betrachtet, da eine Trunkierung
gewihlt werden sollte, die es auch noch zulésst, groflere Systeme zu behandeln.

IDer Punkt bei genau A = 0 und 6 = 4 wurde fiir Abbildungen 6.6(a) und 6.6(b) nicht berechnet.
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7 Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, zu untersuchen, ob es moglich ist mit der Methode der kontinu-
ierlichen unitdren Transformationen Molekularfeld-Rechnungen fiir antiferromagnetische Heisenberg-
Modelle systematisch zu verbessern.

Um die berechneten Ergebnisse leicht qualitativ und quantitativ bewerten zu kénnen, wurden da-
zu kleine antiferromagnetische Heisenberg-Modelle untersucht, deren exaktes Eigenwertspektrum
zugénglich war.

Fiir die Molekularfeld-Rechnungen wurden die Spinoperatoren zunéchst auf eine bosonische bzw. fer-
mionische Algebra abgebildet. Dabei wurde sowohl im bosonischen als auch im fermionischen Fall
die Dimension des Hilbertraums vergrofliert, so dass nicht mehr alle Zustéinde physikalisch relevant
waren. Der jeweilige physikalisch relevante Unterraum musste daher durch die Verwendung einer Ne-
benbedingung festgelegt werden.

Um die entsprechende Nebenbedingung bei den durchgefithrten Rechnungen zu beriicksichtigen wur-
de neben der iiblichen Verwendung eines Lagrangeparameters A ebenfalls ein Term Hy zum jeweiligen
Hamiltonoperator addiert, welcher die Nebenbedingung quadratisch enthielt. Durch das Vergrofiern
des Parameters U konnten so unphysikalische Zusténde energetisch erhoht werden.

Durch die Erweiterung des Hilbertraums stellten die durch die Molekularfeld-Rechnung beschriebe-
nen Einteilchen-Anregungen keine physikalisch relevanten Anregungen dar. Daher sollte durch die
Methode der kontinuierlichen unitdren Transformationen insbesondere der Zweiteilchen-Unterraum
beschrieben werden, um so neben der Beschreibung des Grundzustandes ebenfalls physikalische An-
regungen diskutieren zu koénnen.

Die Molekularfeld-Rechnungen wurden so durchgefiihrt, dass die jeweilige Nebenbedingung fiir den
Vakuumerwartungswert im Mittel erfiillt war. Ausgehend von den Ergebnissen der Molekularfeld-
Rechnungen wurden dann kontinuierliche unitére Transformationen durchgefiihrt, wobei die bei der
Molekularfeld-Naherung vernachlissigten Terme zunéichst vollstéindig beriicksichtigt wurden. Néhe-
rungen wurden erst beim Aufstellen der Flussgleichungen getétigt.

Als Generator der kontinuierlichen unitidren Transformationen wurde hauptséchlich der Knetter-
Uhrig-Generator verwendet, wodurch teilchenzahlerhaltende effektive Hamiltonoperatoren erzeugt
werden konnten. Ndherungen beim Aufstellen der Flussgleichungen wurden durchgefiihrt, indem zu-
néchst jeder Term des Hamiltonoperators normalgeordnet wurde und anschlieSfend Terme, welche
hohere Anregungen beschrieben, vernachléssigt wurden. Aufgrund dieser Trunkierung waren die zu-
vor durchgefithrten Molekularfeld-Rechnungen notwendig, um so einen geeigneten Startpunkt fiir die
kontinuierliche unitére Transformation zu bestimmen.

Um den Startpunkt der kontinuierlichen unitédren Transformation noch zu optimieren, wurde der
Vakuumerwartungswert nach der kontinuierlichen unitdren Transformation als Funktion der Start-
parameter A\, U und 6 betrachtet. Der letzte Parameter 6 beschrieb dabei stets einen Winkel ei-
ner Bogoliubov-Transformation, welche zur Diagonalisierung betrachteter Molekularfeld-Hamilton-
operatoren verwendet wurde.

Der Vakuumerwartungswert sollte nach der kontinuierlichen Transformation stationdr beziiglich A
sein, um die Nebenbedingung zumindest im Mittel zu erfiillen. Bei einer exakten Rechnung hitte die
Wahl des Winkels 6 die Ergebnisse nicht beeinflusst. Aufgrund der durchgefithrten Trunkierung der
Flussgleichungen war dies jedoch nicht mehr der Fall und es konnte ebenfalls maximal Stationaritét
beziiglich des Winkels 6 erzielt werden. Um den Einfluss des Parameters U auf die Ergebnisse zu
untersuchen, wurde dieser ebenfalls variiert.

In Kapitel 4 wurde eine bosonische Darstellung des Heisenberg-Dimers untersucht. Dabei zeigte sich,
dass die Verwendung eines Terms Hy notwendig ist, um dafiir zu sorgen, dass nach der kontinuierli-
chen unitédren Transformation der Vakuumzustand niherungsweise den physikalischen Grundzustand
beschreibt. Allein durch die Verwendung eines Lagrangeparameters A war dies nicht moglich. Gute
Ergebnisse konnten jedoch auch durch die Verwendung eines Terms Hy; nicht erzielt werden. Insbe-
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7 Zusammenfassung

sondere konnte kein stationdrer Punkt fiir den Vakuumerwartungswert beziiglich A und 6 gefunden
werden.

In Kapitel 5 wurde eine fermionische Darstellung des Heisenberg-Dimers betrachtet. Da bei der Dar-
stellung der Spinoperatoren mittels Fermionen der Hilbertraum endlich bleibt, war es moglich, die
Flussgleichung vollstdndig aufzustellen und somit eine kontinuierliche unitéire Transformation ohne
N#herungen durchzufiihren. Die so erzielten Ergebnisse konnten anschliefend mit trunkierten Rech-
nungen verglichen werden.

Fiir die fermionische Darstellung des Heisenberg-Dimers war es moglich, eine Trunkierung zu finden,
die ein optimales Ergebnis lieferte. Dies wurde ausfiihrlich fiir den Fall U = 2 diskutiert. Es konnte
ein stationdrer Punkt fiir den Vakuumerwartungswert beziiglich A und 6 bestimmt werden. An die-
sem Punkt wurde der physikalische Grundzustand nach der kontinuierlichen unitdren Transformation
durch den Vakuumzustand beschrieben und die drei weiteren physikalisch relevanten Zustéinde waren
durch gebundene Zusténde im Zweiteilchen-Unterraum gegeben. Auch quantitativ stimmten die Er-
gebnisse mit den exakten Werten des antiferromagnetischen Heisenberg-Dimers {iberein. Zusétzlich
lagen sdmtliche unphysikalischen Zustédnde im Energiespektrum iiber den physikalischen Zusténden.
Allerdings hatte die gewihlte Trunkierung gerade an diesem stationéiren Punkt keinerlei Einfluss auf
die Flussgleichung, so dass es sich dort um eine nicht trunkierte Rechnung handelte. Es stellte sich
daher die Frage, ob die betrachtete Trunkierung auch in komplexeren Problemen erfolgreich ange-
wendet werden kann.

Daher wurde in Kapitel 6 getestet, ob dieselbe Trunkierung auch bei dem etwas komplexeren System
des antiferromagnetischen Heisenberg-Quadrats sinnvolle Ergebnisse liefert. Dies war jedoch nicht
der Fall.

Insgesamt zeigte sich, dass der gewihlte Zugang zur Beschreibung antiferromagnetischer Heisenberg-
Modelle nicht sinnvoll ist. Es konnten zwar bei den nicht trunkierten Rechnungen fiir die fermionische
Darstellung des Heisenberg-Dimers und des Heisenberg-Quadrats die gewiinschten Resultate erzielt
werden, allerdings fithrte eine Trunkierung der Flussgleichung dazu, dass die Ergebnissen nicht mehr
verwendbar waren.

Bei der Behandlung groflerer Systeme kann jedoch selbst bei endlichen Systemen aufgrund des stei-
genden Rechenaufwands auf eine Trunkierung der Flussgleichung nicht verzichtet werden, so dass
es duflerst fragwiirdig, wenn nicht sogar umoglich zu sein scheint, dass die in dieser Arbeit durch-
gefithrten Rechnungen sinnvolle Ergebnisse fiir grofiere Systeme liefern konnen, deren Beschreibung
letztendlich das Ziel gewesen wiire.

Interessanter Weise divergierte in Kapitel 6 eine nicht trunkierte Flussgleichung bei der numerischen
Integration. Dies lésst sich nur durch numerische Ungenauigkeiten bei der Integration der Flussglei-
chung erkldren, da analytisch gezeigt werden kann, dass in dem betrachteten Fall die Flussgleichung
konvergiert. In der Tat konnte durch die explizite Verwendung einer Symmetrie in den Koeffizienten
der Flussgleichung, welche aufgrund der Hermitezitidt des Hamiltonoperators gegeben ist, ein besseres
Konvergenzverhalten erzielt werden.

Demnach scheint die Verwendung von Symmetrien bei dem Aufstellen der Flussgleichung eine ent-
scheidende Rolle fiir die numerische Integration der Flussgleichung zu spielen.
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A Diagonalisierung bilinearer Hamiltonoperatoren

Ein in der Quantenmechanik von Vielteilchensystemen héufig auftretendes Problem ist die Diago-
nalisierung bilinearer Hamiltonoperatoren, welche aus Teilchen erzeugenden und Teilchen vernich-
tenden Operatoren aufgebaut sind. Die Molekularfeld-Ndherungen aus den Abschnitten 4.2, 5.2 und
6.2 fithren zum Beispiel gerade auf solche bilinearen Hamiltonoperatoren. Im Folgenden wird daher
zunéchst kurz ein allgemeines Verfahren zur Diagonalisierung beliebiger bilinearer Hamiltonopera-
toren mittels kanonischer unitdrer Transformationen beschrieben. Danach wird der Spezialfall der
Bogoliubov-Transformation sowohl fiir Bosonen als auch fiir Fermionen dargestellt. Die in der vorlie-
genden Arbeit auftretenden Hamiltonoperatoren (4.2.5), (4.2.22), (4.2.34), (5.2.5) und (6.2.9) kénnen
durch solche Transformationen diagonalisiert werden. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird noch
dargestellt, wie der in Abschnitt 6.2.2 auftretende Hamiltonoperator (6.2.21) diagonalisiert werden
kann. Eine ausfiihrliche Darstellung der Themen “Diagonalisierung bilinearer Hamiltonoperatoren
und kanonische Transformationen” findet man zum Beispiel im dem Buch [BR&6].

A.1 Hermitesche bilineare Formen aus Erzeugern und Vernichtern

Die allgemeine Form eines Hamiltonoperators, der als bilineare Form von Teilchen erzeugenden und
Teilchen vernichtenden Operatoren dargestellt werden kann, ist gegeben durch

. 1 _
H= ZAija;faj + 3 Z (Fijaza; + Fijajai) . (A.1.1)
ij ij

Die Operatoren a; konnen sowohl Fermionen als auch Bosonen beschreiben. Sie erfiillen also entweder
die Antikommutatorrelation (2.5.5) oder die Kommutatorrelation (2.5.4). Damit der Hamiltonopera-
tor (A.1.1) hermitesch ist, miissen die Matrizen A und I" die folgenden Eigenschaften besitzen

A=AT (A.1.2a)
' =_—er . (A.1.2b)
Im Falle eines fermionischen Systems ist der Parameter € als ¢ = 1 und im Falle eines bosonischen
Systems als € = —1 zu wéahlen. Durch die Definition eines 2n dimensionalen Vektors a mit
a
a
= ¥ Al
al

kann der Hamiltonoperator (A.1.1) auch in der Form
1 + €
H= 3¢ Ma+§ SpA (A.1.4)

notiert werden. Die Matrix M ist dabei gegeben durch

AT
M= . (A.1.5)
—ell —eA
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A Diagonalisierung bilinearer Hamiltonoperatoren

Ziel ist es nun, eine kanonische Transformation K so zu bestimmen, dass der Hamiltonoperator (A.1.1)
bzw. (A.1.4) eine diagonale Gestalt annimmt. Die durch diese kanonische Transformation definierten
neuen Operatoren

B=Ka (A.1.6)

erzeugen oder vernichten die effektiven Teilchen. Eine Transformation wird im Allgemeinen als kano-
nisch bezeichnet, sobald sie die jeweiligen Kommutatorrelationen invariant lédsst, d.h. es gilt fiir die
neu definierten Operatoren 3 ebenfalls

8.8 =7 . (A.1.7)

wobei die 2n x 2n Matrix n definiert ist durch

77=((1) S) _ (A.1.8)

Unter Verwendung der Kanonizitéit der Transformation K sowie der Unitéritit der zugehorigen Trans-
formation U im Fockraum nimmt der Hamiltonoperator (A.1.4) in der Basis der Operatoren 3 die
Form

1
HZQMQmmﬂrUﬁ+§%A (A.1.9)
an. Ist K nun die Transformation, welche die Matrix nM diagonalisiert, so kann gezeigt werden, dass

die 2n x 2n Matrix  die Struktur

w 0
Q= mit w = diag (w1, ...,wy) (A.1.10)
0 —w

annimmt [BR86]. Mit dem n dimensionalen Vektor

by
b= : (A.1.11)
bn,
erhélt man letztendlich den Hamiltonoperator
H:bwa—%Spw—l—%SpA , (A.1.12)

der keine Wechselwirkungen zwischen den effektiven Teilchen besitzt. Fiir einen solchen freien Hamil-
tonoperator sind sowohl das gesamte Eigenwertspektrum als auch sdmtliche Eigenzustéinde bekannt
[Sch05, BR86].

Um einen bilinearen bosonischen oder fermionischen Hamiltonoperator der Gestalt (A.1.1) bzw.
(A.1.4) auf einen freien Hamiltonoperator der Form (A.1.12) zu tiberfithren, muss also die Matrix nM
diagonalisert werden. Im fermionischen Fall ist 7 = 1 und man muss somit die hermitesche Matrix
M diagonalisieren. Betrachtet man jedoch Bosonen, so hat man die im Allgemeinen nicht hermite-
sche Matrix nM zu diagonalisieren. Ebenfalls existieren Unterschiede in der Struktur der kanonischen
Transformation K. Fiir Fermionen sind die méglichen Transformationen isomorph zur reellen ortho-
gonalen Gruppe O(2n). Im Gegensatz dazu gilt fiir Bosonen, dass die Transformationen isomorph
zur reellen symplektischen Gruppe Sp(2n) sind.

A.2 Diagonalisierung spezieller bilinearer Hamiltonoperatoren

Nachdem im vorigen Abschnitt die Diagonalisierung bilinearer Hamiltonoperatoren allgemein darge-
stellt wurde, sollen nun die Spezialfille untersucht werden, welche in der vorliegenden Arbeit ver-
wendet werden. Zunéchst wird die bosonische Bogoliubov-Transformation vorgestellt, welche in den
Abschnitten 4.2.1, 4.2.2 und 4.2.3 verwendet wird, um die dort auftretenden Hamiltonoperatoren
zu diagonalisieren. Danach wird die fermionische Variante der Bogoliubov-Transformation beschrie-
ben, die in Abschnitt 5.2 und 6.2.1 Anwendung findet. Zuletzt wird die kanonische Transformation
diskutiert, mit der der Hamiltonoperator (6.2.21) aus Abschnitt 6.2.2 diagonalisiert wird.
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A.2 Diagonalisierung spezieller bilinearer Hamiltonoperatoren

A.2.1 Bosonische Bogoliubov-Transformation

Gegeben sei ein Hamiltonoperator der Form
H=A (a{al + agaQ) +Talal +Ta,a, (A.2.1)

mit den bosonischen Operatoren a; und as. Um diesen Hamiltonoperator zu diagonalisieren, muss
geméfl Abschnitt A.1 eine kanonische Transformation K bestimmt werden, welche die Matrix

10 0 O\/A O 0T A 0 o0 T
01 0 ollo AT 0 0O A T 0

M™M=10 0 -1 oflo T A o]0 - -A o (A.2.2)
00 0 —1J\T 0 0 A T 0 0 -—A

diagonalisiert. Die kanonische Transformation K, welche dies leistet, wird als bosonische Bogoliubov-
Transformation bezeichnet und ist gegeben durch

cosh @ 0 0 —e™ sinh @ ai

0 cosh 0 —e* sinh @ 0 az

0 —e~“sinh 6 cosh 6 0 a{
—e" " sinh 0 0 cosh 6 a;

Der Hamiltonoperator (A.2.1) nimmt dadurch die Form

H = (Acosh20 + % (T'e~*) sinh 20) (b}bl + bng)
+ (Asinh20 + Te™* cosh? § + T’ sinh? 9) ebinl
+ (Asinh 20 + Te'? cosh? § + e~ sinh? 0) e b, b,
+ 2A sinh® 0 — R (Te™"¢) sinh 20

(A.2.4)

an. Damit die Faktoren vor den nicht diagonalen Termen bIbg und b,b, verschwinden, miissen die
Winkel 6 und ¢ so gewihlt werden, dass

Fe ™ =Te” €R (A.2.5a)
und
A sinh 20 4+ Te™ " cosh 20 = 0 (A.2.5b)

gilt. Unter Verwendung der Eigenschaften der Hyperbelfunktionen (fiir > 0)
1

coshz =——= (A.2.6a)
V1 —tanh®
und
sinhz —— 0T (A.2.6b)

V1-— tanh? x

sowie der Bedingungen (A.2.5) erhilt man letztendlich (fiir A # 0) den diagonalen Hamiltonoperator

H = \/A2 — (De—iv)? (b{bl + bib, + 1) —A . (A.2.7)
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A Diagonalisierung bilinearer Hamiltonoperatoren
A.2.2 Fermionische Bogoliubov-Transformation
Man betrachte einen Hamiltonoperator der Form
H=A (CJ%CT + CICL) + I‘c];cj - fCTCl (A.2.8)

mit den fermionischen Operatoren ¢ und ¢|. In diesem Fall muss gem&fl Abschnitt A.1 die hermitesche
Matrix

A O 0 r
0o A -I' 0
r o 0 —-A

diagonalisiert werden. Dies erreicht man durch die Verwendung der kanonischen fermionischen Bogoliu-
bov-Transformation K, die gegeben ist durch

) cos 0 0 e sin 6 )
71 0 cos 0 —ei? sin @ 0 ¢l
= . (A.2.10)
W%L 0 e " sin 6 cosd 0 c]%
WI —e ¥ gind 0 0 cosf CI
Durch Einsetzen dieser Transformation in den Hamiltonoperator (A.2.8) erhilt man
H = (A cos 20 + R (I‘e_i“’) sin 26‘) (W%LWT + ﬂ%)
_ . _ —ip 2 T i i 2 i, Tt
(A sin 26 Ee. cos” 60 + I‘e- sin 9) e _%% (A2.11)
+ (A sin 20 — Te'? cos? @ + e~ sin? 9) e "7,
+2Asin? 0 — R (l"e*i“") sin 26
Wiéhlt man die Winkel 6 und ¢ so, dass
Fe ™ =Te¥ €R (A.2.12a)
und
Asin20 —Te ¥ cos20 = 0 (A.2.12b)

gilt, so verschwinden die Faktoren vor den nicht diagonalen Termen ﬂ ”yI und 7,7, . Fiir die auftre-
tenden trigonometrischen Funktionen gelten im Intervall 0 < z < 5 die Beziehungen

1
COS T :m (A213a,>
und
sinhz ———22% (A.2.13b)

V1+tanz

Zusammen mit den Bedingungen (A.2.12) gelangt man schlielich (fiir A # 0) zu einem diagonalen
Hamiltonoperator der Form

H = A2+ (Te=i9)? (s 4ol = 1) 44| (A.2.14)
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A.2 Diagonalisierung spezieller bilinearer Hamiltonoperatoren

A.2.3 Weitere kanonische Transformation eines fermionischen
Hamiltonoperators

Im Allgemeinen ist fiir den fermionischen Fall (e = 1) die Matrix M (A.1.5) gegeben durch

A T
M = (A.2.15)
-T —A
mit
A=A" und TT=-T . (A.2.16)

Sie erfiillt die Gleichung
nMn=—M=—-MT . (A.2.17)

Aufgrund der Hermizitéit von M und der Eigenschaft (A.2.17) folgt fiir die Matrix M, dass zu ei-
nem Eigenvektor mit Eigenwert w, immer auch ein Eigenvektor mit Eigenwert —w,, existiert. Der
Hamiltonoperator (A.1.4) kann durch die Transformation

b=Ka (A.2.18)

diagonalisiert werden [BR&6]. Die n x 2n Matrix K ist dabei gegeben durch
K=|: : (A.2.19)

wobei mit v; der i-te normierte Eigenvektor der Matrix M mit positivem Eigenwert w; bezeichnet
wird. O.B.d.A seien die Eigenvektoren v; orthogonal. Fiir die durch (A.2.18) definierten Operatoren
b gelten die fermionischen Kommutatorrelationen

b, bt =vl[a,af] v, =viv, =6, (A.2.20a)
[ J} [a,a'], v, j
[bl,bj] [bj,bﬂ =0 . (A.2.20D)

Die durchgefiihrte Transformation ist demnach kanonisch. Der in den Operatoren b formulierte re-
sultierende diagonale Hamiltonoperator ist gegeben durch

H= ZwaTb + = SpA - = sz mit w; >0 . (A.2.21)

1=1

Mit dem beschriebenen Verfahren soll nun der in Abschnitt 6.2.2 auftretende Hamiltonoperator
(6.2.21) diagonalisiert werden. Dieser Hamiltonoperator (6.2.21) kann in Matrixform geschrieben
werden als

H(IJVIF = —C1M1C1 + C M2C2 +Q . (A.2.22)

Die Vektoren CJ{ und c% bestehen dabei aus fermionischen Operatoren ¢; , und sind gegeben durch

T (T i T T
cy —(C”, Cyp» Cyps Cyps Cips Caps Caps 041) (A.2.23a)
T (f T T T
c) —(0117 Chts €315 Chps Cpps Cops Caps C4T) . (A.2.23b)

Die Matrizen My und M> des Hamiltonoperators (6.2.21) besitzen die Form

0 F1/2
M)y = _ , (A.2.24)
_F1/2 0
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A Diagonalisierung bilinearer Hamiltonoperatoren

wobel die 4 x 4 Matrizen I'y und I's durch

0 1

-1 0
Iy =I

0

i 0

und

0 -1

1 0
Iy =I'

0 —i

—i 0

0 —i
-t 0
0 -1
1 0
0
10
mit I' € C
0 1
-1 0

(A.2.252)

(A.2.25b)

gegeben sind. Der Summand  in (A.2.22) ist eine fiir die Diagonalisierung unerhebliche Konstante.
Um die kanonischen Transformationen Kl und Kg zu bestimmen, welche den Hamiltonoperator
(A.2.22) diagonalisieren, miissen geméf (A.2.19) simtliche Eigenvektoren mit positiven Eigenwerten
der Matrizen M7 und M5 bestimmt werden. Diese wurden mit Hilfe von MATHEMATICA 4.1 berechnet,
wodurch sich die neuen fermionischen Operatoren durch

7
Y11 2
Yo | _ 0
- 1
V31 2
V4| 0
7
Y1y 2
Y21 _ 01
RET) 2
Vap 0

0o -2 0 0 0 0
P03 0 0 g
Ol_ioi?ﬁo
3 0 —5 5 0 0
0 £ 0 0 0 0
40 b 00 g
IR
3 0 5 5 0 0

o o ol

o o ol

ClT

(A.2.262)

(A.2.26b)

ergeben. Die jeweiligen adjungierten Operatoren erhilt man durch Adjungieren der Gleichungen
(A.2.26). Simtliche positiven Eigenwerte sind gleich v/2T', so dass nach Gleichung (A.2.21) der dia-
gonalisierte Hamiltonoperator die Form

4
H = Z V2r (%Tﬂn + %Tﬂii) — 2Vl + 0
i=1

besitzt.
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B Erhaltung der z-Komponente des Gesamtspins im
Verlauf der kontinuierlichen unitaren Transformation

In diesem Anhang wird gezeigt, dass die z-Komponente des Gesamtspins S ges wihrend der in Ab-
schnitt 4.3, 5.3 und 6.3 durchgefiihrten kontinuierlichen unitéren Transformationen erhalten bleibt.
Dies folgt aus der Struktur des verwendeten Knetter-Uhrig-Generators und der teilchenzahlerhalten-
den Struktur des Operators S ges.

Alle betrachteten Hamiltonoperatoren kénnen geschrieben werden als

H=H"+H"+H | (B.0.1)

wobei der Operator H? alle Terme beinhaltet, welche die Teilchenzahl nicht veréindern, und der Ope-
rator H™ (H ™) nur aus Termen besteht, welche die Teilchenzahl erhthen (verringern) (vgl. Abschnitt
2.5.3). Der Knetter-Uhrig-Generator ist gegeben durch

n=H'"—H . (B.0.2)
Fiir den Startpunkt bei [ = 0 ist S ges eine Erhaltungsgrofie

[H,S.ges] = [H* + H" + H™, 5. ges]
- I:HO’ Sz,gcs} + I:H+a Sz,gcs} + I:H7, Sz7gcs:| (BO?))
=0

Da die z-Komponente des Gesamtspins teilchenzahlerhaltend ist, folgt aus B.0.3

[H°, S ges] =0 (B.0.4a)
[H*, S ges] =0 (B.0.4b)
[H™, Sz ges] =0 (B.0.4c)

Somit gilt gemif Gleichung (2.1.9)

alSz,gcs -

) z,gcs]

.S
[HJrsz.,gcs] - [Hiasz,gcs} (BO5)
0

Demnach wird die z-Komponente des Gesamtspins S, gos wihrend der gesamten kontinuierlichen
unitidren Transformation nicht gedndert.
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C Hamiltonoperatoren H{, und H! ;

In diesem Abschnitt sind die Hamiltonoperatoren HY (; und Hf\_’U aus Kapitel 6 aufgefithrt. Es sind
nur die Terme dargestellt, welche direkt aus der Transformation a) (6.3.2) bzw. der Transformation b)
(6.3.3) entstehen. Terme, die erst im Laufe der kontinuierlichen unitéren Transformation entstehen,
sind nicht aufgefiihrt.

Durch entsprechende Wahl der Parameter #, A und U sowie der Vernachldssigung samtlicher Terme,
welche aus vier Operatoren bestehen, ergeben sich die in Abschnitt 6.2 bestimmten Molekularfeld-

Hamiltonoperatoren.
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C Hamiltonoperatoren Hy ;; und Hf\,U

C.1 Hamiltonoperator [} ;

Der Hamiltonoperator Hy ;; ist gegeben durch:

HY = hoo
4
+hia (Z v + 73171'1)

+ho2 (Y1472 = Yy Vo V31 Yay — Ve Yy T h.c.)

+h3 o 71171ﬂ1¢71¢ + 72T72i72ﬂ2l + 73T73173T73l + 74ﬂ4ﬂ4ﬂ4¢

(
(i )
+ hz (71T72T71T72T + 711721711721 + 73T74T73T74T + 731741'731741)
(7 PP Yy + WY o e + 73ﬂ4ﬂsﬂ4T)
+hg, (7 Ve T ey A ey Wg,ﬂM%,Tm)
+hi3 (Wn”m”hﬂm + ”Ylﬂlﬂlﬂzl + 72T71T72T721 + '721'71172{@
Ve Yay ar F Y VaYay Yay F VIV YarYay + Y ey Yarvay + h.c.)

+hga (VY2172 V3173, Yap ey + Bec )

+ RS 5 (V5170 + 78 75,7, + Bec )

7 ﬂgﬂquT + 72T74¢72¢74T + h C)

T
71T721”Y3T”Y4l + FYlTV?lFY?’l%lT + 71172{73{741 + 711'72{7317@ + h.c. )

;
+ hz (%ﬂm%ﬂm + VQTVL%TMT + 71ﬂsﬂ1ﬂsl + 721741721740

t i
2 (W7 sy VY2 Yan s 72ﬂ4T72ﬂ4T)

T
'Y1T”Y4JYUFY4T + V2TFY31FY2L’Y3T + h.c. )

t i
2 (Wb vy + v 2 sr A 721731721730

WIT%MMM Y 2 Ys W 72ﬂsﬂzﬂm)
+ hl 3 71T71T”Y3T”Y4l + FYlTFYlTFYBi%lT 711'71173{741 - 7117117317“
VYo YarVay — Ve Yar Y Yar F Ve Yoy YarVay F Ve Vo) Vs Vag
R IR YL i A e P PR Y P A PR
_FY:{T”YN%WM - ”Y:{T”Ylﬂﬁ%q + ”YL’YlT’Yzl’Ml + ’Yll’hﬂzfm + h. C-)
+hS (7{1'71¢'73T'74T — M1 Ya1 ) — Ve Yay Vet Var + VA Va1 Va1 Ve
+”Y§¢71T”Y2T”Y3¢ - ”Ygﬂlﬂu%ﬁ - ”Y:{T'Ylﬂzﬂzu + 7411711721740
+ h8,4 (71T”Y2T”Y3ﬂ4¢ Y172 V31 Yt T h-C-)
+h§ 4 (%ﬂzﬂgﬂu Y112 V3 Yar T Ve Vo Yap Vay T V1 Vo Ve Yag T h'C')

Durch Vernachléssigen aller Koeffizienten ab h§ , wiirde sich der Hamiltonoperator zweier unabhéingi-
ger nicht wechselwirkender Heisenberg-Dimere ergeben.
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C.1 Hamiltonoperator Hy ;
Die Startwerte des Hamiltonoperators HY ;; sind gegeben durch:
hoo(0) =J (g (cos46 — 1)) + U (cos46 + 3) + X (—4 cos 20)
h1,1(0) =J (cos40 — 1)> +U <—% (cos40 + 1)) + A (cos 20)
ho,2(0) =J sin 49> +U (—% sin 49> + A (sin26)
(cos40 — 1)) +U (—— cos46 + 3)

)
(3 cos46 + 1)) +U( (1—cos4 )

(3cos40 + 5)> +U ( (1- cos40)>

(1—cos49)>
% 1—60549)
1

6 1—cos49>
1

-
-
-
-
(
-
(
-
(
(s
(
(
(
(
-
(
(
(
(
-

(1 — cos 49)>

1
6 (1 — cos 49)>

% (cos40 + 3))

L

16 (cos46 + 3))

(cos0+3))

3 1 .
16 1n49> +U (—5 sm49>

Wihlt man 6 = 7 und A = 0, so sind alle Koeffizienten h; ; mit j — ¢ = 2 gleich null.
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C Hamiltonoperatoren Hy ;; und Hf\,U

C.2 Hamiltonoperator H!
Der Hamiltonoperator Hg,U ist gegeben durch:

H{y = hoo

4
+hi (Z Vit Yir T ”Yw'Yu)

+ ho,2 (71T72i Y1y Vor = a1 Vs T 2 Var = VapVay Ve Yag T V11 Ve — i%ﬂu) + h.c.
h3 (%ﬂzﬂgﬂm 7;T7§T71T74T + ﬂiﬂl%lul - 7;17&7117“) + h.c.
(71T”Y2JY3T”Y4¢ ”éw%ﬂlﬂg + ”YL’Y;T’Ygl’MT - ’Y;l’ygﬂlfm) + h.c.
+hap (7 T72i73ﬂ4T 7;T7§ﬂ1ﬂ41 + 7;ﬂlﬂ1ﬂm - WIﬂlﬂzﬂgT) + h.c.
+ h2 2 (%ﬂzﬂu%m 7;T7§ﬂ1ﬂzl - %Eﬂlﬂzﬂsl + VIﬂlﬂsﬂu
+71¢”Y2T71T”Y4¢ - ”Y;ﬂ;lel’YzT - ”Y;l’YlT’Yzl’YgT + ’YIT’YLVN”MT) + h.c.
+h5 (Wfﬂgmﬂm A A L TR ﬂﬂlwnm) + he
+hi (angfﬂlﬂm + V;LTVLV%’YALT) + he
+ hg,z (VIT”Y;T%T”MT - ”Y;T”YstT”YleT - ”Y?tﬂlﬂzﬂm + VIT%IT%T”MT
+7L7;i71i74i - 7;¢7;¢71¢’721 - 7;1711721731 + ’YL’YL’Y&MO + h.c.
+ hg,z (ﬂﬂ;ﬂm%u - V;T%tﬂlﬂﬂ - V;Wlﬂzﬂm + VIﬂlﬂsﬂM

ot ot ot ot
+71172T711”Y4T — V21731 V11 V2 T V31 V41 V21 73 + 71T'Y4173T”Y4l) +h.c.

4
+ R <Z vl ﬂiml>

1=1
+ hé,z (ﬂﬂgﬂlﬂu + ”Y;T”Ystﬂm%,l + ”Y?tﬂlﬂsﬂzu + VIT%L%T”ML
i ver e e s e ﬂﬂlﬂlﬂm)
+ R (’VIT'V;:T'VngT VYV s WLWLWQL%H)
+ hlz,z (ﬂﬂ;ﬂlﬂm + ”Y;T”Ylﬂm%u + ”YL“Y?JET%WP,T + VEWL%WM)
+ 15 (vl s + b ) + e
+ hio (ﬂﬂgﬂmm Y YV + Y Ve VeV Y e Y Y
S TR T T % (A MR (O ENE AR AN (LA A
+hi 5 (%Tﬂlﬂlﬂﬁ - i'YlﬂzﬂzﬂsT - 'YIT'Y?,TV?,WM + iV;WlWﬁML
YT Y2 A e Ve Yy — M Ve Yy ”gﬂlﬂ4ﬂ4i> +he.
+hb, (%TnlmmT — MY YeL — M Yer Va1 Va) + VS Ve e Ve

i -t T -t
+”Y3171T711”Y4l T W4 V1 V21 V2 T V11721 V3173 + 17217317“741) +h.c.
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C.2 Hamiltonoperator Hi)U

i t t T
+his (%ﬂn%ﬂsl = W4 V21 Y31 Yay ~ Y1p V1 Y3 Yar T 21 V11 V2 Vag
T - T T - T
V31711721731 + YYq V21731 Y4y + V1171173,V — 172171172T”Y4l) +h.c.
d (. i t i
+his (V4T71T72T741 =13V Y21 Y3 T Vo1 Yo Ve Yar T V3111 V3 Vag
i 1 t T
~Vay V11 V2 Va7 T 1171172, 73y + Y21 V21 731 V4 — 7/731'711'73{7“) +h.c
T - T T - T
+his (%ﬂlﬂzﬂal WY Yoy V3 Yap — V11 V3 Yay T W2y V1 Yoy Vag
i - i »
V31711721731 + g1 Y21 V31 V41 + V1171173, Y4y — 172T71T72T74l) +h.c.
f . - T
+hy g (ﬂﬂn%ﬂg - W%%ﬂzﬂu - 7;T72T73T74i + Y3171 V31 V4t
T - T T - T
“Va Y1 V21 Yay TV Y1 V2 Ve T V2 Yoy Ve Var T 1731'71{731740 +h.c.
T - 1 T - T
+ h?,s (”Ylﬂlﬂlﬂzl = Va1 Vo Y3y — V3 Var Ve Vay T Vay V1 Yar Yay
i . t .
TV YY1 Y21 T 20 V2 Y2y Yar T Ve Va1 Vs Yar T W4ﬂ1ﬂ4ﬂ4¢) +he.
h i - T - T
+his (”Ylﬂlﬂu%u — W9 Y1 Y21 Y2, T Y3y Vo Va1 Y3y T Va3 Var Vay
T - 1 T - T
+'Y1T'Y1T'Y11'Y4T W2V V21 V2 T V3172173173 + 174T73T74T”Y4l) +h.c
+h§a (71T71172T72l — Y21 V2 V31 V3p T Va1 V3 VarVay — 71ﬂ1ﬂ4ﬂ4¢) + h.c.
b
+ 1.4 (”Ylﬂlﬂzﬂzu Y1 Yo Vo Var T Vo Va1 Ve Yap — 71ﬂ3ﬂ4ﬂ4¢) + h.c.
+ hg 4 (”Ylwu%ﬂzn T V1172172, Y3y T~ V2 V31 Vs Vay T 71173”4”41) b
d
+ho (%ﬂm%ﬂu V1 Vo1 Va1 Vay T V1 Y2y V31 Var Vlﬂzﬂgi%m) + hec.

=+ h8,4 (71T72173T741 =+ 71172T73174T) + h.c.
Die Startwerte des Hamiltonoperators Hf\,U sind gegeben durch:

ho.o(0) =7 (—§> +oU

~
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D Implementierung von Fermionen und Bosonen in
Mathematica

Nicht kommutative Gréfien kénnen mit MATHEMATICA durch die Verwendung des Paketes NCAL-
GEBRA behandelt werden [nca].

StandardméfBig behandelt dieses Paket alle kleingeschriebenen Variablen a,b,c,... als nicht kom-
mutative Groflen und alle grofigeschriebenen Variablen A,B,C,... als kommutative Grofien. Die
Multiplikation wird durch das Symbol ** beschrieben. Demnach gelten zum Beispiel die folgenden
drei Beziehungen

A*x B-Bx*x A =0 (D.0.1)
a*x b -Db*ta =a*kb-b *ka (D.0.2)
A*xb-Dbx*xxA =0 . (D.0.3)

Der wichtigste Befehl zur Implementierung von Kommutatorregeln ist Substitute [op_, rules], mit
dessen Hilfe in op vorkommende Groflen gemifi der Regel(n) rules ersetzt werden konnen.

In Abbildung D.1 ist die Implementierung eines bosonischen (Eps=-1) bzw. fermionischen (Eps=1)
Kommutators dargestellt.

rules = {a **x ¢ -> -Eps ** c **x a + 1}

Commute [op_] := NCExpand[Substitute[op_, rulel]

Abbildung D.1: Implementierung eines bosonischen (Eps=-1) bzw. fermionischen
(Eps=1) Kommutators mit Hilfe von MATHEMATICA.

Der Erzeuger wird dabei durch die Variable ¢ und der Vernichter durch die Variable a représentiert.
Mit dem Befehl NCExpand kénnen nicht kommutierende Groflen ausmultipliziert werden.

Um zum Beispiel einen Hamiltonoperator h, welcher aus den Operatoren a und ¢ aufgebaut ist, nor-
mal zu ordnen, muss die in Abbildung D.1 definierte Funktion Commute [op_] solange angewendet
werden, bis keine Verdnderung mehr auftritt. Dies kann zum Beispiel durch eine While-Schleife wie
folgt implementiert werden

bool = True;

D.0.4
While[bool, temp = h; h = Commute[h]; If([temp == h, bool = falsel] ( )

Um mehrere Sorten von Bosonen bzw. Fermionen zu behandeln, miissen lediglich die Regeln rules
gedndert werden. Dies ist fiir den Fall von zwei Bosonen bzw. zwei Fermionen in Abbildung D.2
dargestellt.
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D Implementierung von Fermionen und Bosonen in MATHEMATICA

rules = {a[1] ** c[1] -> -Eps ** c[1] *x a[1] + 1,
al[2] ** c[2] -> -Eps ** c[2] **x a[2] + 1,
al[2] #* a[1] -> -Eps ** a[1] ** a[2],
c[2] #* c[1] -> -Eps ** c[1] ** c[2],
al[2] ** c[1] -> -Eps ** c[1] **x a[2],

c[2] **x a[1] -> -Eps ** a[1] *x c[2]}

Abbildung D.2: Implementierung der Kommutatorregeln fiir zwei Sorten Bosonen
(Eps=-1) oder zwei Sorten Fermionen (Eps=1).
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