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1. EinleitungEs soll hier aufgezeigt werden, in welhem Zusammenhang die vorgelegten Forshungsar-beiten zu sehen sind.Motiviert wurden sie durh die Entdekung der ersten anorganishen Spin-Peierls-Substanz, CuGeO3, durh Hase et al. [1℄. Diese Substanz erm�ogliht als relativ einfaheanorganishe, gut kristallisierende Substanz die ganze Palette experimenteller Festk�orper-untersuhungen. Weiterhin enth�alt sie als konstituierende Bestandteile dieselben Kupfer-Sauersto�-Oktaeder wie die Hohtemperatursupraleiter [2℄, so da� die in den vergangenenzw�olf Jahren angesammelte Erfahrung in solhen Systemen ebenfalls der Untersuhungdes Spin-Peierls-Ph�anomens zugute kam. Mittlerweile ist eine Vielzahl von Ergebnissenbekannt (siehe f�ur eine �Ubersiht Ref. [3℄), die es erlauben, die existierenden und die neuenwikelten theoretishen Vorstellungen zu pr�ufen und zu verbessern.Diese neue Qualit�at des Verst�andnisses eines interessanten Festk�orperph�anomens mahtdie Besh�aftigung mit CuGeO3 so interessant. Au�erdem lassen sih die entwikelten Me-thoden auh auf andere Systeme �ubertragen und zur fruhtbaren Anwendung bringen.1.1 AllgemeinDie physikalishen Eigenshaften fester K�orper werden durh die Valenzelektronen der sieaufbauenden Atome bestimmt. Handelt es sih bei dem festen K�orper um einen Kristall,bilden die atomaren Orbitale B�ander, die von den Valenzelektronen ganz oder teilweisegef�ullt werden. Handelt es sih um Isolatoren, so liegen in der Regel nur ganz gef�ullte oderganz leere B�ander vor, die bei niedrigen Energien keine sogenannten Ladungsanregungenmehr zulassen. Die Anregung eines Elektrons oder eines Lohs erfordert ein gewisses Ener-gieminimum, d.h. es liegt eine Ladungsenergiel�uke vor. F�ur undotierte Metalloxide [4℄ istdies der typishe Fall. Das ist leiht zu verstehen, da die st�ohiometrishe Zusammensetzunggerade eine ganzzahlige Anzahl von Elektronen pro Formeleinheit garantiert, die ganz oderhalb gef�ullte B�ander impliziert. Halbf�ullung ergibt sih durh die zweifahe Spinentartungbei ungerader Elektronenanzahl.Allerdings sind auh Systeme mit halbgef�ullten B�andern h�au�g Isolatoren auf Grundder Wehselwirkung der Elektronen untereinander. Die gen�ugend gro�e Wehselwirkungspaltet das halbgef�ullte Band in ein unteres und ein oberes Hubbardband auf, von denendas untere gef�ullt ist, das obere leer. Es liegt ein sogenannter Mott-Hubbard-Isolator vor.Ein solhes System kann exemplarish durh das Hubbardmodell bei halber F�ullungH = �t Xhi;ji;� yi;�j;� + UXi (ni;" � 1=2)(ni;# � 1=2) (1)beshrieben werden. Die elektronishen Erzeuger (Vernihter) am Platz i zum Spin � 2 f"; #g sind yi;� (i;�) und die Teilhenzahloperatoren entsprehend ni;� = yi;�i;�. Das H�upfma-trixelement t harakterisiert die �Ubergangsamplitude von einem Atomorbital ins benah-barte unter Einu� ihrer wehselseitigen Potentiale [5℄. Die Wehselwirkung U steht f�ur einstark abgeshirmtes absto�endes Coulombpotential, das die Anwesenheit zweier Elektronenam gleihen Atom energetish ung�unstig maht. F�ur eine gen�ugend gro�e WehselwirkungU liegt ein Mott-Hubbard-Isolator vor [6℄, da es immer nur ein Elektron pro Platz gebenkann und somit kein Ladungstransport m�oglih ist.7



Die in einem solhen Isolator verbleibenden Freiheitsgrade, die bei niedrigen Energiennoh relevant sind, sind die magnetishen des elektronishen Subsystems, d.h. der elektroni-she Spin, und die Gittershwingungen. Es sind diese Freiheitsgrade, die in der vorliegendenArbeit diskutiert werden.Bei halber Bandf�ullung und gro�er Wehselwirkung U relativ zum H�upfmatrixelementt ist eine Entwiklung um den Limes vershwindenden H�upfens sinnvoll. Man erh�alt inzweiter Ordnung bis auf Konstanten das spinisotrope antiferromagnetishe Heisenbergmo-dell H = JXhi;jiSiSj (2)mit J = 4t2=U [7,8℄. Hierin ist Si der Vektoroperator eines Spins 1/2 am Platz i. Damitist in groben Z�ugen der allgemeine Weg vom Festk�orper zu einem antiferromagnetishenQuantenspinsystem beshrieben. Es sei der Vollst�andigkeit halber erw�ahnt, da� der loka-lisierte Spin bei komplizierteren lokalen Verh�altnissen am jeweiligen Atom der HundshenRegel folgend auh gr�o�er als S = 1=2 sein kann.1.2 N�eel- oder RVB-ZustandDie Eigenshaften solher Quantenantiferromagnete h�angen nun entsheidend von drei Pa-rametern ab: der Dimension d des zugrundeliegenden Gitters1, der Spingr�o�e S und derFrustration. Ein unfrustriertes Spinsystem ist eines, bei dem sih die Spins so in A-Spinsund B-Spins aufteilen lassen, da� immer nur ein A-Spin mit einem B-Spin antiferroma-gnetish wehselwirkt und umgekehrt. Eine eventuelle Wehselwirkung von A-Spins oderB-Spins untereinander sei ferromagnetish. Jede Abweihung von einer solhen Situationbezeihnen wir als Frustration.Einen guten ersten Eindruk eines physikalishen Systems liefert eine Molekular-feldn�aherung. Vernahl�assigt man die Quantenuktuationen, so ist das gleihbedeutenddamit, da� man die Vektoroperatoren Si als klassishe Vektoren betrahtet. Dann ist eseinfah, die optimale Spinausrihtung f�ur unfrustrierte Systeme anzugeben. Sie besteht dar-in, da� alle A-Spins zu allen B-Spins antiparallel stehen. Konkret kann man sih vorstellen,da� die A-Spins nah oben und die B-Spins nah unten zeigen, siehe Abb. 1. Ein solherZustand hei�t N�eelzustand. Verallgemeinernd bezeihnet man alle Zust�ande, die eine end-lihe Untergittermagnetisierung hSAi � hSBi 6= 0 haben, als N�eelzust�ande. Die endliheUntergittermagnetisierung stellt eine langreihweitige Ordnung dar, die die Symmetrie derSpinrotation briht. Da diese Symmetriebrehung aus dem System selber heraus erfolgtund niht von au�en aufgepr�agt ist, spriht man von spontaner Symmetriebrehung.1besser: der Koordinationszahl Z, z.B. f�ur hyperkubishe Gitter Z = 2d
8



......d = 1
d = 2

Abbildung 1. N�eelzustand f�ur die Kette (d = 1) und das Quadratgitter (d = 2).Wenn wie im vorliegenden Fall eine kontinuierlihe Symmetrie spontan gebrohen wird,gibt es energetish beliebig tiefliegende Anregungen, die sogenannten \masselosen Goldsto-nebosonen". Im hier diskutierten Fall kann man sie sih als sehr langwellige Verdrillungenvorstellen, wie in Abb. 2 skizziert. Da das System lokal fast wie im optimalen Zustand aus-sieht, ist der zus�atzlihe Energieaufwand beliebig gering. Diese Anregungen entspreheneiner �Anderung der z-Komponente des Gesamtspins um �1.
Abbildung 2. Langsame Verdrillung einer spontan gebrohenen Symmetrie f�uhrt zu niedriglie-genden Anregungen: GoldstonebosonenDer Gegenentwurf zum vorstehenden N�eelzustand ist der Resonating ValeneBond(RVB)-Zustand [9℄. In ihm werden alle Spins paarweise zu Singuletts zusammenge-fa�t. Der tats�ahlihe Zustand ist eine �Uberlagerung solher Singulettproduktzust�ande mitpassenden Gewihten [10℄. Beispiele f�ur typishe Singulettproduktzust�ande sind in Abb. 3gezeigt.Solhe RVB-Zust�ande sind dadurh harakterisiert, da� sie keine langreihweitige Ord-nung aufweisen und daher auh keine Spinrihtung auszeihnen. Es handelt sih um Spin-�ussigkeiten. Ist die Reihweite der in den �Uberlagerungen auftretenden Singuletts endlih,so haben die Anregungen eine Energiel�uke, die von der Energie, die zum Aufbrehen einesSinguletts n�otig ist, herr�uhrt. L�a�t man hingegen eine beliebig gro�e Reihweite zu, sostellt man fest, da� man auh den N�eelzustand als passende �Uberlagerung von Singulett-produktzust�anden beshreiben kann [10℄. Daraus folgt, da� langreihweitige RVB-Zust�andewiederum vershwindende Energiel�uken aufweisen k�onnen. Die klare Trennung zwishenn�eelartigen und RVB-artigen Zust�anden wird also in dem Moment, in dem die Energiel�ukevershwindet, unm�oglih.
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......d = 1d = 2
Abbildung 3. M�oglihe Singulettproduktzust�ande, die zu einem RVB-Zustand beitragen, f�urdie Kette (d = 1) und das Quadratgitter (d = 2).F�ur die Abh�angigkeit von den drei eingangs genannten Parametern Dimension (Koor-dinationszahl), Spingr�o�e und Frustration gilt nun folgende Faustregel: je gr�o�er die Ko-ordinationszahl beziehungsweise der Spin, desto eher ist das System in einem n�eelartigenZustand. Frustration hingegen shw�aht allgemein den n�eelartigen Zustand und beg�unstigtden alternativen RVB-Zustand. Im Vorgri� auf sp�atere Ausf�uhrungen sei bemerkt, da� auhr�aumlih ver�anderlihe Kopplungen RVB-Zust�ande beg�unstigen.Qualitativ l�a�t sih leiht verstehen, warum hohe Koordinationszahl und hoher Spindem \klassishen" N�eelzustand entgegenkommen. Die Energie des reinen N�eelzustandes,wie er in Abb. 1 gezeigt ist, und die Energie einer RVB-Komponente aus Abb. 3 sindvariationelle Absh�atzungen der jeweiligen Grundzustandsenergien. Sie sind zwar rehtgrob, zeigen aber die grunds�atzlihe Abh�angigkeit von Z und S auf. F�ur den N�eelfallerh�alt man pro Spin EN�eel = �S2ZJ=2 und f�ur den RVB-Fall ERVB = �S(S + 1)J=2.Daraus erkennt man sofort, da� eine Erh�ohung von Z den N�eelzustand stark beg�unstigt.Eine Erh�ohung von S l�a�t das Verh�altnis zwishen S2 und S(S + 1) sih Eins ann�ahern,so da� die Beg�unstigung des RVB-Zustandes wegf�allt.Tats�ahlih l�a�t sih mit Entwiklungen um den N�eelzustand sehr klar zeigen, da� dieKorrekturen zu ihm wie 1=S beziehungsweise wie 1=Z gehen. F�ur die S-Abh�angigkeit siehtman das im Rahmen der Spinwellentheorie [11,8℄. F�ur die Z-Abh�angigkeit kann man die-ses Resultat durh explizite Entwiklung um den hohdimensionalen Limes erzielen [12℄.F�ur den anderen Grenzfall einer Dimension kann man zeigen, da� die Spinkette keine Un-tergittermagnetisierung bei vershwindender Temperatur T = 0 erlaubt [13℄. Physikalishnoh einleuhtender ist das ber�uhmte Argument von Hohenberg, Mermin und Wagner, daszeigt, da� in d = 1 und d = 2 bei endlihen Temperaturen die bosonishen Fluktuationenum den klassishen Grundzustand zu gro� sind, um diesen unzerst�ort zu lassen [14,15℄.Dieses Argument ist sehr allgemein anwendbar [16,17℄; letztlih kommt es dabei auf dieZustandsdihte �(!) solher Fluktuationen bei niedrigen Energien ! an: �(!) / !(d�2)=2.Frustration shw�aht n�eelartige Zust�ande. Der genaue E�ekt l�a�t sih jedoh niht all-gemein angeben. Betrahten wir speziell Dreiershleifen als frustrierendes Grundelement,siehe Abb. 4a. Es ist o�ensihtlih, da� ein kollinearer N�eelzustand mit antiparalleler Spi-nausrihtung niht optimal ist.
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Abbildung 4. (a) Frustration in einer Dreiershleife. (b) Ausshnitt eines Dreieksgitters.Dennoh hat das Dreieksgitter (Abb. 4b) nah allen bisherigen Erkenntnissen [18℄keinen RVB-Zustand, sondern einen verallgemeinerten planaren N�eelzustand (Abb. 5), indem die Spins eines Dreieks sternf�ormig angeordnet sind mit einem paarweisen Winkelvon 120Æ. Hierbei spielt die relativ hohe Koordinationszahl Z = 6 eine Rolle. Denn f�ur daskagome-Gitter mit Z = 4 (Abb. 6) gibt es Hinweise, da� keine planare oder andersartigeOrdnung vorliegt [18℄. Dieses Gitter ist zur Zeit einer der besten Kandidaten unter den Git-tern mit nur einer Kopplungskonstante J f�ur einen l�angerreihweitigen RVB-Grundzustand,der zwar eine nennenswerte Energiel�uke zum ersten angeregten Triplett hat, aber eine sehrgro�e Anzahl von tiefliegenden Singulettzust�anden besitzt [19℄.

Abbildung 5. Planare Spinausrihtung (Untergittermagnetisierung) im DreieksgitterEin Paradebeispiel f�ur einen durh Frustration induzierten kurzreihweitigen RVB-Grundzustand ist die frustrierte SpinketteHS = JXi (SiSi+1 + �SiSi+2) : (3)F�ur Werte � > � � 0:241167(�5) liegt spontane Symmetriebrehung der Translationssym-metrie vor [20{23℄. Benahbarte Paare von Spins binden sih bevorzugt zu einem Singulett.Dies ist in Abb. 7 dargestellt, wobei die ungeraden Pl�atze im oberen Holm und die geradenim unteren Holm der Leiter sind. Die N�ahstnahbar-Kopplung verl�auft zikzakf�ormig,w�ahrend die frustrierenden Kopplungen die Holme ausmahen.
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Abbildung 6. Ausshnitt eines kagome-Gitters.Am sogenannten Majumdar-Ghosh-Punkt � = 1=2 liegt ein perfekter Singulettpro-duktzustand, wie in Abb. 7 gezeigt, vor [24{26℄.
Abbildung 7. Einer der beiden Grundzust�ande der stark frustrierten Spinkette. Die grauenBalken stehen f�ur erh�ohten Singulettharakter beziehungsweise f�ur reine Singuletts am Majum-dar-Ghosh-Punkt. Durhgezogene Verbindungen stehen f�ur die N�ahstnahbar-Kopplung J , ge-strihelte Verbindungen f�ur die frustrierende �Ubern�ahstnahbar-Kopplung �J .1.3 Homogene SpinketteBevor wir zu den Ketten mit modulierten Kopplungen kommen, soll die homogene Spin-kette beshrieben werden, da �uber sie am meisten bekannt ist. Der Hamiltonoperator istder aus Gl. (3). Speziell werden die beiden exemplarishen Grenzf�alle � = 0 und � = 0:5diskutiert.Ohne Frustration ist (3) exakt l�osbar basierend auf dem Ansatz von Bethe [27{30℄.Sowohl der Grundzustand als auh angeregte Zust�ande [31,32℄ k�onnen exakt bestimmtwerden. Mittels der Quantentransfermatrix l�a�t sih auh die Thermodynamik des Mo-dells exakt ermitteln [33℄. Bei der antiferromagnetishen S = 1=2 Kette handelt es sihum ein l�ukenloses, kritishes System mit quasi-langreihweitigen, algebraish abfallendenKorrelationen f�ur ji� jj ! 1 hSiSji / (�1)ji�jj=ji� jj (4a)h(SiSi+1)(SjSj+1)i / (�1)ji�jj=ji� jj : (4b)Multiplikative logarithmishe Korrekturen sind f�ur das folgende niht wesentlih und da-her niht angegeben. Die Resultate (4) werden durh Bosonisierung [34,35℄ oder durhkonforme Feldtheorie [36℄ gest�utzt. Der Gesamtspin im Grundzustand ist Null. Die antifer-romagnetishe S = 1=2 Kette steht zwishen einem RVB-System und einem N�eelsystem.Dem RVB-System kommt sie nahe, da ihr eine ausgezeihnete Spinrihtung (Untergitter-magnetisierung) fehlt und sie einen starken lokalen Singulettharakter der Wellenfunktionhat. Dem N�eelsystem kommt sie nahe, weil ihre Energiel�uke vershwindet und sie starke,fast langreihweitige antiferromagnetishe Korrelationen (4a) hat.12



Wesentlih ist die Natur der Anregungen. Ausgehend vom Verhalten h�oherdimensio-naler Antiferromagneten, deren Grundzustand eine endlihe Untergittermagnetisierung(o.B.d.A. parallel zur z-Rihtung) aufweist und deren Anregungen Spinips mit �Sz = �1entsprehen, w�urde man erwarten, da� der Spin einer elementaren Anregung aus dem S = 0Grundzustand heraus den Spin S = 1 tr�agt. Das ist aber niht der Fall. Der Spin einerelementaren Anregung, eines sogenannten Spinons, ist S = 1=2 [32℄.
... ...Abbildung 8. Darstellung eines S = 1=2 Spinons als Dom�anenwand ausgehend von n�eelartigerOrdnungAnshaulih kann man diese Anregungen als Dom�anenw�ande zwishen zwei Grundzu-standsmustern au�assen. Ausgehend von einer n�eelartigen kurzreihweitigen Struktur istdas in Abb. 8 illustriert. Mittelt man die Sz-Komponente entlang der Kette, erkennt man,da� die Dom�anenwand diese tats�ahlih um 1/2 erh�oht. Eine andere Illustration eines Spin-ons erh�alt man ausgehend von einer RVB-artigen Struktur wie in Abb. 9 gezeigt. In diesemBild ist der Gesamtspin der Anregung noh klarer als S = 1=2 zu erkennen.

Abbildung 9. Darstellung eines S = 1=2 Spinons als Dom�anenwand ausgehend von RVB-artigerOrdnungBei beiden stark vereinfahten Darstellungen sollte man jedoh bedenken, da� die wah-ren Grundzust�ande kompliziertere �Uberlagerungen sind. Der n�eelartige Zustand wird mitZust�anden mit untershiedliher Anzahl von Spinaustaushprozessen �uberlagert. Der RVB-artige Zustand wird �uberlagert mit Zust�anden variierender Reihweiten der Singulettpaare.Beide Darstellungen als Dom�anenw�ande verdeutlihen, da� es diese Art von Anregungennur in einer Dimension geben kann. In h�oheren Dimensionen d > 1 ist eine Dom�anenwandein Objekt der Dimension d�1, das seinerseits eine Energie proportional zu Ld�1 hat, wennL die lineare Ausdehnung des Systems ist. Das hei�t, da� dom�anenwandartige Anregungenniht die tiefliegenden Anregungen sein k�onnen. Anders ausgedr�ukt: Spinonen sind f�urd > 1 keine (asymptotish) freien Anregungen mehr.In Ketten ungerader Spinanzahl liegt immer ein Spinon vor und man kann mittelsder Impulsabh�angigkeit der Grundzustandsenergie auf die Dispersion !(k) eines einzelnenSpinons shlie�en. Man erh�alt das in Abb. 10 dargestellte Ergebnis [37℄, das mit fr�uher-en Ergebnissen [31,32℄ bis auf eine Vershiebung um �=2 im Impulsraum (Faktor irj imOrtsraum) �ubereinstimmt !(k) = �2 j os(k)j : (5)
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Studiert man die Dynamik des Strukturfak-tors S(q; !) [38℄, der den Imagin�arteil der Fou-riertransformierten in Raum und Zeit des zeit-geordneten Erwartungswertes hT (Si(t)S0(0))idarstellt, so mu� man bedenken, da� die ele-mentaren Spinonen nur paarweise erzeugt wer-den k�onnen, da der Gesamtspin des Systemsentweder ganzzahlig oder halbzahlig ist. Dieniedrigsten Anregungen bestehen also aus ei-nem Spinonpaar, das als Ganzes den Impulsq und die Energie ! hat. Dadurh wird aberdie Relativbewegung der beiden Spinonen nihtfestgelegt. Mit anderen Worten, die Bedingungq = q1 + q2 l�a�t immer noh einen Impuls frei.Somit gibt es f�ur alle Energien !, f�ur die esein Impulspaar q1, q2 mit q = q1 + q2 und mit!(q1)+!(q2) = ! gibt, einen Beitrag zu S(q; !).Es entsteht ein Zweispinon-Kontinuum, dessenTr�ager in Abb. 11 dunkel dargestellt ist. InAbb. 12 ist der Strukturfaktor gezeigt.Seine Form ist insofern bemerkenswert, alsin h�oherdimensionalen Antiferromagneten dieEnergie der Magnonen im wesentlihen durhderen Impuls festgelegt ist. Dort erwartet manzu jedem festen q einen Æ-Pik in S(q; !)bei der Energie des Magnon-Quasiteilhens.An diesen Pik shlie�t sih energetish ober-halb ein inkoh�arentes Zweimagnon-Kontinuuman, das von endlihen Matrixelementen zuZweimagnon-Zust�anden herr�uhrt.
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Abbildung 11. Tr�ager (dunkel) des Zwei-spinon-Kontinuums aus der Dispersion (5)
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AmMajumdar-Ghosh-Punkt � = 0:5 liegt das System in einem kurzreihweitigen RVB-Zustand vor, der eine Energiel�uke aufweist. Die Anregungen sind immer noh S = 1=2Spinonen [41℄, die jetzt allerdings eine \Masse" haben, d.h. es liegt eine Energiel�uke vorund es ist eine Mindestenergie notwendig, um ein solhes massives Spinon zu erzeugen. Dader Grundzustand exakt bekannt ist, siehe Abb. 7, kann man mittels eines variationellenZugangs zuverl�assig Informationen �uber die Anregungen erhalten [41{43,39℄. F�ur diesemassiven Spinonen ist der in Abb. 9 dargestellte Zustand eine sehr gute N�aherung [41℄. DasErgebnis einer verbesserten Rehnung, die drei Lanzos-Shritte �uber den einfahen Ansatzvon Shastry und Sutherland hinaus geht [39℄, ist in Abb. 10 als gestrihelte Linie dargestellt.Die L�uke betr�agt in dieser N�aherung 0:116953; extrapoliert man sie auf unendlih vieleLanzos-Shritte, so erh�alt man die Absh�atzung 0:11693� 2 � 10�5J .Vergleiht man in Abb. 10 das Resultat f�ur � = 0 mit dem f�ur � = 1=2, so f�allt neben derExistenz der Energiel�uke auf, da� die Bandbreite, die Di�erenz zwishen Bandminimumund Bandmaximum, im frustrierten Fall stark reduziert ist. Frustration mindert also dieBewegung der Spinonen (vergleihe dazu auh Glg. (15a) das st�orungstheoretishe Resultatausgehend vom Dimerlimes in [IX℄).
Abbildung 13. Darstellung eines Spinonpaares am Majumdar-Ghosh-Punkt � = 1=2.Ferner erm�ogliht einem der variationelle Zugang, sih einen Eindruk von den spek-tralen Dihten zu versha�en. Bestimmt man die Dynamik im Unterraum, der von zweiSpinonen (siehe Abb. 13) aufgespannt wird, so kann man im Triplettkanal Stot = 1 undim Singulettkanal Stot = 0 die spektralen Dihten bestimmen [39℄, wie sie in Abb. 14gezeigt werden. Die Æ-Piks teilweise vorhandener (anti)gebundener Zust�ande sind nihtdargestellt. Das Triplettresultat kann direkt mit dem Ergebnis f�ur den dynamishen Struk-turfaktor in Abb. 12 verglihen werden. Das Kontinuum reiht auf Grund der Energiel�ukeselbst bei k = � niht an ! = 0 heran. Die spektralen Dihten vershwinden im allgemei-nen sowohl an ihrer oberen als auh an ihrer unteren Kante mit einer Wurzelsingularit�at2� / qj! � !Kantej. Im kritishen System lag an der unteren Bandkante f�ur alle von � ver-shiedenen Wellenvektoren eine inverseWurzelsingularit�at vor. Im kritishen Fall (Abb. 12)f�allt die spektrale Dihte zur oberen Bandkante hin monoton ab. Am Majumdar-Ghosh-Punkt gibt es jedoh einen Wiederanstieg, der zu einer trogartigen Form f�uhrt, wie sie auhin exakter Diagonalisierung frustrierter Ketten gesehen wurde [44℄.Zusammenfassend sei festgestellt, da� in den homogenen S = 1=2-Ketten die ele-mentaren Anregungen S = 1=2 Spinonen sind, die sih asymptotish frei bewegen. Siek�onnen masselos oder massiv sein, je nah Reihweite der vorhandenen Kopplungen, z.B.� � � ) � = 0 und � > � ) � > 0. Diese Anregungen haben den Charakter vonDom�anenw�anden und sind spezi�sh f�ur die Physik in einer Dimension.2In Abb. 14 sind auh einige F�alle f�ur spezielle Wellenvektorwerte gezeigt, bei denen ein ge-bundener bzw. antigebundener Zustand mit der Bandkante zusammenf�allt. Das verwandelt dieWurzelsingularit�at � / pj! � !Kantej in eine inverse Wurzelsingularit�at � / 1=pj! � !Kantej [39℄.15
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Abbildung 14. Darstellung der spektralen Dihten �(!) am Majumdar-Ghosh-Punkt f�ur ver-shiedene Wellenvektoren k. Es werden nur die Kontinua gezeigt; auftretende gebundene Zust�andesind niht dargestellt. Die Energien ! sind in Einheiten von J=2 angegeben.1.4 Spin-Phonon-Kopplung: Spin-Peierls-SystemeNah der Einf�uhrung in die grundlegenden Eigenshaften der isolierten Spinsysteme soll dieArt der Ankopplung an die quantisierten Gittershwingungen, die Phononen, besprohenwerden. Die Phononen selber werden in harmonisher N�aherung betrahtet, die f�ur kleineShwingungen, d.h. niedrige Energien, gut ist. Der Hamiltonoperator ist dann quadratishin den Auslenkungen uri der Atome um ihre Gleihgewihtslagen und in deren zeitlihenAbleitungen _uri. Die Phononen sind in dieser N�aherung nihtwehselwirkende Bosonen, diein zweiter Quantisierung durh HB =Xq !(q)byqbq (6)16



beshrieben werden. Die Wehselwirkung zwishen den Phononen und dem Spinsystemr�uhrt daher, da� eine �Anderung der lokalen Gitteranordnung die elektronishen �Uber-gangsmatrixelemente beeinu�t und somit auh die magnetishen Austaushkopplungen.Bei Annahme kleiner phononisher Auslenkungen ben�otigt man nur eine lineare Ankopp-lung der Auslenkungen an die SpinaustaushkopplungenHSB =Xq Aq(b+q + b�q) (7a)mit Aq =Xk g(q;k)SkS�k�q : (7b)Die Hermitizit�at des Hamiltonoperators erfordert A+�q = Aq bzw. g�(�q;�k) = g(q;k).Zusammen mit dem Spinanteil HS aus (3) erh�alt man den kompletten HamiltonoperatorH = HS +HSB +HB : (8)Um sih ein Bild des Verhaltens von H aus (8) zu mahen, benutzt man einen Moleku-larfeldzugang f�ur die Phononen. Das bedeutet, da� man bq und byq durh ihre Erwartungs-werte ersetzt. Dabei ist es energetish am g�unstigsten, wenn diese Erwartungswerte reellsind. Konkret haben wir dann bq ! uq=2 und somitH = HS +Xq Aquq +Xq !(q)4 u2q : (9)Sei g nun ein Ma� f�ur die Kopplungsst�arke zwishen phononishem und magnetishemTeilsystem, siehe (7b). Ist diese sehr klein, so kann man auf der Basis von (9) mittels dermagnetishen Suszeptibilit�at erkennen, welhe Verzerrung beg�unstigt ist. Man erinnere sihhierzu, da� eine Suszeptibilit�at die zweifahe Ableitung der Energie nah dem Quellfeld ist,und da� sie somit angibt, in welhem Ma�e durh das Quellfeld die Energie des Systemsabgesenkt werden kann. Gegenspieler ist die elastishe Energie (dritter Term in (9)), soda� prinzipiell bei der Entsheidung, welhe Verzerrung auftritt, zwishen magnetish undelastish bevorzugtem Wellenvektor q abgew�agt werden mu�.Tats�ahlih erkennt man am langsamen alternierenden Abfall der Dimer-Dimer-Korrelation (4b), da� die Suszeptibilit�at des magnetishen Systems gegen eine Verzerrungmit q = � sogar divergent ist3. Da Aq und !(q) keine �ahnlih ausgepr�agte Struktur haben,setzt sih die magnetishe Divergenz durh. Es tritt eine Dimerisierung des Systems ein,wie sie in Abb. 15 dargestellt ist.
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-Abbildung 15. Dimerisierung eines Spin-Peierls-Systems3Es wird hier die entsheidende Wellenvektorkomponente q (orientiert an den Verh�altnissen inCuGeO3) entlang der Ketten notiert. Die Gitterkonstante ist gleih Eins gesetzt.17



Die starke Neigung der Spinkette zur Dimerisierung wird auh dadurh unterstrihen,da� der Energiegewinn niht nur proportional zu Æ2 ist, sondern wie Æ4=3 w�ahst f�ur un-terkritishe Frustration � � � [45℄ und linear in Æ f�ur �uberkritishe Frustration � > �.Letzeres r�uhrt daher, da� shon das Spinsystem allein ohne Kopplung an Gitterverzer-rungen spontan die Translationssymmetrie briht und einen dimerisierten Grundzustandaufweist, wie er in Abb. 7 shematish gezeigt ist.Nah den obigen Ausf�uhrungen kann man sih zur Beshreibung der Spin-Peierls-Verzerrung im dreidimensionalen Kristall bei shwaher Kopplung und in Molekular-feldn�aherung auf die Umgebung von q � � beshr�anken. Wie das Verzerrungsmusterzwishen den Ketten sih �andert, d.h. welhe Werte die anderen Komponenten von q an-nehmen, wird niht magnetish bestimmt, sondern rein durh den elastishen Teil. Es istniht universell festgelegt. Wir bezeihnen mit qd den Vektor der Spin-Peierls-Verzerrungohne Magnetfeld und wissen qd = �. In der Annahme, da� sih die magneto-phononisheKopplung und die Phononenenergie bei Abweihungen von qd niht stark �andern, verein-faht man Aq ! Aqd und !(q)! !(qd). Nimmt man ferner an, da� die Abh�angigkeit vonk in g(qd;k) niht gro� ist, so kommt man zu einem der beiden folgenden eindimensionalenstatishen KopplungsoperatorenH = HS + gXi ui(Si+1Si � Si�1Si) + !(qd)4 Xi u2i (10a)H = HS + gXi uiSi+1Si + !(qd)4 Xi u2i : (10b)Das Attribut \statish" bezieht sih hierbei auf die Molekularfeldbehandlung der Pho-nonen, die deren Dynamik vernahl�assigt. Der Untershied zwishen der spinorientiertenAnkopplung (10a) und der verbindungsorientierten Ankopplung (10b) liegt in deren Ver-halten bei Spiegelungen an einer Normalenebene der Ketten. Die Kopplung (10a) geht inihr Negatives �uber, w�ahrend die Kopplung (10b) erhalten bleibt.�Ubliherweise de�niert man die einheitenlosen Verzerrungen Æi := gui=J und die zu-geh�orige Federkonstante K := J2!(qd)=(2g2), so da� (10) �ubergeht inH = JXi �(1 + Æi � Æi+1)Si+1Si + �Si+1Si�1 + Ks2 Æ2i � (11a)H = JXi �(1 + Æi)Si+1Si + �Si+1Si�1 + Kv2 Æ2i � : (11b)Im Fall (11b) wird zus�atzlih noh gefordert, da� die mittlere Verzerrung Pi Æi vershwin-det. Bez�uglih einer Dimerisierung Æi = (�1)iÆ sind beide Kopplungen dann �aquivalent,wenn Ks = 4Kv gew�ahlt wird. Solange man es mit der dimerisierten Phase oder langwelli-gen Modulationen der Dimerisierung (siehe Kapitel 3) zu tun hat, sind beide Kopplungs-varianten (11a) und (11b) gleihwertig.Zur besseren Orientierung im verbleibenden Teil der Shrift soll Abb. 16 dienen. Siezeigt das experimentell bestimmte Phasendiagramm der Spin-Peierls-Substanz CuGeO3 inAbh�angigkeit von Temperatur und Magnetfeld [46{49℄. Bisher wurde erl�autert, warum eszum Auftreten der dimerisierten (D) Phase kommt. Die Eigenshaften der D-Phase werdenin Kapitel 2 besprohen.Die D-Phase weist eine Spinl�uke auf, die von der Mindestenergie herr�uhrt, die not-wendig ist, um ein Singulett aufzubrehen. Daher ist die D-Phase stabil gegen niht zu18



gro�e Magnetfelder. Sp�atestens jedoh wenn die Zeemanenergie die Energiel�uke �uber-steigt, g�BH � �, wird die D-Phase instabil und es tritt eine neue Phase auf. Diese Phaseist durh inkommensurable Modulationen harakterisiert und wird von daher I-Phase ge-nannt. Sie wird in Kapitel 3 n�aher untersuht.
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Abbildung 16. Experimentelles Phasendiagramm von CuGeO3. U: homogene (uniform) Phase,D: dimerisierte Phase, I: inkommensurabel modulierte PhaseSoweit wurde der Spin-Peierls-�Ubergang in Molekularfeldn�aherung diskutiert. DieG�ultigkeit dieser N�aherung und die zu erwartenden �Anderungen bei Verwendung von Me-thoden, bei denen die Phononen niht als statish betrahtet werden, sind das Thema desletzten Kapitels 4 dieser Shrift.
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2. Anregungen modulierter Ketten und EbenenAusgehend von den bekannten Tatsahen, die im ersten Kapitel zusammengefa�t wor-den sind, wird im vorliegenden Kapitel dargestellt, inwiefern sih die Anregungen �andern,wenn die homogene Kopplung r�aumlih moduliert wird. Es werden statishe Spinsystemebetrahtet und, sofern das m�oglih ist, wird eine Beshreibung basierend auf S = 1=2 An-regungen verglihen mit einer Beshreibung basierend auf S = 1 Anregungen. Die Detailshierzu �nden sih in den vorgelegten Arbeiten [I-III℄ und [VII-IX℄.Abshnitt 2.1, der sih im wesentlihen auf die Arbeiten [I℄, [VII℄ und [IX℄ st�utzt, be-fa�t sih mit dem Einu� von Dimerisierung in einer Dimension. Abshnitt 2.2, der sihim wesentlihen auf die Arbeiten [II℄ und [VIII℄ st�utzt, befa�t sih mit der Frage, inwie-weit auh zweidimensionale Systeme in die Beshreibung mit einbezogen werden k�onnen.Abshnitt 2.3 shlie�lih st�utzt sih auf die Arbeiten [I℄ und [III℄ und besh�aftigt sih mitunmagnetishen St�orstellen und Kettenenden.2.1 Dimerisierte und frustrierte SpinkettenHier beshr�anken wir uns auf eine Dimension, das hei�t antiferromagnetishe Spinketten,und betrahten als Modulation eine gegebene Dimerisierung4, das hei�t eine Alternierungder N�ahstnahbar-KopplungenH = JXi h(1 + (�1)iÆ)SiSi+1 + �SiSi+2i : (12)Da die Dimerisierung als gegeben betrahtet wird, ist die elastishe Energie als unwesent-lihe Konstante weggelassen worden. Gleihzeitig kann eine Frustration � � 0 anwesendsein. Die Dimerisierung sei aus dem Intervall [�1; 1℄, wobei man leiht erkennt, da� ohneBeshr�ankung der Allgemeinheit Æ auf [0; 1℄ eingeshr�ankt werden kann, da die gleih-zeitige Transformation i ! i + 1 und Æ ! �Æ das System invariant l�a�t. Relevant istder Hamiltonoperator (12) f�ur r�aumlih stark anisotrope, quasi-eindimensionale Substan-zen wie Cu2(C5H12N2)2Cl4 [50,51℄ oder (VO)2P2O7 [52{54℄,[II℄, die von ihrer hemishenStruktur her untershiedlihe Kopplungen aufweisen, und f�ur Spin-Peierls-Substanzen wieCuGeO3 [1,55,56,22℄,[IX℄ oder �0-NaV2O5 [57{61℄ in der dimerisierten Tieftemperaturpha-se (D-Phase) ohne Magnetfeld. Dabei ist nah dem derzeitigen Kenntnisstand und unterVernahl�assigung h�oherdimensionaler Kopplungen Cu2(C5H12N2)2Cl4 eine sehr stark dime-risierte Kette mit geringer Frustration, (VO)2P2O7 eine mittelstark dimerisierte Kette ohneFrustration, CuGeO3 in der D-Phase eine shwah dimerisierte Kette mit nennenswerterFrustration und �0-NaV2O5 eine shwah dimerisierte Kette ohne Frustration.Was passiert nun, wenn eine Dimerisierung eingeshaltet wird? Zu dieser Frage gibt esmehrere Betrahtungsweisen, die von der gew�ahlten Beshreibung der nihtdimerisiertenKette abh�angen.
4Um Mi�verst�andnissen vorzubeugen, sei hier bemerkt, da� der Ausdruk \Dimerisierung" so-wohl f�ur die externe alternierende Modulation der Kopplungen verwendet wird, als auh f�ur alter-nierende Erwartungswerte hSiSi+1i im Grundzustand mit oder ohne externe Symmetriebrehung.20



2.1.1 SpinonbildBetrahten wir zuerst die Beshreibung mittels S = 1=2 Spinonen, wie sie in Abb. 9 oder13 gezeigt sind. Speziell Abb. 13 erlaubt einen sofortigen Einblik in die Auswirkungen derDimerisierung. Ohne Dimerisierung sind die beiden Spinonen asymptotish frei. In gro�erEntfernung sp�uren sie nihts voneinander, da die Zust�ande links und rehts von einemSpinon energetish gleihwertig sind. Mit Dimerisierung hingegen ist eines der Dimerisie-rungsmuster energetish beg�unstigt und das andere liegt um einen extensiven Energiebetragh�oher. Das beg�unstigte Dimerisierungsmuster liegt links des linken Spinons und rehts desrehten vor. Der Zustand zwishen den beiden Spinonen ist energetish ung�unstig. Darausfolgt, da� zwishen den beiden Spinonen ein anziehendes Potential wirkt, das monoton mitderen Abstand x w�ahst.F�ur �uberkritishe Frustration � > � wissen wir, da� shon ohne externe Dimerisierungder Grundzustand spontan die Translationssymmetrie briht. Er ist zweifah entartet undder Erwartungswert hSiSi+1i � hhSiSi+1ii alterniert. Die doppelten Klammern stehen f�urden Mittelwert �uber die ganze Probe. Daraus folgt, da� das anziehende Potential linear mitdem Abstand w�ahst f�ur gro�e Abst�ande [I℄. F�ur unterkritishe Frustration � � � wirddas Potential shw�aher als linear ansteigen, da es keinen endlihen OrdnungsparameterhSiSi+1i � hhSiSi+1ii gibt.Genauer stellen wir fest, da� man im wesentlihen davon ausgehen kann, da� das Sy-stem sih zwishen den beiden Spinonen im Grundzustand einer endlihen Kette be�ndet[62,37℄, siehe auh Abb. 13. F�ur dieses St�uk berehnen wir den Erwartungswert des Di-merisierungsoperators relativ zu den BulkwertenH 0D = L�1Xj=1(�1)j(SjSj+1 � hhSjSj+1ii) : (13)Das Produkt ÆhH 0Di gibt dann das Potential V (L) f�ur zwei Spinonen im Abstand L an.Von der anomalen Dimension 1/2 des Dimerisierungsoperators her [45℄ erwartet man, da�die f�uhrende Abstandsabh�angigkeit R L dx=px / pL ist. Dies ist tats�ahlih der Fall, wiedie numerishe Untersuhung zeigt (Abb. 4 in [I℄).Mit den obigen Ergebnissen wissen wir, da� das Potential �uber alle Grenzen w�ahstund somit ein in jedem Fall bindendes Potential ist, das zu on�nement f�uhrt. W�ahst dasPotential allerdings �uber die Mindestenergie hinaus, die n�otig ist, ein neues Spinonpaar zuerzeugen, st�o�t das quantenmehanish e Bild mit fester Spinonanzahl an seine Grenze. Einneues Spinonpaar entsteht5 zwishen den bisherigen Wehselwirkungspartnern und vermin-dert so die potentielle Energie. Gebundene Zust�ande zweier Spinonen sind im allgemeinenalso nur unterhalb des Vierspinon-Kontinuums stabil (vgl. Diskussion von Abb. 18). Dason�nement von Quark-Antiquark-Paaren ist ganz analog. Quark und Antiquark k�onnenniht getrennt werden, da vorher neue Quark-Antiquark-Paare entstehen.Dimerisierung bindet also Spinonen paarweise aneinander. Der Gesamtspin kann dabeiS = 0 (Singulett) oder S = 1 (Triplett) sein. Die gebundenen Triplettzust�ande, die symme-trish sind, liegen energetish tiefer. Ihre (positive) Grundzustandsenergie als gebundene5Ist die Spinonanzahl eine Erhaltungsgr�o�e, so vershwinden allerdings die f�ur eine Spinonpaar-erzeugung notwendigen Matrixelemente. Dieser Fall ist im Haldane-Shastry-Modell realisiert.21



Zust�ande liefert die (f�ur � > � zus�atzlihe) Energiel�uke �trip. In Anwesenheit von Di-merisierung sind die Spinonen auf Grund ihrer paarweisen Bindung im strikten Sinn nihtmehr die elementaren Anregungen. Die tiefstliegenden gebundenen Zust�ande sind nun dieelementaren Anregungen, wie im Unterabshnitt �uber Magnonen noh ausf�uhrliher dis-kutiert wird.Das Bild gebundener Spinonen kann man auh noh ein St�uk weiter treiben. Manwei� aus analytisher Beshreibung [45℄, [IX℄ und aus numerishen Rehnungen [63{66℄,Abb. 3 in [I℄, da� der aus der Dimerisierung Æ resultierende Anteil der Energiel�uke wieÆ2=3 w�ahst. In [I℄ ist am Beispiel der Bindung eines einzelnen Spinons an ein Kettenendeim Detail dargelegt, da� man im �uberkritishen Bereih das Æ2=3-Verhalten �ndet, da diekinetishe Energie der Spinonen ein quadratishes Minimum im Impulsraum hat. Im unter-kritishen Bereih �ndet man das Æ2=3-Verhalten ebenso trotz ver�anderten Potentials, dahier die kinetishe Energie linear im Impuls ist. Dasselbe gilt auh f�ur die Bindung zweierSpinonen aneinander, wobei aber durh die zwei beteiligten Teilhen die doppelte kineti-she Energie auftritt vS ! 2vS bzw. m! m=2. Ansonsten �ubertragen sih die Formeln f�urBindungsenergien und Bindungsl�angen aus [I℄.Das Kontinuum zweier Spinonen, das den Imagin�arteil des dynamishen StrukturfaktorsS(q; !) bei Abwesenheit von Dimerisierung dominiert, siehe Abb. 12 und Abb. 14, wirddurh die Bindung diskretisiert. Es gibt aber auh ein Vier-, Sehs-, Aht- usw. Spinon-Kontinuum, so da� der Strukturfaktor bei Dimerisierung niht nur aus einzelnen sharfenLinien besteht. Tats�ahlih beobahtet man in shwah oder unfrustrierten Ketten nureine oder zwei sharfe Linien pro Spinkanal unterhalb des Vierspinon-Kontinuums [67℄,[IX℄. Shematish ist das in Abb. 17 skizziert.
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Abbildung 17. Shema des Spektrums einer dimerisierten und frustrierten Kette. Neben demtiefliegenden Triplett gibt es ein tiefliegendes Singulett und f�ur niht zu kleine Dimerisierungauh ein zweites Triplett um k = �=2. Frustration bei konstanter Energiel�uke senkt die Energienab, so da� das zweite Triplett f�ur alle Wellenvektoren unterhalb des Kontinuums liegt.Bei stark frustrierten Systemen ist die Situation insofern ver�andert, als die Spino-nen massiv sind. Das bedeutet, da� die Mehrspinon-Kontinua energetish angehoben sind.22



Daher �ndet man unterhalb des Vierspinon-Kontinuums bei Dimerisierung ein diskretesPunktspektrum. Je gr�o�er jedoh die Dimerisierung wird, desto weniger wihtig wird derdurh die Frustration bedingte Energiel�ukenanteil. Bei gr�o�erer Dimerisierung gibt esdaher nur noh wenige sharfe Zust�ande unterhalb des Vierspinon-Kontinuums [68℄. Illu-striert wird dieser Sahverhalt durh Abb. 18, die auf der variationellen Beshreibung derSpinonen am Majumdar-Ghosh-Punkt beruht [39℄.
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Abbildung 18. Tiefliegende S = 1 Zust�ande bei k = 0 einer dimerisierten Majum-dar-Ghosh-Kette der L�ange 100 in variationeller Beshreibung basierend auf Zust�anden des Typsaus Abb. 13 [39℄. Die gestrihelte Linie gibt an, wo das Vierspinon-Kontinuum beginnt, so da�nur die Zust�ande unterhalb dieser Linie als sharfe Zust�ande relevant sind. Die Zust�ande oberhalbd�urften zu einem Kontinuum verbreitert sein und bestenfalls noh als Resonanzen zu sehen sein.Gezeigt sind Zust�ande bei k = 0 bzw. k = �, d.h. beim Energieminimum. Die gestrihel-te Linie kennzeihnet das Doppelte der untersten durhgezogenen Linie und markiert somitdie Kante des Vierspinon-Kontinuums. Man erkennt deutlih, da� es f�ur Æ ! 0 beliebigviele sharfe Zust�ande gibt, die genau bei Æ = 0 zum Zweispinon-Kontinuum vershmel-zen. F�ur gr�o�er werdendes Æ nimmt die Anzahl sharfer Zust�ande shnell ab. Bei kleinererFrustrationsl�uke vershiebt sih alles entsprehend zu kleineren Energien und kleinerenDimerisierungen.2.1.2 MagnonbildIm vorherigen Unterabshnitt wurde ausgehend von S = 1=2 Spinonen gezeigt, wie Dime-risierung diese bindet und somit neue elementare Anregungen sha�t, die S = 1 Charakterhaben. Der �Ubergang von einer g�unstigen Beshreibung mittels Spinonen zu einer g�unstigenBeshreibung mittels Magnonen erfolgt insofern reht rash, als die Energiel�uke shnellerals linear mit der Dimerisierung Æ w�ahst �trip / Æ2=3.Es liegt nahe, auh mit diesen neuen S = 1 Anregungen die Physik dimerisierter und fru-strierter Ketten zu beshreiben. Im folgenden werden diese Anregungen zur Untersheidungvon den Spinonen als Magnonen bezeihnet, obwohl es sih niht um masselose Goldstone-23



bosonen einer Phase handelt, die die Spinsymmetrie briht. Mit masselosen Goldstoneboso-nen haben die S = 1 Anregungen gemeinsam, da� sie ganzzahlige Sz Werte aufweisen undda� sie im Imagin�arteil des dynamishen Strukturfaktors als Æ-Piks ersheinen, wie man esvon elementaren Anregungen erwartet. Wesentliher Untershied ist, da� das Mehrteilhen-Kontinuum f�ur masselose Anregungen direkt an die Æ-Piks anshlie�t, w�ahrend f�ur massiveTeilhen die sharfe Mode vom Kontinuum nohmals durh eine L�uke getrennt ist.Einen systematishen Zugang zu den S = 1 Magnonen gewinnt man durh Entwiklungum den Limes isolierter Dimere [69℄, [VIII℄. Dazu shreibt man den Hamiltonoperator aus(12) um H = J0Xi [S2iS2i+1 + �S2iS2i�1 + ���SiSi+2℄ (14)mit J0 = J(1 + Æ), � = (1� Æ)=(1 + Æ) und �� = �=(1� Æ). Es de�niert � = 0 einen lokalenHamiltonoperator, der ein einfahes, �aquidistantes von unten beshr�anktes Spektrum hatund sih somit gut f�ur eine St�orungsentwiklung eignet. Der in Kauf zu nehmende Nahteilliegt darin, da� man keinen so g�unstigen Startpunkt hat f�ur die Beshreibung der rehth�au�g shwah dimerisierten Systeme.F�ur das qualitative Verst�andnis gen�ugt jedoh shon erste Ordnung St�orungstheorie[IX,VIII℄. In nullter Ordnung sind die Anregungen lokale Tripletts auf den Dimeren; dieDispersion und die Wehselwirkung ist Null. In erster Ordnung beginnen die Tripletts zudispergieren, indem sie von Dimer zu Dimer h�upfen mit H�upfamplitude t1. Gleihzeitiggibt es eine Wehselwirkung wStot benahbarter Tripletts, die davon abh�angt, zu welhemGesamtspin Stot die beiden S = 1 koppeln. Die zugeh�origen Matrixelemente betragent1 = �(�=4)(1� 2��) (15a)w0 = �(�=2)(1 + 2��) (15b)w1 = �(�=4)(1 + 2��) (15)w2 = (�=4)(1 + 2��) : (15d)Der antiferromagnetishe Charakter des Systems zeigt sih darin, da� die Spins in parallelerAusrihtung im Quintuplett Stot = 2 sih absto�en, w�ahrend sie sih in antiparallelerAusrihtung im Singulett Stot = 0 stark anziehen. Der Fall der Triplettkopplung liegt miteiner shw�aheren Anziehung dazwishen.Wesentlih f�ur dimerisierte Spinsysteme ist die Beobahtung in (15), da� die Bewegung,also das H�upfen, durh Frustration vermindert wird. Hingegen wird die Wehselwirkungdurh die Frustration erh�oht [IX,VIII,I℄. Mit einer einfahen Rehnung basierend auf derKettenbruhentwiklung der Resolventen [IX℄ gewinnt man nun Aussagen �uber die Bindungzweier Magnonen. Man �ndet einen gebundenen Singulettzustand in der ganzen Brillouin-zone und einen gebundenen Triplettzustand, der um k = �=2 herum existiert und sihf�ur gen�ugend gro�e Frustration �uber die ganze Brillouinzone erstrekt [67℄, [IX℄. Weiterhingibt es einen antigebundenen Quintuplettzustand ebenfalls in der ganzen Brillouinzone,der aber vermutlih nur von akademishem Interesse ist, da er energetish innerhalb derMehrmagnon-Kontinua liegt und daher kein sharfer Eigenzustand mehr ist, sondern be-stenfalls noh eine Resonanz.Diese Ergebnisse untermauern das Dispersionsshema in Abb. 17 f�ur gro�e Dimerisie-rungswerte. Es ist n�utzlih, sih noh einmal zu vergegenw�artigen, da� ein Magnon im Spi-nonenbild einem gebundenen Zustand zweier Spinonen entspriht. Es l�a�t sih jedoh keine24



eindeutige Zuordnung zwishen Magnonanzahl und Spinonanzahl6 tre�en, wie wir noh inden folgenden Unterabshnitten sehen werden. Das gilt insbesondere im unterkritishenBereih � < � im Limes Æ ! 0. Man erkennt das z.B. daran, da� die vielen gebunde-nen Zust�ande in Abb. 18 alle im Zweispinon-Raum gefunden wurden, es aber mindestenszweier Magnonen bedarf, um im Magnonbild weitere sharfe Zust�ande zu bekommen. Mansollte sih daher merken, da� f�ur Æ ! 0 der n-Magnon-Raum niht identish ist mit dem2n-Spinon-Raum. Im Limes Æ ! 0 vershmelzen die n-Magnon-Kontinua (Unterkante n�,�! 0) und bilden das Spinonkontinuum [IX℄. F�ur vershwindende oder kleine Dimerisie-rung ist die Beshreibung der Anregungen mittels Spinonen, f�ur gr�o�ere Dimerisierungendie Beshreibung mittels Magnonen sinnvoller.Eine Anwendung des Magnonbildes �ndet man in der Arbeit [VII℄, in der das Auftreteneiner Shulter, die ungef�ahr bei der Energiel�uke �trip beginnt, in der Intensit�at inelasti-sher Lihtstreuung erkl�art wurde. Da Lihtstreuung an magnetishen Systemen den Spinunver�andert l�a�t, ist die Erzeugung eines einzelnenMagnons aus dem Grundzustand herausniht m�oglih.Die Shulter vershwindet f�ur T ! 0, so da� man auf einen Streuproze� aus einemangeregten Zustand heraus shlie�en kann. Lihtstreuung an magnetishen Systemen l�a�tden Spin unver�andert, da der Ramanoperator [70℄ in Abwesenheit von Spin-Bahn-Kopplungspinrotationsinvariant ist. Als Ausgangszustand kommt daher der Grundzustand mit S = 0niht in Frage. Die Temperaturabh�angigkeit ist konsistent mit der plausiblen Annahme, da�von einem S = 1 Magnon aus ein weiteres, zus�atzlihes Magnon erzeugt wird. Es handeltsih also um einen 1 ! 2 Magnonproze�, der daher als Dreimagnon-Streuproze� in [VII℄beshrieben worden ist. Die Spins der beiden Magnonen nah der Streuung sind wieder zuS = 1 gekoppelt, so da� Spinerhaltung gew�ahrleistet ist. Die Lage der Shulter bei �trip,die die Bandkante eines Kontinuums beshreibt, ist konsistent mit dieser theoretishenInterpretation.2.1.3 Fermionishe FeldtheorieMittels der Jordan-Wigner-Abbildung [71℄ ist es m�oglih, eindimensionale S = 1=2 Proble-me exakt auf wehselwirkende spinlose Fermionen abzubilden. Die Abbildung ist de�niertdurh Szi = ni � 1=2 (16a)S+i = yi iYj=�1(2nj � 1) (16b)S�i = iYj=�1(2nj � 1)i (16)und liefert auf den Hamiltonoperator (12) angewendet6Generell ist Vorsiht geboten, die Gr�o�en \Magnonanzahl" und \Spinonanzahl" niht zu �uber-interpretieren. Sie sind im allgemeinen keine Erhaltungsgr�o�en und daher nur bedingt, z.B. beiniedrigen Energien, zur Klassi�kation von Energieeigenzust�anden geeignet.25



H = JXi "�1 + (�1)iÆ2 (yi+1i + yii+1) + (1 + (�1)iÆ)(ni+1 � 12)(ni � 12)��2 (2ni+1 � 1)(yi+2i + yii+2) + �(ni+2 � 12)(ni � 12)� : (17)Die Wihtigkeit einer Dimension erkennt man am Phasenfaktor Qij=�1(2nj � 1). Ererm�ogliht es, aus vertaushenden lokalen Operatoren, den Spinoperatoren an vershiede-nen Orten, antivertaushende lokale Operatoren, die fermionishen Erzeuger und Vernihteran vershiedenen Orten, zu mahen. Dieser Phasenfaktor hebt sih in einer Dimension f�urProdukte r�aumlih benahbarter Aufsteiger und Absteiger fast vollst�andig weg. In h�oherenDimensionen enstehen unweigerlih langreihweitige Wehselwirkungen. Man erkennt ander �Aquivalenz von (12) und (17), da� es in einer Dimension niht m�oglih ist, eindeutigzu entsheiden, welher Statistik, fermionish oder bosonish, ein Modell gehorht.Bevor wir zur Feldtheorie �ubergehen, soll mit einem einfahen Symmetrieargument ge-zeigt werden, da� man in der dimerisierten Phase eine sharfe Magnonlinie bei �trip undeine Kontinuumskante bei 2�trip erwarten mu�. Auf Grund der Spinsymmetrie kann manden Strukturfaktor einerseits als Greenfunktion von S+ und S� betrahten oder anderer-seits als Greenfunktion von Sz und Sz. In der ersten Beshreibung entspriht er einemEinteilhen-Propagator modulo gewisser Phasenfaktoren nah (16), die eine Vershiebungim Impulsraum um �=2 generieren. In der zweiten Beshreibung entspriht der Struktur-faktor einem Dihte-Dihte-Response, der eine Zweiteilhen-Gr�o�e darstellt.Der Unterraum mit einem Elektron mehr (weniger) entspriht Sz = +1 (�1). DerUnterraum, der mit Zweiteilhen-Operatoren erreiht wird, entspriht Sz = 0. Hatman im Einteilhen-Propagator eine sharfe Linie bei �trip, so wird das Kontinuum derZweiteilhen-Gr�osse bei 2�trip beginnen. Aus der Gleihheit beider Gr�o�en folgt nun,da� auh die Einteilhen-Gr�o�e ein Kontinuum ab 2�trip aufweist und da� auh dieZweiteilhen-Gr�o�e bei �trip eine sharfe Linie hat. Der letzte Punkt erfordert wieder-um, da� ein Bindungsph�anomen auftritt: es gibt ein Exziton, einen gebundenen Zustandzwishen einem Teilhen und einem Loh, der genau die Bindungsenergie �trip hat. DieSymmetrie hilft uns, diese Bindungsenergie genau zu bestimmen, was sonst im allgemeinenniht m�oglih ist.Betrahten wir nun nur die tiefliegenden Anregungen und eine sehr kleine, letztlih in-�nitesimale Dimerisierung. Dann ist eine Kontinuumsbeshreibung von (17) gerehtfertigt,die die Dispersion und die Wehselwirkung bei den Fermipunkten kF = ��=2 beshreibtund sonst keine k-Abh�angigkeiten enth�alt. Im Ortsraum erh�alt man dann ein e�ektiveslokales Modell [IX℄, das massive ThirringmodellH = 1Z�1 "�ivS   y1 ddx 1 �  y2 ddx 2!+m0( y1 2 +  y2 1) + 2g0 y1 1 y2 2# dx : (18)Hierin ist vS die Fermigeshwindigkeit, von der wir f�ur das unfrustrierte Modell aus der ex-akten L�osung wissen, da� sie (�=2) betr�agt [28℄. F�ur das unterkritish frustrierte Modell gilteine entsprehend renormierte Geshwindigkeit, die numerish bestimmt werden kann [72℄.Die nakte Fermionenmasse (Energiel�uke) betr�agt m0 und ist proportional zur Dimerisie-rung Æ. Der Wert der nakten Wehselwirkung g0 ist a priori niht bekannt. Tats�ahlihkann die Wehselwirkung wiederum aus dem elementaren Symmetrieargument, das wiroben dargelegt haben, bestimmt werden. Die Dispersion f�ur g0 = 0 von (18) ist in Abb. 19illustriert. Man erkennt, da� es sih um eine relativistishe Dispersion !2 = (vSk)2 + �226



handelt, wie sie sih aus tight-binding-Modellen durh Linearisieren an den Fermipunktenergibt. Die Fermipunkte sind im Modell (18) so vershoben, da� sie beide bei k = 0 liegen.
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Abbildung 19. Dispersion im massiven ThirringmodellDie hier wesentlihen Ergebnisse der exakten L�osung des massiven Thirringmodells, diedurh Betheansatz gewonnen wurden [73℄, sind einmal die Renormierung der Masse7m = m0 tan(�)�( � 1) exp (�(1� )) (19a)mit  = �2� und ot� = �g02 ; (19b)wobei � der Ultraviolett-Abshneideparameter der Rapidit�aten ist, und die Energien ge-bundener Zust�ande unterhalb des Kontinuums mit gleiher Teilhenzahl wie der Grundzu-stand E = 2m sin(n�) osh(�s) (20a)P = 2m sin(n�) sinh(�s) (20b)mit � = �2  �� � 1! ; n 2 f1; 2; 3; : : : ; [�=(2�)℄g : (20)Nun lautet das Argument wiederum, da� es einen Zustand mit E = m geben mu� beiP = 0, um das S = 1-Multiplett f�ur Sz = 0 zu vervollst�andigen. Daraus folgt sin� = 1=2,also � = �=6, also � = 3�=4, also  = 2=3. Damit folgt auh g0 = 2. Die Renormierung7Der Klarheit halber sei daran erinnert, da� die Masse hier synonym f�ur die Energiel�uke ver-wendet wird. Der untershiedlihe Sprahgebrauh hat nur historishe Gr�unde: Feldtheorie derHohenergiephysik einerseits (Masse) und Theorie der Kondensierten Materie andererseits (Ener-giel�uke). 27



der tats�ahlihen L�uke kann aus (19a) und dem Wert f�ur  = 2=3 abgeleitet werden.Weiterhin sind die Modendihte �(�) und die Energiedihte E(�) bekannt�(�) = m0  � 12 sin(2�) osh(�) exp (�(1� )) (21a)E(�) = �m0 osh(�)�(�) : (21b)Damit die Teilhenzahl niht von der Dimerisierung (der nakten Masse m0) abh�angt, mu�im Limes m0 ! 0 gelten exp(��) / m0 ; (22)was aus der Integration der Modendihte folgt. Damit ergibt sih unmittelbar m / m2=30bzw. � / Æ2=3 und �uber die Energiedihte die Energie�anderung �E / �Æ4=3. Dies istder fundamentale Zusammenhang, der zuerst von Cross und Fisher mittels Bosonisierunggefunden worden ist [45℄, siehe auh folgenden Unterabshnitt.Zus�atzlih folgt aus � = �=6 die Existenz eines weiteren gebundenen Zustandes mitSz = 0 bei E = 2m sin(2�) = p3m. Da es zu diesem Zustand keine entarteten Zust�andemit Sz 6= 0 gibt, shlie�t man, da� es sih um ein Singulett handelt [IX℄. Auf das Problemshwah dimerisierter Spinketten �ubertragen hei�t das, da� es einen gebundenen Singu-lettzustand bei p3�trip f�ur k = 0; � gibt. Er hat die Bindungsenergie (2 � p3)�trip, wasqualitativ mit dem Ergebnis aus der St�orungstheorie um den Dimerlimes (siehe Abb. 18)�ubereinstimmt.Das Anregungsspektrum, wie es in Abb. 18 dargestellt ist, ist auh numerish best�atigtworden [67℄. Eine o�ene Frage ist noh, ob das Verh�altnis Singulett- zu Triplettl�uke vonp3 universell f�ur den unterkritishen Bereih � < � ist. Es gibt Ergebnisse [74℄, die denFaktor p3 nur beim kritishen Wert � sehen. F�ur kleinere Frustrationen ergibt sih eingr�o�erer Wert, f�ur gr�o�ere Frustrationen ein kleinerer. Die endg�ultige Kl�arung steht nohaus, da die numerishen Ergebnisse niht alle �ubereinstimmen [75℄ und f�ur den �uberkri-tishen Bereih die Numerik noh niht reproduzieren konnte, da� die Singulettl�uke mitder Triplettl�uke bei Æ = 0 �ubereinstimmt. Letzteres ist aber eine direkte Konsequenz dermassiven, asymptotish freien Spinonen. F�ur den unterkritishen Bereih stellt sih aberdie interessante Frage, ob niht die Kopplungen (Umklappstreuung), die f�ur den niht-dimerisierten Grundzustand marginal irrelevant sind, das L�ukenverh�altnis beeinussenk�onnen.2.1.4 Bosonishe FeldtheorieMan kann zu den Ergebnissen des vorigen Unterabshnitts auh gelangen, wenn man ei-ne bosonishe Feldtheorie w�ahlt. Es handelt sih um eine �aquivalente Darstellung zu (18)[76℄, die jedoh den Vorteil hat, da� man shon mit semiklassishen Methoden die exaktengebundenen Zust�ande erh�alt. Au�erdem erlaubt die semiklassishe Behandlung auh dieErweiterung auf inkommensurabel modulierte Dimerisierungen, wie in Kapitel 3 beshrie-ben. Daher soll auh diese Darstellung hier eingeshlossen werden.Ist die fermionishe Dispersion vollkommen linear, so haben Teilhen-Loh-Anregungeneine wohlde�nierte Energie-Impuls-Beziehung. Es gibt kein Kontinuum, sondern nur einesharfe Linie. Daher kann man auh diese Teilhen-Loh-Paare als elementare Anregun-gen ansehen, die dann bosonishen Charakter haben. Dieser Shritt wird in der Litera-tur kurz als \Bosonisierung" bezeihnet. Verzihtet man auf Umklappstreuprozesse in der28



Wehselwirkung, lassen sih somit wehselwirkende eindimensionale Fermionensysteme auffreie Bosonen zur�ukf�uhren. Diese Beobahtung ist die Basis f�ur das Tomonaga-Luttinger-Modell, das das eindimensionale paradigmatishe Gegenmodell zu der h�oherdimensionalenFermi�ussigkeit ist, die letztlih auf dem freien Fermionengas beruht [77{81,35℄ (f�ur einen�Uberblik: [82{84℄).M�ohte man nun die Bosonisierung auf dimerisierte und frustrierte Spinketten anwen-den, so ist der erste Shritt wiederum die Jordan-Wigner-Transformation (16), die zumHamiltonoperator (17) f�uhrt. Dann geht man zu einem Kontinuumsmodell �uber. Das hei�t,man konzentriert sih auf die Verh�altnisse an den Fermipunkten. Man untersheidet Fer-mionen  + in der N�ahe des rehten Fermipunktes und Fermionen  � in der N�ahe deslinken Fermipunktes, linearisiert ihre Dispersionen und dehnt die linearisierte Dispersion�uber alle Impulswerte aus. Dadurh, da� es also keine Begrenzung auf eine Brillouinzonemehr gibt, wird das Modell im Ortsraum kontinuierlih. An dieser Stelle sollte man sihjedoh merken, da� es f�ur die Gittermodelle einen nat�urlihen Abshneideproze� gibt. Dieallgemeine Wehselwirkung V (k1; k2; k3; k4) mit Impulserhaltung k1+k2 = k3+k4 wird aufdie Werte bei ki = �kF = ��2 beshr�ankt.Das so de�nierte fermionishe Problem ist lokal in der nun kontinuierlihen Ortsvaria-blen x und kann bosonisiert werden. Dazu dient f�ur spinlose Fermionen die Operatoriden-tit�at [81,35℄  y�(x) = lima!0 1p2�aU� exp[�ikFx� i�(x) + i�(x)℄ ; (23)worin das Vorzeihen die Fermionensorte angibt (rehts/links). Der Abshneideparameter awird im Prinzip am Ende der Rehnungen gleih Null gesetzt. Bisweilen ist es auh sinnvoll,ihn in der Gr�o�enordnung der Gitterkonstante zu w�ahlen [79℄. Der Operator U� erh�oht dieAnzahl N� der rehten (+) bzw. der linken (�) Fermionen um Eins und zwar homogenauf der ganzen L�ange L der Probe. Die Felder � und � sind bosonish und \verteilen" dieFermionen r�aumlih. Explizit gilt�(x) = �i�L Xp6=0 1p [�+(p) + ��(p)℄ exp(�ajpj=2� ipx)�N �xL (24a)�(x) = 1LXp6=0[�+(p)� ��(p)℄ exp(�ajpj=2� ipx) + JL ; (24b)wobei die ��(p) die Fourierkomponenten der Teilhendihteoperatoren f�ur rehte bzw. linkeFermionen sind und N = N+ + N� und J = N+ � N�. Mit Hilfe der Vertaushungsrela-tionen [�+(�q); �+(q0)℄ = qL2� Æ(q � q0) (25a)[��(q); ��(�q0)℄ = qL2� Æ(q � q0) (25b)[�+(q); ��(�q0)℄ = 0 (25)sieht man, da� die Felder � und � zueinander kanonish konjugiert de�niert sind[�(x);�(x)℄ = iÆ(x� y) ; (26)29



so da� �(x) ganz anshaulih als Impuls einer Auslenkung �(x) aufgefa�t werden kann.Die Phase � beshreibt die Fermionendihte relativ zu der des Grundzustands. Eine Stufeum � bei x entspriht dem Hinzuf�ugen eines Teilhens bei x, was aus der Eigenshaft���x = ��(�(x)� �0) (27)folgt, wobei rho(x) = �+(x)+��(x) der Operator der Gesamtteilhendihte ist. Da Impuls-operatoren die in�nitesimalen Generatoren von Vershiebungen sind, leistet der �-Anteilin (23) genau die Erh�ohung von � im Intervall [�L=2; x℄�(x) = � Z x�L=2�(x0)dx0 : (28)Der �-Anteil stellt die Antivertaushungseigenshaften von  y�(x) siher.Mit Hilfe von (23) gelangt man bei Vernahl�assigung von R�ukstreuung und Umklapp-streuung im Wehselwirkungsterm zuH = vS2� Z L=2�L=2 �K(��)2 + 1K (�x�)2� dx ; (29)was freien Bosonen mit linearer Dispersion entspriht, deren Geshwindigkeit durh vSgegeben ist. Es besteht vollkommene Analogie zu den Shwingungen einer gespanntenSaite, d.h. nah der Quantisierung zu ihren transversalen Phononen.F�ur unsere isotrope S = 1=2 N�ahstnahbar-Spinkette sind die Parameter vS = �=2 undK = 1=2. Dabei mu� gesagt werden, da� man diese Parameter leider niht direkt durhAnwenden der oben beshriebenen Shritte erh�alt, da noh zus�atzlihe Terme generiertwerden (siehe unten). Allerdings stellt (29) mit K = 1=2 und allgemeiner GeshwindigkeitvS das e�ektive Niederenergiemodell dar, das in einer Renormierungsbehandlung isotroperSpinketten mit und ohne Frustration als Fixpunkt angestrebt wird. Der Wert von K = 1=2ist, �ahnlih wie wir es in der fermionishen Feldtheorie gesehen haben, durh die Spinsym-metrie bestimmt.Der Term, der durh die Umklappstreuung (�kF;�kF) ! (�kF;�kF) noh erzeugtwird, lautet HU = D Z L=2�L=2 dx os(4�)dx : (30)�Uber den genauen Wert des unrenormiertenD herrsht noh keine Einigkeit in der Literatur[85{87℄. Man erwartet D / (1��) mit  = 6 [86℄ oder  = 3 [88,89℄. F�ur K = 1=2 handeltes sih bei HU um einen marginalen Operator [90℄, der f�ur das Modell H +HU als solheskeine L�uke generiert. Tats�ahlih werden jedoh im Laufe des Renormierungsusses, derniht bei K = 1=2 startet, logarithmishe Korrekturen aufgesammelt. Diese Korrekturenh�angen mit dem Vorzeihen von D zusammen. Ausgehend von dem numerishen Ergebnis,da� sih oberhalb von � = 0:241167(�5) [20{23℄ eine exponentiell kleine L�uke �o�net,nimmt man D / (� � �) an [65,91,92,74℄ und shlie�t, da� die Umklappstreuung f�ur� > � marginal relevant, f�ur � < � jedoh marginal irrelevant ist. Verzihtet man aufdie logarithmishen Korrekturen, so wird HU mit dem Hinweis auf seine Marginalit�at auhh�au�g weggelassen.Nun soll besprohen werden, da� Dimerisierung ebenfalls einen Kosinusterm induziertund bei Vernahl�assigung der Umklappstreuung zu einem Sinus-Gordon-Modell f�uhrt. Es30



handelt sih wiederum um Streuung bei k = �, die einen nihttrivialen Term erzeugt. DieAnalyse des Dimerisierungsoperators [45,93,85℄ liefert, da� ein TermHD = �ÆB Z L=2�L=2 os(2�)dx (31)erzeugt wird, wobei B eine Energie pro L�ange ist, deren genauer Wert von der Renormie-rungsprozedur abh�angt. Diese St�orung ist relevant und f�uhrt selbst f�ur in�nitesimales Æzum Auftreten einer L�uke.Man erkennt das leiht in semiklassisher Behandlung, in der das Operatorfeld8 �̂ durhdie klassishe Sattelpunktl�osung und die gau�shen Fluktuationen um sie herum �klass +�̂ukt ersetzt wird. Dabei wird der Kosinusterm aus (31) vereinfaht zuos(2�̂)! exp(�2�) os(2�klass) �1� 2�̂2ukt� (32a)�(x) := h�̂2ukt(x)i : (32b)Vom Grundzustand mit �klass = 0 ausgehend erh�alt man � = �(K=2) ln� und somit f�urdie Energiel�uke �2 / Æ exp(�2�) (33a)) � / Æ1=(2�K) : (33b)Analog �ndet man f�ur die Energieabsenkung�E / �Æ(5�2K)=(4�2K) : (34)Der Wert von K bestimmt sih am einfahsten aus dem Symmetrieargument f�ur diedreifah entartete Triplettanregung auf der Basis der gebundenen Zust�ande, siehe unten.Man �ndetK = 1=2, woraus � / Æ2=3 [45℄ und �E / �Æ4=3 folgen. Weiterhin erkennt man,da� die anomale Dimension des Dimerisierungsoperators HD gleih 1=2 ist. Wir �nden alsodie Ergebnisse wieder, die shon im vorigen Unterabshnitt auftraten.Um die vollst�andige �Aquivalenz aufzuzeigen, seien die Ergebnisse f�ur gebundeneZust�ande nah Dashen, Hasslaher und Neveu [94{97℄ angegeben�n = 2� sin(n��=2) (35a)mit n 2 f1; 2; 3; : : : < 1=�g ; (35b)wobei ein Sinus-Gordon-Modell mit Kosinusterm os(��) mit� = K�28�K�2 (36)betrahtet wurde. Direkten Bezug f�ur Dimerisierung hat der Fall � = 2, der ein Singulettbei p3�trip impliziert. Der Fall interner Umklappstreuung � = 4 ist ausgezeihnet, da dort(36) singul�ar wird. Wir erkennen hierin eine Signatur der Marginalit�at. Die Moden (35)8Hier tragen Operatoren zur Untersheidung von Zahlen ein Dah, da ihr Untershied geradedie semiklassishe N�aherung ausmaht. 31



wurden niht exakt, sondern mit semiklassishen Pfadintegralmethoden gewonnen. Dabeiwerden um die klassishen L�osungen periodisher Bahnen herum die Fluktuationen alsgau�ish betrahtet und integriert. Der Vergleih mit den Ergebnissen der fermionishenFeldtheorie aus dem vorigen Abshnitt nah Bergkno� und Thaker zeigt [73,76℄, da� sieexakt sind. Diese Tatsahe gilt noh als unverstanden. Sie ist analog zur Exaktheit derBohr-Sommerfeld-Quantisierungsbedingungen im einfahen Wassersto�atom. Es ist daherzu vermuten, da� die Ursahe darin liegt, da� die klassishen L�osungen alle periodish sind.In der bosonishen Darstellung haben wir es mit dem Problem eines quantisierten Sinus-Gordon-Modells zu tun. Dar�uber ist sehr vieles bekannt, was uns hilft, die Physik shwahdimerisierter Systeme zu verstehen. Noh besser w�are es aber, das Doppelsinus-Gordon-Modell behandeln zu k�onnen, so da� man die zus�atzlihen Terme (30) und (31) gleihzeitigbetrahten k�onnte. Dazu ist jedoh noh wenig bekannt. In der Tat ist es aber so, da� f�urkleine Dimerisierung Æ auh (30) einen Beitrag derselben Æ Potenz wie (31) liefert [93,85℄,obwohl (30) ohne Dimerisierung marginal irrelevant ist f�ur � < �.2.2 Gekoppelte Ketten, Leitern und EbenenWill man sih nun von der strikten Eindimensionalit�at l�osen, so liegt es nahe, zu Leiternoder zu Ebenen gekoppelte Ketten zu betrahten. Man sollte erwarten, da� man bei sol-hen quasi-eindimensionalen Systemen mit �ahnlihen Methoden und Bildern wie bei strikteindimensionalen Systemen arbeiten kann. Tats�ahlih sind Ans�atze, die die Zwishenket-tenkopplung in Molekularfeldn�aherung f�ur statishe Gr�o�en beziehungsweise in RPA f�urdynamishe Gr�o�en betrahten, sehr erfolgreih [98,99℄. Dabei wird allerdings letztlih eineindimensionales Problem in einem �au�eren Feld, das den E�ekt der Nahbarketten simu-liert, gel�ost.In Molekularfeldn�aherung wird bei antiferromagnetisher Zwishenkettenkopplung wie-derum eine Bindung zwishen Spinonen auftreten. Die Nahbarkette erzeugt in der anti-ferromagnetish geordneten Phase ein alternierendes magnetishes Feld, das in einer feld-theoretishen Beshreibung analog zu einem Dimerisierungsoperator wirkt [98,99℄. Um dieBindung zweier Spinonen intuitiv zu verstehen, greift man auf das Bild eines Spinonsausgehend von n�eelartiger Ordnung (Abb. 8) zur�uk. Man erkennt, da� das Spinon eineDom�anenwand zwishen den beiden m�oglihen N�eelzust�anden ist. In einem �au�eren alter-nierenden Feld w�urde somit der Abshnitt zwishen zwei Spinonen wiederum energetishung�unstig sein und ein attraktives Potential erzeugen. Man lernt aus dieser Betrahtung,da� die Spinonen als solhe niht die elementaren Anregungen eines zweidimensionalenSystems sind, da sie niht asymptotish frei sind. Dom�anenw�ande sind f�ur h�oherdimen-sionale Systeme keine guten Kandidaten f�ur elementare Anregungen. Dies best�atigt die�Uberlegungen aus der Einleitung.Es ist hingegen einfah, das Magnonbild auf h�oherdimensionale Systeme zu �ubertragen.Dies ist Gegenstand der Arbeiten [II℄ und [VIII℄. Betrahtet werden shwah gekoppeltedimerisierte Spinketten. Man geht vom Dimerlimes aus, in dem die Anregungen lokaleTripletts sind. Alle Zwishendimerkopplungen werden st�orungstheoretish behandelt. Sief�uhren zu einem e�ektiven H�upfen der Tripletts von Dimer zu Dimer. Die maximale Reih-weite h�angt von der Ordnung ab, in der St�orungstheorie betrieben wird. In der Arbeit[VIII℄ wurde mit Ergebnissen dritter Ordnung die Symmetrie der Magnondispersion f�urCuGeO3 gekl�art. Dabei konnte eine Fehlinterpretation von ESR-Daten in Ref. [3℄ aufge-dekt werden. Die quantitative Auswertung erzielt derzeit noh keine �Ubereinstimmung32



mit den Analysen der Suszeptibilit�at [56,22,100℄. Das ist einerseits auf den Abbruh derSt�orungsreihe nah dritter Ordnung, andererseits auf die Rehnung mit konstanten, tem-peraturunabh�angigen Kopplungen zur�ukzuf�uhren, siehe Arbeit [V℄. Zu beiden Punktenlaufen weiterf�uhrende Untersuhungen.In der Arbeit [II℄ wurde f�ur Vanadylpyrophosphat (VO)2P2O7 die Dispersion in f�unfterOrdnung berehnet, was auf Grund der in dieser Substanz h�oheren Dimerisierung shonquantitative Ergebnisse liefert. Methodish wird das durh eine kontinuierlihe unit�areTransformation auf Flu�gleihungsbasis [101,102℄ bewerkstelligt, die den Ausgangshamil-tonoperator auf einen e�ektiven Hamiltonoperator abbildet, der mit der Triplettanzahlkommutiert [103℄.Weiterhin wurde in vierter Ordnung die Bindung zweier Magnonen im S = 1 Sek-tor berehnet. Tats�ahlih wurde ein zweiter gebundener S = 1 Zustand gefunden, wieer experimentell gesehen wird. Die �Ubereinstimmung mit dem Experiment ist noh nihtvollkommen befriedigend, da theoretish der gebundene Zustand niht in der ganzen Bril-louinzone gefunden wird [II℄. Zwar lassen sih Parameters�atze �nden, die in der ganzenBrillouinzone einen gebundenen Triplettzustand erlauben [54℄, doh ist die daf�ur anzuneh-mende Dimerisierung zu gro� [II℄. Weitere experimentelle und theoretishe Arbeit sollte eserm�oglihen, ein in allen Gr�o�en konsistentes Modell zu �nden.Als letztes soll erw�ahnt werden, da� es auh r�aumlih isotrope zweidimensionale Modellegibt [104℄, die einen dimerisierten Grundzustand besitzen. Der entsheidende Mehanismus,der den dimerisierten Grundzustand stabilisiert, ist einmal mehr Frustration. Die S =1 Anregungen haben eine nennenswerte Energiel�uke und eine geringe Dispersion [105℄.Tats�ahlih ist ein solhes Gitter mit SrCu2(BO3)2 auh experimentell realisiert [105℄. AufGrund der allgemeinen Regel, da� Frustration das H�upfen vermindert, Wehselwirkungjedoh verst�arkt, siehe (15), ist zu erwarten, da� es gebundene Zust�ande gibt, obwohl dasModell zweidimensional ist.2.3 St�orstellenDer E�ekt von Dotierung beziehungsweise von Kettenenden ist Inhalt der Arbeiten [I,III℄.Dotiertes CuGeO3 ist experimentell ausf�uhrlih untersuht worden f�ur vershiedene Do-panden Zn [106{109℄, Mg [110℄, Si [111{113℄, Ni [107,109,108℄ und Mn [108℄. Der Einu�der vershiedenen Substanzen ist �ahnlih [114℄. Augenf�allig ist das Auftreten von Antifer-romagnetismus in Koexistenz mit der Dimerisierung.Dotiert man Spinsysteme, die sih in einem RVB-artigen Grundzustand be�nden, soentstehen ungepaarte S = 1=2 Objekte [115{117℄. F�ur die Erkl�arung nehmen wir zun�ahstan, da� eine unmagnetishe St�orstelle an Stelle eines Spins eingef�uhrt wird. Waren vor derDotierung alle Spins zu Singuletts gepaart, so fehlt nun einem Spin der Partner, so da�ein S = 1=2 Spinon �ubrigbleibt. Wird eine S = 1 St�orstelle eingef�uhrt, so ist die Situation�ahnlih. Sie koppelt mit den zwei benahbarten S = 1=2 zu S = 0, wobei aber wieder einS = 1=2 Spinon ungepaart bleibt [118,119℄.Der Einfahheit halber werden wir im folgenden Kettenenden betrahten, die man sihdurh unmagnetishe oder magnetishe St�orstellen verursaht denken kann [I℄. Ohne Di-merisierung ist das ungepaarte Spinon9 niht lokalisiert und entlang der ganzen Kette zu9Der Begri� `Spinon' wird hier verwendet, um anzudeuten, da� niht ein nakter Spin gemeint33



�nden [120,121℄. Mit Dimerisierung kommt es auf die Besha�enheit der Kopplung zwi-shen letztem und vorletztem Spin an. Ist diese �uberdurhshnittlih, so gibt es in diesemKettenst�uk kein S = 1=2, da alle Spins einen nat�urlihen Partnerspin zur Singulettbildunghaben, siehe Abb. 1(b) in [I℄. Ist die letzte Kopplung hingegen unterdurhshnittlih, soentsteht ein Spinon, da der letzte Spin keinen nat�urlihen Partnerspin zur Singulettbildunghat, siehe Abb. 1(a) in [I℄. Bewegt sih nun dieses Spinon, so kostet das potentielle Energie,wie in Abb. 1() in [I℄ skizziert. Auf dem Kettenst�uk zwishen dem Kettenende und demSpinon sind die starken Kopplungen und die Singuletts falsh ausgerihtet. Dies begr�undetein anziehendes Potential, das letztlih zu on�nement f�uhrt.F�ur Spin-Peierls-Systeme mag man an dieser Stelle einwenden, da� sih die Verzerrungder Verteilung der Singuletts anpassen kann. Dazu sind zwei Punkte zu bemerken. Dererste betri�t die Geshwindigkeiten der Prozesse. Die Verzerrung wird sih nur dann dermagnetishen Situation anpassen, wenn die Phononen shneller sind als die Spinonen. Grobgesprohen mu� J < ! gelten. Darauf wird in Kapitel 4 noh ausf�uhrlih eingegangen. Derzweite, hier wesentlihe Punkt ist die Beeinussung einer Kette durh ihre Nahbarketten�uber die elastishe Wehselwirkung. Damit ist gemeint, da� die Verzerrung auf einer Ketteeine Verzerrung auf den Nahbarketten beg�unstigt (siehe Gl. (38)). Das r�uhrt einerseits vonder Dispersion der Phononen senkreht zu den Ketten her. Andererseits sind die relevantenPhononen in den betrahteten Gittern mit Basis ausgedehnte Objekte [122{124℄. Da sihnun die einzelne St�orstelle, wie wir sie bei geringer St�orstellenkonzentration betrahtenk�onnen, und mit ihr das Spinon nur auf einer Kette be�ndet, bleiben die Nahbarkettenunver�andert dimerisiert. Sie pr�agen der gest�orten Kette �uber die elastishe Wehselwirkungeine statishe Dimerisierung auf. Dies ist das adiabatishe Bild, das wir hier verwenden.Das Skalierungsverhalten des bindenden Potentials h�angt wiederum vom Wert derFrustration ab. Ist diese unterkritish, so hat man ein Ansteigen mit WurzelverhaltenV (x) / qjxj [I℄; im �uberkritishen Bereih ein lineares Ansteigen V (x) / jxj [II,III℄. Aufjeden Fall ist das Spinon in der N�ahe des Kettenendes gebunden, was man in numerishenRehnungen an Hand der lokalen magnetishen Momente auh sehr gut sieht [I℄. Weiterhingibt es auh noh angeregte gebundene Zust�ande, die unterhalb des Kontinuums liegen[I℄. Tats�ahlih wurden in ESR-Experimenten [125℄ und in elastisher Lihtstreuung [III℄,[126,127℄ Linien beobahtet, die gut mit dem Bild gebundener Zust�ande zusammenpassen.Allerdings stimmen die Energien dieser Linien niht mit den Ergebnissen strikt eindimen-sionaler Rehnungen �uberein.Um die Situation in h�oheren Dimensionen zu beshreiben, ist es g�unstig, in das Ma-gnonbild zu wehseln. F�ur das qualitative Verst�andnis soll uns nullte und erste OrdnungSt�orungsrehnung gen�ugen. Der durh die Dotierung freigesetzte Spin ist dann absolut lo-kal neben der St�orstelle, wie in Abb. 20 in der ersten Zeile gezeigt. Wendet man nun denspinerhaltenden Ramanoperator R [70,128℄ an, so kann man ein einzelnes Triplett anregen,obwohl es Spin S = 1 hat. Es handelt sih um eine spinonassistierte Tripletterzeugung, beider der S = 1=2 Spin und der S = 1 Spin nah dem Streuproze� zu Stot = 1=2 gekoppeltsind [III℄. Aus der undotierten Substanz heraus mit S = 0 Grundzustand ist ein solherStreuproze�, bei dem nur ein Triplett erzeugt wird, niht m�oglih.ist, sondern ein komplizierteres, ausgedehntes Objekt.
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S=1/2Abbildung 20. Wirkung des Ramanoperators auf ein stark dimerisiertes System mit St�orstelle.Ein Triplett wird erzeugt bei Erhaltung des Spins.Das Triplett kann sih nun auf Grund der shw�aheren Kopplungen vom Ort seinerErzeugung entfernen. Davon w�urde man allerdings nur ein relativ breites (Breite � J)Kontinuum im Spektrum erwarten, das bei der Triplettl�uke �trip beginnt. Tats�ahlihwird aber ein relativ sharfer Pik beobahtet, der dem aus zwei Magnonen aufgebautenSingulettzustand bei a. 1:9�trip �ahnlih ist [III℄. Diese �Ahnlihkeit bezieht sih sowohl aufdie Pikform als auh auf alle Auswahlregeln. Die Kante des spinonassistierten Piks liegtauh knapp unterhalb von �trip.Zus�atzlih zu dem H�upfmatrixelement aus (15) �ndet manw1=2 = �(�=2)(1 + 2��) (37)f�ur die Wehselwirkungsenergie, wenn das Triplett neben dem freien Spin sitzt. Darausresultiert ein gebundener Zustand, der im Spektrum einen Pik unterhalb des Kontinuumsverursaht. Die resultierenden Bindungsenergien sind allerdings zu gro� im Vergleih zuden experimentellen Daten.Generell ist es so, da� Bindungse�ekte in h�oheren Dimensionen shw�aher sind. Ursaheist der verminderte zur Verf�ugung stehende Phasenraum bei niedrigen Energien. Die Zu-standsdihte an der unteren Bandkante divergiert in d = 1 wie 1=p!, ist in d = 2 konstant!0 und vershwindet in d = 3 wie p!. Daher ist zu erwarten, da� die Ber�uksihtigungvon Zwishenkettenkopplungen die Bindungsenergien vermindert und die Piks gebundenerZust�ande n�aher an die Kontinua r�ukt, wie es der experimentellen Situation entspriht [III℄.Die fehlende quantitative �Ubereinstimmung zwishen Theorie und Experiment falsi�ziertdas grunds�atzlihe Bild also niht.F�ur Spin-Peierls-Systeme, deren elastishe Zwishenkettenkopplung niht sehr gro� ist,kann die Betrahtung einer St�orstelle in einer fest dimerisierten Kette noh verbessert wer-den, indem eine adaptive Modulation zugelassen wird. Dazu wird die Verzerrung selbstkon-sistent berehnet aus der Minimierung des folgenden Hamiltonoperators (siehe auh (11b)und Abshnitt 3.2)H = JXi �(1 + Æi)SiSi+1 + �SiSi+2 + K2 Æ2i + fÆi(�1)iÆbulk� ; (38)wobei K = K0+f sei und K0 die Federkonstante ist, die man im rein eindimensionalen Sy-stem n�ahme, um dieselbe Verzerrung Æbulk in der homogen dimerisierten Phase zu erhalten.Der Term fÆi(�1)iÆbulk beinhaltet den Einu�, den die fest dimerisierten Nahbarketten35



auf die gest�orte Kette aus�uben. Sie pr�agen der gest�orten Kette eine Vorzugsdimerisierungauf.10Die Ergebnisse aus der Minimierung von (38) sind in Abb. 21 dargestellt [129℄. DerGrundzustand des Spinsystems wurde dabei mit Dihtematrixrenormierung bestimmt[IV,I℄. Entsprehende Daten wurden mit Quanten-Monte-Carlo auh von Poilblan undMitarbeitern gefunden [118,119℄.
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Abbildung 21. Lokale Verzerrungen (f�unfah vergr�o�ert) und Magnetisierungen in der N�aheeines Kettenendes, das hei�t einer St�orstelle am Platz 0. Die Parameter sind K = 18:064, � = 0:35und f wie angezeigt.Man erkennt in Abb. 21, da� das Spinon, dessen Aufenthaltswahrsheinlihkeit pro-portional zu mi ist [I℄, niht direkt an der St�orstelle lokalisiert ist, sondern an der sihausbildenden Nullstelle der Verzerrung Æi. Diese Nullstelle entsteht, da das System amKettenende eine starke Bindung bevorzugt, um den letzten Spin zu paaren. Das gibt einDimerisierungsmuster vor, das aber niht dem durh die Nahbarketten beg�unstigten Mu-ster entspriht. Daher wandelt sih das Dimerisierungsmuster je nah dem Wert von f inuntershiedlih gro�em Abstand wieder zum Bulkmuster um (siehe Abb. 21), so da� ei-ne Nullstelle entsteht. Die Bindung des Spinons an diese Nullstelle kann �ahnlih wie dieBindungen bei konstanter Dimerisierung verstanden werden, wie in [I℄ dargelegt ist.Berehnet man die Energiel�uke � bei festgehaltenen Verzerrungen wie in Abb. 21gezeigt, so �ndet man, da� sie signi�kant kleiner ist als die Bulktriplettl�uke �trip. Sie�andert sih wenig mit f und betr�agt 52% f�ur f = 0:01 und 64% f�ur f = 1 von �trip.Dies ist ein Hinweis daf�ur, da� zumindest in der hier vorgestellten adiabatishen RehnungSelbstlokalisierung (\self-trapping") auftritt. Das Spinon ist in erster Linie an die Nullstelle10Vernahl�assigt sind in Gl. (38) die R�ukwirkungen der gest�orten Kette auf die Nahbarketten.Man �uberlegt sih jedoh shnell, da� diese E�ekte wie 1=z unterdr�ukt sind, wobei z die Anzahlder Nahbarketten ist. 36



gebunden, so da� die Anregungsenergien niht wesentlih vom Abstand zum Kettenendeabh�angen. Das kombinierte Objekt Spinon-Nullstelle, also ein Soliton, wird von der Zwi-shenkettenkopplung an die St�orstelle gedr�ukt (siehe auh [130℄).Die adaptive Rehung als solhe ergibt jedoh keine Verbesserung der �Ubereinstimmungder Energiewerte mit dem Experiment gegen�uber den Betrahtungen in fest dimerisiertenKetten. Die Werte sind vergleihbar niedrig (vgl. [I,III℄). Auh bei adaptiver Modulati-on ist der Einu� der magnetishen Zwishenkettenkopplung entsheidend und f�uhrt zurVerminderung der Bindungsenergie.Um das experimentelle Bild abzurunden, sei auf das Auftreten einer antiferromagneti-shen Phase bei Dotierung hingewiesen. Bisher haben wir jeweils nur eine isolierte St�orstellebetrahtet und in drei vershiedenen Zug�angen lokalisierte S = 1=2 Momente festgestellt.Erh�oht man nun die Konzentration dieser lokalisierten Spinonen, beginnen diese, �uber denAustaush von Magnonen antiferromagnetish wehselzuwirken. Diese Kopplungen beste-hen entlang der Ketten und zwishen den Ketten, so da� ein dreidimensionaler verd�unnterAntiferromagnet mit variierenden Kopplungen entsteht, der einen N�eelgrundzustand hat.Allerdings besteht noh kein Konsens, in welher Art sih die relevante Energieskala TN�eelergibt [131{133℄.
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3. Inkommensurabel modulierte PhasenLegt man an ein Spin-Peierls-System in der D-Phase bei tiefen Temperaturen ein Ma-gnetfeld an, so bleibt diese Phase stabil bis zum Erreihen eines kritishen Magnetfel-des H (Abb. 16). Die Stabilit�at r�uhrt von der Singulett-Triplett-L�uke �trip her. EineAbsh�atzung f�ur H ist daher auh g�BH = �trip. Tats�ahlih ist H etwas kleiner undseine Zeemanenergie liegt bei a. 80% der Energiel�uke. Oberhalb des kritishen Feldesver�andert sih n�amlih auh die Modulation. Das System bildet eine inkommensurabelverzerrte Phase (I-Phase) aus. Die Eigenshaften dieser I-Phase sind Gegenstand der Ar-beiten [IV℄ und [VI℄ mit Bez�ugen zu [I℄.Im ersten Unterkapitel wird eine im wesentlihen sinusoidale Modulation diskutiert.Im zweiten wird die Modulation selbstkonsistent berehnet. Beide Modelle behandeln dieVerzerrung adiabatish. Im letzten Unterkapitel shlie�lih wird aufgezeigt, da� der nihta-diabatishe Charakter einen wihtigen Einu� auf die beobahteten Amplituden der alter-nierenden Gr�o�en hat.3.1 Sinusoidale ModulationIn einer Reihe von Arbeiten wurde mit elastisher R�ontgenstreuung gezeigt [134{136℄, da�die Verzerrungen in der I-Phase tats�ahlih inkommensurabel sind, wobei die Abweihungvon der Dimerisierung jq � �j mit dem Magnetfeld ansteigt. Das ist leiht zu verstehen,wenn man sih die Situation zun�ahst in einem XY -Modell veranshauliht, das nah (17)ohne Frustration (� = 0) freien Fermionen entspriht. Betrahtet man die Suszeptibilit�atbez�uglih einer Verzerrung, so ist diese f�ur q = 2kF maximal, da f�ur diesen WellenvektorTeilhen-Loh-Paare vershwindender Energie erzeugt werden k�onnen. Es bildet sih alsoeine Verzerrung bei q = 2kF = 2�n = 2�m + � aus, wobei n die Teilhendihte imfermionishen Modell ist und m die Magnetisierung im Spinmodell (16a). Weil durh dieseVerzerrung die entarteten Zust�ande bei �kF mit denen bei kF gekoppelt werden, entstehtbei k = �kF eine L�uke. Shaltet man nun stetig die Wehselwirkungen bei festgehaltenerTeilhenzahl an, so k�onnen keine Zust�ande �uber diese L�uke springen, so da� das Bildeiner Verzerrung bei 2kF auh mit Wehselwirkung g�ultig bleibt [VI℄, [38℄. Man erh�alt dieBeziehung jq � �j = 2�m : (39)Numerish l�a�t sih diese Relation explizit best�atigen [IV℄.Da sih nun experimentell herausgestellt hat, da� die h�oheren Harmonishen der Verzer-rung deutlih unterdr�ukt sind [135℄, liegt es nahe, als erstes folgendes Modell zu betrahtenH = JXi [1� Æ1 os(qri)℄SiSi+1 (40)mit einem (39) entsprehenden q. Diese Betrahtung wurde in [VI℄ durhgef�uhrt. Es wurdeauh noh die dritte Harmonishe bei 3q ber�uksihtigt, deren Amplitude jedoh nur a.7% der ersten Harmonishen bei q betr�agt. Die resultierenden kleinen Korrekturen liegenjedoh nur im Prozentbereih.Unser Augenmerk gilt den lokalen Magnetisierungen mi = hSzi i, deren Verteilung inNMR-Experimenten [137{140℄ bestimmt werden kann. Die experimentellen Daten wurdenmit einigem Erfolg mit einer Kontinuumstheorie [141℄ verglihen. Diese beruhte jedoh auf38



einer Hartree-Fok-Behandlung, in der die Hartree- und Fokterme als r�aumlih konstantangenommen wurden. Es wird in [VI℄ gezeigt, da� dies eine zu grobe N�aherung ist. DiePhysik reduziert sih auf die einer XY -Kette. Die antiferromagnetishen Korrelationensind erheblih kleiner als in einer isotropen XYZ-Spinkette. Dieser Shlu� wird auh vonanderen Ergebnissen gest�utzt [142,143℄, [IV℄. Damit stellt sih allerdings die Frage, warumim Experiment die relativ kleinen Amplituden einer XY -Kette gesehen werden. Die guteSpinisotropie in Kupraten kann niht in Zweifel gezogen werden. Die in [VI℄ vorgeshlageneL�osung besteht darin, da� man experimentell eine e�ektive Magnetisierung me�i sieht, dieeinem Mittelwert benahbarter Magnetisierungen mi entsprihtme�i = (1� 2)mi + (mi�1 +mi+1) : (41)Tats�ahlih stimmen die Ergebnisse nah einer Mittelung mit  = 0:2 gut mit dem Expe-riment �uberein [VI℄. Die mikroskopishe Begr�undung f�ur die Mittelung wird in Abshnitt3.3 skizziert.Der Grund, warum man �uberhaupt an den Nullstellen der Modulation starke lokaleMagnetisierungen sieht, liegt in der Lokalisierung eines Spinons. Jede Nullstelle bindetgenau ein Spinon [I℄, was man auh durh Summation der mi um ein Maximum herumfeststellen kann. Es ergibt sih genau 1=2.In [IV℄ wurde f�ur die sinusoidale Modulation (40) das Verhalten der Grundzustands-energie als Funktion der Magnetisierung untersuht. Die Kenntnis von E(m) erlaubt,auf die Ordnung des Phasen�ubergangs zu shlie�en. Mittels einer Legendretransformation~E(h) = E(m)� hm erh�alt man auh Kenntnis von ~E(h), der Abh�angigkeit der Grundzu-standsenergie vom Magnetfeld h = g�BH. Aus einer Unstetigkeit von E(m) f�ur m ! 0folgt, da� der �Ubergang von der D- in die I-Phase bei sinusoidaler Modulation ersterOrdnung ist. Die Hauptursahe f�ur die Unstetigkeit liegt darin, da� der Mittelwert desQuadrats der sinusoidalen Verzerrung os(qri) auf Grund der diskreten ri unstetig von 1auf 1=2 springt, wenn q in�nitesimal von � vershieden ist [IV℄.Zwar ist experimentell der �Ubergang von der D- in die I-Phase tats�ahlih von er-ster Ordnung [144,135,137,47,46℄. Doh ist die beobahtete Unstetigkeit nur gering. EineBeshreibung mit rein sinusoidaler Modulation ist niht hinreihend.3.2 Adaptive ModulationIm vorigen Unterkapitel wurde abshlie�end festgestellt, da� eine sinusoidale Modulationzu einem Phasen�ubergang erster Ordnung f�uhrt. Daher wenden wir uns wieder dem Mi-nimierungsproblem (11) zu und bestimmen die Verzerrungen selbstkonsistent. Ableitungnah Æi liefert im Grundzustand je nah Kopplungsmuster0 = hSi+1Sii � hSi�1Sii+KsÆi (42a)0 = hSi+1Sii � hhSj+1Sjii+KvÆi ; (42b)wobei in der zweiten Gleihung (42b) noh die Nebenbedingung, da� die Verzerrungen imMittel Null sein sollen, ber�uksihtigt wurde. Dies f�uhrt zu dem Auftreten des Mittelwertesaller N�ahstnahbar-Skalarprodukte hhSj+1Sjii.In Abb. 22 ist ein typishes Ergebnis gezeigt, das mittels DMRG gewonnen wurde [145℄.39
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Abbildung 22. Verzerrungen Æi und lokale Magnetisierungen mi = hSzi i f�ur ein Solitongittermit zwei Solitonen in einer periodishen Probe von 108 Pl�atzen. Die Parameter sind Kv = 18und � = 0:35. Die durhgezogenen Linien sind Fits gem�a� der Gleihungen (43) mit Æ = 0:014,kd = 0:965, �d = 10:1 und W = 0:21, R = 5:0, km = 0:992, �m = 7:8.Auf der magnetishen Seite ist kein wesentliher Untershied zu den Ergebnissen beisinusoidaler Verzerrung in [VI℄ zu �nden. Das ist niht verwunderlih, weil die Lokalisierungim wesentlihen vom Nulldurhgang der Verzerrung bestimmt ist [I℄. F�ur die Verzerrungenergibt sih, da� auh die Abweihung von konstant alternierender Dimerisierung lokalisiertist, was aus Bedingung (42) folgt.Im folgenden verwenden wir den Begri� `Soliton' f�ur die aufeinander abgestimmte Kom-bination einer Nullstelle der Verzerrung und eines dort lokalisierten Spinons. Die Verzerrungeines isolierten Solitons ist stufenartig (kink). Darin o�enbart sih der wesentlihe Vorteil zueiner sinusoidalen Verzerrung. W�ahrend bei der sinusoidalen Verzerrung das mittlere Ver-zerrungsquadrat sofort auf die H�alfte des Werts im homogen dimerisierten Zustand abf�allt,ist der Abfall bei einer periodishen Anordnung von Solitonen, d.h. bei einem Solitongitter,proportional zur Solitonenanzahl und zu ihrer Breite �. Eine geringe Solitonkonzentrationbedeutet daher auh nur eine geringe �Anderung der Energie, so da� E(m) Lipshitz-stetigist [IV℄.Wir haben E(m) f�ur das Modell (11b) untersuht und gefunden, da� es zu einem stetigenPhasen�ubergang f�uhrt, wenn auh die Magnetisierung sehr shnell wiem / �1= ln(H�H)ansteigt [IV℄. Die Ergebnisse g�angiger Kontinuumstheorien beinhalten ebenfalls Pha-sen�uberg�ange zweiter Ordnung [146{151,141℄. Lediglih Horovitz erw�ahnt in einer fr�uhenArbeit [152℄ die M�oglihkeit von Solitonenanziehung, die zur einem �Ubergang erster Ord-nung f�uhren w�urde. Buzdin und Mitarbeiter erwarten bei endlihen Temperaturen einenPhasen�ubergang erster Ordnung [153℄.Tats�ahlih kommt es auf die Details der elastishen Energie an. Wie shon Cross [154℄qualitativ argumentierte, f�uhrt eine elastishe Energie mit Dispersion K(q), die Verzer-40



rungen mit q = � bevorzugt, wieder zu Phasen�uberg�angen erster Ordnung [IV℄. Die po-sitive Kr�ummung der wellenvektorabh�angigen Federkonstanten K(q) im Bereih q � �unterdr�ukt h�ohere Harmonishe in der optimalen Verzerrung und beg�unstigt daher si-nusoidale Modulation. Gleihzeitig wird ein konkaves Verhalten11 von E(m) bei kleinerMagnetisierung erzeugt, das �uber eine Maxwellkonstruktion zu Phasenseparation f�uhrt.Also ist der Phasen�ubergang erster Ordnung [IV℄. Der Sprung in der Magnetisierung kannjedoh beliebig shwah sein in Abh�angigkeit von der genauen Dispersion K(q), was eininteressantes Szenarium f�ur den �Ubergang erster Ordnung in CuGeO3 liefert. Diese Ergeb-nisse stimmen mit der Shlu�folgerung aus einer ph�anomenologishen Ginzburg-Landau-Beshreibung [155℄ �uberein, da� ein Phasen�ubergang erster Ordnung D!I das typisheSzenarium ist.Direkt am Phasen�ubergang sind die Solitonen relativ weit voneinander entfernt und derUntershied zwishen sinusoidaler und adaptiver Modulation f�allt ins Gewiht. Bei h�oher-en Solitonkonzentrationen ergibt sih in jedem Fall eine sinusoidale Modulation, derenAmplitude vom Modell abh�angt. Das mittlere Verzerrungsquadrat konnte aus den Git-terkonstanten bestimmt werden und dekt sih gut mit den Vorhersagen aus dem Modell(11b), siehe [49℄.Es gibt eine Reihe von Kontinuumstheorien f�ur Solitongitter. Die meisten behandelnim wesentlihen die freien Fermionen des Peierls-�Ubergangs bzw. der reinen XY -Kette[146{153,141℄. Es gibt jedoh auh Ableitungen f�ur die isotrope Heisenbergkette [93,85,87℄.Das Resultat l�a�t sih inmi = W2 ( 1Rdn rikm�m ; km!+ (�1)in rikm�m ; km!) (43a)Æi = Æ sn rikd�d ; kd! (43b)zusammenfassen (sn; n; dn sind die elliptishen Jaobifunktionen [156℄). Dabei gelten zwi-shen den Parametern W , R, km, �m, und kd, �d gem�a� der Kontinuumstheorien nohfolgende Zusammenh�ange� := �m = �d , k := km = kd (44a)1 = 4mkm=dK(km=d)�m=d (44b)1 = �km�mWR : (44)Die erste Beziehung (44a) r�uhrt daher, da� eine feste Proportionalit�at zwishen der lokalenVerzerrung und dem Kosinus der klassishen Phase 2� der bosonisierten Theorie os(2�)angenommen wird (siehe unten). Die zweite Beziehung r�uhrt daher, da� durh die Magne-tisierung auh die Periodizit�at festgelegt ist nah (39) und [156℄. Die dritte Beziehung folgtebenfalls aus der mittleren Magnetisierung m, die nah (43a) durhm = W2Rdn rkm�m ; km! = W2R �2K11Das konkave Verhalten tritt auf, wenn in der Rehnung eine �aquidistante Solitonverteilungerzwungen wird. Lie�e man eine allgemeine Solitonverteilung zu, f�ande man die Phasenseparationdirekt. Letzteres ist rehnerish aber viel shwieriger.41



gegeben ist, woraus (44) durh Einsetzen von (44b) folgt. Die �uberstrihenen Gr�o�en sind�uber eine Periode gemittelt.Die Fits in Abb. 22 basieren auf den Ans�atzen (43). Dabei wurde (44a) niht beahtet,da sonst keine �Ubereinstimmung erzielt w�urde. Die Relation (44b) wurde verwendet. DieRelation (44) kann �uberpr�uft werden. Sie ist mit Fehlern im Prozentbereih erf�ullt12.Hervorhebenswert ist der Untershied zwishen der elastishen �d und der magnetishenSolitonbreite �m. Er betr�agt ungef�ahr 30%, h�angt aber noh von der Frustration ab [145℄.Die Tatsahe, da� �d=�m deutlih �uber Eins liegt, stimmt mit den experimentellen Befunden�uberein. Mit elastisher R�ontgenstreuung [135℄ wird ein Wert von �d = 13:6�0:3 gefunden.Die NMR-Untersuhungen liefern in der N�ahe des �Ubergangs den Wert �m � 10 [140℄, soda� das Verh�altnis gut mit dem numerishen Resultat �ubereinstimmt.Die Ursahe f�ur die Abweihung vom Resultat (44a) �ndet sih in der Behandlung derFluktuationen und der durh sie induzierten Renormierung. Die semiklassishe Behand-lung, die im Unterabshnitt 2.1.4 �uber bosonishe Feldtheorie skizziert ist, liefert mittelsVariation nah der Verzerrung Æ(x) die Beziehung Æ(x) / e�2� os(2�klass). Wir interessie-ren uns f�ur L�osungen, bei denen �klass um � ansteigt, was einem Soliton entspriht. Wird�(x) nun konstant gleih dem Wert im Grundzustand gesetzt [93,85℄, so erh�alt manÆ(x)=Æ = os(2�klass) = tanh(x=�) ; (45)wobei � durh das Verh�altnis Spinwellengeshwindigkeit zu Energiel�uke vS=� gegeben ist.Da die alternierende Komponente der Magnetisierung proportional ist zu sin(2�klass), erh�altman direkt q1� tanh2(x=�) = 1= osh(x=�) f�ur ihre Ortsabh�angigkeit.Ber�uksihtigt man jedoh, da� die Renormierung in Anwesenheit eines Solitons vonder im Grundzustand um �� abweiht, so erh�alt man f�ur die alternierende Komponenteder Magnetisierung q1� exp(4��) tanh2(x=�), was wegen �� > 0 shmaler ist als dieurspr�unglihe Abh�angigkeit [157℄. Eine quantitative Auswertung steht noh aus. Es istjedoh nah dem eben gesagten shon einsihtig, da� das von Eins abweihende Verh�altnis�d=�m auf die Ortsabh�angigkeit der Renormierung �(x) zur�ukzuf�uhren ist.3.3 PhasonenIn [VI℄ wurde aufgezeigt, da� die Amplitude der alternierenden Magnetisierung deutlihum einen Faktor 4 bis 6 zu gro� ist im Vergleih zum Experiment. Auh umfangreihereRehnungen f�ur adaptive Modulation �andern nihts an dieser Diskrepanz [145℄. Daherhaben wir vorgeshlagen, da� im Experiment niht die lokale Magnetisierung mi an einemKupferion gemessen wird, sondern ein gewisser Mittelwert me�ime�i = (1� 2)mi + (mi+1 +mi�1) : (46)Mit  = 0:2 lie� sih eine gute �Ubereinstimmung mit dem Experiment erzielen.12Man beahte, da� (44) im diskreten System nur insoweit erf�ullt sein mu�, als man das Integral�uber die Jaobifunktionen durh eine Summe �uber St�utzstellen mit Abstand 1=(km�m) beshreibenkann. 42



Es bleibt die Frage nah der mikroskopishen Ursahe f�ur die Mittelung. Tats�ahlihsind nihtadiabatishe E�ekte daf�ur verantwortlih. Das Solitongitter shwingt um sei-ne Ruhelage. Den Charakter dieser Shwingungen versteht man besser, wenn man eineKontinuumsbeshreibung w�ahlt, die zul�assig ist, wenn � deutlih gr�o�er als die Gitter-konstante ist. In einer solhen Kontinuumsbeshreibung kann die Modulation Æ(x) einesSolitongitters ohne Energieaufwand l�angs der Ketten vershoben werden. Das System isttranslationsinvariant. Das Solitongitter briht diese Symmetrie spontan. Daher sind seineAnregungen Goldstonemoden, deren Energie f�ur k! 0 gegen Null strebt. Diese Phasonenverhalten sih absolut analog zu Phononen eines Kristallgitters bis auf die Tatsahe, da�es zu jedem Wellenvektor nur eine Mode gibt, da nur in eine Rihtung, n�amlih entlangder Ketten, vershoben werden kann. Obwohl das ideale Spin-Peierls-System magnetisheindimensional ist, sind die Verzerrungen auf vershiedenen Ketten elastish gekoppelt. Da-her sind die Phasonen Objekte mit dreidimensionaler, wenn auh anisotroper Dispersion.Die Parameter der Dispersion sind �uber die Anisotropie von Korrelationsl�angen und eineGinzburg-Landau-Theorie bestimmt worden [155℄. Der zugeh�orige T 3 Term in der spezi�-shen W�arme ist tats�ahlih gemessen worden [158℄ und Theorie und Experiment stimmengut �uberein.Die oben erw�ahnte Mittelung der alternierenden Magnetisierung kann nun als E�ektder Nullpunktsshwingungen und der angeregten Shwingungen der Phasonen verstandenwerden. Sei das adiabatishe Ergebnis von der Form mi = a(ri) os(�ri) + u(ri), wobei ridie Komponente entlang der Ketten ist und a(ri) den alternierenden Anteil sowie u(ri)den homogenen Anteil der Magnetisierung darstellt. Der Einu� einer Vershiebung durhPhasonen kann ber�uksihtigt werden, indem �ri ! �ri + �̂(ri) ersetzt wird. Gemessenwird auf den relativ langen Zeitskalen einer NMR-Messung der Erwartungswertmexpi = hmii (47a)= a(ri)hos(�ri + �̂(ri))i+ u(ri) (47b)= a(ri)0 os(�ri) + u(ri) (47)mit 0 := exp � 12N Xi h�̂2(ri)i! < 1 : (47d)Man erkennt, da� es in der Tat eine Reduktion gibt, die durh die �ortlihen Fluktuationengegeben ist. Der Faktor 0 ist dem Debye-Waller-Faktor vergleihbar, der aus den Null-punktsshwingungen und aus den Anregungen von Phononen resultiert [5℄.Bestimmt man die zwei f�uhrenden Ordnungen in T , so erh�alt man mit den Werten aus[155℄ 0 = 0:16 exp(�(T=T �)2=2) (48)mit T � � 16:9K. Um auf die Formel (46) zu kommen, bestimmen wir die Funktionen a(r)und u(r) aus den diskreten mi approximativ mita(ri) = mi=2� (mi�1 +mi+1)=4 (49a)u(ri) = mi=2 + (mi�1 +mi+1)=4 : (49b)Setzt man diese Gleihungen wieder in (47) ein, so erh�alt man bei vershwindender Tem-peratur  = (1�0)=4. Der so bestimmte Wert f�ur  (0.21) stimmt gut mit dem Experiment�uberein [159,145℄. 43



Die obenstehenden Ausf�uhrungen zeigen, da� die Dynamik des Gitters auf keinen Fallvernahl�assigt werden darf. Die adiabatishe Behandlung allein reiht niht aus. Das ebenvorgestellte Konzept mag noh unbefriedigend ersheinen, da auf eine adiabatishe Reh-nung am Ende eine nihtadiabatishe Korrektur aufgesetzt wird. Daher soll im n�ahstenKapitel ein Zugang besprohen werden, der nihtadiabatishe E�ekte systematish behan-delt.

44



4. Nihtadiabatishe PhononenbehandlungDieses Kapitel basiert auf Arbeit [V℄. In Abshnitt 3.3 wurde bereits ein experimentellerBefund, die Reduktion der alternierenden Amplitude, besprohen, der eindeutig auf dieBedeutung der Phonondynamik hinweist. Hier wird nun ein alternativer systematisherZugang behandelt, der es erlaubt, ein Modellmit Spin-Phonon-Kopplung unit�ar abzubildenauf ein e�ektives Modell ohne Spin-Phonon-Kopplung. Zuvor werden vershiedene andereZug�ange beleuhtet.4.1 Molekularfeldn�aherung und Random Phase ApproximationIn Unterkapitel 1.4 wurde bereits das Spin-Peierls-Problem (8) in Molekularfeldn�aherungder phononishen Freiheitsgrade besprohen. Der Terminus Random Phase Approximati-on (RPA) bezieht sih darauf, da� die Wehselwirkung zwishen Spins und Phononen inden Phononenpropagatoren durh eine einfahe Phononselbstenergie ausgedr�ukt wird. Dervolle Phononpropagator13 D(!; q) ergibt sih dann aus dem freien (d.h. ohne Spin-Phonon-Wehselwirkung) Propagator D0(!; q) �uber die Dysongleihung [160,161℄D(!; q) = 2!0(q)!2 � !20(q)� 2!0(q)P (!; q) : (50)Die Dispersion der nihtwehselwirkenden Phononen ist !0(q). Die Selbstenergie P (!; q)ist das Produkt aus dem Quadrat der Kopplungskonstante gq und der freien Suszeptibilit�at�0(!; q) des Spinsystems bez�uglih einer Modulation der Kopplungen. Es handelt sih umeine Dimer-Dimer-Suszeptibilit�at [45,161℄, die von Cross und Fisher mittels Bosonisierungberehnet worden ist.Die in (50) formulierte N�aherung stellt die Verallgemeinerung der statishen Moleku-larfeldtheorie auf dynamishe Gr�o�en dar. Man kann (50) ableiten, indem man f�ur dasPhononsystem den Wehselwirkungsterm in (7a) ersetzt gem�a�Aq(b+q + b�q)! hAqi(!) exp(i!t)(b+q + b�q) : (51)Den ben�otigten Ausdruk f�ur hAqi(!) exp(i!t) erh�alt man mit zeitabh�angiger linearer Ant-worttheorie f�ur die St�orung des Spinsystems durhAq(b+q + b�q)! Aq exp(�i!t)uq : (52)Man erkennt, da� genauso faktorisiert wird wie f�ur die statishe Molekularfeldn�aherung,au�er da� noh eine periodishe Zeitoszillation mitgenommen wird. Diese Verwandshafterkl�art aber auh, warum die Ergebnisse der statishen Molekularfeldtheorie (z.B. Ver-shwinden des Ordnungsparameters bei T = T [162℄) zu den Ergebnissen der RPA pas-sen (Divergenz des vollen Phononpropagators bei ! = 0 bei T = T). Diese Art derEntsprehung von N�aherungen f�ur vershiedene Gr�o�en ist im Kontext wehselwirkenderfermionisher Systeme gut bekannt [163,164℄. Es kommt dort darauf an, da� Einteilhen-N�aherungen den Summenregeln f�ur die gen�aherten Zweiteilhen-Gr�o�en entsprehen.13Der Wellenvektor q gibt die Komponente entlang der Ketten an.45



Die Beziehung (50) l�a�t sih auh leiht diagrammatish als Summation der geome-trishen Reihe von Blasenketten ableiten [45℄, wobei der Charakter einer Shwahkopp-lungsn�aherung sihtbar wird. Der RPA-Zugang ist also gut f�ur kleine Kopplungen g. Crossund Fisher argumentieren, da� der RPA-Zugang als Molekularfeldzugang auh gut ist, wenndie Fluktuationen klein sind. Das ist der Fall, wenn die Phononen von Anfang an rehtniederenergetish sind, so da� immer sehr viele Phononen (Anzahl p) an einer Modulationbeteiligt sind und die relativen Fluktuationen gem�a� 1=pp klein sind.Vergleiht man nun eine typishe organishe Spin-Peierls-Substanz, f�ur die Cross undFisher ihren Zugang entwikelt haben, und CuGeO3 in Tabelle 1 [45,165,123,124℄, so er-kennt man, da� die Voraussetzungen bei der anorganishen Substanz ganz andere sind.Experiment und Substanzen(TTF)CuS4C4(CF3)4 CuGeO3TSP = 12 K TSP = 14 KJ = 68K J � 150K� � 20 K � � 23 K!0 � 10K !(1)0 = 150K; !(2)0 = 313K; !(3)0 = 533K; !(4)0 = 1180Kweihwerdendes Phonon vermutet kein weihwerdendes Phonon beobahtetTheorielangsame Phononen shnelle Phononen!0 < � !0 > �Spins passen sih Phononen an Phononen passen sih Spins anPhononen adiabatish zu behandeln Phononen niht adiabatish zu behandelne�ektives Phononmodell e�ektives SpinmodellNiederenergie: phononish Niederenergie: magnetishTabelle 1: Vergleih der Kenngr�o�en einer organishen Spin-Peierls-Substanz und der anorgani-shen Spin-Peierls-Substanz CuGeO3 und die Konsequenzen f�ur ihre theoretishe BehandlungDie Energien in der organishen Substanz sind nur sehr grob gesh�atzt. Es zeigt sihjedoh klar, da� f�ur (TTF)CuS4C4(CF3)4 eine adiabatishe Beshreibung gut begr�undetwerden kann, da die Energie des Phonons kleiner ist als die entstehende Energiel�uke !0 <�. In numerishen Arbeiten war die Bedingung !0 < � notwendig, damit ein \renormiert-klassishes" Bild zutri�t [166℄. In diesem Fall ist eine Molekularfeldbeshreibung sinnvoll.Die Theorierubrik der Tabelle 1 basiert auf der Tatsahe, da� generell das Verhalteneines physikalishen Systems von den niederenergetishen Freiheitsgraden bestimmt ist,die gegebenenfalls durh die Wehselwirkung mit h�oherenergetishen Freiheitsgraden re-normiert werden. Beim Vorhandensein weiher Phononen ist es also sinnvoll, ein e�ektivesPhononmodell zu betrahten, in dem die magnetishen Freiheitsgrade die Phononen re-normieren. Liegen die energetishen Verh�altnisse jedoh umgekehrt, so ist ein e�ektivesSpinmodell die nat�urlihe Beshreibung. Genau ein solhes e�ektives Spinmodell ist in [V℄vorgestellt worden.An dieser Stelle sei erw�ahnt, da� auh die RPA-Behandlung im nihtadiabatishenParameterbereih !0 > � kein weihwerdendes Phonon liefert, sondern einen zentralen46



Pik [161℄. Man mag von daher zu dem Shlu� kommen, da� eine Erweiterung der RPA-Beshreibung unn�otig ist. Jedoh bleibt die Tatsahe bestehen, da� die Energieverh�altnis-se (siehe Tabelle 1) niht f�ur eine RPA-Behandlung sprehen. Weiterhin ergibt sih, da�die Kopplungskonstanten reht gro� sind [124℄, so da� es keine Rehtfertigung der RPA-Behandlung als Shwahkopplungszugang gibt. Der wesentlihe Shwahpunkt bleibt, da�es im Rahmen der RPA keinen Untershied maht, ob es im System nur eine endlihe odereine makroskopishe Anzahl von relevanten Shwingungen gibt. Es werden keine kritishenFluktuationen ber�uksihtigt.4.2 Nihtadiabatishe Zug�angeEs gibt eine Reihe von nihtadiabatishen Zug�angen, die aber miteinander gemein haben,da� sie nur die f�uhrende Ordnung einer Entwiklung in J=!0 systematish als hermitesheHamiltonkorrektur liefern. Der (vermutlih) �alteste Zugang im Zusammenhang mit Spin-Peierlsartigen Problemen stammt von Pytte f�ur ein Isingmodell, das an Gitterfreiheitsgradegekoppelt ist [167℄. Er studierte eine Kopplung der ArtHSB = gXi (byi + bi )Ai (53a)z.B. Ai = �Szi Szi+1 � Szi Szi�1� : (53b)Da die z-Komponenten aller Spins vertaushen, ist es in diesem Fall einfah, die Kopp-lung wegzutransformieren. Nehmen wir der Einfahheit halber an, da� die Phononen alledieselbe Energie !0 haben (Einsteinphononen), dann bringt die Vershiebungbi ! ~bi = bi � g!0Ai (54)die lineare Kopplung (53a) zum Vershwinden. Daf�ur entsteht ein zus�atzliher Term�H = � g2!0A2i : (55)Dieses Vorgehen ist exakt, da die Operatoren ~bi bosonishe Vernihter sind, die mitihren hermitesh konjugierten Erzeugern ~byi die kanonishen Vertaushungsrelationenerf�ullen. Diese Tatsahe st�utzt sih jedoh entsheidend auf die Vertaushbarkeit aller z-Komponenten und gilt niht f�ur den isotropen Heisenbergfall.Im Peierlsfall, d.h. Kopplung an fermionishe Freiheitsgrade, ist eine zu (54) analo-ge Transformation bei Kopplung an fermionishe Dihten ebenfalls vorgeshlagen worden[168℄. Damit diese Transformation exakt ist, ist es allerdings notwendig, da� die Fermionenkeine Dispersion haben.Die letzte Bemerkung ist ein Hinweis darauf, inwieweit man eine Transformation wie(54) f�ur allgemeine Kopplungen retten kann. Im antiadiabatishen Grenzfall J=!0 ! 0kann man die Phononen ausintegrieren [99,169℄ und erh�alt genau den Term (55). EineVerallgemeinerung auf kompliziertere Dispersionen ist direkt [99℄.Die Frage stellt sih nah der systematishen Erweiterung. Mit Methoden der Ausinte-gration ist es durhaus m�oglih weiterzugehen. Die Retardierung der durh die Phononenvermittelten zus�atzlihen Spin-Spin-Wehselwirkung f�uhrt jedoh zum Auftreten nihther-mitesher Terme im resultierenden e�ektiven Hamiltonoperator [169℄. Diese Terme ergeben47



endlihe Lebensdauern und entsprehen dem physikalishen Verhalten. Allerdings ershwe-ren sie eine weitere Auswertung des resultierenden e�ektiven Hamiltonoperators mit den�ublihen Methoden. Daher studieren wir im folgenden unit�are Transformationen, die eben-falls die Spin-Phonon-Kopplung eliminieren. Jedoh erhalten sie auf Grund ihrer Unitarit�atdie Hermitizit�at des Hamiltonoperators.4.3 Flu�gleihungszugangDie Grundidee ist dieselbe wie beim Zugang von Fr�ohlih [170℄ f�ur Elektron-Phonon-Kopplung. Es wird eine unit�are Transformation durhgef�uhrt, die die unerw�unshten Termeim Hamiltonoperator eliminiert.Sei also der Hamiltonoperator aufgespalten H = HDiag+HRest in den Anteil HDiag, denman aus physikalishen oder rehentehnishen Gr�unden behalten m�ohte, und den AnteilHRest, den man wegtransformieren m�ohte. Dann entspriht es dem Zugang von Fr�ohlih,die unit�are Transformation in einem Shritt durhzuf�uhren gem�a�He� = exp(�S)H exp(S) ; (56)wobei S ein antihermitesher Operator ist. Entwiklung bis zu linearer Ordnung in S bzw.in HRest liefert die Bedingung 0 = HRest + [HDiag; S℄ (57)und die Hamiltonkorrektur �H = 12[HRest; S℄ : (58)Aus (57) folgt f�ur den Fall HDiag = HS+HB, da� HB freie Einsteinphononen bi der Energie!0 beshreibt, S =Xi (Ribyi �Ryi bi ) (59a)mit Ri = �gL+ !0Ai (59b)LX = [HS; X℄ ; (59)wobei L ein Liouvilleoperator ist und zwar hier die Vertaushung mitHS. Der resultierendeAusdruk (58) liefert die f�uhrende Ordnung in g2. Der wesentlihe Punkt, der an Hand derobenstehenden Formeln illustriert werden soll, ist das Auftreten von Energienennern wie in(59b). Man erkennt, da� die Terme divergieren, wenn !0 einer Energie aus HS entspriht.Damit briht das Shema als Entwiklung im eigentlihen Sinne zusammen.Am Beispiel des Ein-St�orstellen-Andersonmodells wurde dieses Ph�anomen ausf�uhrlihdiskutiert [171℄. Das Auftreten von Resonanz steht damit im Zusammenhang, da� mandurh die Erf�ullung von (57) Matrixelemente in HRest, die Eigenzust�ande von HDiag mit�ahnlihen Energien verbinden, im selben Shritt wegtransformiert wie Matrixelemente, diesehr untershiedlihe Energien verbinden. Damit verletzt die einstu�ge unit�are Transfor-mation aus (56) die Grund�uberlegung der Renormierung, da� zuerst gr�o�ere Anregungs-energien und dann nah und nah kleinere Anregungsenergien behandelt werden m�ussen,um zu einem physikalishen Niederenergiemodell zu gelangen.48



H�alt man an der Idee einer unit�aren Transformation fest und m�ohte die Renormie-rungseigenshaft hinzugewinnen, so ist das m�oglih, wenn man eine Folge in�nitesimalerunit�arer Transformationen benutzt [101,172,173℄. In der Formulierung von Wegner f�uhrtman eine Laufvariable ` 2 [0;1℄ ein, die die Shar transformierter HamiltonoperatorenH(`) parametrisiert. Dabei ist H(0) der Ausgangsoperator und H(1) = He� der gesuhtee�ektive Operator. Die in�nitesimale Transformation, der Flu�, wird durh den antihermi-teshen Generator �(`) erzeugt dHd` = [�(`); H(`)℄ ; (60)weshalb diese Methode als Flu�gleihungszugang bezeihnet wird. Eine kanonishe Wahlf�ur �(`) [101℄ ist �(`) = [HDiag(`); H(`)℄ : (61)Mit dieser Wahl und f�ur eine `-unabh�angige diagonale Matrix HDiag mit den Energien"k ergibt sih eine exponentielle Unterdr�ukung der Nihtdiagonalelemente hk;k0 gem�a�hk;k0 = h(0)k;k0 exp(�("k� "k0)2`) [101℄. Man erkennt an diesem Ausdruk die Renormierungs-eigenshaft. Die Nihtdiagonalelemente zwishen sehr untershiedlihen Energien werdenstark unterdr�ukt, die zwishen �ahnlihen Energien nur shwah.In der praktishen Anwendung f�uhrt die Renormierungseigenshaft des Flu�gleihungs-zugangs dazu, da� die generierten Kopplungen weniger singul�ar sind als die, die manmit einer einstu�gen Transformation erh�alt [171℄. Als Illustration mag das Problem derElektron-Phonon-Kopplung dienen, f�ur die Lenz und Wegner zeigten [174℄, da� die resul-tierende Cooperpaar-Wehselwirkung Vk;�k;q im ganzen Energiebereih anziehend istV LWk;�k;q = �jMqj2 !q("k+q � "k)2 + !2q (62a)V Fk;�k;q = jMqj2 !q("k+q � "k)2 � !2q : (62b)Die Fermiondispersion ist "k, die Phononenergie !q und die Kopplung Mq. Das obereErgebnis ist das Flu�gleihungsresultat, das untere das der einstu�gen Transformation.An den Energienennern liest man ab, da� die einstu�ge Transformation Resonanz bei!q = j"k+q � "kj zeigt (verbunden mit Vorzeihenumkehr), w�ahrend das in (62a) niht derFall ist.Die Anwendung des Flu�gleihungszugangs auf das Spin-Peierls-Problem ist in [V℄durhgef�uhrt. Neben einer Entwiklung in der relativen Kopplung g=!0 wird im Verh�altnisJ=!0 entwikelt und es werden die beiden f�uhrenden Ordnungen berehnet. Es zeigt sih,da� diese beiden Ordnungen noh mit denen einer einstu�gen Transformation �ubereinstim-men. Auf Grund der reht gro�en Kopplung g [124℄ ist eine Weiterf�uhrung der Rehnungsiherlih notwendig. Die Arbeit [V℄ stellt erst einen Anfangspunkt dar. Qualitativ l�a�tsih jedoh shon einiges aus den in [V℄ gewonnen Ergebnissen lernen.Man erh�alt f�ur das e�ektive Spinmodell allgemein die Korrekturterme�HX = �g2!0 Xi A+i Ai (63a)�HY = g22!20 oth� !02T �Xi hA+i ;LAi i : (63b)49



Setzt man nun einen generishen Operator f�ur die Kopplung ein, z.B.14Ai = (SiSi+1 � SiSi�1) ; (64)so erh�alt man konkret f�ur eine einzelne Kette�HX = g2!0 Xi (SiSi+1 + 12SiSi+2 � 38) (65a)�HY = J4 g2!20 oth� !02T �Xi (�(3� 3�)SiSi+1 + (3� 5�)SiSi+2 + 2�SiSi+3) : (65b)Damit hat man zumindest f�ur g=!0 � 1 und J=!0 � 1 ein e�ektives rein magnetishesModell abgeleitet, wie es nah den �Uberlegungen zu den Energieskalen sinnvoll ist. Wei-terhin kann man auf diese Art systematish zeigen, da� die magneto-elastishen Solitonenanalytish auf rein magnetishe Spinonen abgebildet werden k�onnen. Die physikalishenEigenshaften beider Objekte sind daher gleih, wie shon fr�uher vermutet wurde [68℄.Im wesentlihen liest man vom Ergebnis (65) ab, da� die Kopplung an Phononenzus�atzlihe langreihweitige Spinkopplungen erzeugt, im besonderen �Ubern�ahstnahbar-Frustration. Nun wissen wir andererseits, da� Frustration ein marginaler Operator ist,der erst ab einer gewissen St�arke zum spontanen Symmetriebruh der Translationssym-metrie und dem Auftreten einer L�uke f�uhrt. Wir erwarten also, da� auh die Kopplungan Phononen f�ur die einzelne Kette eine marginale St�orung ist, die erst ab einer gewissenMindestst�arke g zur Symmetriebrehung f�uhrt. Dies ist auh numerish gefunden wor-den [176℄. Die numerishe Untersuhung ist jedoh niht einfah, da man nah dem ebengesagten ein exponentiell shwahes Wahsen der L�uke bzw. des Ordnungsparameters� / exp(�C=(g � g)) erwartet (C: Konstante der Gr�o�enordnung 1) [91℄. Weiterhin wis-sen wir aus dem Verst�andnis der massiven Spinonen im Majumdar-Ghosh-Modell [41℄, da�das Zweispinon-Kontinuum direkt oberhalb der Energiel�uke beginnt. Von daher ist die ex-perimentelle Evidenz einer \doppelten" L�uke [177℄ ein direkter Hinweis auf die (elastishe)Kopplung zwishen den Ketten (siehe unten).Bemerkenswert ist das Auftreten temperaturabh�angiger Kopplungen in (65), siehe auh[175℄. Es stellt die Anwendbarkeit rein statisher Spinmodelle in Frage [56,22,100℄, ob-wohl diese bei der Beshreibung der magnetishen Suszeptibilit�at sehr erfolgreih sind.Ein erster experimenteller Hinweis auf eine Temperaturabh�angigkeit von J(T ) �ndet sihbeim Vergleih der Neutronenstreudaten [178℄ mit den Rehnungen bei endlihen Tem-peraturen [44℄. Fabriius und L�ow �nden bei T = 50K einen Wert J = 158K und beiT = 300K einen Wert J = 136K. Die direkte Abh�angigkeit von J �uber die �Anderungder Struktur [179℄ ist jedoh eine Gr�o�enordnung zu klein, um diesen E�ekt zu erkl�aren[122,124℄. Eine grobe Absh�atzung der nah (65) m�oglihen Temperaturabh�angigkeit ergibtTSP = 14K � g2=!0 � Jg2=!20. Von dieser Gr�o�enordnung kann also eine temperaturin-duzierte �Anderung der Kopplungskonstanten sein. Ein Fit an die Suszeptibilit�at lieferte14Dieser Term hat gegen�uber dem Term Ai = SiSi+1 den Vorteil, da� er in der unverzerrtenPhase keinen Beitrag liefert, siehe [V℄, [175℄. Letztlih mu� man sih aber an den mikroskopishenEigenshaften der Phononen orientieren [124℄. 50



Kopplungs�anderungen [V℄, die auh quantitativ gut mit der Analyse von Fabriius undL�ow �ubereinstimmen. Weitere Untersuhungen in diese Rihtung laufen.Soweit wurde eine einzelne Kette betrahtet. Der Spin-Peierls-�Ubergang bei endliherTemperatur kann jedoh nur in einem Ensemble von elastish gekoppelten Ketten auftre-ten [130,180℄. Dieses Ensemble kann man beshreiben, indem man ber�uksihtigt, da� diePhononen niht nur an einer Kette eine Kopplung ver�andern. Die Phononen sind nihtvollkommen lokal, sondern beeinussen auh jeweils die Nahbarketten. Das kann in dasModell eingebaut werden durh die Betrahtung des KopplungsoperatorsAi;j = Si;jSi+1;j � Si;jSi�1;j + w X<j;j0>(Si;j0Si+1;j0 � Si;j0Si�1;j0) ; (66)worin i wie gehabt der Platzindex in einer Kette ist und j der Index, der die Kette bezeih-net. Die Summe < j; j 0 > erstrekt sih �uber benahbarte Ketten. Der Faktor w gibt an,inwieweit die Nahbarketten der Kette j von den bei j lokalisierten Phononen beeinu�twerden. F�ur w = 0 erh�alt man wieder den Fall isolierter Ketten (64). F�ur w 6= 0 entstehenin �HX aus (63a) zus�atzlihe Terme, die zu denen in (65a) hinzukommen�2g2w!0 Xi;<j;j0>(Si;jSi+1;j � Si;jSi�1;j)(Si;j0Si�1;j0 � Si;j0Si�1;j0) : (67)Die Korrektur �HY �andert sih niht. Da die Terme innerhalb einer Kette nur eine margi-nale St�orung bedeuten (siehe oben), sind es letztlih die Terme in (67), die den Spin-Peierls-�Ubergang treiben. Sie stellen �uberhaupt erst einen Bezug zwishen der Dimerisierung aufeiner Kette mit der auf einer anderen Kette her. Die Koh�arenz der Dimerisierung in ver-shiedenen Gebieten wird also durh die Terme in (67) erzeugt, weshalb wir den AusdrukKoh�arenzterme f�ur sie vorshlagen.Der Spin-Peierls-�Ubergang pr�asentiert sih als ein isingartiger �Ubergang, der eine lo-kale Variable Si;jSi+1;j � Si;jSi�1;j hat, die stetig zwishen �p3=2 und p3=2 variiert.Es handelt sih um einen Ordnungs-Unordnungs-�Ubergang (siehe auh [130,68,180℄). Einweihwerdendes Phonon tauht in dieser Beshreibung niht auf. Es gibt keine ausgedehnteMode, deren Energie am �Ubergang vershwindet. Gleihwohl gibt es nat�urlih energetishtiefliegende Anregungen am �Ubergang (kritishe Fluktuationen), die der Vershiebung derDom�anenw�ande zwishen den Dom�anen untershiedliher Dimerisierung entsprehen. Auhkommt es zu alternierenden Verzerrungen. Die Spinfreiheitsgrade nah der unit�aren Trans-formation sind n�amlih zusammengesetzt aus den urspr�unglihen Spin- und Verzerrungs-freiheitsgraden, so da� eine Dimerisierung, die nah der Transformation nur im e�ektivenmagnetishen Modell auftritt, im untransformierten Modell aus magnetisher und elasti-sher Dimerisierung zusammengesetzt ist.Wir halten fest, da� zumindest im Grenzfall shneller Phononen (g=!0 � 1; J=!0 �1) kein weihwerdendes Phonon auftritt. Dieses Fazit dekt sih mit dem, das man auseiner RPA-Behandlung eines einzelnen Phonons gewinnt [161℄. Ein weihwerdendes Phononsheint damit eher die Ausnahme zu sein als die Regel. Weitere Arbeit an der ausf�uhrlihenBeshreibung des �Ubergangs ist aber notwendig, um die bis jetzt qualitativen Feststellungenzu quanti�zieren.
51



5. ZusammenfassungDie vorliegende Shrift besh�aftigt sih mit drei Shwerpunkten: dimerisierten und fru-strierten Spinketten und deren Kopplung, inkommensurabler Modulation von Spinkettenund nihtadiabatisher Beshreibung von Spin-Phonon-Kopplungen.Zum ersten Shwerpunkt geh�ort die Beshreibung der Anregungen einer Spinkette imS = 1=2 Spinonbild. Die Dimerisierung wirkt als attraktives Potential, das im unterkri-tishen Bereih der Frustration � � � wie die Wurzel des Abstands ansteigt und im�uberkritishen Bereih � > � linear mit dem Abstand w�ahst. Hieraus und mit den ent-sprehenden kinetishen Energien, linear beziehungsweise quadratish im Impuls, ergibtsih der anomale Exponent f�ur die Energiel�ukenabh�angigkeit von der Dimerisierung.F�ur etwas gr�o�ere Dimerisierungen kann das Magnonbild verwendet werden, in demman S = 1 Tripletts als die elementaren Anregungen betrahtet. Die shon im Spinonbildauftauhende M�oglihkeit gebundener Zust�ande �ndet sih auh in der Magnonbeshrei-bung wieder. Hervorzuheben ist ein zus�atzliher Singulettast und ein weiterer Triplettastin den Dispersionen. Die Bindung eines Spinons an eine St�orstelle (fehlender Spin) kannin beiden Bildern verstanden werden. F�ur die Erweiterung auf h�ohere Dimensionen eignetsih das Magnonbild besser als das Spinonbild, da letzteres Dom�anenw�ande erfordert, diesih in keiner o�ensihtlihen Art und Weise auf d > 1 verallgemeinern.Speziell f�ur das niederenergetishe Verhalten in einer Dimension gibt es im Kontinu-umlimes elegante feldtheoretishe Beshreibungen. Die fermionishe Feldtheorie f�uhrt aufein massives Thirringmodell, das exakt l�osbar ist, so da� Energieabsenkung durh Dimeri-sierung, Energiel�uken und gebundene Zust�ande genau bekannt sind. �Aquivalent kann einebosonisierte Formulierung verwendet werden, die zum Sinus-Gordon-Modell f�uhrt. DieseBeshreibung hat den Vorzug gr�o�erer Anshaulihkeit. Mittels semiklassisher Methodenlassen sih wiederum Energieabsenkung, Energiel�uken und gebundene Zust�ande berehnensowie kompliziertere Modulationen.Somit sind wir beim zweiten Shwerpunkt, der sih mit der inkommensurablen Phasevon Spin-Peierls-Systemen befa�t. Es wurde zwishen einer sinusoidalen und einer adapti-ven Modulation untershieden. Die Ordnung des Phasen�ubergangs von der dimerisiertenPhase in die inkommensurable Phase h�angt von der Art der Modulation ab. Eine adaptiveModulation erm�ogliht einen stetigen �Ubergang zweiter Ordnung, wenn die elastishe Ener-gie dispersionsfrei ist. Sonst ergibt sih jedoh ein Phasen�ubergang, der (shwah) ersterOrdnung ist.In �Ubereinstimmung mit dem Experiment induziert die Modulation der Dimerisierungauh von Null vershiedene lokale Magnetisierungen, die am Ort des Nulldurhgangs derDimerisierung lokalisiert sind. Dies ist die Signatur des lokalisierten Spinons. Die Nullstelleder Modulation und das dort lokalisierte Spinon bilden ein magneto-elastishes Soliton, dasbei geringem Magnetfeld die elementare Anregung darstellt. Die inkommensurable Hoh-feldphase l�a�t sih als Solitongitter auffassen. Die Shwingungen dieses Solitongitters sindPhasonen, die in einer Kontinuumsbeshreibung Goldstonebosonen, also masselos, sind.Sie besitzen eine lineare Dispersion f�ur kleine Wellenvektoren und f�uhren zu einem nen-nenswerten zus�atzlihen T 3 Term in der spezi�shen W�arme in der inkommensurablenPhase. Die alternierende Komponente der lokalen Magnetisierungen wird durh die Pha-sonen nennenswert (Faktor 4-6 in CuGeO3) unterdr�ukt, was ein wihtiger Hinweis aufnihtadiabatishes Verhalten ist.Die Form adaptiver Modulation l�a�t sih im Rahmen eines Sinus-Gordon-Modells be-52



rehnen. Es ergeben sih jedoh noh Untershiede zwishen Experiment und direkter Nu-merik (DMRG) einerseits und der Kontinuumsbeshreibung andererseits. Noh laufendeUntersuhungen deuten auf die Wihtigkeit ortsabh�angiger Renormierung hin.Der dritte Shwerpunkt besh�aftigt sih mit nihtadiabatishen Zug�angen zu Spin-Phonon-Kopplungen. F�ur shnelle Phononen bestehen Zweifel, ob eine molekularfeldartigeBeshreibung mittels der Phononen am Brillouinzonenrand allein hinreihend ist. Zug�ange�uber unit�are Transformationen zeigen, da� man f�ur shnelle Phononen (g=!0 < 1,J=!0 < 1)ein e�ektives Spinmodell erh�alt, in dem ein Teil der Frustration e�ektiv von den Phononenherr�uhrt und die Kopplungen auh temperaturabh�angig sind. Die Spin-Phonon-Kopplungerweist sih dabei als marginal, sofern nur isolierte Ketten betrahtet werden. Wesentlihf�ur den Spin-Peierls-�Ubergang ist das Kettenensemble. Die Koh�arenz der Dimerisierung inder ganzen Probe wird erst durh die elastishe Kopplung der Ketten erreiht.Von besonderem Interesse ist, da� in der nihtadiabatishen Beshreibung shneller Pho-nonen kein Weihwerden der Phononen auftritt, was sih mit der experimentellen Situationdekt. Statt des weihwerdenden Phonons ist ein isingartiger Ordnungs-Unordnungs-�Uber-gang zu erwarten, der durh die Koh�arenzterme getrieben wird, die sih aus der elastishenKettenkopplung ergeben.Abshlie�end kann festgestellt werden, da� durh die neuen experimentellen M�oglih-keiten der Synthese und Analyse (quasi-)eindimensionaler Substanzen und der gro�en undauh noh wahsenden Anzahl theoretisher Zug�ange zu solhen Systemen ein Gebiet sehrinteressanter Physik ershlossen wird.
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