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1. Einleitung

Es soll hier aufgezeigt werden, in welchem Zusammenhang die vorgelegten Forschungsar-
beiten zu sehen sind.

Motiviert wurden sie durch die Entdeckung der ersten anorganischen Spin-Peierls-
Substanz, CuGeOs, durch Hase et al. [1]. Diese Substanz ermdglicht als relativ einfache
anorganische, gut kristallisierende Substanz die ganze Palette experimenteller Festkorper-
untersuchungen. Weiterhin enthélt sie als konstituierende Bestandteile dieselben Kupfer-
Sauerstoff-Oktaeder wie die Hochtemperatursupraleiter [2], so daf8 die in den vergangenen
zwoOlf Jahren angesammelte Erfahrung in solchen Systemen ebenfalls der Untersuchung
des Spin-Peierls-Phénomens zugute kam. Mittlerweile ist eine Vielzahl von Ergebnissen
bekannt (siehe fiir eine Ubersicht Ref. [3]), die es erlauben, die existierenden und die neu
enwickelten theoretischen Vorstellungen zu priifen und zu verbessern.

Diese neue Qualitit des Verstiandnisses eines interessanten Festkorperphdnomens macht
die Beschiftigung mit CuGeOj; so interessant. Auflerdem lassen sich die entwickelten Me-
thoden auch auf andere Systeme iibertragen und zur fruchtbaren Anwendung bringen.

1.1 Allgemein

Die physikalischen Eigenschaften fester Korper werden durch die Valenzelektronen der sie
aufbauenden Atome bestimmt. Handelt es sich bei dem festen Kérper um einen Kristall,
bilden die atomaren Orbitale Bénder, die von den Valenzelektronen ganz oder teilweise
gefiillt werden. Handelt es sich um Isolatoren, so liegen in der Regel nur ganz gefiillte oder
ganz leere Bénder vor, die bei niedrigen Energien keine sogenannten Ladungsanregungen
mehr zulassen. Die Anregung eines Elektrons oder eines Lochs erfordert ein gewisses Ener-
gieminimum, d.h. es liegt eine Ladungsenergieliicke vor. Fiir undotierte Metalloxide [4] ist
dies der typische Fall. Das ist leicht zu verstehen, da die stéchiometrische Zusammensetzung
gerade eine ganzzahlige Anzahl von Elektronen pro Formeleinheit garantiert, die ganz oder
halb gefiillte Bdnder impliziert. Halbfiillung ergibt sich durch die zweifache Spinentartung
bei ungerader Elektronenanzahl.

Allerdings sind auch Systeme mit halbgefiillten Béandern héufig Isolatoren auf Grund
der Wechselwirkung der Elektronen untereinander. Die geniigend grofle Wechselwirkung
spaltet das halbgefiillte Band in ein unteres und ein oberes Hubbardband auf, von denen
das untere gefiillt ist, das obere leer. Es liegt ein sogenannter Mott-Hubbard-Isolator vor.
Ein solches System kann exemplarisch durch das Hubbardmodell bei halber Fiillung

(i,5);0 i

beschrieben werden. Die elektronischen Erzeuger (Vernichter) am Platz i zum Spin o € {1
, 4} sind c;[’[, (ci») und die Teilchenzahloperatoren entsprechend n; , = cz,aci,a. Das Hiipfma-
trixelement ¢ charakterisiert die Ubergangsamplitude von einem Atomorbital ins benach-
barte unter Einflufl ihrer wechselseitigen Potentiale [5]. Die Wechselwirkung U steht fiir ein
stark abgeschirmtes abstoflendes Coulombpotential, das die Anwesenheit zweier Elektronen
am gleichen Atom energetisch ungiinstig macht. Fiir eine geniigend grole Wechselwirkung
U liegt ein Mott-Hubbard-Isolator vor [6], da es immer nur ein Elektron pro Platz geben

kann und somit kein Ladungstransport moglich ist.



Die in einem solchen Isolator verbleibenden Freiheitsgrade, die bei niedrigen Energien
noch relevant sind, sind die magnetischen des elektronischen Subsystems, d.h. der elektroni-
sche Spin, und die Gitterschwingungen. Es sind diese Freiheitsgrade, die in der vorliegenden
Arbeit diskutiert werden.

Bei halber Bandfiillung und grofler Wechselwirkung U relativ zum Hiipfmatrixelement
t ist eine Entwicklung um den Limes verschwindenden Hiipfens sinnvoll. Man erhilt in

zweiter Ordnung bis auf Konstanten das spinisotrope antiferromagnetische Heisenbergmo-
dell

H=JYSS; (2)

(.9
mit J = 4¢*/U [7,8]. Hierin ist S; der Vektoroperator eines Spins 1/2 am Platz ¢. Damit
ist in groben Ziigen der allgemeine Weg vom Festkorper zu einem antiferromagnetischen
Quantenspinsystem beschrieben. Es sei der Vollstdndigkeit halber erwdhnt, dafl der loka-

lisierte Spin bei komplizierteren lokalen Verhiltnissen am jeweiligen Atom der Hundschen
Regel folgend auch grofer als S = 1/2 sein kann.

1.2 Néel- oder RVB-Zustand

Die Eigenschaften solcher Quantenantiferromagnete hingen nun entscheidend von drei Pa-
rametern ab: der Dimension d des zugrundeliegenden Gitters!, der Spingréfie S und der
Frustration. Ein unfrustriertes Spinsystem ist eines, bei dem sich die Spins so in A-Spins
und B-Spins aufteilen lassen, dafl immer nur ein A-Spin mit einem B-Spin antiferroma-
gnetisch wechselwirkt und umgekehrt. Eine eventuelle Wechselwirkung von A-Spins oder
B-Spins untereinander sei ferromagnetisch. Jede Abweichung von einer solchen Situation
bezeichnen wir als Frustration.

Einen guten ersten Eindruck eines physikalischen Systems liefert eine Molekular-
feldn&herung. Vernachléssigt man die Quantenfluktuationen, so ist das gleichbedeutend
damit, da} man die Vektoroperatoren S; als klassische Vektoren betrachtet. Dann ist es
einfach, die optimale Spinausrichtung fiir unfrustrierte Systeme anzugeben. Sie besteht dar-
in, daf alle A-Spins zu allen B-Spins antiparallel stehen. Konkret kann man sich vorstellen,
daf3 die A-Spins nach oben und die B-Spins nach unten zeigen, siehe Abb. 1. Ein solcher
Zustand heifit Néelzustand. Verallgemeinernd bezeichnet man alle Zusténde, die eine end-
liche Untergittermagnetisierung (S4) — (Sg) # 0 haben, als Néelzustinde. Die endliche
Untergittermagnetisierung stellt eine langreichweitige Ordnung dar, die die Symmetrie der
Spinrotation bricht. Da diese Symmetriebrechung aus dem System selber heraus erfolgt
und nicht von auflen aufgeprigt ist, spricht man von spontaner Symmetriebrechung.

besser: der Koordinationszahl Z, z.B. fiir hyperkubische Gitter Z = 2d



Abbildung 1. Néelzustand fiir die Kette (d = 1) und das Quadratgitter (d = 2).

Wenn wie im vorliegenden Fall eine kontinuierliche Symmetrie spontan gebrochen wird,
gibt es energetisch beliebig tiefliegende Anregungen, die sogenannten “masselosen Goldsto-
nebosonen”. Im hier diskutierten Fall kann man sie sich als sehr langwellige Verdrillungen
vorstellen, wie in Abb. 2 skizziert. Da das System lokal fast wie im optimalen Zustand aus-
sieht, ist der zusitzliche Energieaufwand beliebig gering. Diese Anregungen entsprechen
einer Anderung der z-Komponente des Gesamtspins um =+1.

it S TN

Abbildung 2. Langsame Verdrillung einer spontan gebrochenen Symmetrie fithrt zu niedriglie-
genden Anregungen: Goldstonebosonen

Der Gegenentwurf zum vorstehenden Néelzustand ist der Resonating Valence
Bond(RVB)-Zustand [9]. In ihm werden alle Spins paarweise zu Singuletts zusammenge-
faBt. Der tatsichliche Zustand ist eine Uberlagerung solcher Singulettproduktzustinde mit
passenden Gewichten [10]. Beispiele fiir typische Singulettproduktzustidnde sind in Abb. 3
gezeigt.

Solche RVB-Zustande sind dadurch charakterisiert, daf sie keine langreichweitige Ord-
nung aufweisen und daher auch keine Spinrichtung auszeichnen. Es handelt sich um Spin-
fliissigkeiten. Ist die Reichweite der in den Uberlagerungen auftretenden Singuletts endlich,
so haben die Anregungen eine Energieliicke, die von der Energie, die zum Aufbrechen eines
Singuletts notig ist, herrithrt. La8t man hingegen eine beliebig grofle Reichweite zu, so
stellt man fest, daf man auch den Néelzustand als passende Uberlagerung von Singulett-
produktzustdnden beschreiben kann [10]. Daraus folgt, dafl langreichweitige RVB-Zustinde
wiederum verschwindende Energieliicken aufweisen kénnen. Die klare Trennung zwischen
néelartigen und RVB-artigen Zusténden wird also in dem Moment, in dem die Energieliicke
verschwindet, unmdaglich.



Abbildung 3. Mdogliche Singulettproduktzustinde, die zu einem RVB-Zustand beitragen, fiir
die Kette (d = 1) und das Quadratgitter (d = 2).

Fiir die Abhéngigkeit von den drei eingangs genannten Parametern Dimension (Koor-
dinationszahl), Spingrée und Frustration gilt nun folgende Faustregel: je grofler die Ko-
ordinationszahl beziehungsweise der Spin, desto eher ist das System in einem néelartigen
Zustand. Frustration hingegen schwicht allgemein den néelartigen Zustand und begiinstigt
den alternativen RVB-Zustand. Im Vorgriff auf spétere Ausfithrungen sei bemerkt, dafl auch
rdumlich verédnderliche Kopplungen RVB-Zustdnde begiinstigen.

Qualitativ 148t sich leicht verstehen, warum hohe Koordinationszahl und hoher Spin
dem “klassischen” Néelzustand entgegenkommen. Die Energie des reinen Néelzustandes,
wie er in Abb. 1 gezeigt ist, und die Energie einer RVB-Komponente aus Abb. 3 sind
variationelle Abschdtzungen der jeweiligen Grundzustandsenergien. Sie sind zwar recht
grob, zeigen aber die grundsdtzliche Abhéngigkeit von Z und S auf. Fiir den Néelfall
erhilt man pro Spin Engg = —S?ZJ/2 und fiir den RVB-Fall Egyp = —S(S + 1)J/2.
Daraus erkennt man sofort, dafl eine Erhéhung von Z den Néelzustand stark begiinstigt.
Eine Erhshung von S ld88t das Verhiltnis zwischen S? und S(S + 1) sich Eins ann#hern,
so daf} die Begiinstigung des RVB-Zustandes wegféllt.

Tatsdchlich 148t sich mit Entwicklungen um den Néelzustand sehr klar zeigen, dafl die
Korrekturen zu ihm wie 1/S beziehungsweise wie 1/Z gehen. Fiir die S-Abhéngigkeit sieht
man das im Rahmen der Spinwellentheorie [11,8]. Fiir die Z-Abhéngigkeit kann man die-
ses Resultat durch explizite Entwicklung um den hochdimensionalen Limes erzielen [12].
Fiir den anderen Grenzfall einer Dimension kann man zeigen, daf} die Spinkette keine Un-
tergittermagnetisierung bei verschwindender Temperatur 7' = 0 erlaubt [13]. Physikalisch
noch einleuchtender ist das beriihmte Argument von Hohenberg, Mermin und Wagner, das
zeigt, dafl in d = 1 und d = 2 bei endlichen Temperaturen die bosonischen Fluktuationen
um den klassischen Grundzustand zu grof} sind, um diesen unzerstért zu lassen [14,15].
Dieses Argument ist sehr allgemein anwendbar [16,17]; letztlich kommt es dabei auf die
Zustandsdichte p(w) solcher Fluktuationen bei niedrigen Energien w an: p(w) oc w(4-2)/2,

Frustration schwicht néelartige Zustande. Der genaue Effekt 148t sich jedoch nicht all-
gemein angeben. Betrachten wir speziell Dreierschleifen als frustrierendes Grundelement,
siehe Abb. 4a. Es ist offensichtlich, daf} ein kollinearer Néelzustand mit antiparalleler Spi-
nausrichtung nicht optimal ist.
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Abbildung 4. (a) Frustration in einer Dreierschleife. (b) Ausschnitt eines Dreiecksgitters.

Dennoch hat das Dreiecksgitter (Abb. 4b) nach allen bisherigen Erkenntnissen [18]
keinen RVB-Zustand, sondern einen verallgemeinerten planaren Néelzustand (Abb. 5), in
dem die Spins eines Dreiecks sternférmig angeordnet sind mit einem paarweisen Winkel
von 120°. Hierbei spielt die relativ hohe Koordinationszahl Z = 6 eine Rolle. Denn fiir das
kagome-Gitter mit Z = 4 (Abb. 6) gibt es Hinweise, dafl keine planare oder andersartige
Ordnung vorliegt [18]. Dieses Gitter ist zur Zeit einer der besten Kandidaten unter den Git-
tern mit nur einer Kopplungskonstante J fiir einen ldngerreichweitigen RVB-Grundzustand,
der zwar eine nennenswerte Energieliicke zum ersten angeregten Triplett hat, aber eine sehr
grofle Anzahl von tiefliegenden Singulettzustinden besitzt [19].

VAVAVAVAVAVAY,
JAVAVAYAVAVAVA
IVAVAVAVAVAVAV/

Abbildung 5. Planare Spinausrichtung (Untergittermagnetisierung) im Dreiecksgitter

Ein Paradebeispiel fiir einen durch Frustration induzierten kurzreichweitigen RVB-
Grundzustand ist die frustrierte Spinkette

Hs = JZ (Sisi—i—l + aSiSi+2) . (3)

Fiir Werte o > «a, &~ 0.241167(+5) liegt spontane Symmetriebrechung der Translationssym-
metrie vor [20-23|. Benachbarte Paare von Spins binden sich bevorzugt zu einem Singulett.
Dies ist in Abb. 7 dargestellt, wobei die ungeraden Plitze im oberen Holm und die geraden
im unteren Holm der Leiter sind. Die Nachstnachbar-Kopplung verlduft zickzackformig,
wéahrend die frustrierenden Kopplungen die Holme ausmachen.

11
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Abbildung 6. Ausschnitt eines kagome-Gitters.

Am sogenannten Majumdar-Ghosh-Punkt a = 1/2 liegt ein perfekter Singulettpro-
duktzustand, wie in Abb. 7 gezeigt, vor [24-26].

Abbildung 7. Einer der beiden Grundzusténde der stark frustrierten Spinkette. Die grauen
Balken stehen fiir erhdhten Singulettcharakter beziehungsweise fiir reine Singuletts am Majum-
dar-Ghosh-Punkt. Durchgezogene Verbindungen stehen fiir die Ndchstnachbar-Kopplung J, ge-
strichelte Verbindungen fiir die frustrierende Ubernichstnachbar-Kopplung o.J.

1.3 Homogene Spinkette

Bevor wir zu den Ketten mit modulierten Kopplungen kommen, soll die homogene Spin-
kette beschrieben werden, da {iber sie am meisten bekannt ist. Der Hamiltonoperator ist
der aus Gl. (3). Speziell werden die beiden exemplarischen Grenzfille « = 0 und a = 0.5
diskutiert.

Ohne Frustration ist (3) exakt losbar basierend auf dem Ansatz von Bethe [27-30].
Sowohl der Grundzustand als auch angeregte Zustinde [31,32] kdnnen exakt bestimmt
werden. Mittels der Quantentransfermatrix 148t sich auch die Thermodynamik des Mo-
dells exakt ermitteln [33]. Bei der antiferromagnetischen S = 1/2 Kette handelt es sich
um ein liickenloses, kritisches System mit quasi-langreichweitigen, algebraisch abfallenden
Korrelationen fiir [i — j| — oo

(8i8;) oc (=) 71/]i — (4a)
((8:8111)(8;8;:1)) ox (—1) 91/ Ji — 1. (4b)

Multiplikative logarithmische Korrekturen sind fiir das folgende nicht wesentlich und da-
her nicht angegeben. Die Resultate (4) werden durch Bosonisierung [34,35] oder durch
konforme Feldtheorie [36] gestiitzt. Der Gesamtspin im Grundzustand ist Null. Die antifer-
romagnetische S = 1/2 Kette steht zwischen einem RVB-System und einem Néelsystem.
Dem RVB-System kommt sie nahe, da ihr eine ausgezeichnete Spinrichtung (Untergitter-
magnetisierung) fehlt und sie einen starken lokalen Singulettcharakter der Wellenfunktion
hat. Dem Néelsystem kommt sie nahe, weil ihre Energieliicke verschwindet und sie starke,
fast langreichweitige antiferromagnetische Korrelationen (4a) hat.
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Wesentlich ist die Natur der Anregungen. Ausgehend vom Verhalten hoherdimensio-
naler Antiferromagneten, deren Grundzustand eine endliche Untergittermagnetisierung
(0.B.d.A. parallel zur z-Richtung) aufweist und deren Anregungen Spinflips mit AS* = +1
entsprechen, wiirde man erwarten, dafl der Spin einer elementaren Anregung aus dem S = 0
Grundzustand heraus den Spin S = 1 tragt. Das ist aber nicht der Fall. Der Spin einer
elementaren Anregung, eines sogenannten Spinons, ist S = 1/2 [32].

bbb bt

Abbildung 8. Darstellung eines S = 1/2 Spinons als Doménenwand ausgehend von néelartiger
Ordnung

Anschaulich kann man diese Anregungen als Domdnenwdinde zwischen zwei Grundzu-
standsmustern auffassen. Ausgehend von einer néelartigen kurzreichweitigen Struktur ist
das in Abb. 8 illustriert. Mittelt man die S*-Komponente entlang der Kette, erkennt man,
daf die Domé#nenwand diese tatsichlich um 1/2 erh6ht. Eine andere Illustration eines Spin-
ons erhilt man ausgehend von einer RVB-artigen Struktur wie in Abb. 9 gezeigt. In diesem
Bild ist der Gesamtspin der Anregung noch klarer als S = 1/2 zu erkennen.

Abbildung 9. Darstellung eines S = 1/2 Spinons als Doménenwand ausgehend von RVB-artiger
Ordnung

Bei beiden stark vereinfachten Darstellungen sollte man jedoch bedenken, dafl die wah-
ren Grundzustinde kompliziertere Uberlagerungen sind. Der néelartige Zustand wird mit
Zustadnden mit unterschiedlicher Anzahl von Spinaustauschprozessen iiberlagert. Der RVB-
artige Zustand wird iiberlagert mit Zustdnden variierender Reichweiten der Singulettpaare.
Beide Darstellungen als Doménenwénde verdeutlichen, dafl es diese Art von Anregungen
nur in erner Dimension geben kann. In h6heren Dimensionen d > 1 ist eine Dom&nenwand
ein Objekt der Dimension d — 1, das seinerseits eine Energie proportional zu L?~! hat, wenn
L die lineare Ausdehnung des Systems ist. Das heifit, dal dom&dnenwandartige Anregungen
nicht die tiefliegenden Anregungen sein konnen. Anders ausgedriickt: Spinonen sind fiir
d > 1 keine (asymptotisch) freien Anregungen mehr.

In Ketten ungerader Spinanzahl liegt immer ein Spinon vor und man kann mittels
der Impulsabhingigkeit der Grundzustandsenergie auf die Dispersion w(k) eines einzelnen
Spinons schlieflen. Man erhélt das in Abb. 10 dargestellte Ergebnis [37], das mit friiher-
en Ergebnissen [31,32] bis auf eine Verschiebung um 7/2 im Impulsraum (Faktor "7 im
Ortsraum) {ibereinstimmt

w(k) = Zcos(k)] (5)
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Studiert man die Dynamik des Strukturfak-
tors S(q,w) [38], der den Imaginirteil der Fou-
riertransformierten in Raum und Zeit des zeit-
geordneten Erwartungswertes (7 (S;(¢)So(0)))
darstellt, so mufl man bedenken, daf} die ele-
mentaren Spinonen nur paarweise erzeugt wer-
den konnen, da der Gesamtspin des Systems
entweder ganzzahlig oder halbzahlig ist. Die
niedrigsten Anregungen bestehen also aus ei-
nem Spinonpaar, das als Ganzes den Impuls
q und die Energie w hat. Dadurch wird aber
die Relativbewegung der beiden Spinonen nicht
festgelegt. Mit anderen Worten, die Bedingung
q = q1 + g2 1a8t immer noch einen Impuls frei.
Somit gibt es fiir alle Energien w, fiir die es
ein Impulspaar ¢;, ¢ mit ¢ = ¢; + ¢2 und mit
w(q1)+w(gz) = w gibt, einen Beitrag zu S(g,w).
Es entsteht ein Zweispinon-Kontinuum, dessen
Triager in Abb. 11 dunkel dargestellt ist. In
Abb. 12 ist der Strukturfaktor gezeigt.

Seine Form ist insofern bemerkenswert, als
in hoherdimensionalen Antiferromagneten die
Energie der Magnonen im wesentlichen durch
deren Impuls festgelegt ist. Dort erwartet man
zu jedem festen ¢ einen J-Pik in S(q,w)
bei der Energie des Magnon-Quasiteilchens.
An diesen Pik schliefit sich energetisch ober-
halb ein inkoh&rentes Zweimagnon-Kontinuum
an, das von endlichen Matrixelementen zu
Zweimagnon-Zustinden herriihrt.

S, 2(0,00)

Abbildung 12. Zweispinon-Anteil Sg) (q,w) = %
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Abbildung 11. Triger (dunkel) des Zwei-
spinon-Kontinuums aus der Dispersion (5)

5@ (q,w) des Strukturfaktors S(g,w) fiir den
isotropen S = 1/2 Quantenantiferromagneten aus Ref. [40]



Am Majumdar-Ghosh-Punkt o = 0.5 liegt das System in einem kurzreichweitigen RV B-
Zustand vor, der eine Energieliicke aufweist. Die Anregungen sind immer noch S = 1/2
Spinonen [41], die jetzt allerdings eine “Masse” haben, d.h. es liegt eine Energieliicke vor
und es ist eine Mindestenergie notwendig, um ein solches massives Spinon zu erzeugen. Da
der Grundzustand exakt bekannt ist, siehe Abb. 7, kann man mittels eines variationellen
Zugangs zuverldssig Informationen iiber die Anregungen erhalten [41-43,39]. Fiir diese
massiven Spinonen ist der in Abb. 9 dargestellte Zustand eine sehr gute Ndherung [41]. Das
Ergebnis einer verbesserten Rechnung, die drei Lanczos-Schritte iiber den einfachen Ansatz
von Shastry und Sutherland hinaus geht [39], ist in Abb. 10 als gestrichelte Linie dargestellt.
Die Liicke betrdgt in dieser Ndherung 0.116953; extrapoliert man sie auf unendlich viele
Lanczos-Schritte, so erhélt man die Abschétzung 0.11693 + 2 - 107°J.

Vergleicht man in Abb. 10 das Resultat fiir @« = 0 mit dem fiir & = 1/2, so fillt neben der
Existenz der Energieliicke auf, daf} die Bandbreite, die Differenz zwischen Bandminimum
und Bandmaximum, im frustrierten Fall stark reduziert ist. Frustration mindert also die
Bewegung der Spinonen (vergleiche dazu auch Glg. (15a) das storungstheoretische Resultat
ausgehend vom Dimerlimes in [IX]).

Abbildung 13. Darstellung eines Spinonpaares am Majumdar-Ghosh-Punkt o = 1/2.

Ferner ermdglicht einem der variationelle Zugang, sich einen Eindruck von den spek-
tralen Dichten zu verschaffen. Bestimmt man die Dynamik im Unterraum, der von zwei
Spinonen (siehe Abb. 13) aufgespannt wird, so kann man im Triplettkanal Sioy = 1 und
im Singulettkanal Siy = 0 die spektralen Dichten bestimmen [39], wie sie in Abb. 14
gezeigt werden. Die §-Piks teilweise vorhandener (anti)gebundener Zustinde sind nicht
dargestellt. Das Triplettresultat kann direkt mit dem Ergebnis fiir den dynamischen Struk-
turfaktor in Abb. 12 verglichen werden. Das Kontinuum reicht auf Grund der Energieliicke
selbst bei £ = 7 nicht an w = 0 heran. Die spektralen Dichten verschwinden im allgemei-
nen sowohl an ihrer oberen als auch an ihrer unteren Kante mit einer Wurzelsingularitit?
p X y/|w — wkante|- Im kritischen System lag an der unteren Bandkante fiir alle von 7 ver-
schiedenen Wellenvektoren eine inverse Wurzelsingularitat vor. Im kritischen Fall (Abb. 12)
fallt die spektrale Dichte zur oberen Bandkante hin monoton ab. Am Majumdar-Ghosh-
Punkt gibt es jedoch einen Wiederanstieg, der zu einer trogartigen Form fiihrt, wie sie auch
in exakter Diagonalisierung frustrierter Ketten gesehen wurde [44].

Zusammenfassend sei festgestellt, daBl in den homogenen S = 1/2-Ketten die ele-
mentaren Anregungen S = 1/2 Spinonen sind, die sich asymptotisch frei bewegen. Sie
konnen masselos oder massiv sein, je nach Reichweite der vorhandenen Kopplungen, z.B.
a<a =A=0und o > a, = A > 0. Diese Anregungen haben den Charakter von
Domé&nenwénden und sind spezifisch fiir die Physik in einer Dimension.

2In Abb. 14 sind auch einige Fille fiir spezielle Wellenvektorwerte gezeigt, bei denen ein ge-
bundener bzw. antigebundener Zustand mit der Bandkante zusammenféllt. Das verwandelt die

Waurzelsingularitit p o< v/|w — wKante| in eine inverse Wurzelsingularitit p o< 1/+/|w — wkante| [39]-
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Abbildung 14. Darstellung der spektralen Dichten p(w) am Majumdar-Ghosh-Punkt fiir ver-
schiedene Wellenvektoren k. Es werden nur die Kontinua gezeigt; auftretende gebundene Zustéinde
sind nicht dargestellt. Die Energien w sind in Einheiten von J/2 angegeben.

1.4 Spin-Phonon-Kopplung: Spin-Peierls-Systeme

Nach der Einfiihrung in die grundlegenden Eigenschaften der isolierten Spinsysteme soll die
Art der Ankopplung an die quantisierten Gitterschwingungen, die Phononen, besprochen
werden. Die Phononen selber werden in harmonischer Ndherung betrachtet, die fiir kleine
Schwingungen, d.h. niedrige Energien, gut ist. Der Hamiltonoperator ist dann quadratisch
in den Auslenkungen u,, der Atome um ihre Gleichgewichtslagen und in deren zeitlichen
Ableitungen %,,. Die Phononen sind in dieser Ndherung nichtwechselwirkende Bosonen, die
in zweiter Quantisierung durch

Hy = ZW(Q)bqu (6)

q
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beschrieben werden. Die Wechselwirkung zwischen den Phononen und dem Spinsystem
riihrt daher, daB eine Anderung der lokalen Gitteranordnung die elektronischen Uber-
gangsmatrixelemente beeinflufit und somit auch die magnetischen Austauschkopplungen.
Bei Annahme kleiner phononischer Auslenkungen benétigt man nur eine lineare Ankopp-
lung der Auslenkungen an die Spinaustauschkopplungen

HSB = Z Aq(b; + b,q) (78,)
q

mit Aq = Z g(q, k)SkS_k_q . (7b)
k

Die Hermitizitdt des Hamiltonoperators erfordert A™, = A, bzw. g*(—q,—k) = g(q, k).
Zusammen mit dem Spinanteil Hg aus (3) erhdlt man den kompletten Hamiltonoperator

H = Hs+ Hsg + Hp . (8)

Um sich ein Bild des Verhaltens von H aus (8) zu machen, benutzt man einen Moleku-
larfeldzugang fiir die Phononen. Das bedeutet, dafl man b, und bL durch ihre Erwartungs-
werte ersetzt. Dabei ist es energetisch am giinstigsten, wenn diese Erwartungswerte reell
sind. Konkret haben wir dann b, — uq/2 und somit

H:HS+ZAquq+Z#ug. (9)
q q

Sei g nun ein Mafl fiir die Kopplungsstirke zwischen phononischem und magnetischem
Teilsystem, siehe (7b). Ist diese sehr klein, so kann man auf der Basis von (9) mittels der
magnetischen Suszeptibilitdt erkennen, welche Verzerrung begiinstigt ist. Man erinnere sich
hierzu, daf} eine Suszeptibilitéit die zweifache Ableitung der Energie nach dem Quellfeld ist,
und daf sie somit angibt, in welchem Mafle durch das Quellfeld die Energie des Systems
abgesenkt werden kann. Gegenspieler ist die elastische Energie (dritter Term in (9)), so
daf} prinzipiell bei der Entscheidung, welche Verzerrung auftritt, zwischen magnetisch und
elastisch bevorzugtem Wellenvektor q abgewégt werden muS.

Tatsdchlich erkennt man am langsamen alternierenden Abfall der Dimer-Dimer-
Korrelation (4b), da8 die Suszeptibilitdt des magnetischen Systems gegen eine Verzerrung
mit g. = 7 sogar divergent ist®>. Da A4 und w(q) keine dhnlich ausgeprigte Struktur haben,
setzt sich die magnetische Divergenz durch. Es tritt eine Dimerisierung des Systems ein,
wie sie in Abb. 15 dargestellt ist.

{ Spin-Peierls-Verzerrung

Abbildung 15. Dimerisierung eines Spin-Peierls-Systems

3Es wird hier die entscheidende Wellenvektorkomponente g. (orientiert an den Verhiltnissen in
CuGeOj3) entlang der Ketten notiert. Die Gitterkonstante ist gleich Eins gesetzt.
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Die starke Neigung der Spinkette zur Dimerisierung wird auch dadurch unterstrichen,
daB8 der Energiegewinn nicht nur proportional zu 2 ist, sondern wie §%/3 wichst fiir un-
terkritische Frustration o < «. [45] und linear in § fiir iiberkritische Frustration o > c.
Letzeres riihrt daher, dafl schon das Spinsystem allein ohne Kopplung an Gitterverzer-
rungen spontan die Translationssymmetrie bricht und einen dimerisierten Grundzustand
aufweist, wie er in Abb. 7 schematisch gezeigt ist.

Nach den obigen Ausfiihrungen kann man sich zur Beschreibung der Spin-Peierls-
Verzerrung im dreidimensionalen Kristall bei schwacher Kopplung und in Molekular-
feldndherung auf die Umgebung von ¢. =~ m beschrdnken. Wie das Verzerrungsmuster
zwischen den Ketten sich dndert, d.h. welche Werte die anderen Komponenten von q an-
nehmen, wird nicht magnetisch bestimmt, sondern rein durch den elastischen Teil. Es ist
nicht universell festgelegt. Wir bezeichnen mit q¢ den Vektor der Spin-Peierls-Verzerrung
ohne Magnetfeld und wissen ¢¢ = m. In der Annahme, daf} sich die magneto-phononische
Kopplung und die Phononenenergie bei Abweichungen von q¢ nicht stark &ndern, verein-
facht man Ay — Age und w(q) — w(q®). Nimmt man ferner an, dafl die Abhéngigkeit von
k in g(q%, k) nicht grof ist, so kommt man zu einem der beiden folgenden eindimensionalen
statischen Kopplungsoperatoren

Z w(qd) Z 2
H = Hs + g uz(sz-i-lsz — Si_lsi) + —4 u; (10&)
w(qd) 2

Das Attribut “statisch” bezieht sich hierbei auf die Molekularfeldbehandlung der Pho-
nonen, die deren Dynamik vernachléssigt. Der Unterschied zwischen der spinorientierten
Ankopplung (10a) und der verbindungsorientierten Ankopplung (10b) liegt in deren Ver-
halten bei Spiegelungen an einer Normalenebene der Ketten. Die Kopplung (10a) geht in
ihr Negatives iiber, wihrend die Kopplung (10b) erhalten bleibt.

Ublicherweise definiert man die einheitenlosen Verzerrungen 6; := gu;/J und die zu-
gehorige Federkonstante K := J?w(q%)/(2g¢%), so daf§ (10) iibergeht in

K
H = JZ |:(1 + (Sz — 5i+1)Sz’+ISi + aS,—HSi,l + 753] (lla)
K,
H=JY [(1 +6)Si11Si + aSii1Si 1 + 752.] . (11b)

Im Fall (11b) wird zusitzlich noch gefordert, daf die mittlere Verzerrung >-; d; verschwin-
det. Beziiglich einer Dimerisierung 6; = (—1)’d sind beide Kopplungen dann dquivalent,
wenn K = 4K, gewdhlt wird. Solange man es mit der dimerisierten Phase oder langwelli-
gen Modulationen der Dimerisierung (siehe Kapitel 3) zu tun hat, sind beide Kopplungs-
varianten (11a) und (11b) gleichwertig.

Zur besseren Orientierung im verbleibenden Teil der Schrift soll Abb. 16 dienen. Sie
zeigt das experimentell bestimmte Phasendiagramm der Spin-Peierls-Substanz CuGeOs in
Abhingigkeit von Temperatur und Magnetfeld [46-49]. Bisher wurde erliutert, warum es
zum Auftreten der dimerisierten (D) Phase kommt. Die Eigenschaften der D-Phase werden
in Kapitel 2 besprochen.

Die D-Phase weist eine Spinliicke auf, die von der Mindestenergie herriihrt, die not-
wendig ist, um ein Singulett aufzubrechen. Daher ist die D-Phase stabil gegen nicht zu
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grofle Magnetfelder. Spétestens jedoch wenn die Zeemanenergie die Energieliicke iiber-
steigt, gugH > A, wird die D-Phase instabil und es tritt eine neue Phase auf. Diese Phase
ist durch inkommensurable Modulationen charakterisiert und wird von daher I-Phase ge-
nannt. Sie wird in Kapitel 3 ndher untersucht.

Temperature (K)
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! | ! | ! |
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Abbildung 16. Experimentelles Phasendiagramm von CuGeOs. U: homogene (uniform) Phase,
D: dimerisierte Phase, I: inkommensurabel modulierte Phase

Soweit wurde der Spin-Peierls-Ubergang in Molekularfeldniherung diskutiert. Die
Giiltigkeit dieser Ndherung und die zu erwartenden Anderungen bei Verwendung von Me-
thoden, bei denen die Phononen nicht als statisch betrachtet werden, sind das Thema des
letzten Kapitels 4 dieser Schrift.
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2. Anregungen modulierter Ketten und Ebenen

Ausgehend von den bekannten Tatsachen, die im ersten Kapitel zusammengefafit wor-
den sind, wird im vorliegenden Kapitel dargestellt, inwiefern sich die Anregungen &dndern,
wenn die homogene Kopplung rdumlich moduliert wird. Es werden statische Spinsysteme
betrachtet und, sofern das mdoglich ist, wird eine Beschreibung basierend auf S = 1/2 An-
regungen verglichen mit einer Beschreibung basierend auf S = 1 Anregungen. Die Details
hierzu finden sich in den vorgelegten Arbeiten [I-III] und [VII-IX].

Abschnitt 2.1, der sich im wesentlichen auf die Arbeiten [I], [VII] und [IX] stiitzt, be-
faBt sich mit dem EinfluB von Dimerisierung in einer Dimension. Abschnitt 2.2, der sich
im wesentlichen auf die Arbeiten [II] und [VIII] stiitzt, befa8t sich mit der Frage, inwie-
weit auch zweidimensionale Systeme in die Beschreibung mit einbezogen werden koénnen.
Abschnitt 2.3 schlieflich stiitzt sich auf die Arbeiten [I] und [III] und beschéftigt sich mit
unmagnetischen Storstellen und Kettenenden.

2.1 Dimerisierte und frustrierte Spinketten

Hier beschrénken wir uns auf eine Dimension, das heifit antiferromagnetische Spinketten,
und betrachten als Modulation eine gegebene Dimerisierung?, das heifit eine Alternierung
der Néchstnachbar-Kopplungen

H=JY (14 (~1)"0)S:Sis1 + 0SiSira] - (12)

Da die Dimerisierung als gegeben betrachtet wird, ist die elastische Energie als unwesent-
liche Konstante weggelassen worden. Gleichzeitig kann eine Frustration @ > 0 anwesend
sein. Die Dimerisierung sei aus dem Intervall [—1,1], wobei man leicht erkennt, dafl ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit § auf [0, 1] eingeschrinkt werden kann, da die gleich-
zeitige Transformation ¢ — ¢ + 1 und § — —0 das System invariant la8t. Relevant ist
der Hamiltonoperator (12) fiir rdumlich stark anisotrope, quasi-eindimensionale Substan-
zen wie Cuy(C5HoN2)2Cly [50,51] oder (VO)2P207 [52-54],[I1], die von ihrer chemischen
Struktur her unterschiedliche Kopplungen aufweisen, und fiir Spin-Peierls-Substanzen wie
CuGeOs [1,55,56,22],[IX] oder o/-NaV,0j5 [57-61] in der dimerisierten Tieftemperaturpha-
se (D-Phase) ohne Magnetfeld. Dabei ist nach dem derzeitigen Kenntnisstand und unter
Vernachlédssigung hoherdimensionaler Kopplungen Cuy(CsH;2N3)2Cly eine sehr stark dime-
risierte Kette mit geringer Frustration, (VO),P207 eine mittelstark dimerisierte Kette ohne
Frustration, CuGeOj; in der D-Phase eine schwach dimerisierte Kette mit nennenswerter
Frustration und o/-NaV,0j5 eine schwach dimerisierte Kette ohne Frustration.

Was passiert nun, wenn eine Dimerisierung eingeschaltet wird? Zu dieser Frage gibt es
mehrere Betrachtungsweisen, die von der gewdhlten Beschreibung der nichtdimerisierten
Kette abhédngen.

YUm MiBverstindnissen vorzubeugen, sei hier bemerkt, dal der Ausdruck “Dimerisierung” so-
wohl fiir die externe alternierende Modulation der Kopplungen verwendet wird, als auch fiir alter-
nierende Erwartungswerte (S;S; ;1) im Grundzustand mit oder ohne externe Symmetriebrechung.
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2.1.1 Spinonbild

Betrachten wir zuerst die Beschreibung mittels S = 1/2 Spinonen, wie sie in Abb. 9 oder
13 gezeigt sind. Speziell Abb. 13 erlaubt einen sofortigen Einblick in die Auswirkungen der
Dimerisierung. Ohne Dimerisierung sind die beiden Spinonen asymptotisch frei. In grofler
Entfernung spiiren sie nichts voneinander, da die Zustdnde links und rechts von einem
Spinon energetisch gleichwertig sind. Mt Dimerisierung hingegen ist eines der Dimerisie-
rungsmuster energetisch begiinstigt und das andere liegt um einen extensiven Energiebetrag
hoher. Das begiinstigte Dimerisierungsmuster liegt links des linken Spinons und rechts des
rechten vor. Der Zustand zwischen den beiden Spinonen ist energetisch ungiinstig. Daraus
folgt, dafl zwischen den beiden Spinonen ein anziehendes Potential wirkt, das monoton mit
deren Abstand x wéchst.

Fiir iiberkritische Frustration o > «, wissen wir, daf schon ohne externe Dimerisierung
der Grundzustand spontan die Translationssymmetrie bricht. Er ist zweifach entartet und
der Erwartungswert (S;S;;1) — ((S;Si11)) alterniert. Die doppelten Klammern stehen fiir
den Mittelwert iiber die ganze Probe. Daraus folgt, dafl das anziehende Potential linear mit
dem Abstand wichst fiir grofie Abstdnde [I]. Fiir unterkritische Frustration o < a, wird
das Potential schwécher als linear ansteigen, da es keinen endlichen Ordnungsparameter
(SiSit1) — ((SiSis1)) gibt.

Genauer stellen wir fest, dafl man im wesentlichen davon ausgehen kann, daf3 das Sy-
stem sich zwischen den beiden Spinonen im Grundzustand einer endlichen Kette befindet
[62,37], siehe auch Abb. 13. Fiir dieses Stiick berechnen wir den Erwartungswert des Di-
merisierungsoperators relativ zu den Bulkwerten

L-1

Hp =3 (=1)(8j8j41 — ((8;8;41))) - (13)

J=1

Das Produkt 6(Hj],) gibt dann das Potential V(L) fiir zwei Spinonen im Abstand L an.
Von der anomalen Dimension 1/2 des Dimerisierungsoperators her [45] erwartet man, daf
die fiihrende Abstandsabhingigkeit [* dz /v oc V/L ist. Dies ist tatsichlich der Fall, wie
die numerische Untersuchung zeigt (Abb. 4 in [I}).

Mit den obigen Ergebnissen wissen wir, dafl das Potential iiber alle Grenzen wéichst
und somit ein in jedem Fall bindendes Potential ist, das zu confinement fiithrt. Wéchst das
Potential allerdings {iber die Mindestenergie hinaus, die nétig ist, ein neues Spinonpaar zu
erzeugen, stof3t das quantenmechanisch e Bild mit fester Spinonanzahl an seine Grenze. Ein
neues Spinonpaar entsteht® zwischen den bisherigen Wechselwirkungspartnern und vermin-
dert so die potentielle Energie. Gebundene Zustédnde zweier Spinonen sind im allgemeinen
also nur unterhalb des Vierspinon-Kontinuums stabil (vgl. Diskussion von Abb. 18). Das
confinement von Quark-Antiquark-Paaren ist ganz analog. Quark und Antiquark kénnen
nicht getrennt werden, da vorher neue Quark-Antiquark-Paare entstehen.

Dimerisierung bindet also Spinonen paarweise aneinander. Der Gesamtspin kann dabei
S = 0 (Singulett) oder S = 1 (Triplett) sein. Die gebundenen Triplettzusténde, die symme-
trisch sind, liegen energetisch tiefer. IThre (positive) Grundzustandsenergie als gebundene

5Ist die Spinonanzahl eine Erhaltungsgrofie, so verschwinden allerdings die fiir eine Spinonpaar-
erzeugung notwendigen Matrixelemente. Dieser Fall ist im Haldane-Shastry-Modell realisiert.
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Zustande liefert die (fir o > o, zusétzliche) Energieliicke Ayy;p. In Anwesenheit von Di-
merisierung sind die Spinonen auf Grund ihrer paarweisen Bindung im strikten Sinn nicht
mehr die elementaren Anregungen. Die tiefstliegenden gebundenen Zustinde sind nun die
elementaren Anregungen, wie im Unterabschnitt {iber Magnonen noch ausfiihrlicher dis-
kutiert wird.

Das Bild gebundener Spinonen kann man auch noch ein Stiick weiter treiben. Man
weifl aus analytischer Beschreibung [45], [IX] und aus numerischen Rechnungen [63-66],
Abb. 3 in [I], daB8 der aus der Dimerisierung d resultierende Anteil der Energieliicke wie
6%/3 wichst. In [I] ist am Beispiel der Bindung eines einzelnen Spinons an ein Kettenende
im Detail dargelegt, da$ man im iiberkritischen Bereich das §%/3-Verhalten findet, da die
kinetische Energie der Spinonen ein quadratisches Minimum im Impulsraum hat. Im unter-
kritischen Bereich findet man das ¢%/3-Verhalten ebenso trotz veridnderten Potentials, da
hier die kinetische Energie linear im Impuls ist. Dasselbe gilt auch fiir die Bindung zweier
Spinonen aneinander, wobei aber durch die zwei beteiligten Teilchen die doppelte kineti-
sche Energie auftritt vs — 2vs bzw. m — m/2. Ansonsten iibertragen sich die Formeln fiir
Bindungsenergien und Bindungsldngen aus [I].

Das Kontinuum zweier Spinonen, das den Imaginérteil des dynamischen Strukturfaktors
S(q,w) bei Abwesenheit von Dimerisierung dominiert, sieche Abb. 12 und Abb. 14, wird
durch die Bindung diskretisiert. Es gibt aber auch ein Vier-, Sechs-, Acht- usw. Spinon-
Kontinuum, so dafl der Strukturfaktor bei Dimerisierung nicht nur aus einzelnen scharfen
Linien besteht. Tatsédchlich beobachtet man in schwach oder unfrustrierten Ketten nur
eine oder zwei scharfe Linien pro Spinkanal unterhalb des Vierspinon-Kontinuums [67],
[IX]. Schematisch ist das in Abb. 17 skizziert.

continuum

“singlet
triplet

0.0 L
0.0 0.5 1.0

kiTt

Abbildung 17. Schema des Spektrums einer dimerisierten und frustrierten Kette. Neben dem
tiefliegenden Triplett gibt es ein tiefliegendes Singulett und fiir nicht zu kleine Dimerisierung
auch ein zweites Triplett um k = 7/2. Frustration bei konstanter Energieliicke senkt die Energien
ab, so daf} das zweite Triplett fiir alle Wellenvektoren unterhalb des Kontinuums liegt.

Bei stark frustrierten Systemen ist die Situation insofern verdndert, als die Spino-
nen massiv sind. Das bedeutet, dafl die Mehrspinon-Kontinua energetisch angehoben sind.
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Daher findet man unterhalb des Vierspinon-Kontinuums bei Dimerisierung ein diskretes
Punktspektrum. Je grofler jedoch die Dimerisierung wird, desto weniger wichtig wird der
durch die Frustration bedingte Energieliickenanteil. Bei groflerer Dimerisierung gibt es
daher nur noch wenige scharfe Zustédnde unterhalb des Vierspinon-Kontinuums [68]. Illu-
striert wird dieser Sachverhalt durch Abb. 18, die auf der variationellen Beschreibung der
Spinonen am Majumdar-Ghosh-Punkt beruht [39].

40—
3.5
3.0

W/ J
N
o

0 0005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
0

Abbildung 18. Tiefliegende S = 1 Zustéinde bei & = 0 einer dimerisierten Majum-
dar-Ghosh-Kette der Lange 100 in variationeller Beschreibung basierend auf Zusténden des Typs
aus Abb. 13 [39]. Die gestrichelte Linie gibt an, wo das Vierspinon-Kontinuum beginnt, so daf}
nur die Zustdnde unterhalb dieser Linie als scharfe Zustidnde relevant sind. Die Zustdnde oberhalb
diirften zu einem Kontinuum verbreitert sein und bestenfalls noch als Resonanzen zu sehen sein.

Gezeigt sind Zustdnde bei k = 0 bzw. k = 7, d.h. beim Energieminimum. Die gestrichel-
te Linie kennzeichnet das Doppelte der untersten durchgezogenen Linie und markiert somit
die Kante des Vierspinon-Kontinuums. Man erkennt deutlich, da3 es fiir § — 0 beliebig
viele scharfe Zustdnde gibt, die genau bei § = 0 zum Zweispinon-Kontinuum verschmel-
zen. Fiir grofler werdendes § nimmt die Anzahl scharfer Zustdnde schnell ab. Bei kleinerer
Frustrationsliicke verschiebt sich alles entsprechend zu kleineren Energien und kleineren
Dimerisierungen.

2.1.2 Magnonbild

Im vorherigen Unterabschnitt wurde ausgehend von S = 1/2 Spinonen gezeigt, wie Dime-
risierung diese bindet und somit neue elementare Anregungen schafft, die S = 1 Charakter
haben. Der Ubergang von einer giinstigen Beschreibung mittels Spinonen zu einer giinstigen
Beschreibung mittels Magnonen erfolgt insofern recht rasch, als die Energieliicke schneller
als linear mit der Dimerisierung § wéchst Ay, oc §%/3.

Es liegt nahe, auch mit diesen neuen S = 1 Anregungen die Physik dimerisierter und fru-
strierter Ketten zu beschreiben. Im folgenden werden diese Anregungen zur Unterscheidung
von den Spinonen als Magnonen bezeichnet, obwohl es sich nicht um masselose Goldstone-
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bosonen einer Phase handelt, die die Spinsymmetrie bricht. Mit masselosen Goldstoneboso-
nen haben die § = 1 Anregungen gemeinsam, daf} sie ganzzahlige S* Werte aufweisen und
daf sie im Imaginérteil des dynamischen Strukturfaktors als d-Piks erscheinen, wie man es
von elementaren Anregungen erwartet. Wesentlicher Unterschied ist, dal das Mehrteilchen-
Kontinuum fiir masselose Anregungen direkt an die 6-Piks anschliefit, wahrend fiir massive
Teilchen die scharfe Mode vom Kontinuum nochmals durch eine Liicke getrennt ist.
Einen systematischen Zugang zu den S = 1 Magnonen gewinnt man durch Entwicklung
um den Limes isolierter Dimere [69], [VIII]. Dazu schreibt man den Hamiltonoperator aus

(12) um
H - JO Z [SQiSQi+1 + )\SQiSQi_l + /\O_[SiSH_Q] (].4:)

(3
mit Jo = J(1+6), A=(1—-0)/(1+6) und @ = a/(1 — §). Es definiert A = 0 einen lokalen
Hamiltonoperator, der ein einfaches, dquidistantes von unten beschranktes Spektrum hat
und sich somit gut fiir eine Stérungsentwicklung eignet. Der in Kauf zu nehmende Nachteil
liegt darin, dal man keinen so giinstigen Startpunkt hat fiir die Beschreibung der recht
h&ufig schwach dimerisierten Systeme.

Fiir das qualitative Verstdndnis geniigt jedoch schon erste Ordnung Stérungstheorie
[IX,VIII]. In nullter Ordnung sind die Anregungen lokale Tripletts auf den Dimeren; die
Dispersion und die Wechselwirkung ist Null. In erster Ordnung beginnen die Tripletts zu
dispergieren, indem sie von Dimer zu Dimer hiipfen mit Hiipfamplitude ;. Gleichzeitig
gibt es eine Wechselwirkung wg,,, benachbarter Tripletts, die davon abhéngt, zu welchem
Gesamtspin S;, die beiden S = 1 koppeln. Die zugehorigen Matrixelemente betragen

—(A/4)(1 - 2a) (15a)
wy = —(A/2)(1 + 2a) (15b)
w; = —(A/4)(1 + 2a) (15¢)
we = (AN4)(1+2a) . (15d)

Der antiferromagnetische Charakter des Systems zeigt sich darin, dafl die Spins in paralleler
Ausrichtung im Quintuplett Sios = 2 sich abstofien, wihrend sie sich in antiparalleler
Ausrichtung im Singulett Sy, = 0 stark anziehen. Der Fall der Triplettkopplung liegt mit
einer schwicheren Anziehung dazwischen.

Wesentlich fiir dimerisierte Spinsysteme ist die Beobachtung in (15), dafl die Bewegung,
also das Hiipfen, durch Frustration vermindert wird. Hingegen wird die Wechselwirkung
durch die Frustration erhoht [IX,VIILI]. Mit einer einfachen Rechnung basierend auf der
Kettenbruchentwicklung der Resolventen [IX] gewinnt man nun Aussagen iiber die Bindung
zweier Magnonen. Man findet einen gebundenen Singulettzustand in der ganzen Brillouin-
zone und einen gebundenen Triplettzustand, der um k& = 7/2 herum existiert und sich
fiir gentigend grofie Frustration iiber die ganze Brillouinzone erstreckt [67], [[X]. Weiterhin
gibt es einen antigebundenen Quintuplettzustand ebenfalls in der ganzen Brillouinzone,
der aber vermutlich nur von akademischem Interesse ist, da er energetisch innerhalb der
Mehrmagnon-Kontinua liegt und daher kein scharfer Eigenzustand mehr ist, sondern be-
stenfalls noch eine Resonanz.

Diese Ergebnisse untermauern das Dispersionsschema in Abb. 17 fiir grole Dimerisie-
rungswerte. Es ist niitzlich, sich noch einmal zu vergegenwértigen, dafl ein Magnon im Spi-
nonenbild einem gebundenen Zustand zweier Spinonen entspricht. Es 148t sich jedoch keine

24



eindeutige Zuordnung zwischen Magnonanzahl und Spinonanzahl® treffen, wie wir noch in
den folgenden Unterabschnitten sehen werden. Das gilt insbesondere im unterkritischen
Bereich o < a, im Limes 6 — 0. Man erkennt das z.B. daran, daf} die vielen gebunde-
nen Zustdnde in Abb. 18 alle im Zweispinon-Raum gefunden wurden, es aber mindestens
zweier Magnonen bedarf, um im Magnonbild weitere scharfe Zustédnde zu bekommen. Man
sollte sich daher merken, daf} fiir 6 — 0 der n-Magnon-Raum nicht identisch ist mit dem
2n-Spinon-Raum. Im Limes § — 0 verschmelzen die n-Magnon-Kontinua (Unterkante nA,
A — 0) und bilden das Spinonkontinuum [IX]. Fiir verschwindende oder kleine Dimerisie-
rung ist die Beschreibung der Anregungen mittels Spinonen, fiir gréffere Dimerisierungen
die Beschreibung mittels Magnonen sinnvoller.

Eine Anwendung des Magnonbildes findet man in der Arbeit [VII], in der das Auftreten
einer Schulter, die ungefdhr bei der Energieliicke Ay, beginnt, in der Intensitét inelasti-
scher Lichtstreuung erkldrt wurde. Da Lichtstreuung an magnetischen Systemen den Spin
unverdndert 148t, ist die Erzeugung eines einzelnen Magnons aus dem Grundzustand heraus
nicht moglich.

Die Schulter verschwindet fiir 77 — 0, so dafl man auf einen Streuprozefl aus einem
angeregten Zustand heraus schliefen kann. Lichtstreuung an magnetischen Systemen 148t
den Spin unverdndert, da der Ramanoperator [70] in Abwesenheit von Spin-Bahn-Kopplung
spinrotationsinvariant ist. Als Ausgangszustand kommt daher der Grundzustand mit S = 0
nicht in Frage. Die Temperaturabhéngigkeit ist konsistent mit der plausiblen Annahme, dafl
von einem S = 1 Magnon aus ein weiteres, zusétzliches Magnon erzeugt wird. Es handelt
sich also um einen 1 — 2 Magnonproze8, der daher als Dreimagnon-Streuprozefl in [VII]
beschrieben worden ist. Die Spins der beiden Magnonen nach der Streuung sind wieder zu
S = 1 gekoppelt, so dafl Spinerhaltung gewédhrleistet ist. Die Lage der Schulter bei Ag;p,
die die Bandkante eines Kontinuums beschreibt, ist konsistent mit dieser theoretischen
Interpretation.

2.1.3 Fermionische Feldtheorie

Mittels der Jordan-Wigner-Abbildung [71] ist es mdglich, eindimensionale S = 1/2 Proble-
me exakt auf wechselwirkende spinlose Fermionen abzubilden. Die Abbildung ist definiert
durch

Sf=mn;—1/2 (16a)
se=d I[ (2n— 1) (16b)
j=—o00
S; = II @n; — 1) (16¢)
j=—o0

und liefert auf den Hamiltonoperator (12) angewendet

6Generell ist Vorsicht geboten, die GréBen “Magnonanzahl” und “Spinonanzahl” nicht zu iiber-
interpretieren. Sie sind im allgemeinen keine Erhaltungsgréfen und daher nur bedingt, z.B. bei
niedrigen Energien, zur Klassifikation von Energieeigenzustéinden geeignet.
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1)i6 1 1

1+ (- .
m=75 [ )+ (1 (D) e — ) )
_5(2"i+1 — D)(ciyati + cicips) + nige — 5)(7% - 5) : (17)
Die Wichtigkeit einer Dimension erkennt man am Phasenfaktor [J5__(2n; — 1). Er

ermoglicht es, aus vertauschenden lokalen Operatoren, den Spinoperatoren an verschiede-
nen Orten, antivertauschende lokale Operatoren, die fermionischen Erzeuger und Vernichter
an verschiedenen Orten, zu machen. Dieser Phasenfaktor hebt sich in einer Dimension fiir
Produkte rdumlich benachbarter Aufsteiger und Absteiger fast vollstindig weg. In héheren
Dimensionen enstehen unweigerlich langreichweitige Wechselwirkungen. Man erkennt an
der Aquivalenz von (12) und (17), daB es in einer Dimension nicht moglich ist, eindeutig
zu entscheiden, welcher Statistik, fermionisch oder bosonisch, ein Modell gehorcht.

Bevor wir zur Feldtheorie {ibergehen, soll mit einem einfachen Symmetrieargument ge-
zeigt werden, da8 man in der dimerisierten Phase eine scharfe Magnonlinie bei A, und
eine Kontinuumskante bei 2A,, erwarten mufl. Auf Grund der Spinsymmetrie kann man
den Strukturfaktor einerseits als Greenfunktion von S* und S~ betrachten oder anderer-
seits als Greenfunktion von S* und S?. In der ersten Beschreibung entspricht er einem
Einteilchen-Propagator modulo gewisser Phasenfaktoren nach (16), die eine Verschiebung
im Impulsraum um 7 /2 generieren. In der zweiten Beschreibung entspricht der Struktur-
faktor einem Dichte-Dichte-Response, der eine Zweiteilchen-Grofle darstellt.

Der Unterraum mit einem Elektron mehr (weniger) entspricht S* = +1 (—1). Der
Unterraum, der mit Zweiteilchen-Operatoren erreicht wird, entspricht S* = 0. Hat
man im Einteilchen-Propagator eine scharfe Linie bei Ay, so wird das Kontinuum der
Zweiteilchen-Grosse bei 2A.,, beginnen. Aus der Gleichheit beider Gréflen folgt nun,
da8 auch die Einteilchen-Gréfle ein Kontinuum ab 2Ag, aufweist und dafl auch die
Zweiteilchen-Grofle bei Ay, eine scharfe Linie hat. Der letzte Punkt erfordert wieder-
um, dafl ein Bindungsphdnomen auftritt: es gibt ein Exziton, einen gebundenen Zustand
zwischen einem Teilchen und einem Loch, der genau die Bindungsenergie A, hat. Die
Symmetrie hilft uns, diese Bindungsenergie genau zu bestimmen, was sonst im allgemeinen
nicht moglich ist.

Betrachten wir nun nur die tiefliegenden Anregungen und eine sehr kleine, letztlich in-
finitesimale Dimerisierung. Dann ist eine Kontinuumsbeschreibung von (17) gerechtfertigt,
die die Dispersion und die Wechselwirkung bei den Fermipunkten kp = £7/2 beschreibt
und sonst keine k-Abhingigkeiten enthilt. Im Ortsraum erh&lt man dann ein effektives
lokales Modell [IX], das massive Thirringmodell

00 d d
H- | [—ws( I@wl—zﬁ;@%)+m0(¢{w2+¢;w1)+2gow1¢1w$¢2 de.  (18)

Hierin ist vg die Fermigeschwindigkeit, von der wir fiir das unfrustrierte Modell aus der ex-
akten Losung wissen, dafi sie (7/2) betrigt [28]. Fiir das unterkritisch frustrierte Modell gilt
eine entsprechend renormierte Geschwindigkeit, die numerisch bestimmt werden kann [72].
Die nackte Fermionenmasse (Energieliicke) betrégt mg und ist proportional zur Dimerisie-
rung §. Der Wert der nackten Wechselwirkung gy ist a priori nicht bekannt. Tats&chlich
kann die Wechselwirkung wiederum aus dem elementaren Symmetrieargument, das wir
oben dargelegt haben, bestimmt werden. Die Dispersion fiir gy = 0 von (18) ist in Abb. 19
illustriert. Man erkennt, daf§ es sich um eine relativistische Dispersion w? = (vsk)? + A?
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handelt, wie sie sich aus tight-binding-Modellen durch Linearisieren an den Fermipunkten
ergibt. Die Fermipunkte sind im Modell (18) so verschoben, daf sie beide bei k = 0 liegen.

3 00 X i

Abbildung 19. Dispersion im massiven Thirringmodell

Die hier wesentlichen Ergebnisse der exakten Losung des massiven Thirringmodells, die
durch Betheansatz gewonnen wurden [73], sind einmal die Renormierung der Masse’

tan(7y)
m=m 19a
r(r Dexp (A1~ 7)) o)
mit y= % und cotpu = —% , (19b)

wobei A der Ultraviolett-Abschneideparameter der Rapiditdten ist, und die Energien ge-
bundener Zustdnde unterhalb des Kontinuums mit gleicher Teilchenzahl wie der Grundzu-

stand
E = 2msin(na) cosh(yay) (20a)
P = 2msin(na) sinh(ya;) (20Db)
mit a=3 (;—1) ; ne{l,2,3,...,[r/(2a)]} . (20c)

Nun lautet das Argument wiederum, dafl es einen Zustand mit £ = m geben mufl bei
P =0, um das S = 1-Multiplett fiir S* = 0 zu vervollstdndigen. Daraus folgt sina = 1/2,
also @ = 7/6, also p = 37w /4, also v = 2/3. Damit folgt auch gy = 2. Die Renormierung

"Der Klarheit halber sei daran erinnert, daf8 die Masse hier synonym fiir die Energieliicke ver-
wendet wird. Der unterschiedliche Sprachgebrauch hat nur historische Griinde: Feldtheorie der
Hochenergiephysik einerseits (Masse) und Theorie der Kondensierten Materie andererseits (Ener-
gieliicke).
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der tatsdchlichen Liicke kann aus (19a) und dem Wert fiir v = 2/3 abgeleitet werden.
Weiterhin sind die Modendichte p(5) und die Energiedichte E((3) bekannt

o(8) = mj—‘(;u) cosh(y5) exp (A(1 — 7)) (21a)
E(8) = —my cosh(8)p(B) - (21b)

Damit die Teilchenzahl nicht von der Dimerisierung (der nackten Masse mg) abhingt, muf
im Limes my — 0 gelten

exp(—A) o< my (22)

was aus der Integration der Modendichte folgt. Damit ergibt sich unmittelbar m o mg/ 5
bzw. A o 6%/% und iiber die Energiedichte die Energieinderung AE o< —§%3. Dies ist
der fundamentale Zusammenhang, der zuerst von Cross und Fisher mittels Bosonisierung
gefunden worden ist [45], siche auch folgenden Unterabschnitt.

Zusétzlich folgt aus o = /6 die Existenz eines weiteren gebundenen Zustandes mit
S? = 0 bei E = 2msin(2a) = v/3m. Da es zu diesem Zustand keine entarteten Zustinde
mit S* # 0 gibt, schlieft man, daf es sich um ein Singulett handelt [IX]. Auf das Problem
schwach dimerisierter Spinketten iibertragen heiffit das, dafl es einen gebundenen Singu-
lettzustand bei \/gAmp fiir k = 0,7 gibt. Er hat die Bindungsenergie (2 — \/g)Amp, was
qualitativ mit dem Ergebnis aus der Stérungstheorie um den Dimerlimes (sieche Abb. 18)
iibereinstimmt.

Das Anregungsspektrum, wie es in Abb. 18 dargestellt ist, ist auch numerisch bestétigt
worden [67]. Eine offene Frage ist noch, ob das Verhéltnis Singulett- zu Triplettliicke von
/3 universell fiir den unterkritischen Bereich a < «, ist. Es gibt Ergebnisse [74], die den
Faktor v/3 nur beim kritischen Wert «, sehen. Fiir kleinere Frustrationen ergibt sich ein
groflerer Wert, fiir groflere Frustrationen ein kleinerer. Die endgiiltige Kldrung steht noch
aus, da die numerischen Ergebnisse nicht alle {ibereinstimmen [75] und fiir den iiberkri-
tischen Bereich die Numerik noch nicht reproduzieren konnte, daf§ die Singulettliicke mit
der Triplettliicke bei § = 0 {ibereinstimmt. Letzteres ist aber eine direkte Konsequenz der
massiven, asymptotisch freien Spinonen. Fiir den unterkritischen Bereich stellt sich aber
die interessante Frage, ob nicht die Kopplungen (Umklappstreuung), die fiir den nicht-
dimerisierten Grundzustand marginal irrelevant sind, das Liickenverh&ltnis beeinflussen
konnen.

2.1.4 Bosonische Feldtheorie

Man kann zu den Ergebnissen des vorigen Unterabschnitts auch gelangen, wenn man ei-
ne bosonische Feldtheorie wéhlt. Es handelt sich um eine dquivalente Darstellung zu (18)
[76], die jedoch den Vorteil hat, dal man schon mit semiklassischen Methoden die exakten
gebundenen Zustdnde erhilt. Auflerdem erlaubt die semiklassische Behandlung auch die
Erweiterung auf inkommensurabel modulierte Dimerisierungen, wie in Kapitel 3 beschrie-
ben. Daher soll auch diese Darstellung hier eingeschlossen werden.

Ist die fermionische Dispersion vollkommen linear, so haben Teilchen-Loch-Anregungen
eine wohldefinierte Energie-Impuls-Beziehung. Es gibt kein Kontinuum, sondern nur eine
scharfe Linie. Daher kann man auch diese Teilchen-Loch-Paare als elementare Anregun-
gen ansehen, die dann bosonischen Charakter haben. Dieser Schritt wird in der Litera-
tur kurz als “Bosonisierung” bezeichnet. Verzichtet man auf Umklappstreuprozesse in der
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Wechselwirkung, lassen sich somit wechselwirkende eindimensionale Fermionensysteme auf
freie Bosonen zuriickfiihren. Diese Beobachtung ist die Basis fiir das Tomonaga-Luttinger-
Modell, das das eindimensionale paradigmatische Gegenmodell zu der hdherdimensionalen
Fermifliissigkeit ist, die letztlich auf dem freien Fermionengas beruht [77-81,35] (fiir einen
Uberblick: [82-84]).

Mochte man nun die Bosonisierung auf dimerisierte und frustrierte Spinketten anwen-
den, so ist der erste Schritt wiederum die Jordan-Wigner-Transformation (16), die zum
Hamiltonoperator (17) fiihrt. Dann geht man zu einem Kontinuumsmodell iiber. Das heifit,
man konzentriert sich auf die Verh&ltnisse an den Fermipunkten. Man unterscheidet Fer-
mionen 1, in der N&he des rechten Fermipunktes und Fermionen 1 in der N&he des
linken Fermipunktes, linearisiert ihre Dispersionen und dehnt die linearisierte Dispersion
iiber alle Impulswerte aus. Dadurch, dafl es also keine Begrenzung auf eine Brillouinzone
mehr gibt, wird das Modell im Ortsraum kontinuierlich. An dieser Stelle sollte man sich
jedoch merken, daf es fiir die Gittermodelle einen natiirlichen Abschneideprozef gibt. Die
allgemeine Wechselwirkung V' (ky, ko; k3, k4) mit Impulserhaltung k; + ko = k3 + k4 wird auf
die Werte bei k; = thkp = =5 beschrénkt.

Das so definierte fermionische Problem ist lokal in der nun kontinuierlichen Ortsvaria-
blen x und kann bosonisiert werden. Dazu dient fiir spinlose Fermionen die Operatoriden-
titdt [81,35]

) — Tig
1/&('77) - (111_% \/%
worin das Vorzeichen die Fermionensorte angibt (rechts/links). Der Abschneideparameter a
wird im Prinzip am Ende der Rechnungen gleich Null gesetzt. Bisweilen ist es auch sinnvoll,
ihn in der Grofenordnung der Gitterkonstante zu wihlen [79]. Der Operator Uy erhéht die
Anzahl N, der rechten (+) bzw. der linken (—) Fermionen um Eins und zwar homogen
auf der ganzen Lénge L der Probe. Die Felder ¢ und 6 sind bosonisch und “verteilen” die
Fermionen rdumlich. Explizit gilt

U, exp|tikpz Fig(x) + i6(z)] , (23)

00) = " X os(0) - (] expl-alpl/2 ~ ipw) - N (242)
() = S lo-(9) ~ - (exp(-alpl/2 ~ i) + - (24b)

wobei die p (p) die Fourierkomponenten der Teilchendichteoperatoren fiir rechte bzw. linke
Fermionen sind und N = Ny + N_ und J = N, — N_. Mit Hilfe der Vertauschungsrela-
tionen

[p+(—q), p+(d)] = %5@ —q) (25a)
p-(@)p ()] = Lsa - a) (251)
[p+(q), p—(—=4)] =0 (25¢)

sieht man, daf} die Felder ¢ und II zueinander kanonisch konjugiert definiert sind

[#(x), ()] = 16(x —y) , (26)
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so daf II(z) ganz anschaulich als Impuls einer Auslenkung ¢(z) aufgefafit werden kann.
Die Phase ¢ beschreibt die Fermionendichte relativ zu der des Grundzustands. Eine Stufe
um 7 bei z entspricht dem Hinzufiigen eines Teilchens bei x, was aus der Eigenschaft

% — —x(o(z) ~ ) (1)

folgt, wobei rho(z) = pi(x)+p_(z) der Operator der Gesamtteilchendichte ist. Da Impuls-
operatoren die infinitesimalen Generatoren von Verschiebungen sind, leistet der #-Anteil
in (23) genau die Erhéhung von ¢ im Intervall [—L/2, z]

B(z) = / C()de (28)

Der ¢-Anteil stellt die Antivertauschungseigenschaften von v} (z) sicher.
Mit Hilfe von (23) gelangt man bei Vernachlissigung von Riickstreuung und Umklapp-
streuung im Wechselwirkungsterm zu

n=" b (r ey + Lo 07) do (29)
DY K“* ’

was freien Bosonen mit linearer Dispersion entspricht, deren Geschwindigkeit durch wg
gegeben ist. Es besteht vollkommene Analogie zu den Schwingungen einer gespannten
Saite, d.h. nach der Quantisierung zu ihren transversalen Phononen.

Fiir unsere isotrope S = 1/2 Néchstnachbar-Spinkette sind die Parameter vs = 7/2 und
K = 1/2. Dabei muf} gesagt werden, dal man diese Parameter leider nicht direkt durch
Anwenden der oben beschriebenen Schritte erhilt, da noch zusitzliche Terme generiert
werden (siehe unten). Allerdings stellt (29) mit K = 1/2 und allgemeiner Geschwindigkeit
vg das effektive Niederenergiemodell dar, das in einer Renormierungsbehandlung isotroper
Spinketten mit und ohne Frustration als Fixpunkt angestrebt wird. Der Wert von K = 1/2
ist, &hnlich wie wir es in der fermionischen Feldtheorie gesehen haben, durch die Spinsym-
metrie bestimmt.

Der Term, der durch die Umklappstreuung (+kp, tkr) — (Fkp, Fkp) noch erzeugt
wird, lautet

Hy =D / dz cos(4¢)d (30)

Uber den genauen Wert des unrenormierten D herrscht noch keine Einigkeit in der Literatur
[85—87|. Man erwartet D o< (1 —ca) mit ¢ = 6 [86] oder ¢ = 3 [88,89]. Fiir K = 1/2 handelt
es sich bei Hy um einen marginalen Operator [90], der fiir das Modell H + Hy als solches
keine Liicke generiert. Tatsdchlich werden jedoch im Laufe des Renormierungsflusses, der
nicht bei K = 1/2 startet, logarithmische Korrekturen aufgesammelt. Diese Korrekturen
hdngen mit dem Vorzeichen von D zusammen. Ausgehend von dem numerischen Ergebnis,
daB sich oberhalb von a, = 0.241167(+5) [20-23] eine exponentiell kleine Liicke 6ffnet,
nimmt man D « (a — a.) an [65,91,92,74] und schliefit, dafl die Umklappstreuung fiir
a > a, marginal relevant, fiir o < a, jedoch marginal irrelevant ist. Verzichtet man auf
die logarithmischen Korrekturen, so wird Hy mit dem Hinweis auf seine Marginalitdt auch
h&ufig weggelassen.

Nun soll besprochen werden, dafl Dimerisierung ebenfalls einen Kosinusterm induziert
und bei Vernachlédssigung der Umklappstreuung zu einem Sinus-Gordon-Modell fiihrt. Es
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handelt sich wiederum um Streuung bei k = 7, die einen nichttrivialen Term erzeugt. Die
Analyse des Dimerisierungsoperators [45,93,85] liefert, dafi ein Term

L/2
Hp = 6B [ , C05(20)da (31)

erzeugt wird, wobei B eine Energie pro Linge ist, deren genauer Wert von der Renormie-
rungsprozedur abhingt. Diese Stérung ist relevant und fiihrt selbst fiir infinitesimales ¢
zum Auftreten einer Liicke.

Man erkennt das leicht in semiklassischer Behandlung, in der das Operatorfeld® ngS durch
die klassische Sattelpunktlosung und die gaufischen Fluktuationen um sie herum ¢yjass +
bauxs ersetzt wird. Dabei wird der Kosinusterm aus (31) vereinfacht zu

c0s(2¢) — exp(—20) coS(2¢iqass) (1 - 2(;3?111“) (32a)
o(2) = (P () - (32b)

Vom Grundzustand mit ¢yass = 0 ausgehend erhélt man o = —(K/2)In A und somit fiir
die Energieliicke

A? oc § exp(—20) (33a)
= A o 6Y/CK) (33b)

Analog findet man fiir die Energieabsenkung
AE « —§62K)/(4-2K) (34)

Der Wert von K bestimmt sich am einfachsten aus dem Symmetrieargument fiir die
dreifach entartete Triplettanregung auf der Basis der gebundenen Zusténde, siehe unten.
Man findet K = 1/2, woraus A oc 6%/3 [45] und AE o< —§*/® folgen. Weiterhin erkennt man,
daB die anomale Dimension des Dimerisierungsoperators Hp gleich 1/2 ist. Wir finden also
die Ergebnisse wieder, die schon im vorigen Unterabschnitt auftraten.

Um die vollstindige Aquivalenz aufzuzeigen, seien die Ergebnisse fiir gebundene
Zustdnde nach Dashen, Hasslacher und Neveu [94-97] angegeben

A, = 2Asin(nm(/2) (35a)
mit ne€{1,2,3,...<1/5}, (35b)

wobei ein Sinus-Gordon-Modell mit Kosinusterm cos(v¢) mit

K12

="K

(36)

betrachtet wurde. Direkten Bezug fiir Dimerisierung hat der Fall v = 2, der ein Singulett
bei \/gAtrip impliziert. Der Fall interner Umklappstreuung v = 4 ist ausgezeichnet, da dort
(36) singuldr wird. Wir erkennen hierin eine Signatur der Marginalitdt. Die Moden (35)

8Hier tragen Operatoren zur Unterscheidung von Zahlen ein Dach, da ihr Unterschied gerade
die semiklassische Naherung ausmacht.
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wurden nicht exakt, sondern mit semiklassischen Pfadintegralmethoden gewonnen. Dabei
werden um die klassischen Losungen periodischer Bahnen herum die Fluktuationen als
gauflisch betrachtet und integriert. Der Vergleich mit den Ergebnissen der fermionischen
Feldtheorie aus dem vorigen Abschnitt nach Bergknoff und Thacker zeigt [73,76], da8 sie
exakt sind. Diese Tatsache gilt noch als unverstanden. Sie ist analog zur Exaktheit der
Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsbedingungen im einfachen Wasserstoffatom. Es ist daher
zu vermuten, dafl die Ursache darin liegt, dafl die klassischen Losungen alle periodisch sind.

In der bosonischen Darstellung haben wir es mit dem Problem eines quantisierten Sinus-
Gordon-Modells zu tun. Dariiber ist sehr vieles bekannt, was uns hilft, die Physik schwach
dimerisierter Systeme zu verstehen. Noch besser wéire es aber, das Doppelsinus-Gordon-
Modell behandeln zu kénnen, so dafl man die zuséitzlichen Terme (30) und (31) gleichzeitig
betrachten kénnte. Dazu ist jedoch noch wenig bekannt. In der Tat ist es aber so, daf} fiir
kleine Dimerisierung ¢ auch (30) einen Beitrag derselben § Potenz wie (31) liefert [93,85],
obwohl (30) ohne Dimerisierung marginal irrelevant ist fiir o < c.

2.2 Gekoppelte Ketten, Leitern und Ebenen

Will man sich nun von der strikten Eindimensionalitdt 16sen, so liegt es nahe, zu Leitern
oder zu Ebenen gekoppelte Ketten zu betrachten. Man sollte erwarten, da} man bei sol-
chen quasi-eindimensionalen Systemen mit dhnlichen Methoden und Bildern wie bei strikt
eindimensionalen Systemen arbeiten kann. Tatséchlich sind Ansétze, die die Zwischenket-
tenkopplung in Molekularfeldndherung fiir statische Groflen beziehungsweise in RPA fiir
dynamische Groflen betrachten, sehr erfolgreich [98,99]. Dabei wird allerdings letztlich ein
eindimensionales Problem in einem dufleren Feld, das den Effekt der Nachbarketten simu-
liert, gelost.

In Molekularfeldndherung wird bei antiferromagnetischer Zwischenkettenkopplung wie-
derum eine Bindung zwischen Spinonen auftreten. Die Nachbarkette erzeugt in der anti-
ferromagnetisch geordneten Phase ein alternierendes magnetisches Feld, das in einer feld-
theoretischen Beschreibung analog zu einem Dimerisierungsoperator wirkt [98,99]. Um die
Bindung zweier Spinonen intuitiv zu verstehen, greift man auf das Bild eines Spinons
ausgehend von néelartiger Ordnung (Abb. 8) zuriick. Man erkennt, daf§ das Spinon eine
Domé&nenwand zwischen den beiden moglichen Néelzustdnden ist. In einem dufleren alter-
nierenden Feld wiirde somit der Abschnitt zwischen zwei Spinonen wiederum energetisch
ungiinstig sein und ein attraktives Potential erzeugen. Man lernt aus dieser Betrachtung,
daf} die Spinonen als solche nicht die elementaren Anregungen eines zweidimensionalen
Systems sind, da sie nicht asymptotisch frei sind. Domé&nenwé&nde sind fiir h6herdimen-
sionale Systeme keine guten Kandidaten fiir elementare Anregungen. Dies bestétigt die
Uberlegungen aus der Einleitung.

Es ist hingegen einfach, das Magnonbild auf hoherdimensionale Systeme zu iibertragen.
Dies ist Gegenstand der Arbeiten [II] und [VIII]. Betrachtet werden schwach gekoppelte
dimerisierte Spinketten. Man geht vom Dimerlimes aus, in dem die Anregungen lokale
Tripletts sind. Alle Zwischendimerkopplungen werden storungstheoretisch behandelt. Sie
fithren zu einem effektiven Hiipfen der Tripletts von Dimer zu Dimer. Die maximale Reich-
weite hdngt von der Ordnung ab, in der Stérungstheorie betrieben wird. In der Arbeit
[VIII] wurde mit Ergebnissen dritter Ordnung die Symmetrie der Magnondispersion fiir
CuGeOj3 gekldrt. Dabei konnte eine Fehlinterpretation von ESR-Daten in Ref. [3] aufge-
deckt werden. Die quantitative Auswertung erzielt derzeit noch keine Ubereinstimmung
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mit den Analysen der Suszeptibilitdt [56,22,100]. Das ist einerseits auf den Abbruch der
Storungsreihe nach dritter Ordnung, andererseits auf die Rechnung mit konstanten, tem-
peraturunabhingigen Kopplungen zuriickzufiihren, siehe Arbeit [V]. Zu beiden Punkten
laufen weiterfilhrende Untersuchungen.

In der Arbeit [II] wurde fiir Vanadylpyrophosphat (VO),P507 die Dispersion in fiinfter
Ordnung berechnet, was auf Grund der in dieser Substanz hoheren Dimerisierung schon
quantitative Ergebnisse liefert. Methodisch wird das durch eine kontinuierliche unitire
Transformation auf Flufigleichungsbasis [101,102] bewerkstelligt, die den Ausgangshamil-
tonoperator auf einen effektiven Hamiltonoperator abbildet, der mit der Triplettanzahl
kommutiert [103].

Weiterhin wurde in vierter Ordnung die Bindung zweier Magnonen im S = 1 Sek-
tor berechnet. Tatsédchlich wurde ein zweiter gebundener S = 1 Zustand gefunden, wie
er experimentell gesehen wird. Die Ubereinstimmung mit dem Experiment ist noch nicht
vollkommen befriedigend, da theoretisch der gebundene Zustand nicht in der ganzen Bril-
louinzone gefunden wird [II]. Zwar lassen sich Parametersitze finden, die in der ganzen
Brillouinzone einen gebundenen Triplettzustand erlauben [54], doch ist die dafiir anzuneh-
mende Dimerisierung zu grof [II]. Weitere experimentelle und theoretische Arbeit sollte es
ermoglichen, ein in allen Gréfen konsistentes Modell zu finden.

Als letztes soll erwdhnt werden, dafl es auch rdumlich isotrope zweidimensionale Modelle
gibt [104], die einen dimerisierten Grundzustand besitzen. Der entscheidende Mechanismus,
der den dimerisierten Grundzustand stabilisiert, ist einmal mehr Frustration. Die S =
1 Anregungen haben eine nennenswerte Energieliicke und eine geringe Dispersion [105].
Tatsdchlich ist ein solches Gitter mit SrCus(BOs3)s auch experimentell realisiert [105]. Auf
Grund der allgemeinen Regel, dafl Frustration das Hiipfen vermindert, Wechselwirkung
jedoch verstirkt, siehe (15), ist zu erwarten, dafl es gebundene Zustdnde gibt, obwohl das
Modell zweidimensional ist.

2.3 Storstellen

Der Effekt von Dotierung beziehungsweise von Kettenenden ist Inhalt der Arbeiten [I,III].
Dotiertes CuGeQj ist experimentell ausfiihrlich untersucht worden fiir verschiedene Do-
panden Zn [106-109], Mg [110], Si [111-113], Ni [107,109,108] und Mn [108]. Der Einfluf}
der verschiedenen Substanzen ist dhnlich [114]. Augenfillig ist das Auftreten von Antifer-
romagnetismus in Koexistenz mit der Dimerisierung.

Dotiert man Spinsysteme, die sich in einem RVB-artigen Grundzustand befinden, so
entstehen ungepaarte S = 1/2 Objekte [115-117]. Fiir die Erkldrung nehmen wir zunéchst
an, daf} eine unmagnetische Storstelle an Stelle eines Spins eingefiihrt wird. Waren vor der
Dotierung alle Spins zu Singuletts gepaart, so fehlt nun einem Spin der Partner, so dafl
ein S = 1/2 Spinon iibrigbleibt. Wird eine S = 1 Storstelle eingefiihrt, so ist die Situation
dhnlich. Sie koppelt mit den zwei benachbarten S = 1/2 zu S = 0, wobei aber wieder ein
S = 1/2 Spinon ungepaart bleibt [118,119].

Der Einfachheit halber werden wir im folgenden Kettenenden betrachten, die man sich
durch unmagnetische oder magnetische Storstellen verursacht denken kann [I]. Ohne Di-
merisierung ist das ungepaarte Spinon® nicht lokalisiert und entlang der ganzen Kette zu

9Der Begriff ‘Spinon’ wird hier verwendet, um anzudeuten, daB nicht ein nackter Spin gemeint
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finden [120,121]. Mit Dimerisierung kommt es auf die Beschaffenheit der Kopplung zwi-
schen letztem und vorletztem Spin an. Ist diese iiberdurchschnittlich, so gibt es in diesem
Kettenstiick kein S = 1/2, da alle Spins einen natiirlichen Partnerspin zur Singulettbildung
haben, siehe Abb. 1(b) in [I]. Ist die letzte Kopplung hingegen unterdurchschnittlich, so
entsteht ein Spinon, da der letzte Spin keinen natiirlichen Partnerspin zur Singulettbildung
hat, siche Abb. 1(a) in [I]. Bewegt sich nun dieses Spinon, so kostet das potentielle Energie,
wie in Abb. 1(c) in [I] skizziert. Auf dem Kettenstiick zwischen dem Kettenende und dem
Spinon sind die starken Kopplungen und die Singuletts falsch ausgerichtet. Dies begriindet
ein anziehendes Potential, das letztlich zu confinement fiihrt.

Fiir Spin-Peierls-Systeme mag man an dieser Stelle einwenden, daf} sich die Verzerrung
der Verteilung der Singuletts anpassen kann. Dazu sind zwei Punkte zu bemerken. Der
erste betrifft die Geschwindigkeiten der Prozesse. Die Verzerrung wird sich nur dann der
magnetischen Situation anpassen, wenn die Phononen schneller sind als die Spinonen. Grob
gesprochen mufl J < w gelten. Darauf wird in Kapitel 4 noch ausfiihrlich eingegangen. Der
zweite, hier wesentliche Punkt ist die Beeinflussung einer Kette durch ihre Nachbarketten
iiber die elastische Wechselwirkung. Damit ist gemeint, dafl die Verzerrung auf einer Kette
eine Verzerrung auf den Nachbarketten begiinstigt (siehe Gl. (38)). Das riihrt einerseits von
der Dispersion der Phononen senkrecht zu den Ketten her. Andererseits sind die relevanten
Phononen in den betrachteten Gittern mit Basis ausgedehnte Objekte [122-124]. Da sich
nun die einzelne Storstelle, wie wir sie bei geringer Storstellenkonzentration betrachten
konnen, und mit ihr das Spinon nur auf einer Kette befindet, bleiben die Nachbarketten
unverdndert dimerisiert. Sie prégen der gestorten Kette iiber die elastische Wechselwirkung
eine statische Dimerisierung auf. Dies ist das adiabatische Bild, das wir hier verwenden.

Das Skalierungsverhalten des bindenden Potentials hdngt wiederum vom Wert der
Frustration ab. Ist diese unterkritisch, so hat man ein Ansteigen mit Wurzelverhalten
V(z) o< 4/|z| [I]; im {iberkritischen Bereich ein lineares Ansteigen V(z) o< |z| [ILIII]. Auf
jeden Fall ist das Spinon in der N&he des Kettenendes gebunden, was man in numerischen
Rechnungen an Hand der lokalen magnetischen Momente auch sehr gut sieht [I]. Weiterhin
gibt es auch noch angeregte gebundene Zusténde, die unterhalb des Kontinuums liegen
[I]. Tats&chlich wurden in ESR-Experimenten [125] und in elastischer Lichtstreuung [III],
[126,127] Linien beobachtet, die gut mit dem Bild gebundener Zustinde zusammenpassen.
Allerdings stimmen die Energien dieser Linien nicht mit den Ergebnissen strikt eindimen-
sionaler Rechnungen iiberein.

Um die Situation in héheren Dimensionen zu beschreiben, ist es giinstig, in das Ma-
gnonbild zu wechseln. Fiir das qualitative Verstdndnis soll uns nullte und erste Ordnung
Storungsrechnung geniigen. Der durch die Dotierung freigesetzte Spin ist dann absolut lo-
kal neben der Storstelle, wie in Abb. 20 in der ersten Zeile gezeigt. Wendet man nun den
spinerhaltenden Ramanoperator R [70,128] an, so kann man ein einzelnes Triplett anregen,
obwohl es Spin S = 1 hat. Es handelt sich um eine spinonassistierte Tripletterzeugung, bei
der der S = 1/2 Spin und der S = 1 Spin nach dem Streuprozef zu Si,, = 1/2 gekoppelt
sind [III]. Aus der undotierten Substanz heraus mit S = 0 Grundzustand ist ein solcher
Streuprozef}, bei dem nur ein Triplett erzeugt wird, nicht moglich.

ist, sondern ein komplizierteres, ausgedehntes Objekt.
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S=1/2

S=1/2 S=1

Abbildung 20. Wirkung des Ramanoperators auf ein stark dimerisiertes System mit Storstelle.
Ein Triplett wird erzeugt bei Erhaltung des Spins.

Das Triplett kann sich nun auf Grund der schwécheren Kopplungen vom Ort seiner
Erzeugung entfernen. Davon wiirde man allerdings nur ein relativ breites (Breite ~ J)
Kontinuum im Spektrum erwarten, das bei der Triplettliicke Ay, beginnt. Tatséchlich
wird aber ein relativ scharfer Pik beobachtet, der dem aus zwei Magnonen aufgebauten
Singulettzustand bei ca. 1.9A¢y;, dhnlich ist [III]. Diese Ahnlichkeit bezieht sich sowohl auf
die Pikform als auch auf alle Auswahlregeln. Die Kante des spinonassistierten Piks liegt
auch knapp unterhalb von Agyp.

Zusitzlich zu dem Hiipfmatrixelement aus (15) findet man

wyz = —(A/2)(1 +20) (37)

fiir die Wechselwirkungsenergie, wenn das Triplett neben dem freien Spin sitzt. Daraus
resultiert ein gebundener Zustand, der im Spektrum einen Pik unterhalb des Kontinuums
verursacht. Die resultierenden Bindungsenergien sind allerdings zu grofl im Vergleich zu
den experimentellen Daten.

Generell ist es so, dal Bindungseftfekte in hoheren Dimensionen schwécher sind. Ursache
ist der verminderte zur Verfiigung stehende Phasenraum bei niedrigen Energien. Die Zu-
standsdichte an der unteren Bandkante divergiert in d = 1 wie 1/4/w, ist in d = 2 konstant
w® und verschwindet in d = 3 wie /w. Daher ist zu erwarten, da die Beriicksichtigung
von Zwischenkettenkopplungen die Bindungsenergien vermindert und die Piks gebundener
Zusténde ndher an die Kontinua riickt, wie es der experimentellen Situation entspricht [III].
Die fehlende quantitative Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment falsifiziert
das grundsétzliche Bild also nicht.

Fiir Spin-Peierls-Systeme, deren elastische Zwischenkettenkopplung nicht sehr grof} ist,
kann die Betrachtung einer Storstelle in einer fest dimerisierten Kette noch verbessert wer-
den, indem eine adaptive Modulation zugelassen wird. Dazu wird die Verzerrung selbstkon-
sistent berechnet aus der Minimierung des folgenden Hamiltonoperators (siehe auch (11b)
und Abschnitt 3.2)

K .
H = JZ [(1 + 51)SzSz+1 + C\JSZ'SZ'+2 + ?53 + f(si(_l)l(sbulk ) (38)

wobei K = K+ f sei und K, die Federkonstante ist, die man im rein eindimensionalen Sy-
stem ndhme, um dieselbe Verzerrung dy, in der homogen dimerisierten Phase zu erhalten.
Der Term f&;(—1)!0pui beinhaltet den Einflu, den die fest dimerisierten Nachbarketten
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auf die gestorte Kette ausiiben. Sie prigen der gestorten Kette eine Vorzugsdimerisierung
auf.!?

Die Ergebnisse aus der Minimierung von (38) sind in Abb. 21 dargestellt [129]. Der
Grundzustand des Spinsystems wurde dabei mit Dichtematrixrenormierung bestimmt
[IV.I]. Entsprechende Daten wurden mit Quanten-Monte-Carlo auch von Poilblanc und
Mitarbeitern gefunden [118,119].
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Abbildung 21. Lokale Verzerrungen (fiinfach vergréfert) und Magnetisierungen in der Néhe
eines Kettenendes, das heifit einer Storstelle am Platz 0. Die Parameter sind K = 18.064, a = 0.35
und f wie angezeigt.

Man erkennt in Abb. 21, dafl das Spinon, dessen Aufenthaltswahrscheinlichkeit pro-
portional zu m; ist [I], nicht direkt an der Storstelle lokalisiert ist, sondern an der sich
ausbildenden Nullstelle der Verzerrung 6;. Diese Nullstelle entsteht, da das System am
Kettenende eine starke Bindung bevorzugt, um den letzten Spin zu paaren. Das gibt ein
Dimerisierungsmuster vor, das aber nicht dem durch die Nachbarketten begiinstigten Mu-
ster entspricht. Daher wandelt sich das Dimerisierungsmuster je nach dem Wert von f in
unterschiedlich groem Abstand wieder zum Bulkmuster um (siehe Abb. 21), so daf ei-
ne Nullstelle entsteht. Die Bindung des Spinons an diese Nullstelle kann &hnlich wie die
Bindungen bei konstanter Dimerisierung verstanden werden, wie in [I] dargelegt ist.

Berechnet man die Energieliicke A bei festgehaltenen Verzerrungen wie in Abb. 21
gezeigt, so findet man, daf} sie signifikant kleiner ist als die Bulktriplettliicke Agp. Sie
dndert sich wenig mit f und betrégt 52% fiir f = 0.01 und 64% fiir f = 1 von Agyp.
Dies ist ein Hinweis dafiir, dafl zumindest in der hier vorgestellten adiabatischen Rechnung
Selbstlokalisierung ( “self-trapping”) auftritt. Das Spinon ist in erster Linie an die Nullstelle

10Vernachlissigt sind in Gl. (38) die Riickwirkungen der gestorten Kette auf die Nachbarketten.
Man tiiberlegt sich jedoch schnell, daf§ diese Effekte wie 1/z unterdriickt sind, wobei z die Anzahl
der Nachbarketten ist.
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gebunden, so dafl die Anregungsenergien nicht wesentlich vom Abstand zum Kettenende
abhédngen. Das kombinierte Objekt Spinon-Nullstelle, also ein Soliton, wird von der Zwi-
schenkettenkopplung an die Storstelle gedriickt (siehe auch [130]).

Die adaptive Rechung als solche ergibt jedoch keine Verbesserung der Ubereinstimmung
der Energiewerte mit dem Experiment gegeniiber den Betrachtungen in fest dimerisierten
Ketten. Die Werte sind vergleichbar niedrig (vgl. [LIII]). Auch bei adaptiver Modulati-
on ist der Einflul der magnetischen Zwischenkettenkopplung entscheidend und fiihrt zur
Verminderung der Bindungsenergie.

Um das experimentelle Bild abzurunden, sei auf das Auftreten einer antiferromagneti-
schen Phase bei Dotierung hingewiesen. Bisher haben wir jeweils nur eine isolierte Storstelle
betrachtet und in drei verschiedenen Zugingen lokalisierte S = 1/2 Momente festgestellt.
Erhoht man nun die Konzentration dieser lokalisierten Spinonen, beginnen diese, iiber den
Austausch von Magnonen antiferromagnetisch wechselzuwirken. Diese Kopplungen beste-
hen entlang der Ketten und zwischen den Ketten, so daf3 ein dreidimensionaler verdiinnter
Antiferromagnet mit variierenden Kopplungen entsteht, der einen Néelgrundzustand hat.
Allerdings besteht noch kein Konsens, in welcher Art sich die relevante Energieskala Txge
ergibt [131-133].
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3. Inkommensurabel modulierte Phasen

Legt man an ein Spin-Peierls-System in der D-Phase bei tiefen Temperaturen ein Ma-
gnetfeld an, so bleibt diese Phase stabil bis zum Erreichen eines kritischen Magnetfel-
des H. (Abb. 16). Die Stabilitat riihrt von der Singulett-Triplett-Liicke Ay, her. Eine
Abschétzung fiir H, ist daher auch gugH, = Agip. Tatséchlich ist H, etwas kleiner und
seine Zeemanenergie liegt bei ca. 80% der Energieliicke. Oberhalb des kritischen Feldes
verdndert sich n&mlich auch die Modulation. Das System bildet eine inkommensurabel
verzerrte Phase (I-Phase) aus. Die Eigenschaften dieser I-Phase sind Gegenstand der Ar-
beiten [IV] und [VI] mit Beziigen zu [I].

Im ersten Unterkapitel wird eine im wesentlichen sinusoidale Modulation diskutiert.
Im zweiten wird die Modulation selbstkonsistent berechnet. Beide Modelle behandeln die
Verzerrung adiabatisch. Im letzten Unterkapitel schliellich wird aufgezeigt, dafl der nichta-
diabatische Charakter einen wichtigen Einflufl auf die beobachteten Amplituden der alter-
nierenden Groflen hat.

3.1 Sinusoidale Modulation

In einer Reihe von Arbeiten wurde mit elastischer Rontgenstreuung gezeigt [134-136], daf
die Verzerrungen in der I-Phase tatsichlich inkommensurabel sind, wobei die Abweichung
von der Dimerisierung |¢ — 7| mit dem Magnetfeld ansteigt. Das ist leicht zu verstehen,
wenn man sich die Situation zunichst in einem XY-Modell veranschaulicht, das nach (17)
ohne Frustration (o = 0) freien Fermionen entspricht. Betrachtet man die Suszeptibilitét
beziiglich einer Verzerrung, so ist diese fiir ¢ = 2kr maximal, da fiir diesen Wellenvektor
Teilchen-Loch-Paare verschwindender Energie erzeugt werden kénnen. Es bildet sich also
eine Verzerrung bei ¢ = 2kp = 27n = 27mm + 7 aus, wobei n die Teilchendichte im
fermionischen Modell ist und m die Magnetisierung im Spinmodell (16a). Weil durch diese
Verzerrung die entarteten Zustédnde bei —kp mit denen bei kr gekoppelt werden, entsteht
bei k = +kp eine Liicke. Schaltet man nun stetig die Wechselwirkungen bei festgehaltener
Teilchenzahl an, so konnen keine Zustdnde iiber diese Liicke springen, so dafl das Bild
einer Verzerrung bei 2kp auch mit Wechselwirkung giiltig bleibt [VI], [38]. Man erhélt die
Beziehung

lg — 7| =27m . (39)

Numerisch 148t sich diese Relation explizit bestétigen [IV].
Da sich nun experimentell herausgestellt hat, dal die h6heren Harmonischen der Verzer-
rung deutlich unterdriickt sind [135], liegt es nahe, als erstes folgendes Modell zu betrachten

H = JZ[I — 61 cos(qri)]SiSii1 (40)

mit einem (39) entsprechenden g¢. Diese Betrachtung wurde in [VI] durchgefiihrt. Es wurde
auch noch die dritte Harmonische bei 3¢ beriicksichtigt, deren Amplitude jedoch nur ca.
7% der ersten Harmonischen bei ¢ betrdgt. Die resultierenden kleinen Korrekturen liegen
jedoch nur im Prozentbereich.

Unser Augenmerk gilt den lokalen Magnetisierungen m; = (S?), deren Verteilung in
NMR-Experimenten [137-140] bestimmt werden kann. Die experimentellen Daten wurden
mit einigem Erfolg mit einer Kontinuumstheorie [141] verglichen. Diese beruhte jedoch auf
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einer Hartree-Fock-Behandlung, in der die Hartree- und Fockterme als rdumlich konstant
angenommen wurden. Es wird in [VI] gezeigt, daf} dies eine zu grobe Niherung ist. Die
Physik reduziert sich auf die einer XY-Kette. Die antiferromagnetischen Korrelationen
sind erheblich kleiner als in einer isotropen XYZ-Spinkette. Dieser Schlufl wird auch von
anderen Ergebnissen gestiitzt [142,143], [IV]. Damit stellt sich allerdings die Frage, warum
im Experiment die relativ kleinen Amplituden einer XY -Kette gesehen werden. Die gute
Spinisotropie in Kupraten kann nicht in Zweifel gezogen werden. Die in [VI] vorgeschlagene
Losung besteht darin, dal man experimentell eine effektive Magnetisierung mef sieht, die
einem Mittelwert benachbarter Magnetisierungen m,; entspricht

mfﬂ = (1 — 27)mz + ’y(mi_l + mi+1) . (41)

Tatséchlich stimmen die Ergebnisse nach einer Mittelung mit v = 0.2 gut mit dem Expe-
riment iiberein [VI]. Die mikroskopische Begriindung fiir die Mittelung wird in Abschnitt
3.3 skizziert.

Der Grund, warum man iiberhaupt an den Nullstellen der Modulation starke lokale
Magnetisierungen sieht, liegt in der Lokalisierung eines Spinons. Jede Nullstelle bindet
genau ein Spinon [I], was man auch durch Summation der m; um ein Maximum herum
feststellen kann. Es ergibt sich genau 1/2.

In [IV] wurde fiir die sinusoidale Modulation (40) das Verhalten der Grundzustands-
energie als Funktion der Magnetisierung untersucht. Die Kenntnis von E(m) erlaubt,
auf die Ordnung des Phaseniibergangs zu schliefen. Mittels einer Legendretransformation
E(h) = E(m) — hm erhilt man auch Kenntnis von E(h), der Abhingigkeit der Grundzu-
standsenergie vom Magnetfeld h = gugH. Aus einer Unstetigkeit von E(m) fir m — 0
folgt, daB der Ubergang von der D- in die I-Phase bei sinusoidaler Modulation erster
Ordnung ist. Die Hauptursache fiir die Unstetigkeit liegt darin, dafl der Mittelwert des
Quadrats der sinusoidalen Verzerrung cos(gr;) auf Grund der diskreten r; unstetig von 1
auf 1/2 springt, wenn ¢ infinitesimal von 7 verschieden ist [IV].

Zwar ist experimentell der Ubergang von der D- in die I-Phase tatsichlich von er-
ster Ordnung [144,135,137,47,46]. Doch ist die beobachtete Unstetigkeit nur gering. Eine
Beschreibung mit rein sinusoidaler Modulation ist nicht hinreichend.

3.2 Adaptive Modulation

Im vorigen Unterkapitel wurde abschlieflend festgestellt, dafl eine sinusoidale Modulation
zu einem Phaseniibergang erster Ordnung fiihrt. Daher wenden wir uns wieder dem Mi-
nimierungsproblem (11) zu und bestimmen die Verzerrungen selbstkonsistent. Ableitung
nach 9; liefert im Grundzustand je nach Kopplungsmuster

0= <Sz+1Sz> — (Sz,151> + KS(SZ (428,)
0 = (Si118:i) — ((Sj415;)) + Kvdi (42b)

wobei in der zweiten Gleichung (42b) noch die Nebenbedingung, daf§ die Verzerrungen im
Mittel Null sein sollen, beriicksichtigt wurde. Dies fiihrt zu dem Auftreten des Mittelwertes
aller Nichstnachbar-Skalarprodukte ((S;11S;)).

In Abb. 22 ist ein typisches Ergebnis gezeigt, das mittels DMRG gewonnen wurde [145].
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Abbildung 22. Verzerrungen ¢; und lokale Magnetisierungen m; = (S7) fiir ein Solitongitter
mit zwei Solitonen in einer periodischen Probe von 108 Plitzen. Die Parameter sind K, = 18
und « = 0.35. Die durchgezogenen Linien sind Fits gemif der Gleichungen (43) mit § = 0.014,
kq = 0.965, g = 10.1 und W =0.21, R = 5.0, ky, = 0.992, &, = 7.8.

Auf der magnetischen Seite ist kein wesentlicher Unterschied zu den Ergebnissen bei
sinusoidaler Verzerrung in [VI] zu finden. Das ist nicht verwunderlich, weil die Lokalisierung
im wesentlichen vom Nulldurchgang der Verzerrung bestimmt ist [I]. Fiir die Verzerrungen
ergibt sich, dafl auch die Abweichung von konstant alternierender Dimerisierung lokalisiert
ist, was aus Bedingung (42) folgt.

Im folgenden verwenden wir den Begrift ‘Soliton’ fiir die aufeinander abgestimmte Kom-
bination einer Nullstelle der Verzerrung und eines dort lokalisierten Spinons. Die Verzerrung
eines isolierten Solitons ist stufenartig (kink). Darin offenbart sich der wesentliche Vorteil zu
einer sinusoidalen Verzerrung. Wéahrend bei der sinusoidalen Verzerrung das mittlere Ver-
zerrungsquadrat sofort auf die Hélfte des Werts im homogen dimerisierten Zustand abfillt,
ist der Abfall bei einer periodischen Anordnung von Solitonen, d.h. bei einem Solitongitter,
proportional zur Solitonenanzahl und zu ihrer Breite £. Eine geringe Solitonkonzentration
bedeutet daher auch nur eine geringe Anderung der Energie, so daf§ E (m) Lipschitz-stetig
ist [IV].

Wir haben E(m) fiir das Modell (11b) untersucht und gefunden, daf} es zu einem stetigen
Phaseniibergang fiihrt, wenn auch die Magnetisierung sehr schnell wie m o< —1/In(H — H,,)
ansteigt [IV]. Die Ergebnisse gingiger Kontinuumstheorien beinhalten ebenfalls Pha-
seniiberginge zweiter Ordnung [146-151,141]. Lediglich Horovitz erwé&hnt in einer friithen
Arbeit [152] die Moglichkeit von Solitonenanziehung, die zur einem Ubergang erster Ord-
nung fiihren wiirde. Buzdin und Mitarbeiter erwarten bei endlichen Temperaturen einen
Phaseniibergang erster Ordnung [153].

Tatsichlich kommt es auf die Details der elastischen Energie an. Wie schon Cross [154]
qualitativ argumentierte, fiihrt eine elastische Energie mit Dispersion K(q), die Verzer-
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rungen mit ¢ = 7 bevorzugt, wieder zu Phaseniibergéngen erster Ordnung [IV]. Die po-
sitive Kriimmung der wellenvektorabhiingigen Federkonstanten K(g) im Bereich ¢ ~ =
unterdriickt hohere Harmonische in der optimalen Verzerrung und begiinstigt daher si-
nusoidale Modulation. Gleichzeitig wird ein konkaves Verhalten!' von E(m) bei kleiner
Magnetisierung erzeugt, das iiber eine Maxwellkonstruktion zu Phasenseparation fiihrt.
Also ist der Phaseniibergang erster Ordnung [IV]. Der Sprung in der Magnetisierung kann
jedoch beliebig schwach sein in Abhingigkeit von der genauen Dispersion K(q), was ein
interessantes Szenarium fiir den Ubergang erster Ordnung in CuGeOs liefert. Diese Ergeb-
nisse stimmen mit der Schluffolgerung aus einer phinomenologischen Ginzburg-Landau-
Beschreibung [155] iiberein, daf8 ein Phaseniibergang erster Ordnung D—I das typische
Szenarium ist.

Direkt am Phaseniibergang sind die Solitonen relativ weit voneinander entfernt und der
Unterschied zwischen sinusoidaler und adaptiver Modulation féllt ins Gewicht. Bei hoher-
en Solitonkonzentrationen ergibt sich in jedem Fall eine sinusoidale Modulation, deren
Amplitude vom Modell abhédngt. Das mittlere Verzerrungsquadrat konnte aus den Git-
terkonstanten bestimmt werden und deckt sich gut mit den Vorhersagen aus dem Modell
(11b), siehe [49].

Es gibt eine Reihe von Kontinuumstheorien fiir Solitongitter. Die meisten behandeln
im wesentlichen die freien Fermionen des Peierls-Ubergangs bzw. der reinen XY-Kette
[146-153,141|. Es gibt jedoch auch Ableitungen fiir die isotrope Heisenbergkette [93,85,87].
Das Resultat 1&8t sich in

w1 T i Ti
m; = ? {Edn (E, km) + (_1) cn <E;km)} (43&)

r
O =0sn|—,k 43b
(kdﬁd d) (43b)

zusammenfassen (sn,cn, dn sind die elliptischen Jacobifunktionen [156]). Dabei gelten zwi-
schen den Parametern W, R, k,,, &u, und kg, &g gemidfl der Kontinuumstheorien noch
folgende Zusammenhénge

Ei=bm =& & k= kn =k (44a)
1= 4mkm/dK(km/d)§m/d (4:4b)
| = wkmgm% | (4dc)

Die erste Beziehung (44a) riihrt daher, daf} eine feste Proportionalitét zwischen der lokalen
Verzerrung und dem Kosinus der klassischen Phase 2¢ der bosonisierten Theorie cos(2¢)
angenommen wird (siehe unten). Die zweite Beziehung riihrt daher, da§ durch die Magne-
tisierung auch die Periodizitat festgelegt ist nach (39) und [156]. Die dritte Beziehung folgt
ebenfalls aus der mittleren Magnetisierung m, die nach (43a) durch

LU S R
T oR M\ katn ™) T 2R2K

"UDas konkave Verhalten tritt auf, wenn in der Rechnung eine dquidistante Solitonverteilung
erzwungen wird. Liee man eine allgemeine Solitonverteilung zu, finde man die Phasenseparation
direkt. Letzteres ist rechnerisch aber viel schwieriger.
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gegeben ist, woraus (44c) durch Einsetzen von (44b) folgt. Die iiberstrichenen Gréflen sind
iiber eine Periode gemittelt.

Die Fits in Abb. 22 basieren auf den Ansétzen (43). Dabei wurde (44a) nicht beachtet,
da sonst keine Ubereinstimmung erzielt wiirde. Die Relation (44b) wurde verwendet. Die
Relation (44c) kann iiberpriift werden. Sie ist mit Fehlern im Prozentbereich erfiillt'2.

Hervorhebenswert ist der Unterschied zwischen der elastischen &4 und der magnetischen
Solitonbreite &,. Er betridgt ungefihr 30%, héngt aber noch von der Frustration ab [145].
Die Tatsache, dafl {4/, deutlich iiber Eins liegt, stimmt mit den experimentellen Befunden
iiberein. Mit elastischer Rontgenstreuung [135] wird ein Wert von &g = 13.6 £0.3 gefunden
Die NMR-Untersuchungen liefern in der Nihe des Ubergangs den Wert &, ~ 10 [140], s
dafl das Verhéltnis gut mit dem numerischen Resultat {ibereinstimmt.

Die Ursache fiir die Abweichung vom Resultat (44a) findet sich in der Behandlung der
Fluktuationen und der durch sie induzierten Renormierung. Die semiklassische Behand-
lung, die im Unterabschnitt 2.1.4 iiber bosonische Feldtheorie skizziert ist, liefert mittels
Variation nach der Verzerrung §(z) die Beziehung §(z) oc €727 cos(2¢yass). Wir interessie-
ren uns fiir Losungen, bei denen ¢y,ss um 7 ansteigt, was einem Soliton entspricht. Wird
o(z) nun konstant gleich dem Wert im Grundzustand gesetzt [93,85], so erhélt man

d(z)/0 = cos(2¢yass) = tanh(z/€) , (45)

wobei & durch das Verhiltnis Spinwellengeschwindigkeit zu Energieliicke vs/A gegeben ist.
Da die alternierende Komponente der Magnetisierung proportional ist zu sin(2¢yjass ), erhilt
man direkt \/1 — tanh?(z/€) = 1/ cosh(z/€) fiir ihre Ortsabhingigkeit.

Beriicksichtigt man jedoch, dafl die Renormierung in Anwesenheit eines Solitons von
der im Grundzustand um Ao abweicht, so erhdlt man fiir die alternierende Komponente

der Magnetisierung \/1 — exp(4Ac) tanh®(z/€), was wegen Ao > 0 schmaler ist als die
urspriingliche Abhingigkeit [157]. Eine quantitative Auswertung steht noch aus. Es ist
jedoch nach dem eben gesagten schon einsichtig, dafl das von Eins abweichende Verhéltnis
€4/&m auf die Ortsabhingigkeit der Renormierung o(z) zuriickzufiihren ist.

3.3 Phasonen

In [VI] wurde aufgezeigt, dafl die Amplitude der alternierenden Magnetisierung deutlich
um einen Faktor 4 bis 6 zu grof} ist im Vergleich zum Experiment. Auch umfangreichere
Rechnungen fiir adaptive Modulation &ndern nichts an dieser Diskrepanz [145]. Daher
haben wir vorgeschlagen, dafl im Experiment nicht die lokale Magnetisierung m; an einem
Kupferion gemessen wird, sondern ein gewisser Mittelwert mgT

mef = (1= 2y)m; + y(misy +mi 1) . (46)

Mit v = 0.2 lie sich eine gute Ubereinstimmung mit dem Experiment erzielen.

12Man beachte, daf8 (44c) im diskreten System nur insoweit erfiillt sein mu#, als man das Integral
iiber die Jacobifunktionen durch eine Summe tiber Stiitzstellen mit Abstand 1/(kmy&m) beschreiben
kann.
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Es bleibt die Frage nach der mikroskopischen Ursache fiir die Mittelung. Tatséchlich
sind nichtadiabatische Effekte dafiir verantwortlich. Das Solitongitter schwingt um sei-
ne Ruhelage. Den Charakter dieser Schwingungen versteht man besser, wenn man eine
Kontinuumsbeschreibung wéhlt, die zuldssig ist, wenn & deutlich grofler als die Gitter-
konstante ist. In einer solchen Kontinuumsbeschreibung kann die Modulation §(z) eines
Solitongitters ohne Energieaufwand ldngs der Ketten verschoben werden. Das System ist
translationsinvariant. Das Solitongitter bricht diese Symmetrie spontan. Daher sind seine
Anregungen Goldstonemoden, deren Energie fiir k — 0 gegen Null strebt. Diese Phasonen
verhalten sich absolut analog zu Phononen eines Kristallgitters bis auf die Tatsache, dafl
es zu jedem Wellenvektor nur eine Mode gibt, da nur in eine Richtung, ndmlich entlang
der Ketten, verschoben werden kann. Obwohl das ideale Spin-Peierls-System magnetisch
eindimensional ist, sind die Verzerrungen auf verschiedenen Ketten elastisch gekoppelt. Da-
her sind die Phasonen Objekte mit dreidimensionaler, wenn auch anisotroper Dispersion.
Die Parameter der Dispersion sind iiber die Anisotropie von Korrelationsldngen und eine
Ginzburg-Landau-Theorie bestimmt worden [155]. Der zugehorige 7 Term in der spezifi-
schen Wirme ist tatsdchlich gemessen worden [158] und Theorie und Experiment stimmen
gut iiberein.

Die oben erwdhnte Mittelung der alternierenden Magnetisierung kann nun als Effekt
der Nullpunktsschwingungen und der angeregten Schwingungen der Phasonen verstanden
werden. Sei das adiabatische Ergebnis von der Form m; = a(r;) cos(nr;) + u(r;), wobei r;
die Komponente entlang der Ketten ist und a(r;) den alternierenden Anteil sowie u(r;)
den homogenen Anteil der Magnetisierung darstellt. Der Einfluf} einer Verschiebung durch
Phasonen kann beriicksichtigt werden, indem 7r; — mr; + (:)(rz) ersetzt wird. Gemessen
wird auf den relativ langen Zeitskalen einer NMR-Messung der Erwartungswert

mi? = (ms) ) (47a)
= a(r;){cos(mr; + O(r;))) + u(r;) (47Db)
= a(r;)y cos(mr;) + u(r;) (47c)

L 1 ny
mit 7' :=exp <_ﬁ Z(@ (rl)>) <1. (47d)

Man erkennt, dafl es in der Tat eine Reduktion gibt, die durch die 6rtlichen Fluktuationen
gegeben ist. Der Faktor 7' ist dem Debye-Waller-Faktor vergleichbar, der aus den Null-
punktsschwingungen und aus den Anregungen von Phononen resultiert [5].

Bestimmt man die zwei fiihrenden Ordnungen in 7', so erhdlt man mit den Werten aus
[155]

7' = 0.16 exp(—(T/T*)?/2) (48)

mit 7* ~ 16.9K. Um auf die Formel (46) zu kommen, bestimmen wir die Funktionen a(r)
und u(r) aus den diskreten m; approximativ mit

a(ri) = mz/2 — (mi_l + mi+1)/4 (49&)
u(r;) = mi/2 + (mi_1 +mi1)/4 . (49Db)

Setzt man diese Gleichungen wieder in (47c) ein, so erhélt man bei verschwindender Tem-
peratur vy = (1—4")/4. Der so bestimmte Wert fiir y (0.21) stimmt gut mit dem Experiment
tiberein [159,145].
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Die obenstehenden Ausfiihrungen zeigen, dafl die Dynamik des Gitters auf keinen Fall
vernachlédssigt werden darf. Die adiabatische Behandlung allein reicht nicht aus. Das eben
vorgestellte Konzept mag noch unbefriedigend erscheinen, da auf eine adiabatische Rech-
nung am Ende eine nichtadiabatische Korrektur aufgesetzt wird. Daher soll im néchsten
Kapitel ein Zugang besprochen werden, der nichtadiabatische Effekte systematisch behan-
delt.
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4. Nichtadiabatische Phononenbehandlung

Dieses Kapitel basiert auf Arbeit [V]. In Abschnitt 3.3 wurde bereits ein experimenteller
Befund, die Reduktion der alternierenden Amplitude, besprochen, der eindeutig auf die
Bedeutung der Phonondynamik hinweist. Hier wird nun ein alternativer systematischer
Zugang behandelt, der es erlaubt, ein Modell mit Spin-Phonon-Kopplung unitir abzubilden
auf ein effektives Modell ohne Spin-Phonon-Kopplung. Zuvor werden verschiedene andere
Zugénge beleuchtet.

4.1 Molekularfeldnidherung und Random Phase Approximation

In Unterkapitel 1.4 wurde bereits das Spin-Peierls-Problem (8) in Molekularfeldniherung
der phononischen Freiheitsgrade besprochen. Der Terminus Random Phase Approximati-
on (RPA) bezieht sich darauf, dafl die Wechselwirkung zwischen Spins und Phononen in
den Phononenpropagatoren durch eine einfache Phononselbstenergie ausgedriickt wird. Der
volle Phononpropagator'® D(w, q) ergibt sich dann aus dem freien (d.h. ohne Spin-Phonon-
Wechselwirkung) Propagator Dy(w, ¢) iiber die Dysongleichung [160,161]

2wo(q)
w? = w(q) — 20(q)P(w,q) -

Die Dispersion der nichtwechselwirkenden Phononen ist wy(g). Die Selbstenergie P(w,q)
ist das Produkt aus dem Quadrat der Kopplungskonstante g, und der freien Suszeptibilitat
Xo(w, q) des Spinsystems beziiglich einer Modulation der Kopplungen. Es handelt sich um
eine Dimer-Dimer-Suszeptibilitat [45,161], die von Cross und Fisher mittels Bosonisierung
berechnet worden ist.

Die in (50) formulierte N&herung stellt die Verallgemeinerung der statischen Moleku-
larfeldtheorie auf dynamische Gréflen dar. Man kann (50) ableiten, indem man fiir das
Phononsystem den Wechselwirkungsterm in (7a) ersetzt gemifl

D(w,q) = (50)

Aq(by +b o) = (Ag)(w) exp(iwt)(by +b_ ) - (51)

Den benétigten Ausdruck fiir (Aq)(w) exp(iwt) erhdlt man mit zeitabhéngiger linearer Ant-
worttheorie fiir die Stérung des Spinsystems durch

Aq(bf +b_o) = Aqexp(—iwt)uq . (52)

Man erkennt, dafl genauso faktorisiert wird wie fiir die statische Molekularfeldndherung,
auBer dal noch eine periodische Zeitoszillation mitgenommen wird. Diese Verwandschaft
erkldrt aber auch, warum die Ergebnisse der statischen Molekularfeldtheorie (z.B. Ver-
schwinden des Ordnungsparameters bei 7' = T, [162]) zu den Ergebnissen der RPA pas-
sen (Divergenz des vollen Phononpropagators bei w = 0 bei 7' = T,.). Diese Art der
Entsprechung von Ndherungen fiir verschiedene Groflen ist im Kontext wechselwirkender
fermionischer Systeme gut bekannt [163,164]. Es kommt dort darauf an, daf Einteilchen-
Né&herungen den Summenregeln fiir die gen&dherten Zweiteilchen-Gréflen entsprechen.

13Der Wellenvektor ¢ gibt die Komponente entlang der Ketten an.
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Die Beziehung (50) ld8t sich auch leicht diagrammatisch als Summation der geome-
trischen Reihe von Blasenketten ableiten [45], wobei der Charakter einer Schwachkopp-
lungsnéherung sichtbar wird. Der RPA-Zugang ist also gut fiir kleine Kopplungen g. Cross
und Fisher argumentieren, dafl der RPA-Zugang als Molekularfeldzugang auch gut ist, wenn
die Fluktuationen klein sind. Das ist der Fall, wenn die Phononen von Anfang an recht
niederenergetisch sind, so da§ immer sehr viele Phononen (Anzahl p) an einer Modulation
beteiligt sind und die relativen Fluktuationen geméf 1/,/p klein sind.

Vergleicht man nun eine typische organische Spin-Peierls-Substanz, fiir die Cross und
Fisher ihren Zugang entwickelt haben, und CuGeOj; in Tabelle 1 [45,165,123,124], so er-
kennt man, dafl die Voraussetzungen bei der anorganischen Substanz ganz andere sind.

Experiment und Substanzen

(TTF)CUS4C4(CF3)4 CUG603
TSP:12K TSP:]_4K
J = 68K J ~ 150K
A~20K A~23K
wy ~ 10K Wi = 150K; wi? = 313K; wl®) = 533K; wi® = 1180K
weichwerdendes Phonon vermutet kein weichwerdendes Phonon beobachtet
Theorie
langsame Phononen schnelle Phononen
wo < A wp > A
Spins passen sich Phononen an Phononen passen sich Spins an
Phononen adiabatisch zu behandeln Phononen nicht adiabatisch zu behandeln
effektives Phononmodell effektives Spinmodell
Niederenergie: phononisch Niederenergie: magnetisch

Tabelle 1: Vergleich der Kenngroflen einer organischen Spin-Peierls-Substanz und der anorgani-
schen Spin-Peierls-Substanz CuGeO3s und die Konsequenzen fiir ihre theoretische Behandlung

Die Energien in der organischen Substanz sind nur sehr grob geschéitzt. Es zeigt sich
jedoch klar, da fiir (TTF)CuS4C4(CF3)4 eine adiabatische Beschreibung gut begriindet
werden kann, da die Energie des Phonons kleiner ist als die entstehende Energieliicke wy <
A. In numerischen Arbeiten war die Bedingung wy < A notwendig, damit ein “renormiert-
klassisches” Bild zutrifft [166]. In diesem Fall ist eine Molekularfeldbeschreibung sinnvoll.

Die Theorierubrik der Tabelle 1 basiert auf der Tatsache, dafl generell das Verhalten
eines physikalischen Systems von den niederenergetischen Freiheitsgraden bestimmt ist,
die gegebenenfalls durch die Wechselwirkung mit hoherenergetischen Freiheitsgraden re-
normiert werden. Beim Vorhandensein weicher Phononen ist es also sinnvoll, ein effektives
Phononmodell zu betrachten, in dem die magnetischen Freiheitsgrade die Phononen re-
normieren. Liegen die energetischen Verhéltnisse jedoch umgekehrt, so ist ein effektives
Spinmodell die natiirliche Beschreibung. Genau ein solches effektives Spinmodell ist in [V]
vorgestellt worden.

An dieser Stelle sei erwdhnt, da} auch die RPA-Behandlung im nichtadiabatischen
Parameterbereich wy > A kein weichwerdendes Phonon liefert, sondern einen zentralen

46




Pik [161]. Man mag von daher zu dem Schluff kommen, dafl eine Erweiterung der RPA-
Beschreibung unnoétig ist. Jedoch bleibt die Tatsache bestehen, dafy die Energieverhéltnis-
se (siehe Tabelle 1) nicht fiir eine RPA-Behandlung sprechen. Weiterhin ergibt sich, daf}
die Kopplungskonstanten recht grof§ sind [124], so daf es keine Rechtfertigung der RPA-
Behandlung als Schwachkopplungszugang gibt. Der wesentliche Schwachpunkt bleibt, dafl
es im Rahmen der RPA keinen Unterschied macht, ob es im System nur eine endliche oder
eine makroskopische Anzahl von relevanten Schwingungen gibt. Es werden keine kritischen
Fluktuationen beriicksichtigt.

4.2 Nichtadiabatische Zuginge

Es gibt eine Reihe von nichtadiabatischen Zugdngen, die aber miteinander gemein haben,
daB sie nur die fiihrende Ordnung einer Entwicklung in J/wy systematisch als hermitesche
Hamiltonkorrektur liefern. Der (vermutlich) dlteste Zugang im Zusammenhang mit Spin-
Peierlsartigen Problemen stammt von Pytte fiir ein Isingmodell, das an Gitterfreiheitsgrade
gekoppelt ist [167]. Er studierte eine Kopplung der Art

Hsp =g > (bl +b;)A; (53a)
2B. A= (SiSi, — SiSiy) . (53b)

Da die z-Komponenten aller Spins vertauschen, ist es in diesem Fall einfach, die Kopp-
lung wegzutransformieren. Nehmen wir der Einfachheit halber an, dafl die Phononen alle
dieselbe Energie wy haben (Einsteinphononen), dann bringt die Verschiebung

Wo
die lineare Kopplung (53a) zum Verschwinden. Dafiir entsteht ein zusitzlicher Term

92
AH = —-2-A7. (55)

Wo

Dieses Vorgehen ist exakt, da die Operatoren b; bosonische Vernichter sind, die mit
ihren hermitesch konjugierten Erzeugern l;;' die kanonischen Vertauschungsrelationen
erfiillen. Diese Tatsache stiitzt sich jedoch entscheidend auf die Vertauschbarkeit aller z-
Komponenten und gilt nicht fiir den isotropen Heisenbergfall.

Im Peierlsfall, d.h. Kopplung an fermionische Freiheitsgrade, ist eine zu (54) analo-
ge Transformation bei Kopplung an fermionische Dichten ebenfalls vorgeschlagen worden
[168]. Damit diese Transformation exakt ist, ist es allerdings notwendig, dafl die Fermionen
keine Dispersion haben.

Die letzte Bemerkung ist ein Hinweis darauf, inwieweit man eine Transformation wie
(54) fiir allgemeine Kopplungen retten kann. Im antiadiabatischen Grenzfall J/wy — 0
kann man die Phononen ausintegrieren [99,169] und erhélt genau den Term (55). Eine
Verallgemeinerung auf kompliziertere Dispersionen ist direkt [99].

Die Frage stellt sich nach der systematischen Erweiterung. Mit Methoden der Ausinte-
gration ist es durchaus moglich weiterzugehen. Die Retardierung der durch die Phononen
vermittelten zusédtzlichen Spin-Spin-Wechselwirkung fiihrt jedoch zum Auftreten nichther-
mitescher Terme im resultierenden effektiven Hamiltonoperator [169]. Diese Terme ergeben
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endliche Lebensdauern und entsprechen dem physikalischen Verhalten. Allerdings erschwe-
ren sie eine weitere Auswertung des resultierenden effektiven Hamiltonoperators mit den
iiblichen Methoden. Daher studieren wir im folgenden unitidre Transformationen, die eben-
falls die Spin-Phonon-Kopplung eliminieren. Jedoch erhalten sie auf Grund ihrer Unitaritét
die Hermitizitdt des Hamiltonoperators.

4.3 Flufigleichungszugang

Die Grundidee ist dieselbe wie beim Zugang von Frohlich [170] fiir Elektron-Phonon-
Kopplung. Es wird eine unitédre Transformation durchgefiihrt, die die unerwiinschten Terme
im Hamiltonoperator eliminiert.

Sei also der Hamiltonoperator aufgespalten H = Hpjag + HRes; in den Anteil Hpi,g, den
man aus physikalischen oder rechentechnischen Griinden behalten mochte, und den Anteil
Hg,s, den man wegtransformieren mochte. Dann entspricht es dem Zugang von Frohlich,
die unitdre Transformation in einem Schritt durchzufiihren gemé&f

Heg = exp(—S)H exp(S) , (56)

wobei S ein antihermitescher Operator ist. Entwicklung bis zu linearer Ordnung in S bzw.
in Hpgeg liefert die Bedingung

0= HRest + [HDiaga S] (57)
und die Hamiltonkorrektur
1
AH — Q[HReSta S] . (58)

Aus (57) folgt fiir den Fall Hpiag = Hs+ Hg, da8 Hp freie Einsteinphononen b; der Energie
wp beschreibt,

S =3 (R;bl — Rlb,) (59%)

mit R = -2 A (59b)
L + wop

LX = [Hs, X], (59c¢)

wobei £ ein Liouvilleoperator ist und zwar hier die Vertauschung mit Hg. Der resultierende
Ausdruck (58) liefert die fiihrende Ordnung in g*. Der wesentliche Punkt, der an Hand der
obenstehenden Formeln illustriert werden soll, ist das Auftreten von Energienennern wie in
(59b). Man erkennt, daf die Terme divergieren, wenn wy einer Energie aus Hg entspricht.
Damit bricht das Schema als Entwicklung im eigentlichen Sinne zusammen.

Am Beispiel des Ein-Storstellen-Andersonmodells wurde dieses Phinomen ausfiihrlich
diskutiert [171]. Das Auftreten von Resonanz steht damit im Zusammenhang, dafl man
durch die Erfiillung von (57) Matrixelemente in Hges, die Eigenzustinde von Hpjag mit
dhnlichen Energien verbinden, im selben Schritt wegtransformiert wie Matrixelemente, die
sehr unterschiedliche Energien verbinden. Damit verletzt die einstufige unitdre Transfor-
mation aus (56) die Grundiiberlegung der Renormierung, dafl zuerst grofiere Anregungs-
energien und dann nach und nach kleinere Anregungsenergien behandelt werden miissen,
um zu einem physikalischen Niederenergiemodell zu gelangen.
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Hélt man an der Idee einer unitdren Transformation fest und mochte die Renormie-
rungseigenschaft hinzugewinnen, so ist das moglich, wenn man eine Folge infinitesimaler
unitirer Transformationen benutzt [101,172,173]. In der Formulierung von Wegner fiihrt
man eine Laufvariable £ € [0, 00| ein, die die Schar transformierter Hamiltonoperatoren
H(¢) parametrisiert. Dabei ist H(0) der Ausgangsoperator und H(oco) = Heg der gesuchte
effektive Operator. Die infinitesimale Transformation, der Fluf}, wird durch den antihermi-
teschen Generator 7)(¢) erzeugt

dH

ac
weshalb diese Methode als Fluflgleichungszugang bezeichnet wird. Eine kanonische Wahl
fiir n(¢£) [101] ist

(n(6), H(O)] (60)

1(¢) = [Hpiag(£), H(0)] - (61)

Mit dieser Wahl und fiir eine /-unabhéngige diagonale Matrix Hp;,g mit den Energien
e ergibt sich eine exponentielle Unterdriickung der Nichtdiagonalelemente Ay geméfl
hi gk = hgf,)c, exp(—(ex — ex)?¢) [101]. Man erkennt an diesem Ausdruck die Renormierungs-
eigenschaft. Die Nichtdiagonalelemente zwischen sehr unterschiedlichen Energien werden
stark unterdriickt, die zwischen &hnlichen Energien nur schwach.

In der praktischen Anwendung fiihrt die Renormierungseigenschaft des Fluflgleichungs-
zugangs dazu, dafl die generierten Kopplungen weniger singuldr sind als die, die man
mit einer einstufigen Transformation erh&lt [171]. Als Illustration mag das Problem der
Elektron-Phonon-Kopplung dienen, fiir die Lenz und Wegner zeigten [174], da8 die resul-
tierende Cooperpaar-Wechselwirkung Vj _j , im ganzen Energiebereich anziehend ist

Wq
(ktq — €k)* + w2
Wq

(5k+q - Ek)2 - wg .

Vi, = -

(62a)

‘/kF,‘fk,q = |Mq|2

(62b)

Die Fermiondispersion ist e, die Phononenergie w, und die Kopplung M,. Das obere
Ergebnis ist das Flufigleichungsresultat, das untere das der einstufigen Transformation.
An den Energienennern liest man ab, dal die einstufige Transformation Resonanz bei
Wq = |€k+q — €x| zeigt (verbunden mit Vorzeichenumkehr), wihrend das in (62a) nicht der
Fall ist.

Die Anwendung des Flufigleichungszugangs auf das Spin-Peierls-Problem ist in [V]
durchgefiihrt. Neben einer Entwicklung in der relativen Kopplung g/wp wird im Verhéltnis
J/wy entwickelt und es werden die beiden fiilhrenden Ordnungen berechnet. Es zeigt sich,
daf diese beiden Ordnungen noch mit denen einer einstufigen Transformation iibereinstim-
men. Auf Grund der recht grofien Kopplung g [124] ist eine Weiterfiihrung der Rechnung
sicherlich notwendig. Die Arbeit [V] stellt erst einen Anfangspunkt dar. Qualitativ 148t
sich jedoch schon einiges aus den in [V] gewonnen Ergebnissen lernen.

Man erhilt fiir das effektive Spinmodell allgemein die Korrekturterme

2
AHx = L3 A7 4, (63a)
Wo i
AHy = L coth (ﬂ) S [AF,£A,] (63b)
YT M o) & L M
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Setzt man nun einen generischen Operator fiir die Kopplung ein, z.B.
A; = (SiSiy1 — SiSi 1), (64)

so erhilt man konkret fiir eine einzelne Kette

2 1 3
AHX = g— Z(SZSH-I + _SiSi+2 — —) (65&)
Wo i 2 8
J g Wo
AHy = 22 coth <ﬁ> S (—(3 — 32)S:Si1 + (3 — 5)SiSisn + 208:8iy5) . (65b)
0 ;

Damit hat man zumindest fiir g/wy < 1 und J/wy < 1 ein effektives rein magnetisches
Modell abgeleitet, wie es nach den Uberlegungen zu den Energieskalen sinnvoll ist. Wei-
terhin kann man auf diese Art systematisch zeigen, dafl die magneto-elastischen Solitonen
analytisch auf rein magnetische Spinonen abgebildet werden kénnen. Die physikalischen
Eigenschaften beider Objekte sind daher gleich, wie schon frither vermutet wurde [68].

Im wesentlichen liest man vom Ergebnis (65) ab, dafl die Kopplung an Phononen
zusitzliche langreichweitige Spinkopplungen erzeugt, im besonderen Uberniichstnachbar-
Frustration. Nun wissen wir andererseits, dafl Frustration ein marginaler Operator ist,
der erst ab einer gewissen Stdrke zum spontanen Symmetriebruch der Translationssym-
metrie und dem Auftreten einer Liicke fiihrt. Wir erwarten also, dafl auch die Kopplung
an Phononen fiir die einzelne Kette eine marginale Storung ist, die erst ab einer gewissen
Mindeststiarke g. zur Symmetriebrechung fiihrt. Dies ist auch numerisch gefunden wor-
den [176]. Die numerische Untersuchung ist jedoch nicht einfach, da man nach dem eben
gesagten ein exponentiell schwaches Wachsen der Liicke bzw. des Ordnungsparameters
A x exp(—C/(g — g.)) erwartet (C: Konstante der Groflenordnung 1) [91]. Weiterhin wis-
sen wir aus dem Verstindnis der massiven Spinonen im Majumdar-Ghosh-Modell [41], da8
das Zweispinon-Kontinuum direkt oberhalb der Energieliicke beginnt. Von daher ist die ex-
perimentelle Evidenz einer “doppelten” Liicke [177] ein direkter Hinweis auf die (elastische)
Kopplung zwischen den Ketten (siehe unten).

Bemerkenswert ist das Auftreten temperaturabhingiger Kopplungen in (65), siehe auch
[175]. Es stellt die Anwendbarkeit rein statischer Spinmodelle in Frage [56,22,100], ob-
wohl diese bei der Beschreibung der magnetischen Suszeptibilitdt sehr erfolgreich sind.
Ein erster experimenteller Hinweis auf eine Temperaturabhédngigkeit von J(7') findet sich
beim Vergleich der Neutronenstreudaten [178] mit den Rechnungen bei endlichen Tem-
peraturen [44]. Fabricius und Léw finden bei 7' = 50K einen Wert J = 158K und bei
T = 300K einen Wert J = 136K. Die direkte Abhingigkeit von J iiber die Anderung
der Struktur [179] ist jedoch eine GroBenordnung zu klein, um diesen Effekt zu erkldren
[122,124]. Eine grobe Abschétzung der nach (65) moglichen Temperaturabhingigkeit ergibt
Tsp = 14K =~ ¢*/wy =~ Jg?/w?. Von dieser GroBenordnung kann also eine temperaturin-
duzierte Anderung der Kopplungskonstanten sein. Ein Fit an die Suszeptibilitit lieferte

“Dieser Term hat gegeniiber dem Term A; = S;S;,; den Vorteil, da er in der unverzerrten
Phase keinen Beitrag liefert, siehe [V], [L75]. Letztlich muf8 man sich aber an den mikroskopischen
Eigenschaften der Phononen orientieren [124].
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Kopplungsinderungen [V], die auch quantitativ gut mit der Analyse von Fabricius und
Low iibereinstimmen. Weitere Untersuchungen in diese Richtung laufen.

Soweit wurde eine einzelne Kette betrachtet. Der Spin-Peierls-Ubergang bei endlicher
Temperatur kann jedoch nur in einem Ensemble von elastisch gekoppelten Ketten auftre-
ten [130,180]. Dieses Ensemble kann man beschreiben, indem man beriicksichtigt, dafl die
Phononen nicht nur an einer Kette eine Kopplung verdndern. Die Phononen sind nicht
vollkommen lokal, sondern beeinflussen auch jeweils die Nachbarketten. Das kann in das
Modell eingebaut werden durch die Betrachtung des Kopplungsoperators

Aij=Si;Sit1; — Si;Sici;+w Y (SiySivry — SijSic1y) (66)

<§J'>

worin ¢ wie gehabt der Platzindex in einer Kette ist und j der Index, der die Kette bezeich-
net. Die Summe < j, j° > erstreckt sich {iber benachbarte Ketten. Der Faktor w gibt an,
inwieweit die Nachbarketten der Kette 5 von den bei j lokalisierten Phononen beeinfluf3t
werden. Fiir w = 0 erhélt man wieder den Fall isolierter Ketten (64). Fiir w # 0 entstehen
in AHx aus (63a) zusétzliche Terme, die zu denen in (65a) hinzukommen

2g%w

> (SiySit1j — SijSi1,5)(SiySi1,r — SiirSic1y) - (67)

Wo <>

Die Korrektur A Hy &ndert sich nicht. Da die Terme innerhalb einer Kette nur eine margi-
nale Stérung bedeuten (siehe oben), sind es letztlich die Terme in (67), die den Spin-Peierls-
Ubergang treiben. Sie stellen iiberhaupt erst einen Bezug zwischen der Dimerisierung auf
einer Kette mit der auf einer anderen Kette her. Die Kohédrenz der Dimerisierung in ver-
schiedenen Gebieten wird also durch die Terme in (67) erzeugt, weshalb wir den Ausdruck
Kohérenzterme fiir sie vorschlagen.

Der Spin-Peierls-Ubergang prisentiert sich als ein isingartiger Ubergang, der eine lo-
kale Variable S;;S;;1,; — S;;S; 1, hat, die stetig zwischen —+/3/2 und /3/2 variiert.
Es handelt sich um einen Ordnungs-Unordnungs-Ubergang (siehe auch [130,68,180]). Ein
weichwerdendes Phonon taucht in dieser Beschreibung nicht auf. Es gibt keine ausgedehnte
Mode, deren Energie am Ubergang verschwindet. Gleichwohl gibt es natiirlich energetisch
tiefliegende Anregungen am Ubergang (kritische Fluktuationen), die der Verschiebung der
Doméinenwénde zwischen den Doménen unterschiedlicher Dimerisierung entsprechen. Auch
kommt es zu alternierenden Verzerrungen. Die Spinfreiheitsgrade nach der unitéren Trans-
formation sind ndmlich zusammengesetzt aus den urspriinglichen Spin- und Verzerrungs-
freiheitsgraden, so daf} eine Dimerisierung, die nach der Transformation nur im effektiven
magnetischen Modell auftritt, im untransformierten Modell aus magnetischer und elasti-
scher Dimerisierung zusammengesetzt ist.

Wir halten fest, dafl zumindest im Grenzfall schneller Phononen (g/wy < 1, J/wy <
1) kein weichwerdendes Phonon auftritt. Dieses Fazit deckt sich mit dem, das man aus
einer RPA-Behandlung eines einzelnen Phonons gewinnt [161]. Ein weichwerdendes Phonon
scheint damit eher die Ausnahme zu sein als die Regel. Weitere Arbeit an der ausfiihrlichen
Beschreibung des Ubergangs ist aber notwendig, um die bis jetzt qualitativen Feststellungen
zu quantifizieren.
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5. Zusammenfassung

Die vorliegende Schrift beschéftigt sich mit drei Schwerpunkten: dimerisierten und fru-
strierten Spinketten und deren Kopplung, inkommensurabler Modulation von Spinketten
und nichtadiabatischer Beschreibung von Spin-Phonon-Kopplungen.

Zum ersten Schwerpunkt gehort die Beschreibung der Anregungen einer Spinkette im
S = 1/2 Spinonbild. Die Dimerisierung wirkt als attraktives Potential, das im unterkri-
tischen Bereich der Frustration a < a,. wie die Wurzel des Abstands ansteigt und im
iiberkritischen Bereich o > ¢, linear mit dem Abstand wéichst. Hieraus und mit den ent-
sprechenden kinetischen Energien, linear beziehungsweise quadratisch im Impuls, ergibt
sich der anomale Exponent fiir die Energieliickenabhéngigkeit von der Dimerisierung.

Fiir etwas groflere Dimerisierungen kann das Magnonbild verwendet werden, in dem
man S = 1 Tripletts als die elementaren Anregungen betrachtet. Die schon im Spinonbild
auftauchende Moglichkeit gebundener Zusténde findet sich auch in der Magnonbeschrei-
bung wieder. Hervorzuheben ist ein zusétzlicher Singulettast und ein weiterer Triplettast
in den Dispersionen. Die Bindung eines Spinons an eine Storstelle (fehlender Spin) kann
in beiden Bildern verstanden werden. Fiir die Erweiterung auf héhere Dimensionen eignet
sich das Magnonbild besser als das Spinonbild, da letzteres Domanenwénde erfordert, die
sich in keiner offensichtlichen Art und Weise auf d > 1 verallgemeinern.

Speziell fiir das niederenergetische Verhalten in einer Dimension gibt es im Kontinu-
umlimes elegante feldtheoretische Beschreibungen. Die fermionische Feldtheorie fiihrt auf
ein massives Thirringmodell, das exakt 16sbar ist, so dal Energieabsenkung durch Dimeri-
sierung, Energieliicken und gebundene Zustinde genau bekannt sind. Aquivalent kann eine
bosonisierte Formulierung verwendet werden, die zum Sinus-Gordon-Modell fiihrt. Diese
Beschreibung hat den Vorzug groflerer Anschaulichkeit. Mittels semiklassischer Methoden
lassen sich wiederum Energieabsenkung, Energieliicken und gebundene Zustdnde berechnen
sowie kompliziertere Modulationen.

Somit sind wir beim zweiten Schwerpunkt, der sich mit der inkommensurablen Phase
von Spin-Peierls-Systemen befafit. Es wurde zwischen einer sinusoidalen und einer adapti-
ven Modulation unterschieden. Die Ordnung des Phaseniibergangs von der dimerisierten
Phase in die inkommensurable Phase hingt von der Art der Modulation ab. Eine adaptive
Modulation ermdglicht einen stetigen Ubergang zweiter Ordnung, wenn die elastische Ener-
gie dispersionsfrei ist. Sonst ergibt sich jedoch ein Phaseniibergang, der (schwach) erster
Ordnung ist.

In Ubereinstimmung mit dem Experiment induziert die Modulation der Dimerisierung
auch von Null verschiedene lokale Magnetisierungen, die am Ort des Nulldurchgangs der
Dimerisierung lokalisiert sind. Dies ist die Signatur des lokalisierten Spinons. Die Nullstelle
der Modulation und das dort lokalisierte Spinon bilden ein magneto-elastisches Soliton, das
bei geringem Magnetfeld die elementare Anregung darstellt. Die inkommensurable Hoch-
feldphase 148t sich als Solitongitter auffassen. Die Schwingungen dieses Solitongitters sind
Phasonen, die in einer Kontinuumsbeschreibung Goldstonebosonen, also masselos, sind.
Sie besitzen eine lineare Dispersion fiir kleine Wellenvektoren und fiihren zu einem nen-
nenswerten zusitzlichen 7 Term in der spezifischen Wirme in der inkommensurablen
Phase. Die alternierende Komponente der lokalen Magnetisierungen wird durch die Pha-
sonen nennenswert (Faktor 4-6 in CuGeOj) unterdriickt, was ein wichtiger Hinweis auf
nichtadiabatisches Verhalten ist.

Die Form adaptiver Modulation 148t sich im Rahmen eines Sinus-Gordon-Modells be-
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rechnen. Es ergeben sich jedoch noch Unterschiede zwischen Experiment und direkter Nu-
merik (DMRG) einerseits und der Kontinuumsbeschreibung andererseits. Noch laufende
Untersuchungen deuten auf die Wichtigkeit ortsabhéngiger Renormierung hin.

Der dritte Schwerpunkt beschéftigt sich mit nichtadiabatischen Zugéngen zu Spin-
Phonon-Kopplungen. Fiir schnelle Phononen bestehen Zweifel, ob eine molekularfeldartige
Beschreibung mittels der Phononen am Brillouinzonenrand allein hinreichend ist. Zugénge
tiber unitire Transformationen zeigen, daf man fiir schnelle Phononen (g/wy < 1,J/wy < 1)
ein effektives Spinmodell erhélt, in dem ein Teil der Frustration effektiv von den Phononen
herriihrt und die Kopplungen auch temperaturabhéngig sind. Die Spin-Phonon-Kopplung
erweist sich dabei als marginal, sofern nur isolierte Ketten betrachtet werden. Wesentlich
fiir den Spin-Peierls-Ubergang ist das Kettenensemble. Die Kohirenz der Dimerisierung in
der ganzen Probe wird erst durch die elastische Kopplung der Ketten erreicht.

Von besonderem Interesse ist, dafl in der nichtadiabatischen Beschreibung schneller Pho-
nonen kein Weichwerden der Phononen auftritt, was sich mit der experimentellen Situation
deckt. Statt des weichwerdenden Phonons ist ein isingartiger Ordnungs-Unordnungs-Uber-
gang zu erwarten, der durch die Kohédrenzterme getrieben wird, die sich aus der elastischen
Kettenkopplung ergeben.

Abschlieflend kann festgestellt werden, dafl durch die neuen experimentellen Moglich-
keiten der Synthese und Analyse (quasi-)eindimensionaler Substanzen und der grofien und
auch noch wachsenden Anzahl theoretischer Zugédnge zu solchen Systemen ein Gebiet sehr
interessanter Physik erschlossen wird.
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