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Kurzfassung

Hardcore-Bosonen sind Quasiteilchen, welche Eigenschaften von Fermionen und Bosonen
vereinen und in diversen Festkorper-Systemen auftauchen. Das Losen des Hamilton-
operators von stark korrelierten Systemen, deren elementare Anregungen Hardcore-
Bosonen sind, ist im Allgemeinen eine nicht-triviale Aufgabe in der theoretischen Physik.
Eine etabilierte und numerisch robuste Methode, um derartige Hamiltonoperatoren zu
diagonalisieren, stellt die der kontinuierlichen unitéren Transformation (KUT) dar.

In dieser Arbeit wird das Ising-Modell im transversalen Feld (IMTF) im Grenzfall eines
starken Magnetfeldes am quantenkritischen Punkt (QKP) betrachtet, um die Effek-
tivitdt der KUT fiir Hardcore-Bosonen im Impulsraum zu testen. Als Referenzpunkte
werden die analytische Losung des IMTF hergeleitet und zusétzlich eine KUT im Ort-
sraum durchgefiihrt. Zur Beschreibung der niederenergetischen Beitriage werden in
der KUT nur Operatorterme bis zur quartischen Ordnung berticksichtigt, wie iiber ein
Skalierungsargument begriindet wird.

Insbesondere wird das Vorzeichen der Wechselwirkungsterme sowie die Energieliicke fiir
verschiedene Storparameter analysiert. Hierbei werden die Ergebnisse mit denen einer
Vorarbeit zu demselben Thema [I] verglichen und es wird untersucht, welchen Einfluss

unphysikalische Terme, die aus der Hardcore-Algebra entstehen, auf die KUT haben.

Abstract

Hard-core bosons are quasiparticles, which combine properties of fermions and bosons
and appear in various solid-state systems. Solving Hamiltonians of strongly correlated
systems, whose elementary excitations are hard-core bosons, is generally a non-trivial
problem in theoretical physics. A well established and numerically robust method to
diagonalize Hamiltonians of this type are continuous unitary transformations (CUTS).
In this thesis the transverse field Ising model (TFIM) for strong magnetic fields will be
considered at its quantum critical point (QCP) to check the applicability of CUTs to
models of hard-core bosons in momentum space. As a point of reference the analytic
solution of the TFIM will be derived and additionally a CUT in real space will be per-
formed. To describe the low energy contribution only operatorterms up to quartic order
in the CUT will be taken into account, as it will be justified by a scaling argument.
Especially the sign of the interaction terms will be analyzed, as well as the gap for dif-
ferent perturbation parameters. The received results will be compared with a preceding
thesis concerning the same topic [I]. Additionally the influence of non-physical terms,
which occur from the hard-core algebra, on the CUT will be studied.
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1. Einleitung

1.1. Grundlegendes

Nach unserem heutigen Verstandnis lésst sich unsere physikalische Welt auf funda-
mentale Elementarteilchen herunterbrechen, welche bestimmten Symmetrien gehorchen.
Welche Symmetrien dabei mdoglich sind, héangt stark von der Dimension des Raums
ab, in welchem diese Teilchen existieren [2]. So existieren in 2 Raumdimensionen
Anyonen, welche bei der Vertauschung zweier beliebiger Teilchen einen Phasenfaktor
W Wy) = e?|WyWy) erhalten [3].

In unserer dreidimensionalen Welt existieren jedoch nur Bosonen (§ = 27) mit einer
symmetrischen Wellenfunktion und Fermionen (6 = 7) mit einer antisymmetrischen
Wellenfunktion. Aus der Antisymmetrie der Fermionen resultiert das Pauli-Prinzip,
nach welchem keine zwei Teilchen in demselben Zustand vorliegen diirfen. Dieses fiihrt

zu fundamentalen Unterschieden zwischen der Physik von Bosonen und Fermionen [4].

Zur Differenzierung der unterschiedlichen emergenten Phanomene in der Festkorper-
physik unterscheidet man zwischen unterschiedlichen Phasen['] in denen Festkorper vor-
liegen konnen. Wahrend sich physikalische Phasen durch einfache makroskopische Pa-
rameter wie die Dichte oder Korrelationen definieren lassen, liefert die Landau-Theorie
einen Zugang iiber die vorliegenden Symmetrien, die durch einen (in der Ginzburg-
Landau-Theorie lokalen) Ordnungsparameter gekennzeichnet ist [5].

Findet durch Anderung eines physikalischen Parameters wie der Temperatur oder des
Drucks ein kontinuierlicher PhaseniibergangP| und damit ein Symmetriebruch statt,
wird der entsprechende Ubergangspunkt im Phasendiagramm als kritischer Punkt
(KP) bezeichnet.

Wird ein Phaseniibergang bei verschwindender Temperatur untersucht, der nicht ther-
misch sondern durch einen gewissen Quantenparameter (beispielsweise die Grofle der
vorliegenden physikalischen Kopplungen oder der Dotierungsstirke) induziert wird, ist
von einem quantenkritischen Punkt (QKP) die Rede. In Abbildung ist dieser
Sachverhalt schematisch dargestellt.

Prominente Beispiele sind (anti-)ferromagnetische und paramagnetische Phasen.

2 Anders als bei diskontinuierlichen Phaseniibergingen (Phaseniibergiinge 1. Ordnung) weifit das ther-
modynamische Potential bei kontinuierlichen Phasentibergdngen keinen Knick auf. Ein beriihmtes
Beispiel ist der Ubergang vom Para- zum Ferromagnetismus, wihrend die Verdampfung von Wasser
ein typisches Beispiel fiir einen diskontinuierlichen Ubergang ist. [6]



2 Einleitung
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Abb. 1.1.: Schematische Phasendiagramm in der Nihe eines quantenkritischen Punktes. Bei
verschwindender Temperatur findet abhéngig von einem hier nicht ndher definierten
Quantenparameter (Dotierung, Kopplungsstéarke, ...) ein Phaseniibergang statt.

1.2. Hardcore-Bosonen und Magnetismus

In der theoretischen Festkorperphysik interessiert man sich fiir Systemen mit makro-
skopisch vielen (> 10?*) wechselwirkenden Teilchen und den resultierenden emergenten
Phénomenen, die weit iiber die mikroskopischen Eigenschaften der einzelnen Teilchen
hinausgehen. Da sich physikalische Systeme in der Regel in der Nahe ihres Zustandes
mit der niedrigsten Energie befinden, aus dem sie sich nur durch thermische Anregun-
gen herausbewegen, wird in der Niederenergiephysik haufig versucht, diesen Grundzu-
stand zu finden und Abweichungen von ihm durch elementare Anregungenﬂ zu
beschreiben. Diese fundamentalen Anregungen werden als Quasiteilchen beschrieben,
die erzeugt und vernichtet werden sowie miteinander interagieren konnen, aber nicht
zwangsweise bosonischen oder fermionischen Charakter aufweisen.

Ein Beispiel fiir nichttrivialeﬁ Anregungen sind Hardcore-Bosonen, welche Eigen-
schaften von Bosonen und Fermionen kombinieren. Diese Quasiteilchen kommen in der
Beschreibung verschiedener Phanomene der Festkérperphysikﬂ vor, weshalb Losungsstrate-
gien fiir Probleme mit Hardcore-Bosonen interessant sind.

Durch die kompliziertere Hardcore-Algebra ist es jedoch schwieriger, Modelle mit diesen
Teilchen zu behandeln, weshalb in dieser Arbeit auch ein einfaches Hardcore-Bosonen-

Modell in einer Dimension untersucht werden soll.

3Eine typische elementare Anregung bei Quantenmagneten sind Triplonen in stark dimerisierten
Quanten-Antiferromagneten [7, [§]. Siehe hierzu auch Abschnitt m

4Nicht rein bosonische oder fermionische

®Beispiele fiir Hardcore-Bosonen sind Triplonen (siehe oben) und die in dieser Arbeit behandelten
Anregungen des Ising-Modells im starken transversalen Feld, siehe auch[2.2.2] Fiir weitere Beispiele

siehe
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Ein konkretes Anwendungsbeispiel T
findet sich in Hochtemperatur-Supraleitern,

die, anders als konventionelle Supraleiter,
kritische Temperaturen 7T, jenseits

von 30K bis zu 138K (noch hoher

unter Druckeinwirkung) besitzen [9].

Antiferro :
Wihrend konventionelle Supraleiter magnet Supraleiter
gut im Rahmen der BCS-Theorid 0
durch Bildung von Cooper-Paaren 0 J
aus phononischen Wechselwirkungen Abb. 1.2.: Typisches Phasendiagramm eines
beschrieben werden konnen [10], Hochtemperatur-Supraleiters fir

verschiedene Temperaturen 71  und

ist die grundlegende Physik von . .
Dotierungsstéarken §.

Hochtemperatur-Supraleitern weiter-

hin ein Gegenstand der aktuellen

Forschung [11], 12].

Da viele dieser Supraleiter ohne Dotierung eine magnetisch geordnete Phase aufweisen
[13], [14], liegt die Vermutung nahe, dass die magnetische Wechselwirkung fiir diese Ma-
terialien dominant ist und damit auch fiir die Entstehung der supraleitenden Phase bei
Dotierung zentral ist. In Abbildung ist ein typisches Phasendiagramm fiir einen

solchen Hochtemperatur-Supraleiter zu sehen.

1.3. Aufbau dieser Arbeit

In Kapitel 2[ wird zuerst in die Algebra der Hardcore-Bosonen eingefiihrt und es wer-
den Beispiele genannt, in welchen diese Teilchen zur Beschreibung eines physikalischen
System niitzlich sind. Ferner wird in das IMTF (Ising-Modell im transver-
salen Feld) vorgestellt, welches ein Spezialfall des Heisenberg-Modells und &quivalent
zu einem Hardcore-Bosonen-Modell ist [I5], [16].

Da die elementaren Anregungen dieses Systems im Grenzfall eines sehr starken Mag-
netfeldes Hardcore-Bosonen sind, lassen sich hieran Losungsmethode fiir diese Art von
Quasiteilchen testen. Hierzu wird in die analytische Losung dieses Modells in
einer Dimension hergeleitet. Die wesentlichen Resultate der Rechnung in Form der En-
ergiedispersion und Energieliicke werden in kurz aufgefithrt und die Aquivalenz
zu Hardcore-Bosonen wird in aufgezeigt.

Ferner ergeben sich fiir das IMTF einige physikalische Anwendungen. Als analytisch
losbarer Spezialfall des allgemeineren Heisenberg-Modells ist dieses Modell geeignet zur
Beschreibung magnetischer Ordnung und findet in abgewandelter Form Anwendung bei
verschiedenen Problemen. Beispiele sind Spin-Gléser [17, [18], Gittereichtheorien [19]

und gewisse biologische Vorgange wie das Offnen /Schliefen von Tonenkanélen [20].

6Benannt nach John Bardeen, Leon Neil Cooper und John Robert.
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In Kapitel [3] wird auf die in dieser Arbeit angewandten Methodik zur Diagonalisierung
von Hamiltonoperatoren eingegangen, welche anhand des IMTF beziiglich ihrer Anwen-
dung auf Hardcore-Bosonen getestet werden soll. Hierbei wird zuerst die kontinuier-
liche unitire Transformation (KUT) eingefiihrt, mit welcher Hamiltonoperatoren
durch die Losung eines Differentialgleichungssystems diagonalisiert oder zumindest auf
ein effektives Modell reduziert werden kénnen. Hierzu muss ein passender Generator
gewahlt werden, wozu hier in der MKU-G-eneratoi{| vorgestellt wird. Mit diesem
lassen sich die Flussgleichungen aufstellen, die nur noch numerisch integriert werden
missen.

In dieser Arbeit wird konkret eine selbstdhnlichen KUT (sKUT) angewendet, bei
welcher unwichtige Terme trunkiert werden, da sonst beliebig viele Beitrage auftauchen
konnen. Das Trunkierungsschema wird in anhand eines Skalierungsargumentes
ausgearbeitet und es wird der Unterschied zum Schema aus einer Vorarbeit [1] klargestellt.
Ferner werden in die Flussgleichungen fiir das vorliegende System im Ortsraum und
Impulsraum aufgestellt und in gezeigt wie diese gelost wurden. Hierbei werden die
Vorziige der beiden Darstellungen fiir Quantenphaseniibergénge aufgezeigt und es wird
darauf eingegangen, wie die Hardcore-Kommutatoren beim Aufstellen und Losen dieser
Gleichungen explizit beachtet werden miissen.

Ferner wird auf diverse Symmetrien zur Vereinfachung der Flussgleichungen eingegan-
gen. Dariiber hinaus werden in [3.2.5.4) unphysikalische Terme diskutiert, welche aus
der Hardcore-Algebra resultieren. Die Residual Off Diagonality (ROD) wird in[3.3.1]
als Maf eingefiihrt, welches die Konvergenz der KUT abschatzt.

In Kapitel |4] werden die Resultate der Berechnung mit den Flussgleichungen prasentiert

und mit der Vorarbeit zu diesem Thema [I] verglichen.

In abschlieBenden Kapitel [5| werden die gewonnenen Erkenntnisse zur Anwendung einer
KUT auf Modelle von Hardcore-Bosonen zusammengefasst und es wird ein Ausblick fiir

zukiinftige Arbeiten gegeben.

"Benannt nach A. Mielke, C. Knetter und G. S. Uhrig.



2. Theorie

In diesem Kapitel wird die Algebra der Hardcore-Bosonen inklusive ihrer Eigenschaften
vorgestellt. Ferner wird sie in in den Impulsraum transformiert und es werden in
[2.1.3] einige physikalische Beispiele fiir dieses Konzept genannt.

Danach wird in das IMTF (Ising-Modell im transversalen Feld) vorgestellt und in
die Aquivalenz zu einem Modell von Hardcore-Bosonen aufgezeigt. In einer Dimen-
sion im Grenzfall eines starken Magnetfeldes wird in ein analytischer Losungsweg
aufgezeigt und die resultierende Dispersionsrelation samt quantenkritischem Punkt in
[2.2.5 kurz diskutiert, sowie in[2.2.6)ein kurzer Vergleich mit einem normalen bosonischen
Modell durchgefiihrt. Am Ende werden die Grenzen dieses analytischen Ansatzes

aufgezeigt, um die Verwendung einer KUT im folgenden Kapitel |3 zu motivieren.

2.1. Hardcore-Bosonen

cCede

Abb. 2.1.: Schematische Darstellung von Hardcore-Bosonen in 1D: Obwohl es sich um Bosonen
handelt, kann wie bei Fermionen jeder Gitterplatz mit Index ¢ maximal einmal
besetzt werden, was hier durch die achteckigen Pléatze symbolisiert ist, die mit einem
einzigen rundem Teilchen bereits ausgefiillt sind.

Die elementaren Anregungen, die sich fiir kompliziertere physikalische Systeme ergeben,
sind haufig nicht rein bosonischer oder fermionischer Natur, sondern besitzen eine kom-
pliziertere Algebra. Im Fall der Hardcore-Bosonen ergibt sich eine Mischung aus bosonis-
chen Kommutatoren und fermionischen Antikommutatoren. Effektiv entspricht dies
einem System aus unter Vertauschung symmetrischen (also bosonischen) Teilchen, die
jedoch dem Pauli-Verbot unterworfen sind, sodass keine zwei Teilchen in demselben
Zustand - das heilt in der Regel auf demselben Gitterplatz - existieren konnen. Die
entsprechende Algebra lasst sich elegant formulieren, sorgt jedoch fiir eine erheblich
kompliziertere analytische Berechnung, da sie beim Kommutieren neue Erzeuger und

Vernichter generiert.
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2.1.1. Hardcore-Algebra im Ortsraum

Hardcore-Bosonen werden beschrieben durch die

Hardcore-Algebra (Ortsraum)
[@Jm::@4(1—2@@) (2.1.1a)
[bi, b] = [bl, b1] = 0 (2.1.1b)
{bi,b:} = {b],b]} = 0. (2.1.1c)

Wird der scheinbar komplizierte erste Kommutator fiir die Falle ¢ = 7 und
i # j ausgeschrieben und umgestellt, zeigt sich, dass tatsdchlich fiir unterschiedliche
Gitterpliatze i # j die Kommutator-Relationen und fiir gleiche Gitterplatze ¢ = j die

Antikommutator-Relationen gelten:

1—20ib; fiiri=j
0 firi # j

J

by, 0] = 31 (1= 20]b1) =

{bs, b1} = bl +blb; =1 fiir i = j

J

(2.1.2)

Aus dem Antikommutator folgt wiederum, wie von Fermionen bekannt, b;b; = 0 =
b/b! und damit, dass jeder Gitterplatz i maximal einmal besetzt werden kann. Dies
wird schnell klar, wenn der Besetzungszahloperator in zweiter Quantisierung n; = bjbi
eingefiihrt wird, denn es gilt

ni=0bl b - bl b =0blb,— (b))* ¥ =mn, (2.1.3)
—— —~— ~~
BID, 41, &L, BLI,

womit die moglichen Eigenwerte des Besetzungszahloperators die bei Fermionen auf 0
und 1 beschrankt werden. Die Vorstellung von Hardcore-Bosonen als Bosonen, die auf-
grund einer unendlich groBen (,harten“) AbstoBung jeden Gitterplatz maximal einmal
besetzen diirfen, ist also gerechtfertigt [21H23].

Trotz dieser Fallunterscheidung fiir verschiedene und gleiche Gitterplatze, ist zu beachten,
dass fiir beliebige 7« und j der allgemeine Kommutator gilt, welcher in der ana-
lytischen Berechnung Schwierigkeiten bereitet.

Mochte man beispielsweise in einem Summanden, der aus mehreren Operatoren besteht
(beispielsweise blb;blb;), zwei der Operatoren (anti-)kommutieren, so entstehen zwei
neue Summanden: Ein (anti-)kommutierter Term mit gleich vielen Operatoren wie der
urspriingliche Ausdruck, sowie ein zweiter aus dem skalaren (Anti-)Kommutator ent-

standener Term, in welchem zwei Operatoren weniger vorkommen.
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Wird nun jedoch statt eines trivialen Kommutators der Hardcore-Kommutator [2.1.1al
verwendet, entstehen aus dem Kommutator nicht einer, sondern zwei Terme: Einer, in
dem zwei Operatoren weniger vorkommen, und einer, in dem gleich viele Operatoren

vorkommen. Dies ist an einer Beispielrechnung veranschaulicht:

bib;bl b = blblb,b, + bl (b, bi]b,

Bosonen: | bibib;b; + 6,40

= (2.1.4)
Hardcore-Bosonen: blb;tbjbz + 5j’kaTbl _ 25j,kb;‘rb;bjbl

Der fiir Hardcore-Bosonen entstehende Extraterm verlangert deutlich alle Rechnungen,
bei denen Operatoren mehrmals nacheinander kommutiert werden sollen, beispielsweise
bei der Erzeugung von Normalordnung.

Insbesondere wird dies beim Aufstellen der Flussgleichungen fiir die KUT in wichtig
werden, wo die Anzahl der aus einem Kommutator entstehenden Operatoren angibt,
welche physikalischen Beitriage wéhrend der kontinuierlichen unitédren Transformation

entstehen.

Es ist also festzuhalten, dass die Hardcore-Algebra im Wesentlichen einer bosonischen
Algebra entspricht, jedoch mit der Zusatzbedingung, dass jeder Platz aufgrund der
Hardcore-Abstoung nur einmal besetzt werden kann. FKEs wurde jedoch auch klar,
dass durch den komplizierteren Kommutator alle analytischen Berechnungen
aufwendiger als fiir normale Bosonen und Fermionen sind. Diese Schwierigkeit wird in

der Berechnung der Flussgleichungen fiir die KUT in nochmal aufgegriffen werden.

2.1.2. Hardcore-Algebra im Impulsraum

Eine grundlegende Annahme der Festkorperphysik ist, dass von einem makroskopis-
chen Korper ausgegangen werden kann. Ist die Kristallstruktur eines Festkorpers hin-
reichen gut geordnet, lasst er sich ferner als periodische Wiederholung einer Basiszelle
auf einem Bravais-Gitter beschreiben. Fiir derartige periodische Strukturen ist eine
Beschreibung im Impulsraum in der Regel einfacher, da hiermit die delokalisierten Eigen-
moden beschrieben werden konnen, die naher an der physikalischen Realitat liegen als
lokalisierte Anregungen von einzelnen Gitterplitzen.

Insbesondere gilt dies bei Phaseniibergéangen, also an kritischen Punkten, an denen eine
divergierende Korrelationslange dazu beitragt dass delokalisierte Beitrage im Ortsraum
relevant werden, welche im Impulsraum wieder als stark lokalisierte Beitréage auftauchen.
Da wir an der Beschreibung des QKP des IMTF interessiert sind, soll hier auch die
Hardcore-Algebra in den Impulsraum fouriertransformiert werden, um diese spater fiir
eine KUT im k-Raum zu verwenden. In wird ndher darauf eingegangen, wieso

die KUT sowohl im Orts- wie auch im Impulsraum durchgefiihrt werden soll.
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Wir konnen die Fourier-Transformation

1 N-1 1 N-1
b= —— Y e*ib; bl = —— Y e thmpl (2.1.5a)
VN = ’ VN ; !
1 1.BZ 1 1.BZ
by = —— Y e haip, b= —— ) ehip! (2.1.5b)
R R

durchfiihren, wobei N die Anzahl der Gitterplatze mit Abstand a zueinander, z; := aj
die Position der Gitterplédtze und k der Impuls (A = 1) nach der Fourier-Transformation
ist.

Damit ergeben sich fiir die Kommutatoren der Hardcore-Algebra und

im Impulsraum die aquivalenten Kommutatoren

N-1
T5a) 1 , /
(b, bi] =37 itk k) [, ] = 0 (2.1.64)
N 4,1=0 —
7 E-L1b)
2-1.64)
B, bL] = [bw, b 0 (2.1.6D)
1«
) EB® LY v wn [y, )
j1=0
’ BLids, ia—201))
=, g N-1
_ i(k—k' )z i(k—k" )zt
= e J ~ Z e iblb
7=0 7=0
S
E138) o 1=
L & L i(k—k'+q—q")x; 1t
— (5k7k/ N Z N Z (& 1=9)%; bqbq’
a9’ N Jj=0 y
5k7k‘f+q,q'
o LBZ
= 5k7k/ — N Z b:;bk—k’—ﬁ-q; (216(3)
q

also letztlich

Hardcore-Algebra (Impulsraum)

9 1.BZ
[, b1, ] = Gppr — ~ > bibi—kraq (2.1.7a)
q
[bx, bs] = [bF, 01,1 = 0 (2.1.7b)

(Antikommutatoren nichtrivial).
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Die Antikommutatoren wurden hier nicht fouriertransformiert. Es fallt auf, dass der
wesentliche Hardcore-Kommutator etwas komplizierter als die Form im
Ortsraum ist, da sich hier zusétzlich eine Summation tiber einen weiteren Impulsindex
q ergibt. Wie schon der Hardcore-Kommutator selbst fiihrt diese Summation nochmals
zu einem hoheren Rechenaufwand, da sich bei mehrmaligen Kommutieren von Termen
viele Summationsindizes iiber die erste Brillouin-Zone ergeben, die explizit ausgerechnet

werden miussen.

Ferner ist anzumerken, dass sich die Kommutatoren im Impulsraum nur deswegen so

einfach berechnen lassen konnten, weil die Hardcore-Kommutatoren (2.1.1al) und (2.1.1b))

im Ortsraum fiir beliebige Indizes bekannt sind und damit die freien Summationsindizes
j und [ aufgelost werden konnen. Fir die Antikommutatoren ist dies nicht moglich,
da diese geméfl Gleichungen (2.1.1c) und nur dann bekannt sind, wenn beide
Operatoren auf demselben Gitterplatz wirken. Daher konnen im Impulsraum vorerst
nur die Kommutatoren, nicht aber die Antikommutatoren, explizit berechnet werden.
Es wird sich zeigen, dass die fehlenden Antikommutatoren fiir eine KUT im Impulsraum

wichtig werden.

2.1.3. Physikalische Beispiele

Wahrend Hardcore-Bosonen keine Elementarteilchen darstellen, lassen sich viele ele-

mentare Anregungen als solche beschreiben.

Beispielsweise lassen sich unter Verwendung
der MatsubaraMatsuda-Transformation
[24] Systeme von Spin-1/2-Teilchen auf Mod-
elle von Hardcore-Bosonen abbilden und
umgekehrt - die beiden Beschreibungen sind
also aquivalent. FEine explizite Anwendung
dieser Transformation wird in Abschnitt

i B Abb. 2.2.: Schematische Darstellung eines
fiir das IMTF durchgefiihrt.

Dimers: Die beiden Spins mit

Allein hierdurch besitzen Hardcore-Bosonen Wert 1/2 sind gekoppelt und
einen breiten Anwendungsbereich in Spin-1/2- bilden ein Spin-1-Teilchen.
Systemen.

Einige konkrete Beispiele sollen hier noch genannt werden: Eine Anwendung sind die
fundamentalen Anregungen in stark dimerisierten Quanten-Antiferromagneten, welche
Triplonen genannt werden und sich als Hardcore-Bosonen mit Spin 1 beschreiben lassen
[7,18]. So kann als einfachstes Beispiel ein Dimer aus zwei Spin-1/2-Teilchen ein Singlett
mit Spin 0 und ein Triplett mit Spin 1 bilden. Wird dieses Dimer in Wechselwirkung mit
der Umgebung gebracht, so wird die elementare Anregung (eine Anregung des Triplons

sowie eine Polarisation der Umgebung) als Triplon bezeichnet.
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Ferner lasst sich die suprafluide Phase von Helium-4 als eine Art von Bose-Einstein-
Kondensation mit Hardcore-Bosonen beschreiben [25]. Unter einem Suprafluid versteht
man hierbei eine Fliissigkeit, welche durch makroskopische quantenmechanische Effekte
all ihre innere Reibung verloren hat (zuerst 1938 beschrieben [26], 27]).

Dariiber hinaus wurden I"Jbergéinge zwischen einer suprasoliden und suprafluiden
Phase fiir Hardcore-Bosonen auf einem Dreiecksgitter mit Néachster-Nachbar-Abstoflung
untersucht [28]. Ein suprasolider Zustand ist eine weitere quantenmechanische Phase,
welche Eigenschaften eines Festkorpers sowie einer suprafluiden Phase besitzt. Dieser
Effekt wurde bereits 1969 theoretisch vorhergesagt [29, [30] und 2004 experimentell

nachgewiesen [31], 32].

2.2. IMTF: Ising-Modell im transversalen Feld

-2 -1 0 1 2

Abb. 2.3.: Schematische Darstellung von IMTF in 1D. Mehrere Spins mit Wert 1/2 sind
mit ihrer z-Komponente an das externe Magnetfeld I gekoppelt, wihrend die z-
Komponenten nachster Nachbarn tiber J gekoppelt sind.

In diesem Abschnitt wird das IMTF vorgestellt und im Grenzfall eines starken Magnet-
feldes analytisch gelost, wobei gezeigt wird, dass sich in diesem Fall ein Grundzustand
mit Hardcore-Bosonen als elementaren Anregungen ergibt. Daher soll dieses Modell als
Test fiir die Verwendung einer KUT auf Hardcore-Bosonen eingesetzt werden.

Im Rahmen der analytischen Losung wird das System explizit diagonalisiert und es wer-
den die Dispersionsrelation sowie die Energieliicke bestimmt, mit welchem die Ergebnisse
aus der KUT in Abschnitt [4] verglichen werden sollen.

2.2.1. Modellbeschreibung

Zur Beschreibung von Magnetismus wird oft das verallgemeinerte Heisenberg-Modell
N-1 N-1
H=TY S-> > 27788 (2.2.8)
i=0 4,j=0 a,8{z,y,2}

herangezogen [33]. Hierbei liegen Spins S; auf den N Gitterplitzen mit den Indizes i

und ihre Komponenten S® mit den drei Raumrichtungen o € {x,y, 2z} koppeln tiber
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die Wechselwirkung Jgﬁ miteinander. Ferner ist ein externes ordnendes Magnetfeld r
angeschlossen.

Der Faktor 2 vor JZ‘»B ist in Voraussicht auf die Abbildung auf ein Hardcore-Bosonen-
System gewahlt, kann jedoch einfach durch Reskalierung von Jgﬁ entfernt werden.
Dieses Modell ist nur in Grenzfallen exakt losbar. Ein Losungsansatz ist die Molekular-
feldnédherung, bei welcher die Spinwechselwirkung durch eine Kopplung an ein mittleres
Feld ersetzt wird [6]. Interessanter ist jedoch der Fall eines niederdimensionalen Gitters
mit Spins der Lénge 1/2, da hierbei die quantenmechanischen Effekte dominanter sind
und sich komplexe Korrelationen zwischen den einzelnen Spins ergeben konnen. Ein

solcher Spezialfall, der noch exakt 16sbar bleibt, ist das

1D IMTF
N-1 N-1

H=T) Si—2J) Srsh,, (2.2.9)
1=0 1=0

bei welchem nur die z-Komponenten der Spins S¥ iiber die Wechselwirkung J an die
nachsten Nachbarn Si ; koppeln und die z-Komponenten der Spins S an das externe
Magnetfeld I'. Es werden periodische Randbedingungen S N = 50 gesetzt.

Dieses Modell ist in Abbildung schematisch dargestellt.

Das IMTF wurde in der Vergangenheit bereits intensiv theoretisch untersucht [34H37]
und seine Physik auch teilweise experimentell implementiert [38] [39].

Ferner wurde bereits ein Losungsverfahren anhand einer KUT vorgeschlagen [40].

2.2.2. Aquivalenz zu Hardcore-Bosonen-Modellen

Die Spinoperatoren erfiillen die Drehimpulsalgebra

1S3, =60 > €apyS] (2.2.10)

ve{z,y,2}

in natiirlichen Einheiten mit & = 1. Die dazugehorigen Leiteroperatoren

+ T :
Si=Sr+isY = (ST) (2.2.11)
erfiillen die Relationen
. @210 1 -
s: ez 5(5; +57) (2.2.12)
xX : xX O z z ]' z

SFST = (SP)?+ (SY)?FilS7,8Y = 57 —(57)°+S; = 555 (2.2.13)

—— =N

3 1
2.2_.1018? 1
J

|
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2
bTb?—i—l bIle blbé

Abb. 2.4.: Schematische Darstellung der Analogie des IMTF und des Hardcore-Bosonen-
Modells. Die beiden Spinrichtungen entsprechen Besetzung/Nicht-Besetzung und
auch die Wechselwirkung J und das externe Feld I' lassen sich zu bilinearen Ter-
men fiir die Hardcore-Bosonen umschreiben. Die Terme beschreiben die Energie
eines Hardcore-Bosons, Spriinge zu benachbarten Platzen und Paarerzeugungen/-
vernichtungen.

Die lasst sich zum Umschreiben des Hamiltonoperators (2 auf

2

N-1 1 J N-1
H=T Z <S+S - —> — =) (5785 + 878, +he) (2.2.14)
=0

verwenden. Hierbei erfiillen die Leiteroperatoren die Kommutatorrelationen

S7.8 = i [STSY] —i (Y87 =205 BEY 5,1 —257S7)  (2.2.150)
B2W,s BED i

SE,5F] =+ (S5, £ [SLST =0 (2.2.15b)
BZDy5, s:  BED 5, s

Ein kurzer Vergleich mit der vorher vorgestellten Hardcore-Algebra (2.1.1a}) bis (2.1.1c])
zeigt, dass es sich bei den Spinanregungen tatsiachlich um Hardcore-Bosonen handelt.
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Dies iiberrascht nur wenig, denn in der Tat konnen die einzelnen Teilchen mit Spin
1/2 nur zwei mogliche Zustdnde annehmen und die Anregungen auf verschiedenen Git-
terpldtzen verhalten sich symmetrisch (also bosonisch) unter Teilchenvertauschung.

Hierbei zeigt sich der Vorteil der Darstellung durch die Leiteroperatoren: Durch Anwen-

dung der Matsubara-Matsuda-Transformation [24]

St — pf (2.2.16a)
ST =1b (2.2.16b)
S* =b'b— % (2.2.16¢)

kann das System ([2.2.14)) problemlos in der Form

1D IMTF mit Hardcore-Bosonen

N-1

H=T Z (b’fb - —> - g > (bjbm + Ui+ h.c.) (2.2.17)

=0

geschrieben werden, wobei lediglich die Leiteroperatoren durch Erzeuger und Vernichter

ersetzt werden mussten.

Fiir die KUT im k-Raum wird auch das per (2.1.5b|) fouriertransformierte IMTF mit

Hardcore-Bosonen im Impulsraum bendtigt. Dieses lautet

1D IMTF mit Hardcore-Bosonen im Impulsraum

1.BZ 1.BZ

H= Z Kr J cos( ka))blbk} - %Z [cos(ha) (bfol, +he )| | (22.18)

2.2.3. Grenzfall eines starken Magnetfeldes

Fiir ein starkes externes Magnetfeld I' > J ist der erste Term des Hamiltonoperators
dominant. Mit dem Besetzungszahloperator n; = bb; ist schnell zu erkennen,
dass durch die Operatoren b! und b; die elementaren Anregungen des Systems mit einem
starken Magnetfeld erzeugt/vernichtet werden. Fiir die Leiteroperatoren sind dies Spin-
flips und fiir die Hardcore-Operatoren entspricht dies der Erzeugung/Vernichtung von
Hardcore-Bosonen.

Mit dem IMTF fir I' > J haben wir also ein System vorliegen, das im Grundzustand
keine Anregungen aufzeigt und in welches wir als elementare Anregungen Hardcore-
Bosonen auf den einzelnen Gitterplatzen ¢ erzeugen konnen. In nachster Naherung ex-
istieren im Hamiltonoperator Sprungterme zwischen Gitterplétzen bl b, , sowie

Beitrage zur Paarerzeugung und -vernichtung bjbj 41
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2.2.4. Analytischer Losungsweg

Zum besseren Verstandnis der dahinter liegenden Physik muss der Hamiltonoperator
noch diagonalisiert werden. Dazu wenden wir im folgenden Abschnitt nacheinander drei

Transformationen an:

e Die Jordan-Wigner-Transformation, um die Hardcore-Bosonen in einfache
spinlose Fermionen zu verwandeln und sich dadurch von der komplizierten Hardcore-

Algebra zu l6sen. Der Hamiltonoperator behélt dabei seine wesentliche Form bei.

e Die Fourier-Transformation zum transformieren des Nachste-Nachbarn-Hiipfterms.

e Die Bogoliubov-Transformation, um die Term zur Paarerzeugung und -vernichtung

zu behandeln.
2.2.4.1. Jordan-Wigner-Transformation

Eindimensionale Hardcore-Bosonen-Systeme lassen sich auf eindimensionale Systeme

von spinlosen Fermionen abbilden, indem die Jordan-Wigner-Transformation [41]
N-1
fo="bo fi = exp <i7r > b}b]) b
j=0

N-1
fi =0} £l = bl exp (—iﬂ > b}bj) : (2.2.19)
7=0

mit [ € {1,2,..., N} angewendet wird. Hierbei wird im Wesentlichen ein Vorfaktor
e™ = +1 fiir jeden Operator eingefiihrt, dessen Vorzeichen davon abhingt, wie viele
der vorherigen Gitterpléatze besetzt sind. Dadurch wird die Symmetrie der Vertauschung
von Teilchen an zwei verschiedenen Gitterplatzen zur Antisymmetrie umgewandelt. Es
handelt sich also offenbar um eine nichtlokale Transformation.

Es lasst sich zeigen, dass die neuen Operatoren f; und flT tatsachlich die fermionischen
Antikommutator-Relationen erfiillen. Dies sowie einige Zwischenschritte der Transfor-

mation werden in Anhang [A] gezeigt.

Dies funktioniert in dieser Weise genau genommen nur fiir offene, nicht aber fiir peri-
odische Randbedingungen. Im thermodynamischen Limes, das heifit fiir hinreichend
grofle makroskopische Systeme, wird die Randbedingung jedoch irrelevant, weshalb hier

ohne Weiteres mit dieser Form gearbeitet wird.

Der Besetzungszahloperator bleibt dabei unverandert:

£, bib;. (2.2.20)
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Damit nimmt die Umkehrtransformation die Form

N-1
by = exp <—17T Z f}fj) fi

§=0
N-—1

bl =flexp (iw > fjfj> (2.2.21)
=0

an. Die Jordan-Wigner-Transformation verandert den Hamiltonoperator kaum zu

—1 J N—-1
H=TY" <f§fi - %) SIS (i + £ A ). (2.2.2)
1=0 =0

2.2.4.2. Fourier-Transformation

Da nun mit (2.2.22)) ein Tight-Binding-Hamiltonian fiir spinlose Fermionen vorliegt,

konnen wir den Nachste-Nachbarn-Hiipfterm mithilfe einer Fourier-Transformation

, Nl | LBz
fo=—=) €e™if; fi :—Zefikxjfk
\/Nj:O VN k
| N | LBz
T —ikxs r1 T ikxs 7t
_ ik £ fo N ke 2.2.23
fl=—= 2 f =7 ; i (2.2.23)

behandeln. Dabei sind z; = ja die Gitterplatze mit der Gitterkonstanten a. Der

Hamiltonoperator im Impulsraum lautet dann, wie in Anhang [B| ausfiihrlich gezeigt,

1.BZ 1.BZ

H= ; Kr - Jcos(ka)>f£ﬁ - g} + i% g [sin(/m) (fgfjk - h.c.)] . (2.2.24)

Man beachte, dass sich der Ausdruck von dem aus Gleichung unterscheidet, ob-
wohl in beiden Fallen eine Fouriertransformierte von berechnet worden ist. Dies
liegt daran, dass in (2.2.18]) noch die Hardcore-Operatoren b, stehen, wahrend hier durch
die vorherige Jordan-Wigner-Transformation spinlose Fermionen mit den Operatoren fj,

vorliegen.
2.2.4.3. Bogoliubov-Transformation

Um nun den noch verbliebenen nichtdiagonalen, Teilchenzahl verandernden Beitrag im
fouriertransformierten Hamiltonoperator (2.2.24) zu eliminieren, kann die Bogoliubov-

Transformation mit dem k-abhéngigen Drehwinkel 6, verwendet werden [42]

(fli) - (,C‘?SQ’“ ismek’) (f,j) . (2.2.25)
fok isinf,, cos0; fok
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Die Umkehrtransformation lautet
i\ _ [ cosbe —isinfi) (i (2.2.26)
fo —isin@, cos6y fx

cos @, = cosO_;

sinf, = —sinf_y. (2.2.27)

und es gilt

Es handelt sich um eine unitare Transformation, womit die neuen Operatoren weiterhin

die Antikommutator-Relationen erfillen:

{fx, [} = 1cos b sin by {fk,ﬁk,} -+isin 0, cos 0 {ﬁk, fk/}

:5k,—k’ 5k,—k’
= 10k, [cOs O, sin(—6y) + cos(—0) sin ] = 0 (2.2.284a)
{rl 1y ={fw S}t =0 (2.2.28b)
{frr F} = cos Oy, cos O { fr, fl,} +sin O sin O {1, Fp}
=0y, ot Ok gt
= Oppr(cos? Oy, +sin® Oy) = Gy . (2.2.28¢)

Durch Anwendung der Transformation und der trigonometrischen Additionstheoreme

nimmt der Hamiltonoperator die Form

1.BZ

H=3 { Kr - Jcos(ka)) cos(20,) + J sin(ka) sin<29k>] fLi

r

- KF - Jcos(/m)) sin(6) — %sin(lm) sin(20) — 5}

[ (1= Jcontha) ) sin(a0) + 55 snfh) costan)] (7151, ~ e )} (2229)

an. Der letzte, Teilchenzahl verandernde Beitrag kann dabei eliminiert werden durch

Erfiillung der Bedingung
J sin(ka)
tan(20;) = ————. 2.2.
an(26) I' — Jcos(ka) (2.2.30)
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Unter Anwendung der Relationen

1 B [' — Jcos(ka)

Os@h) = @) T = TE T = cos(ha) (2.2.31a)
, _ tan(206) B J sin(ka)

) = a8 = T s T —costha)) (2.2.31b)
sin?(0;) = %(1 — cos(29k)) (2.2.31c)

Z cos(ka) =0 (2.2.31d)

ergeben sich der diagonale Hamiltonoperator und die Dispersionsrelation

1.BZ

H= ; e(k) (f,:[fk — %) (2.2.32a)

e(k) = \/ (r - J)2 + er(1 - cos(ka)) (2.2.32b)

mit der abgesenkten Grundzustandsenergie

— (0|H|0) = —= IZBZ ( - )2 + 2FJ<1 - cos(k;a)>. (2.2.33)

2.2.5. Analytische Ergebnisse am quantenkritischen Punkt

Im Folgenden wird die in Abschnitt erarbeitete Dispersionsrelation (2.2.32bf) un-
tersucht, die in Abbildung geplottet ist und in Abbildung in Querschnitten.

Die Hardcore-Bosonen sind im Fall eines starken Magnetfeldes, also z := % < 1, die
elementaren Anregungen des Systems. Dieser Storparameter =z = % ist sinnvoll zur
Untersuchung des IMTF, da die Dispersion in Energieeinheiten von I' gemessen nur von

x abhangig ist:

Dispersionsrelation
2
@ = \/(1 — x) + 22 (1 — Cos(ka)). (2.2.34)

Von besonderem Interesse sind die Energieliicke, also die Energieliicke zwischen Grundzu-

stand und dem niedrigsten angeregten Zustand, sowie der quantenkritische Punkt, an

welchem diese Energieliicke verschwindet.
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k -0.5 1010

Abb. 2.5.: Plot der Dispersionsrelation €, (k) (2.2.32b)) des IMTF in Einheiten von I'. Sie ist
abhéngig vom Impuls k£ und dem Stérparameter z := J/I" aufgetragen.

2.0

1.5

0 NN/

e, (k)T

0.5

0.0 '
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

k [m/a]

Abb. 2.6.: Plot der Dispersionsrelation €, (k) des IMTF abhéngig vom Impuls k fiir verschiedene
Storparameter x nach Gleichung (2.2.34). Am QKP x = 1 schliefit die Energieliicke
A(z) = €,(k =0).
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Bei welchem k¢ die minimale Anregungsenergie €(ko) liegt, ist abhéngig vom Vorzeichen
des Storparameters x und damit davon, ob die Kopplung J der Spins ferromagnetisch
oder antiferromagnetischﬂ ist. Die beiden Falle unterscheiden sich jedoch nur um eine
Verschiebung des Impulses & — k& + = voneinander, also um einen Flip jedes zweiten
Spins. Dies lasst sich nach kurzer Umformung leicht anhand der Dispersionsrelation
(2.2.34) zeigen, indem e_, (k+ =) = €,(k) gepriift wird:

%g{;) — \/(1 - x)2 + 2z lz sin? (%)]
— \/1 + 22 4+ 2z :2sin2 (%) — 1]
_ \/1 + 22 4 2z :sin2 (%) — cos? (%)] (2.2.35)

w _ \/1 42— 2 :cosz (%) — sin? (%)] - exék). (2.2.36)

Daher wird im Folgenden nur der ferromagnetische Fall z > 0 untersucht.

Die Dispersion besitzt hier ihr Minimum beim in Abbildung [2.7] geplotteten

Energieliicke
A(r) e, (k=0)
r T

=1 —q. (2.2.37)

Diese Energieliicke schlieft linear in z bei = 1, also J = I'. Damit sind dort An-

regungen mit beliebig kleiner Energie moglich. Ferner schliefft die Liicke linear in &

in@
S T

Es lasst sich zeigen, dass es sich hierbei um einen quantenkritischen Punkt (QKP)

wegen

S kal (2.2.38)

@ \/2<1 - cos(k:a)) —2

handelt, bei dem ein Ubergang zwischen einer magnetisch geordneten Phase und einer
ungeordneten Phase vorliegt [36].

Von einem quantenkritischen Punkt statt nur eines kritischen Punktes ist hier, wie in
Abschnitt erlautert, die Rede, weil dieser Ubergang bei T' = 0, also in Abwesenheit
von thermischen Fluktuationen, stattfindet. Er wird einzig durch Quantenfluktuationen

hervorgerufen und hier durch die Kopplungsstarke x gesteuert.

IFiir J < 0 ist das IMTF ferromagnetisch, was bedeutet dass der Hamiltonoperator (2.2.9) die .J-
Kopplung bei paralleler Ausrichtung der z-Komponenten der Spins minimiert. Fiir J > 0 ist das
System antiferromagnetisch und der Grundzustand besteht dann aus einer antiparallelen Anordnung
der Spins.
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1.0 T T T

0.6

A(z)[T]

0.0 i : i
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Abb. 2.7.: Plot der Energieliicke A(x) = e,(k = 0) des IMTF abhéngig vom Stérparameter x
nach Gleichung ([2.2.37)). Es zeigt sich ein lineares Schlielen der Energieliicke.

Dieser Ubergang lésst sich hier auch durch einen Ordnungsparameter kennzeichnen,
namlich durch die in Abbildung dargestellte Magnetisierung [36] in z-Richtung

>_ % firx >1
0 fir = € [0, 1]

—~
—_
8
ol
~—
ool

(2.2.39)

Y

M(z) = <0 gSf 0

wobei der Buchstabe x in S¥ nicht fiir den Storparameter, sondern fiir die z-Komponente
steht. Der kritische Exponent betragt hierbei f = % und fiir beliebig grofie Storungen
x > 1 rickt das dann ferromagnetische System immer néher an eine vollstandige Mag-

netisierung.
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0.5 : : I, —

M(x)

Abb. 2.8.: Blauer Plot der Magnetisierung M des IMTF abhéngig vom Storparameter z nach
Gleichung (2.2.39). Fiir < 1 ist das System ungeordnet und M = 0, doch ab dem
QKP bei x = 1 steigt die Magnetisierung an und das System ordnet sich in einer
ferromagnetischen Phase. Die Farben markieren zuséitzlich zum Wert von M die

Werte von z, fiir welche die jeweilige Farbe vorliegt.

1.0 T T T T
; ; | — Hardcore-Bosonen
— Bosonen
08k N o SR e SR
0.6 - -
[
O
<1 H > H H
04k b N S b
02h o b b A SRR
: KP Hardcore- :
Q Abstofiung
0.0 ] | | ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.

Abb. 2.9.: Vergleich der Energieliicke A(z) = €;(k = 0) des IMTF zwischen dem Fall von

Hardcore-Bosonen ([2.2.37) und Bosonen ([2.2.43). Fiir Hardcore-Bosonen verschiebt
sich der QKP von z = 0.5 nach x = 1 und die Energieliicke schliefit linear.
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2.2.6. Vergleich zwischen Hardcore-Bosonen und Bosonen

Werden statt Hardcore-Bosonen schlichte Bosonen im Hamiltonoperator ([2.2.17))

N—-1 1 J N-—1
H=TY" (b}bi - 5) -3 (bIbM + bl + h.c.> (2.2.40)
=0 =0

7

angenommen, wobei konstante Terme vernachlassigt wurden, so ist aufgrund der ein-
fachen Algebra die Jordan-Wigner-Transformation aus Abschnitt[2.2.4.1|nicht notwendig.
Stattdessen kann direkt eine Fourier-Transformation zu

1.BZ 1.BZ

H=Y" Kr - Jcos(ka)>b,tbk1 - g 3 [Cos(ka) (B,LBT_k + h.c.)} (2.2.41)

angewendet und danach eine Bogoliubov-Transformation durchgefithrt werden, womit

sich die Dispersion

k
Q = /1 — 2z cos(ka) (2.2.42)

und die Energieliicke

A(J

% =v1-2z (2.2.43)
ergeben.
Wie in Abbildung zu erkennen ist, sorgt die Hardcore-Eigenschaft einerseits fiir
eine Verschiebung des QKP VOl TQKP, Boson — 0.5 nach TQKP, Hardcore-Boson — 1 und

andererseits dafiir, dass die Energieliicke linear schlief3t.

2.2.7. Grenzen des analytischen Losungsansatzes

Die analytische Losung des IMTF funktioniert in einer Dimension sehr gut. Fiir das
héherdimensionale IMTF ist die Jordan-Wigner-Transformation jedoch nicht mehr ohne
Weiteres anzuwenden, obwohl auch hier Ansitze zur Verallgemeinerung auf beliebige
Dimensionen d und Spingréfen S existieren [43].

Ferner ist die Bogoliubov-Transformation in dieser einfachen Form bei héherdimension-
alen Problemen zur Entfernung der bilinearen Nichtdiagonalbeitriage nicht mehr anwend-
bar.

Dariiber hinaus ist es im Allgemeinen nicht moglich, die Zustandssumme eines Hardcore-
Bosonen-Systems exakt zu berechnen. Dies macht die analytische Berechnung von ther-

modynamischen Gréfien sehr anspruchsvoll [44].

Daher soll im Folgenden die numerische KUT-Methode an dem eindimensionalen IMTF
getestet werden. Die Erweiterung auf hohere Dimensionen ist dabei, im Gegensatz zum

analytischen Ansatz, vergleichsweise simpel.
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3. Methodik

3.1. KUT - Kontinuierliche unitare Transformation

In Abschnitt wurde das IMTF als Modell von Harcore-Bosonen vorgestellt, welches
in einer Dimension fiir starke Magnetfelder exakt l6sbar ist. Fiir hohere Dimensionen
oder kompliziertere Probleme ist ein analytischer Ansatz jedoch nicht ohne Weiteres
moglich, weshalb hier numerische Verfahren ein effektives Werkzeug darstellen.

Das Ziel in Abschnitt war es, wie in vielen Problemen der Festkorperphysik, den
gegebenen Hamiltonoperator H zu diagonalisieren. Dabei wird das Problem diagonal-
isiert oder zumindest in ein effektives Modell umgeschrieben. Bei effektiven Modellen
konnen noch Nichtdiagonalterme wie Wechselwirkungen beigemischt sein. Das Ziel ist

es jedoch immer, den Hamiltonoperator in eine nahezu diagonale Form zu tiberfiihren.

Eine numerisch umsetzbare Methode zur Diagonalisierung von stark korrelierten quan-
tenmechanischen System stellen kontinuierliche unitdre Transformationen (KUT) dar,
die von Wegner [45] und davon unabhéngig von Glazek und Wilson [46] entwickelt
wurde. Eine ausfithrliche Einfiihrung in die Methode wurde von Kehrein verfasst [47].
Die Methode wurde auf eine Vielzahl von physikalischen Systemen angewandt, beispiel-
sweise dimerisierte und frustrierte Spin-1/2-Ketten [4§], Spin-Leiter-Systeme [49], das
Bienenwaben-Gitter-Modell nach Kitaev [50] oder das Toric-Code-Modell in einem par-
allelem magnetischem Feld [51].

In den folgenden Abschnitten werden die Grundidee einer KUT sowie der in dieser Arbeit
verwendete Ansatz einer selbstahnlichen KUT vorgestellt. Ferner wird der sogenannte
MKU-Generatorf| eingefiihrt, welcher in dieser Arbeit Verwendung findet und den Vorteil
bietet, dass er auch entartete Unterraume entkoppelt und keine besonderen Forderungen
an das Energiespektrum stellt.

Danach werden die Flussgleichungen fiir das IMTF in Hardcore-Bosonen-Schreibweise
(sieche Abschnitt angewendet. Dazu werden zuerst einige grundlegende Uberlegun-
gen zu diesem Modell angestellt, worauthin die Flussgleichungen im Orts- und Impul-
sraum aufgestellt werden. Danach wird die numerische Integration dieser Flussgleichun-
gen beschrieben.

Die Ergebnisse dieser Berechnungen werden im folgenden Kapitel |4| diskutiert.

!Benannt nach A. Mielke, C. Knetter und G. S. Uhrig.
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3.1.1. Grundidee

Damit eine zur Diagonalisierung verwendete Transformation einem Basiswechsel im
Hilbertraum entspricht welcher Skalarprodukte und damit Erwartungswerte invariant

lasst, miissen sie unitar sein. Eine unitare Transformation
H=UHU'" |¥)=U|¥) mit U~! = UT (3.1.1)

bildet mithilfe des unitdren Operators U die Operatoren H und die Zustdnde |¥) auf
neue Operatoren H und Zustinde |¥) ab. Damit sind observable Gréfien invariant unter

unitéren Transformationen [52].

Die Schwierigkeit einer solchen Transformation besteht darin, eine passende unitare
Transformation zur Diagonalisierung des Hamiltonoperators zu finden. Die Grundidee
der KUT ist es, dieses Problem zu umgehen, indem die unitare Transformation kon-
tinuierlich, das heifit gesteuert durch einen kontinuierlichen Flussparameter [ € [0, 0o,
durchgefiihrt wird. Dadurch wird der urspriingliche Hamiltonoperator H (I = 0) abhéngig

vom Flussparameter zu

H() =UMHO)U(1). (3.1.2)

Die unitére Transformation veréndert sich mit steigendem [ von der Identitét U(0) = 1
71 U(1)]1=00, Wobei
Heg = H()|1—oo = U(c0)H(0)UT(c0) (3.1.3)

der gesuchte effektive Hamiltonoperator ist, der moglichst diagonal sein soll. Im Folgen-
den werden H(l) und U(l) durch H und U abgekiirzt.

Aus dem Ansatz (3.1.2) ldsst sich noch keine einfache Vorschrift zum Aufstellen der
Transformation U(!) erkennen. Bevor wir durch Differentiation nach [ die Flussgleichung

herleiten, miissen wir zuerst den antihermiteschen Generator der KUT
n(l) == (QU) UT (3.1.4)

definieren. Auch hierfiir wird in Folge die Abkiirzung n := n(l) verwendet. Die Antiher-

mitezitat lasst sich leicht durch
0=0a1=0 (UUY) = @U)U"+U (aUt) B 4yt (3.1.5)

zeigen. Ferner ist gut zu erkennen, weshalb 1 der Generator der KUT genannt wird,

wenn Gleichung (3.1.4)) umgestellt wird zur Differentialgleichung

AU = nU. (3.1.6)
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Diese Differentialgleichung wird gelost durch

l

U(l) = Lexp / n()dl (3.1.7)

0

mit dem [-Ordnungsoperator L. Hier ist eindeutig zu erkennen, dass der Generator n

die unitare Transformation U definiert.

Zur Bestimmung der unitaren Transformation ist es sinnvoll, die Suche nach U auf
die Suche nach 7 zu reduzieren. Gleichung gibt jedoch keine leicht zu ver-
wendende Vorschrift, um ausgehend vom Generator die Transformation von H(0) zu
Her = H(l)|j=o0o durchzufiihren.

Um eine solche Vorschrift zu erhalten, wird durch Differentiation von die Differ-

entialgleichung
oH = (U U H + HU (oUt) B [, 1 (3.1.8)

aufgestellt. Die nichtlineare Differentialgleichung erster Ordnung, die

Flussgleichung
OH =[n, H|, (3.1.9)

ist die zentrale Gleichung der KUT. Sie beschreibt den Fluss des Hamiltonoperators
und liefert eine einfache Gleichung, um diesen numerisch aus Vorgabe von H (0) und der
Vorschrift des Generators 1 zu bestimmen.

Die Flussgleichung gilt nicht nur fiir Hamiltonoperatoren, sondern fiir alle Ob-

servablen.

0 3gﬁ'= [ﬁ,ﬁ]

Abb. 3.1.: Schematische Gegeniiberstellung einer KUT im Vergleich zu einer einfachen unitéren
Transformation (UT). Bei der KUT wird durch Lésen der Flussgleichung mit nu-
merischem Vorgehen schrittweise der Hamiltonoperator transformiert, anstatt wie
bei einer einfachen UT direkt die finale Transformation anzuwenden.
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3.1.2. Selbstahnliche KUT

Es existieren verschiedene Moglichkeiten, die KUT explizit durchzufiihren. In dieser
Arbeit wurde eine sKUT (selbstahnliche KUT) verwendet, die im Folgenden vorgestellt
werden soll [53].

Die sKUT bietet einige Vorteile gegeniiber der perturbativen KUT (pKUT), bei
welcher der Hamiltonoperator nach einem Stérparameter entwickelt wird [54].

So gibt die sKUT keine Einschrankungen an den verwendeten Generator oder das En-
ergiespektrum, wahrend bei der pKUT ein nach unten beschranktes, aquidistantes En-
ergiespektrum und der MKU-Generator vorausgesetzt werden. Beide Verfahren werden
in [55] 56] vorgestellt, wobei auch auf die verbesserte perturbative KUT (vpKUT)
(die kein &quidistantes Spektrum bendtigt) und die direkt ausgewertete pertur-
bative KUT (dapKUT) eingegangen wird. Dariiber hinaus existieren Ansétze mit

Verkniipfungen zu diagrammatischen Methoden [57].

Der Hamiltonoperator in zweiter Quantisierung kann in die Form
H(l) =Y hi(l)H; (3.1.10)

gebracht werden, wobei die Operatoren H; [-unabhéngig sind. Ferner sind die H; nor-
malgeordnet, es stehen also alle Erzeuger vor allen Vernichtern.

Die Idee ist nun, eine Operatorbasis zu wahlen, welche alle physikalisch relevantenE]
Beitrage enthalt. Alle anderen Terme, die im vernachlassigbaren Mafl zur interessanten
Physik beitragen, werden trunkiert, also abgeschnitten und in der weiteren Rechnung
vernachlassigt. Die Bezeichnung ,,selbstahnlich® in der sKUT riihrt daher, dass in dem
Generator und der Flussgleichung nur Terme beachtet werden, die in der Basis {H;};
des Hamiltonoperators vorkommen.

Auf ahnliche Weise kann der Generator
n(l) =Y hi(l)n[H;] (3.1.11)

geschrieben werden. Hierbei werden dieselben Koeffizienten h;(l) verwendet und die 7;

geméaf eines bestimmten Schemas ausgewahlt, wie beispielsweise nach dem Schema des
MKU-Generators in Abschnitt B.1.3l

Ferner lassen sich alle aus dem Kommutator entstehenden darsellen Terme als

n[Hj], He = M k(1) H;. (3.1.12)

i7j7k

Hierbei sind die M; ;; neue Koeffizienten.

2Was relevant ist, muss im Einzelfall entschieden werden. Fiir Untersuchungen des Niederenergiebere-
ichs sind hierbei Skalierungsargumente hilfreich.
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Die I-Abhangigkeit der Koeffizienten wird im weiteren Verlauf d&hnlich wie jene der Op-
eratoren in Abschnitt nicht mehr explizit ausgeschrieben.

Mit diesen drei Darstellungen kann die Flussgleichung (3.1.9) in die Form

% 7,k

ivjik
iiberfithrt werden. Ein kurzer Koeffizientenvergleich ergibt

Ouhi =Y hjhiM; ., (3.1.14)
jik

wobei alle auftretenden Groflen vom Flussparameter [ abhangen. Hierbei handelt es
sich um ein gekoppeltes DGL-System erster Ordnung zur Bestimmung der Koeffizienten
hi(1).
Nach einer expliziten Berechnung der Koeffizienten M; ;; mithilfe des Kommutators
(3.1.12) und entsprechender Trunkierung ist es numerisch moglich, durch Losen der
Flussgleichung in der Form die Koeffizienten h;(l) und damit den Fluss des

Hamiltonoperators H(l) zu bestimmen.

Wollen wir die sKUT anwenden, sind folgende Arbeitsschritte notwendig

1. Flussgleichung aufstellen

a) Wahl des Trunkierungsschemas. Hierbei wird die Operator-
basis {H;}; ausgewéhlt und umgekehrt auch, welche Terme in 7

und dem Kommutator [n, H] trunkiert werden sollen.

b) Bestimmen des Generators 1. Die Vorschrift fiir den MKU-

Generator, der in dieser Arbeit verwendet wurde, wird in Ab-
schnitt vorgestellt [’

c) Berechnen des Kommutators [, H| aus der Flussgleichung
(3.1.9), wobei die Algebra der zugrunde liegenden Teilchen rele-

vant wird.

2. Flussgleichung losen

a) Numerische Integration der Flussgleichung nach (3.1.9) unter
Beachtung der zugrunde liegenden Algebra.

%Dort wird auch erklart, wieso der MKU-Generator hier verwendet wird.

Diese Arbeitsschritte werden fiir das IMTF in Abschnitt und durchgefiihrt.
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3.1.3. MKU-Generator

Der MKU-Generator wurde von Knetter und Uhrig [54] fiir Vielteilchensysteme und
unabhéngig davon von Mielke [58] fiir Bandmatrizen entwickelt und auch nach ihnen

benannt. Dabei wird der Hamiltonioperator in die Form
H=H"+H"+H" (3.1.15)

zerlegt. Hierbei bezeichnet H° den Teilchenzahl-erhaltenden Term, wahrend H+ und
H~ die Anzahl der Teilchen erhoht oder verringert. Mit dieser Aufteilung lasst sich
der

MKU-Generator
maku = HY — H™ (3.1.16)

definieren. Es lasst sich beweisen, dass die KUT mit dem MKU-Generator sicher kon-

vergiert, wenn ein Zustand minimaler Energie existiert [54] [58].

~

H(l = 0) H(l — o)

~ ~ ~

H(l =0) H(l > 0) H(l — o)

Abb. 3.2.: Schematische Darstellung des Flusses von H (I) mit dem MKU-Generator oben und
fiir den Generator von Wegner unten, wobei vorhandene Diagonalelemente griin,
vorhandene Nichtdiagonalelemente rot und leere Beitriage weifl gekennzeichnet sind.
Nur fiir den MKU-Generator bleibt bei [ > 0 die Banddiagonalitat erhalten und im
Grenzfall | — oo werden auch die entarteten Unterrdume diagonalisiert.
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Der MKU-Generator besitzt einige Vorteile gegeniiber dem Wegner Generator

ThWegner = [ch Hnd] s (3117)

wobei der Operator Hq/mq die diagonalen/nicht-diagonalen Operatorterme des Hamilton-
operators enthalt. Ein Vorteil des MKU-Generators liegt darin, dass er die Banddiago-
nalitét des Hamiltonoperators H (1) erhdlt, was dessen Komplexitét deutlich einschrankt.
Ferner lassen sich mit ihm entartete Unterraume entkoppeln und damit diagonalisiert
werden. In Abbildungen [3.2]ist dieser Sachverhalt schematisch dargestellt.

Aufgrund dieser Vorteile wird in dieser Arbeit der MKU-Generator verwendet.

3.2. Aufstellen der Flussgleichungen fiir das IMTF

Im Folgenden sollen die Flussgleichungen fiir die sKUT aufgestellt werden.

Zuerst werden einige grundlegende Sachverhalte diskutiert: Es wird aufgefiihrt, wieso in
dieser Arbeit sowohl im Orts- als auch im Impulsraum gerechnet wird. Daraufhin wird
die in Abschnitt aufgefiihrte Reihenfolge der Arbeitsschritte durchgefiihrt:

a) Wahl des Trunkierungsschema
Hierzu wird ein Skalierungsargument verwendet, um zu begriinden dass nur Terme
bis zur quartischen Ordnunéﬂ beachtet werden sollen. Daraufhin wird bestimmt,
welche Operatorterme tatsichlich im Hamiltonoperator auftauchen Werderﬁ Der
Hamiltonoperator wird dabei unter Ausnutzung der Hermitezitét in H = H + Hf

umgeschrieben, um durch Verwendung von H Schreibarbeit zu sparen.

b) Bestimmen des Generators 1 = ij — 7'
Hierfiir wird lediglich das MKU-Schema nach Abschnitt genutzt und damit
werden die passenden Terme aus H mit entsprechendem Vorzeichen verwendet.
Auch dieser Operator i wird in zwei hermitesche Operatoren aufgeteilt um seine

Antihermitezitat auszunutzen.

¢) Berechnen des Kommutator [77, FI}
Hierzu wird dieser, und damit die Flussgleichung, in verschiedene Unterterme
aufgeteilt, in denen Kommutatoren von unterschiedlichen Beitragen von H auf-
tauchen. Diese einzelnen Kommutatoren werden daraufhin unter Zuhilfenahme
eines hierflir geschriebenen Programms exakt umgeformt und in Normalordnung

gebracht.

3Also mit maximal 4 Operatoren
4Manche Terme werden zwar nicht trunkiert, entstehen aber nicht in der KUT und kénnen daher
vernachlassigt werden.



30 Methodik

Diese Schritte miissen jedoch zweimal durchlaufen werden: Beim ersten Mal wird von
den Termen des urspriinglichen H (I = 0) ausgegangen. Die damit in der Flussgleichung
auftauchenden Terme werden dann mit in den Hamiltonoperator definiert, um im zweiten
Schritt auch behandelt zu werden.

3.2.1. Grundlegendes zur Bearbeitung der Flussgleichungen

3.2.1.1. Berechnung im Orts- und Impulsraum

In den folgenden Abschnitten wird die KUT sowohl im Orts-, als auch im Impulsraum

durchgefiihrt. Die Griinde hierfiir sollen in diesem Abschnitt erértert werden.

Mochte man ein System im Ortsraum behandeln, so bietet es sich oft an Terme zu trunk-
ieren, welche auf weit entfernten Gitterplatzen wirken oder an denen viele Anregungen
beteiligt sind, da diese kleine Beitrage liefern. Sollte jedoch die Teilchendichte im System
hoch sein oder sollten stark delokalisierte Beitrage relevant werden, kann diese Naherung
nicht mehr ohne Weiteres verwendet werden. In diesem Fall bietet sich eine Transfor-
mation in den Impulsraum an, da delokalisierte Anregungen im Ortsraum nach der
Fourier-Transformation als lokalisierte Anregungen behandelt werden kénnen. Damit
kann im Impulsraum durch Verwendung relativ weniger Terme eine hohe numerische
Genauigkeit der KUT erreicht werden. Dartiber hinaus duflert sich die Translationssym-
metrie nach der Fouriertransformation in einer Impulserhaltung, welche die auftretenden

Terme vereinfacht.

Um die relevante Langenskala von Anregungen des Systems abzuschatzen, bietet sich
die Korrelationslange ¢ an. Diese gibt an, auf welcher Langenskala physikalische Ob-
servablen miteinander korreliert sind. Bei einer endlichen Energieliicke bleibt & endlich,
jedoch nimmt sie zu wenn die Energieliicke abnimmt. Am QKP, wo die Energieliicke
vollkommen verschwindet, divergiert die Korrelationslange oder wird fiir endliche Sys-
teme zumindest makroskopisch, da die niederenergetischen Quantenfluktuationen nahe
des QKP ausreichen, sodass weit voneinander entfernte Teile des Systems miteinander
wechselwirken.

Wie in Kapitel [1] erklart wurde, ist es das Ziel dieser Arbeit, die KUT fiir Hardcore-
Bosonen am IMTF zu testen. Dazu soll die Energieliicke am QKP, die in Abschnitt
und bereits analytisch behandelt wurde, numerisch untersucht werden. Ferner be-
sitzt das IMTF am QKP tatsachlich eine verschwindende Energieliicke, wie in Abschnitt
festgestellt wurde. Um die damit verbundenen delokalisierten Anregungen zu be-
handeln, scheint es sinnvoll, die KUT im Impulsraum durchzufiithren. Dies wurde auch

in der vergangenen Arbeit so gehandhabt [I].
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Es ist jedoch ferner wichtig, bei der Losung der Flussgleichungen, die in naher
erlautert werden wird, die Algebra der zugrunde liegenden Teilchen zu beachten. Wird
dies nicht explizit getan, konnen bei der KUT mit den trunkierten Operatoren Beitrage
in H entstehen, die unphysikalisch sind, da sie aufgrund der Algebra 0 liefern (siehe
Abschnitt . Diese Terme konnen im Laufe des Flusses falsche Beitrage zu den
relevanten, physikalischen Termen liefern. Insbesondere konnen diese unphysikalischen
Beitrage divergieren und damit die numerische Berechnung verfalschen. Daher ist es
wichtig, sie bereits wahrend der Integration der Bewegungsgleichungen zu vernachléssi-
gen.

Fiir die Hardcore-Bosonen im Ortsraum ergibt sich aus den Antikommutatoren der Al-
gebra das Verbot, mehr als eine Anregung pro Platz zu vernichten oder zu
erzeugen. Damit lassen sich trivialerweise alle Terme der Form b;b; oder b!b! als un-
physikalisch einstufen. Diese Antikommutatoren lassen sich jedoch nicht ohne Weiteres
Fourier-transformieren, weshalb eine solche Auswahlregel in der Algebra fiir Hardcore-
Bosonen im Impulsraum (2.1.7a]) nicht so einfach zu finden ist und in dieser Arbeit
nicht alle unphysikalischen Terme gefunden werden konnten. Da hierdurch die Ergeb-
nisse der KUT im Impulsraum verfalscht werden, bietet es sich an auch eine numerische

Berechnung im Ortsraum durchzufiihren.

In den folgenden Abschnitten wird erst die Berechnung im Impulsraum aufgezeigt, bevor

die analog erhaltenen Ergebnisse im Ortsraum prasentiert werden.

3.2.2. Wahl des Trunkierungsschema

3.2.2.1. Skalierungsargument

In dieser Arbeit werden in H nur Operatorterme bis zur quartischen Ordnung bertick-
sichtigt. Das beinhaltet nur Terme mit bis zu vier Operatoren (Erzeuger und/oder Ver-
nichter). Dieses Trunkierungsschema wird in diesem Abschnitt durch ein Skalierungsar-

gument untermauert.

Hierzu wird der thermodynamische Limes verwendet, bei welchem die Anzahl der Git-
terplatze N mit Abstand a und damit die Lange L des Systems bei konstant gehaltener
Dichte % = % gegen unendlich ausgedehnt werden. Dadurch gehen die diskreten Impulse
im k-Raum in eine kontinuierliche Menge iiber.

Die entsprechenden Ersetzungen lauten

1. BZ /a

L 2m , 1
Zk: o / dk, O = 0k = k), b — ﬁb(k’)- (3.2.18)

—7/a
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Mit den Transformationen (3.2.18)) nehmen die Kommutatoren der Hardcore-Algebra
(2.1.7a) und (2.1.7b)) im Impulsraum die Form

w/a

b, bz,] =2m(k — k') — % / dgbt (q)b(k — k' + q) (3.2.19a)
—7/a

[y, brr] = [bL,b1] =0 (3.2.19Db)

all.

Uns interessiert die Physik in der Nahe des QKP bei den niederenergetischen Anregungen
mit geringem Impuls £ ~ 0. Nun lasst sich die Relevanz bestimmter physikalischer
Terme in diesem Niederenergiebereich dadurch abschatzen, indem eine Reskalierung in
Richtung kleiner k£ durchgefiihrt und die resultierende Algebra untersucht wird. Je
starker ein Beitrag dabei verringert wird, desto irrelevanter ist er.

Daher wird zuerst die Reskalierung des Impulses k& mittels
k— Ak, A€ Ry (3.2.20)

durchgefiihrt. Damit wird die Algebra (3.2.19a)) zu

w/a
[b(AK), b (AK))] = 276(Mk — AK') — ¢ / dgb' (q)b(A\k — MK 4 q)
m
—7/a
5 w/(Aa)
‘ :::W;d(k Ky =22 / dgbT (A )b(NE — MK+ Aq).  (3.2.21)
m
—7/(Aa)

Da die Reskalierung des Impulses keine Auswirkungen auf die bosonische Eigenschaft

der Algebra haben sollte, muss der Vorfaktor % vor der Deltafunktion verschwinden,

sodass Gleichung (13.2.19a}) invariant unter der Reskalierung ist. Hierzu miissen lediglich
die Operatoren mittels -
b(k)
b(Ak) —» —= (3.2.22)
VA

reskaliert werden. So ergibt sich der Kommutator

/(M)
[b(Ak), b1 (AK))] = 276 (k — k') — )\% / dg'b' (¢ )b(k — k' + ). (3.2.23)

—7/(Aa)

O(AD)
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Der zweite Beitrag, der erst durch die Hardcore-Abstoflung entstanden ist, skaliert ir-
relevan‘dﬂ mit einem Vorfaktor A\! < 1, wobei zu beachten ist dass sich die Effekte der
um A\~! gestreckten Integrationsgrenzen und der reskalierten Operatoren gerade kom-

pensieren.

Insgesamt werden fiir eine steigende Anzahl an Operatoren die Terme immer irrelevanter.

Die Skalierungsdimension betragt jeweils:

Bilineare Terme: e — O\
Quartische Terme: bOpHpMp - — O(AY) (3.2.24)
Hexatische Terme: bMpMpMpMpp  —  O(N?)

Damit die linear schlieBende Energieliicke am QKP rekonstruiert werden kann, ist min-
destens eine Berechnung der ersten Skalierungsdimension notwendig, da sich sonst nur
die bosonische Algebra ergibt. Deswegen werden Terme bis zur quartischen Ordnung

behandelt: Alle hexatischen und hoheren Terme werden trunkiert.

Zentral ist hierbei, dass der Vorfaktor A\ erst nach einer vollen Reskalierung eine Aus-
sage lUber die Skalierungsdimension trifft. So besitzt beispielsweise der Vorfaktor A\ vor
dem Integral im noch nicht vollstandig reskalierten Ausdruck erst einmal keine
Aussagekraft dariiber, ob der entsprechende Term irrelevant ist.

Diese Erkenntnis ist sehr zentral, da beim Hardcore-Kommutator im diskreten Impul-
sraum ebenso ein scheinbarer Skalierungsfaktor auftaucht: Der Faktor + sug-

N

geriert hier einen im thermodynamischen Limes N — oo irrelevanten Term. Da damit
1. BZ

jedoch auch die Anzahl der Summanden in der Summe »_ steigt, ist dieser marginal,
q

wie auch einfach in der Formel fiir den Kontinuumslimes zu erkennen ist.

In der vorangegangenen Arbeit zur KUT im IMTF [1] wurde einerseits dasselbe Trunk-
ierungsschema wie hier angewandt: Es wurden nur Terme bis zur quartischen Ordnung
beachtet. Ferner wurden jedoch auch nur Terme bis zur Ordnung O(N ') behalten —

alle Summanden der Form N=2% , N=2 > | ... wurden trunkiert, obwohl die Summa-
9,9’ 7,9',q1
tionen dafiir sorgen dass die Vorfaktoren die Skalierungsdimension unverandert lassen.

Solche Terme werden in dieser Arbeit weiter beriicksichtigt, was fiir einen gréfleren
Rechenaufwand sorgt, jedoch notwendig ist um mithilfe der KUT genauere Ergebnisse zu
erhalten. Zur weiteren Laufzeitoptimierung lieflen sich die Terme trunkieren, in welchen

zu wenige Summationen vorhanden sind um den Faktor N~ vollstandig aufzuheben.

5, Irrelevant“bedeutet in diesem Kontext, dass der Term mit der Skaleriung abnimmt.
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3.2.3. Bestimmung von H und 7

In dem letzten Abschnitt wurde als Trunkierungsschema beschrieben, dass nur Terme
bis zur quartischen Ordnung beriicksichtigt werden. Nun muss noch bestimmt werden,
welche bilinearen und quartischen Terme tatsachlich im Fluss der KUT im Hamiltonop-
erator entstehen. Hierzu wird der in Abbildung schematisch dargestellte Kreislauf
durchgegangen:

Zu Beginn der ersten Iteration wird H(®) mit den bekannten Termen aus Gleichung
([2.2.18), sowie nach der MKU-Vorschrift (3.1.16) 7(?), aufgestellt. Dessen Kommutator
(7, H®] wird nun in Normalordnung berechnet: Der Index (0) gibt hierbei an, dass es
sich um die Terme nach 0 Iterationen handelt. Da der Kommutator in die Flussgleichung
eingeht, entstehen hierbei alle Terme, die auch im Laufe der KUT im Hamiltonopera-
tor auftauchen — sofern sie nicht trunkiert werden. Daher werde alle diese Terme in
den neuen Hamiltonoperator H() geschrieben, womit die erste Iteration durchlaufen ist.
Damit lisst sich wiederum 7" berechnen und die nichste Iteration durchfiihren. Dies
lasst sich theoretisch beliebig weit fortfiihren, fiir die quartische Ordnung reicht jedoch

bereits die erste Iteration aus.

Diese erste Iteration wird in diesem Abschnitt durchgefiihrt, um den verwendeten Hamilton-
operator H = H™ und Generator 77 = (V) zu bestimmen. Im darauf folgenden Abschnitt
wird der Kommutator und damit die Flussgleichung aufgestellt.

Die Herleitung wird im Impulsraum durchgefiihrt. Im Ortsraum ergibt sich analog eine
dhnliche Form, die in Abschnitt kurz prasentiert wird.

=< )

6 Bestimme Hamilton 2.) Bestimme Generator 6 Eemedime Kommutath
n=0|A™ = 7" = [ﬁ(n), I;r(n)] -
L BZ o, 1. BZ i
> H‘bLbk +Bkblbf_k] S Bibjot, RSO 11 51 T
K f =F bT btbk_kl bka AP woo
— V" 1. Bz 1.BZ o 1 e k% +4 N
=+ Z [Ck’k'!qb;c—qb;rc%qb-"'bk w5 Z Do qB—gb_ s b O .
k.kq k! g Hardcore-4 eSS =
Algeb .
t{> 4+ Dk,k,,qbg_qbik,ﬂb};,bk] ey | | Trunkierung
- 4

Abb. 3.3.: Diagramm zum Finden der relevanten Terme in H und 7. Fiir weitere Terme kdnnte
mit n > 2 weiter iteriert werden, doch hier wird sich auf die quartische Ordnung
beschrankt.

3.2.3.1. Vorbereitung: H© und n©®

Es wird damit begonnen, den Hamiltonoperator mit allen normal geordneten Termen
aufzustellen, die zum Start der KUT bei [ = 0 vorliegen. Dies ist der Operator ([2.2.18]),
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in welchem alle bilinearen Terme vorkommen. Daher beginnen wir mit

1. BZ

7O =Y [Ak(Z)b;bHBk(Z) (b;bik+bkb_k)] . (3.2.25)
k

Hierbei wurde die [-Abhéngigkeit der Terme auf die Koeffizienten {ibertragen (siehe
Abschnitt|3.1.2)). Die Anfangsbedingungen ergeben sich aus einem Koeffizientenvergleich

mit dem Hamiltonoperator (2.2.18)) zu Beginn und lauten
Ak(0) =T — J cos(ka)
J
Bi(0) = ) cos(ka) (3.2.26)

Davon ausgehend liefert die MKU-Vorschrift (3.1.16|) den Generator

1. BZ

nO() =" Bi(l) (blbik - bkb_k> : (3.2.27)
k

Hierbei sind die Teilchenzahl erhohenden und verringernden Terme redundant: Durch

Ausnutzung der Hermitezitat bzw. Antihermitezitat

H® — g L gt

™ =gt — ot (3.2.28)

konnen die Terme, welche die Teilchenzahl verringern, in der weiteren vernachlassigt

werden. Die entsprechenden einfacheren Darstellungen lauten

1. BZ A
I k
HO = zk: |:7b£bk: + Bibib',
1. BZ
7% =>" Biblb' . (3.2.29)
k

3.2.3.2. Vorbereitung: Flussgleichung generiert von [7*), H("]

Als nachstes wird die Flussgleichung mit den Operatoren in (3.2.29) aufgestellt, um
herauszufinden welche neuen Terme in H® entstehen. Hierzu muss die Flussgleichung
(3.1.9) jedoch erst abhéngig von den reduzierten Operatoren ({3.2.28)) aufgestellt werden.
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Es zeigt sich schnell:

AHO + e, T B [0) ooy

(229 [ﬁ(n) H(n)] _ [ﬁ(nﬁ, H(n)}

1] — [gmt, A1)
— [7™, H™] + [7™, H™ + h.c. (3.2.30)

+
=
g
nf

und durch Vernachlassigung der redundanten hermitesch konjugierten Operatorterme

ergibt sich die

Reduzierte Flussgleichung

OH™ = [, H™] 4 [, O . (3.2.31)

Werden die Operatoren ([3.2.29) fiir die erste Iteration in (3.2.31)) eingesetzt, ergibt sich
die Flussgleichung

1.BZ

a[H(O) = Z BkAk/ |:bchbT—k‘7 bL/bk’] +BkBk:’ |:b£bT_k;7 b—k’bk’] ) (3232)
R N

in welcher noch die Kommutatoren zu l6sen und in Normalordnung zu bringen sind.
Hierzu wird die Produktregel [AB, C] = A[B, C]+ [A, C]B fir Kommutatoren sowie die

Hardcore-Algebra (2.1.7a)) verwendet.

Damit ergeben sich die beiden Kommutatoren indexKommutatorberechnung

® = [0 o]

618} [ bwe | + 0l (o] bw| BT

1.BZ

2
= 5 wblbl, + ~ ; bEbL DI bk

1.BZ

2
- 5k,k’b2btk + N Z bT/bj; . 57_]9+]€/+q bik
q

-~

J/

_pt T
=0 gt [Pk g 0]

2173) 2
- - 57k,k’bLbT_k + N Z b-ll;;b-ll;;’bgbk+k/+q
q
2
- 5k,k’b]th_k + N Z bT/beT_kbq_i_k/_k
q

2 2\?
+ Nblt/bikl - (N) Z bL’b(Eb;bq,‘FQ'Fk,' (3233)
7,9’



3.2 Aufstellen der Flussgleichungen fiir das IMTF 37

®
:[bLbT—k? b—k/bk/]
= 5k’,—kb1];bk

2
! (N> ;blblib"f’bki%%

2
() i
) 2
B <N) Z bzb};‘lbkl—k/_k/lbkll_i_k/_,’_k
k’l,kl
- 6k’,kb1];bk;
2
* (N) Zblbzﬁbkifk%kbk'
k1

- (Sk',ka_kb_k

2
" (N> 2 Gensbig b
i

2
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2
T
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1
2
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Hierbei werden der Term mit dem Vorfaktor (2/N)? oder (2/N)? anders als in [I] nicht
trunkiert, sondern mitgenommen. Dies liegt, wie zuvor erklart, daran, dass immer je ein
Faktor 1/N durch eine der Impulssummationen aufgehoben wird. Der fiinfte Term im
Kommutator besitzt einen Vorfaktor 2/N welcher nicht durch eine Summation
aufgehoben wird und im thermodynamischen Limes N — oo mit Skalierungsdimension 1
verschwindet. Wie in Abschnitt beschrieben, werden solche Terme in dieser Arbeit
weiter beriicksichtigt, obwohl ein strikteres Trunkierungsschema die Laufzeit fiir grofle

N etwas verringern konnte ohne die Genauigkeit allzu stark zu beeintrachtigen.
3.2.3.3. Ergebnis: H") und 5"

Aus der Flussgleichung und den darin vorkommenden, aufgelosten Kommu-
tatoren zeigt sich dass die quartischen Terme der Form bfb'hb und b'6'b'h entstehen,
aber keine Terme der Form bfbTb'b!. Es existieren also weiterhin nur Terme, welche
die Teilchenzahl konstant lassen oder um eins verdndern — der Beitrag, welcher die

Teilchenzahl um eins verringert, entsteht im hermitesch konjugierten Teil von Gleichung

3.2.29).

Damit erhalten der reduzierte Hamiltonoperator und MKU-Generator gesuchte Form

sKUT-Hamiltonian und MKU-Generator im k-Raum

) LBZ
HY = Z {ka;ibk + BkbLka:|
k
1. BZ

+Y [Ck,k,,qb,t_qb;ﬂbk,bk + Dicgogbl bbb (3.2.34)
k,k',q
1. BZ 1.BZ

70 = 3" Bl + Y Duwgbl_ b blbr,
k

k,k',q

wobei weiter die Aufteilung

H® — g0 4 gt

— ,,7(”) _ ﬁ(")T

nach Gleichung ([3.2.28]) gilt. Die Startbedingungen bei | = 0 fiir die Integration lauten

Ag(0)[I'] =1 — z cos(ka)
By(0)[T] = —g cos(ka) (3.2.35)

Ck,k’,q(O) = th/?q(O) =0

mit x := J/T.
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Mit dieser Operatorbasis {H;}; = {b', bTbT, bTbT0b, b1bThTb + h.c.} und diesen Startbedin-
gungen soll nun weiter gearbeitet werden.

Es sei nebenbei angemerkt, dass fiir normale Bosonen nur die J-Terme in den Kom-
mutatoren auftauchen wiirden, da die Summen-Terme aus der Algebra (2.1.7a]) nicht
existieren. In diesem Fall ergibt sich auch ohne Anwendung einer KUT eine analytische

Losung, welche im Anhang [C] kurz aufgezeigt wird.
3.2.3.4. Analoge Rechnung im Ortsraum

Auf analoge Art und Weise kann der Hamiltonoperator im Ortsraum aufgestellt werden.

Fiir diesen ergibt sich

sKUT-Hamiltonian und MKU-Generator im r-Raum

Nlry
gY = Z { 22’] bl-tbj + B@',jb;rbﬂ
i,j=0

N-1
+ D [ Cosmnb[bbuba + Digunnblbib],b0] (3.2.36)

i:jzmzn:()

N-1 N-1

1,j=0 i,5,m,n=0

mit den Startbedingungen

X

Am(O)[F] - 5i,j - §5j,i+1

x
Bij (O[] = =505 (3.2.37)
Oi,j,m,n(o) — Di,j,m,n<0) - 0

Durch Ausnutzen der Translationssymmetrie kann die Anzahl der Indizes dhnlich wie
fiir die Impulserhaltung im k-Raum um eins verringert werden. Hierzu werden lediglich
Differenzen von Indizes betrachtet, da beispielsweise Ago = A5 7 gelten sollte. Dies léasst
sich zur Laufzeitoptimierung fiir die Integration der Bewegungsgleichungen implemen-

tieren, auf analytischer Ebene wird hier jedoch die Form (|3.2.36|) verwendet.

3.2.4. Physikalische Bedeutung der Terme von H(!)

Es ist sinnvoll sich klar zu machen, welche physikalische Bedeutung die im Hamilton-
operator auftauchenden Terme besitzen. Die Terme im Ortsraum erzeugen
und vernichten Anregungen auf bestimmten Plitzen. Fiir die Terme im Impul-
sraum ist die grundlegende Physik anhand von Feynman-Diagrammen in Abbildung



40 Methodik

dargestellt.

Interessant ist hierbei, dass die Wechselwirkungen Cj, 5+ , und die stimulierten Paarerzeu-
gungen und -vernichtungen Dy, ;s , im rein bosonischen System nicht existieren, also erst
durch die Hardcore-Eigenschaft entstehen (vergleiche Anhang . Da es sich bei Cj i/ 4
um eine Abstoffung handelt, ist zu erwarten, dass die entstehenden Wechselwirkungen
abstoflend sind, also C x4, > 0 gilt.

Ag Diagonalterm, zahlt Anregungen

By Paarerzeugung (/-vernichtung)

Crig | Wechselwirkung, Impulsiibertrag

Dy, | Stimulierte Paarerzeugung (/-vernichtung)

k
/aa) .
\ "
14'1‘:

k' k' +q

Abb. 3.4.: Feynman-Diagramme zur physikalischen Bedeutung der Terme im Hamiltonopera-
tor (3.2.34). Von links einlaufende Pfeile entsprechen Vernichtern und nach rechts
auslaufende Pfeile Erzeugern. By und Dj beschreiben Paarerzeugungen oder kom-
plex konjugiert Vernichtungen, wahrend Aj ein diagonaler Term ist und Cj eine
Wechselwirkung.

3.2.5. Reduktion der Terme von HW

3.2.5.1. Notationssymmetrie

Die verschiedenen Koeffizienten Ay, By, Ci i g, Dy o im Impulsraum beziehungsweise
Aij, Bij, Cijmmn, Dijmn im Ortsraum sind fiir verschiedene Indizes nicht unabhangig

voneinander, sondern sind iiber Symmetrie-Transformationen miteinander verkniipft.
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Grundlegend hierfiir ist die Tatsache, dass nach der Hardcore-Algebra im Ortsraum
(2.1.1b)) wie im Impulsraum Erzeuger mit Erzeugern und Vernichter mit Ver-
nichtern kommutieren. Dadurch léasst sich ein Term, vor dem ein entsprechender Koef-
fizient steht, umsortieren, womit eine Neudefinierung der Indizes moglich ist. Fiir Bj

ergibt sich beispielsweise die einfache Kommutation und Ersetzung
Bibfp!, = Bybl bl < B_ybl bf = Bpviv’ (3.2.38)

mit der Ersetzung

By By=B;, k-=k (3.2.39)

Da durch diese Notationssymmetrie die Zuordnung von Termen zum Koeffizienten Bj

oder B_;, willkiirlich ist, ergibt es nur Sinn dass es sich hierbei um denselben Koeffizienten
handelt. Es gilt also

By = B_. (3.2.40)

Analog kann fiir die anderen Kopplungen vorgegangen werden. Im Ortsraum ergibt sich
beispielsweise analog
B;; = Bj,;. (3.2.41)

Je nachdem, ob die Indizes nach und vor der Symmetrie-Transformation identisch sind,

gibt es eine Aquivalenzgruppe aus 1 oder 2 Koeffizienten B.

Auch fiir die quartischen Terme stellt dies kein Problem dar. So ergibt sich fir Cj 4

durch Vertauschung der Erzeuger beispielsweise

Chok gbh— Dl bk = Crotr gbl bk b b (3.2.42)
S Cl gDl bbb = Clo gDl bhs i (3.2.43)

mit der Transformation
Ck,k’,q <~ Ck,k’,k—k’—q = Ck7k/7q, q = kE—K — q. (3244)

Auf dieselbe Weise lassen sich eine weitere Trafo fiir C' und zwei weitere fiir D finden.
Fiir C' kann die Gruppe dabei 1, 2 oder 22 = 4 Elemente besitzen: Je ein Faktor 2
kommt aus der Vertauschung nicht gleicher Indizes der Erzeuger bzw. der Vernichter.
Fiir D ergeben sich Aquivalenzklassen der Gréfe 1, 3 oder 3 - 2 = 6, entsprechend fiir
die Vertauschungen der 3 Indizes der Erzeuger.

Damit ergeben sich insgesamt die Notationssymmetrien im Orts- sowie Impulsraum

Hierbei sind die Transformationen im Ortsraum deutlich einfacher, da dort ein Index im
Koeffizienten direkt einem Index eines Operators entspricht, wahrend im Impulsraum
die Operator-Indizes teilweise aus Summen und Differenzen von Koeffizienten-Indizes

bestehen.
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Koeffizient Aquivalent Indextrafo Mogliche GroBe der Aquivalenzklasse

By — B, k— —k 1,2

Chok g =Copp-k—q q—k—kK—q|1, 24
= Ck’,k,—q k< K

q——q

Dk,k”,q = Dk,k’,k+k’—q q— k + | — q 1, 3, 6
= Dk,qfk’,q k— q— k'

Oi,j,m,n = Cj,i,m,n 14> ] 1, 2, 4
= Ci,j,n,m m<>n

Di7j7m7n = Dj,i,m,n { <_>] 1, 3, 6
= Di,m,j,n ] = m.

3.2.5.2. Translationsinvarianz/Impulserhaltung

Das betrachtete IMTF-Modell besitzt periodische Randbedingungen und ist damit
invariant unter Translation der Gitterplatze. Im Ortsraum auflert sich dies derart, dass
eine Verschiebung aller Indizes in einem Koeffizienten, beispielsweise B;; = Bjin jin,
diesen nicht verandert. Da alle N Koeffizienten mit einer Verschiebungn € 0,1,..., N — 1
aquivalent sind, lasst sich fir all diese ein Reprasentant By ;_; bestimmen. Da hiermit
einer der Indizes immer auf 0 gesetzt werden kann, sinkt die Anzahl der Koeffizienten

von 2 auf 1 fiir die bilinearen und von 4 auf 3 fiir die quartischen Terme.

Im Impulsraum wird die Translationsinvarianz durch die Impulserhaltung explizit in den
Operatortermen erfiillt. Hier ist die Anzahl der notwendigen Indizes in den Kopplungen
bereits um eins reduziert, wie in (3.2.34) gut zu erkennen ist.

3.2.5.3. Isotropie

Die Startwerte der Koeffizienten im Ortsraum (3.2.37)) sowie im Impulsraum (3.2.35))
sind unabhangig vom Vorzeichen der Indizes. Diese Isotropie bleibt wahrend der KUT
erhalten, weshalb eine weitere Reduzierung auf die Halfte der Koeffizienten moglich ist,

indem die Symmetrietrafo
(ku klv Q) & (_ku _k/7 —Q) (3245)

ausgenutzt wird.



3.2 Aufstellen der Flussgleichungen fiir das IMTF 43

3.2.5.4. Unphysikalische Terme

Es existieren aufgrund der Antikommutator-Relationen ([2.1.1¢)) im Ortsraum unphysikalis-
che Terme: Namlich solche, welche mehrere Erzeuger oder mehrere Vernichter an densel-
ben Gitterplatz besitzen. Diese Terme konnen im Ortsraum einfach vernachlassigt wer-
den. Im Impulsraum existiert jedoch kein triviales Analogon, da fiir in der entsprechen-
den Fourier-Transformation Antikommutator-Terme zwischen verschiedenen Gitterplatzen
auftreten, die fermionischen Antikommutator-Relationen fiir Hardcore-Bosonen jedoch

nur auf gleichen Gitterplétze gelten.

Daher sind im Impulsraum unphysikalische Terme zu erwarten, die ohne Weiteres nicht
gefiltert werden konnen.

Ein leicht zu erkennendes Beispiel ist der Mittelwert von (By)g, denn dieser entspricht
nach der Fourier-Transformation B;; aus dem Ortsraum: Einer unphysikalischen Anre-
gung, die zwei Hardcore-Bosonen an demselben Gitterplatz erzeugt.

Da im Hamiltonoperator von nach die Operatoren, und nicht direkt
die Koeffizienten, fouriertransformiert werden, ist diese Aquivalenz nicht zwangslaufig

offensichtlich. Sie lasst sich jedoch schnell zeigen:
N— N—-1
ZB]]beJ - Ovozb;b;
J=0 Jj=0

1.BZ 1 N-1
BOOZ Zezm] KR BB,

kK j=0

(. J

5k _k!
1.BZ

=Boo > bib,
k

1.BZ

= Bibjbl,. (3.2.46)
k

Hierbei wurde

=

5k,k’ = exp [l(k‘ — /{5/)93]'] (3247)

1
N

J;M

ausgenutzt. Der Beweis hierzu ist in [59] zu finden.
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3.2.6. Berechnung des Kommutators [5"), H()]

3.2.6.1. Aufteilung der Flussgleichung

Wird die reduzierte Flussgleichung ((3.2.31]) fiir die Operatoren (3.2.34)) nach der ersten

Iteration ausgeschrieben, ergibt sich die

Flussgleichung im Impulsraum

1. BZ
ol = 3 | By [plel ol bw| + BB bl b b
k7k/ A g
®
1.BZ
T | BuCug (VL6 Bl bl it
k.k’.q,k1 -

®
+ B, Crw g [bzl bT_kl, b;tb;t/bk%qbqu}

J - )
o+ 2B1, D [V, Db b

®

— Ay Dy [bzlbkl,bl_qbik,ﬂbz,bk}

©

1.BZ
T T T (A
t Z Dio .01 G a [bkl—mb—k’ﬁm bk/l Ok bk—qbk”rqbk/bk]
kK \q ~
k1,k1,q1 @

T T T DAl
+ Dk17k17q1 Ck,k/,q |:bk1—qlb—k;’1+q1 bk,l bk1 ) bkbk’ bk’+qbqu]

T T T (Al T
+ Dklvkl17QI Dk,k’,q [bkl—ql b_k/1+q1 bk/lbku bk—qb—k’+qbk’ bk]

®

+ thkllv‘h Dk,k’,q |:bl1;31—q1 bT—k’1+q1 bL'lbkn blibk’bfk%qbqu]

)

(3.2.48)
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Im Ortsraum ergibt sich die sehr dhnliche Differentialgleichung

Flussgleichung im Ortsraum

1. BZ

1)) Va

1.BZ

+ 3 | BisCupea [b}bj., bjlblbcbd}
i,J T
a,b,c,d

+ Bi,jCa,b,c,d |:bTbT bilblbbba]

1777

+2B; ;Dapea [bTbT bgbcbbba}

1777

—

~ AijDapa [blby, bbb

1.BZ

N

Y = 37 | BijAay [BIb],0L0n)| +B1s Bay [0]0], buba)

i7j
a,b ( j

+ 3 | DisimnCapeaa |B1016] b, bbbt

i7j7m7n
a,b,c,d @

+ Dy s monClped [bj bIb! b, bgbibbba]

N J/

+ Dy mn Doy [bTbTbT b, bgbgbibd]

1Vjvm

[ /

®

+ Di,j,m,nDa7b,c7d [bzb;bjnbn, bzlbcbbba]

(3.2.49)
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3.2.6.2. Berechnung der Teil-Kommutatoren

Um die in den Flussgleichungen ((3.2.48)) und (3.2.49) auftauchenden Kommutatoren zu
l16sen, wurde ein Algorithmus geschrieben, dessen Ablauf in Abbildung |3.5| skizziert ist.

Er soll im Folgenden ausfiihrlich erklart werden:

Schritt 1: Verwende die Produktregel, um die komplizierten Kommutatoren

auf bilineare Kommutatoren zu reduzieren.

Schritt 2: Die bilineare Hardcore-Algebra ist bekannt und kann zum Auflosen
aller iibrigen Kommutatoren verwendet werden. Es soll ferner Normalordnung
hergestellt werden, wobei neue bilineare Kommutatoren entstehen. Diese beiden
Teilschritte miissen in Schritt 2 mehrmals nacheinander ausgefiihrt werden, bis nur

noch normalgeordnete Terme ohne Kommutatoren iibrig bleiben.

Schritt 3: Zum Abschluss konnen die Terme hexatischer und héherer Ordnung
trunkiert] werden. Fiir die Berechnung im Ortsraum kénnen auBerdem un-
physikalische Terme geméafi Abschnitt entfernt werden. Ferner koénnen
Kronecker-Deltas angewendet werden, um die Summationen aufzulosen, die aus
der Hardcore-Algebra resultierten. Die hier vorgestellten Ergebnisse beziehen sich
jedoch auf die reinen Kommutatoren, die noch nicht mit den Summenzeichen der

Flussgleichung verarbeitet worden sind.

Schritt 1 N

Produktregel
[AB,C] = A[B,C] + [4,C]B

AN

/"Schritt 2
Hardcore-Algebra

1.BZ

2
b, o] = Bupe — 2 D bibai s h Normalordnung
q
[br., ber]) = b)) =0 v bb' = b'h + [b,b]

S

/"Schritt 3 N

Trunkieren

Kronecker-Deltas

)

Abb. 3.5.: Ubersicht der Teilschritte des Algorithmus zum Auflésen von komplizierten
Hardcore-Kommutatoren. Es ist die Hardcore-Algebra im Impulsraum notiert, doch
derselbe Algorithmus kann auch im Ortsraum verwendet werden.

6Dies war noch nicht vor Schritt 2 mdglich, da bei Anwendung der Hardcore-Algebra Terme niedrigerer
Ordnung entstehen kénnen.
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Waihrend dieser Schritte werden gleiche Indizes mit unterschiedlichen Vorzeichen gekiirzt

und gleichartige Terme zusammengefasst.

Die mit diesem Algorithmus gelosten Kommutatoren sind in Anhang [D| zu finden. Die
grofle, vierstellige Zahl an auftauchenden Summanden zeigt bereits, dass hier ein au-
tomatisierter Algorithmus sinnvoll ist. In Abbildung ist dargestellt, welche Terme
behandelt werden und wohin sie Beitrag im Fluss liefern.

In Abschnitt wurde erldutert, dass im Gegenteil zur Vorarbeit [I] keine Terme auf-
grund ihres Vorfaktors N~ trunkiert werden. Es zeigt sich im Anhang[D] dass dadurch
viele Terme mit [ = 2, 3 oder 4 Summationsindizes entstehen. Zur Integration der
Flussgleichung miissen die entsprechenden N! moglichen Indexkombinationen in jedem
Schritt explizit ausgewertet werden, was fiir eine hohe Diskretisierung N laufzeittech-
nisch sehr aufwendig wird. Dazu kommen die weiteren Summationsindizes aus den
Flussgleichungen und .

Dieses Problem lasst sich auch nicht dadurch losen, Terme zu trunkieren, bei welchem
der Exponent des Vorfaktors grofl genug ist (z.B. bei n > [ + 2). Durch dieses Trunk-
ierungsschema werden lediglich solche Terme eliminiert, die ohnehin eine relativ geringe

Anzahl an Summationsindizes aufweisen.

n—n n—-n+2 n—-n+4 n—-n+6

Bilinear:

D:
Quartisch: bibTbih

Hexatisch: @ @

Abb. 3.6.: Diagramm zur Ubersicht, welche Terme bei der KUT fiir das IMTF in erster Ord-
nung in welche anderen Terme hinein flieen. Die Zeile gibt an wieviele Operatoren
in dem Term vorkommen und die Spalte, wie sich die Teilchenzahl n durch An-
wendung dieses Operatorterms andert. Die hexatische Ordnung wird trunkiert und
Terme, welche mehr als zwei Teilchen erzeugen/vernichten, werden in der quartis-
chen Ordnung nicht erzeugt - daher sind diese Terme mit einem schwécheren Farbton
dargestellt.
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Es ist auffillig, dass es Diskrepanzen zu den Termen aus der Vorarbeit [1] gibt. Manche
Terme konnten auch nach dem damals verwendeten Trunkierungsschema iiberhaupt

nicht reproduziert werden oder weisen andere Vorzeichen auf.

3.2.7. Irrelevante Terme

Nach Anhang [E] ergibt sich fiir die Kopplung By im Impulsraum die Flussgleichung

0,Br, = — 2B} Ay

-2 Z By (Cr ki + Crr —k i —kc)
k/

2

2
+ 5 > " B (Chimtrg + Chtgt—ga) - (3.2.50)

k' ,q

Es lasst sich zeigen, dass (B ), nicht nur wie in Abschnitt|3.2.5.4|gezeigt ein unphysikalis-
cher Beitrag ist, sondern dass dieser Mittelwert sogar keinen Einfluss auf den Fluss be-
sitzt. Dies soll hier an jenem Teil der Flussgleichung, der B; verandert, gezeigt werden.

Hierzu konnen die Koeffizienten aufgeteilt werden zu
By = ABy + (Bg) - (3.2.51)
Aus dieser Aufteilung folgt

0,By, =(ABy, — Terme)

1
+ 2(By)w N %: Z (Ch,—kig + Chig—k—qq) — %: (Chy—krk + Crr—pr 1)
q
=1

(3.2.52)

Die Terme, welche von (By), abhidngen, verschwinden also und die Flussgleichung hangt

nur noch von AB;, ab.
Es wére naiv anzunehmen, dass sich (By)y auch nicht im Laufe des Flusses &ndern wiirde.
Da nach der Startbedingung (3.2.35)) (By)x(l = 0) = 0 gilt, wiirde dieser unphysikalische
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Beitrag nie entstehen. Dem ist jedoch nicht so, wie sich bereits an der Untersuchung der
beiden Ag-abhéngigen Terme in Gleichung ([3.2.50)) zeigt:

[NO/(Br)r] 4, = Z@Bk = —QZ Ap (Bk - %ZBM) (3.2.53)

Ag

Dieser Beitrag verschwindet im Allgemeinen nicht, solange Aj; nicht unabhéngig von k
ist. Daher ist schnell zu erkennen, dass sich der Wert von (By), dndern kann und dieser

unphysikalische Beitrag somit nicht konstant 0 bleibt.

3.3. Losen der Flussgleichungen fiir das IMTF

Die Flussgleichungen (|3.2.48]) und (3.2.49)) mit den eingesetzten Kommutatoren aus An-
hang [D] wurden mithilfe des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung [60] gelost. Hierzu

wurde die entsprechende Routine aus der Odeint-Bibliothek [61] verwendet.

Die Startwerte werden geméafl und gewahlt. Die Schrittweite wurde
anfangs auf Al = 0.01 gesetzt, jedoch im Laufe der Integration durch dynamische
Schrittweiten- Anpassung optimiert.

Die Integration kann nicht bis zum diagonalen Hamiltonoperator H (I = oco) durchgefiihrt
werden, sondern muss bei einem festen [ abgebrochen werden wobei bestimmte nicht-
diagonale Beitrége iibrig bleiben. Ahnlich wie in der Vorarbeit [1] wurde eine obere
Schranke von l,.. = 5 verwendet, da die KUT in diesem Bereich bereits gut kon-
vergiert - oder iiberhaupt nicht. Dies wird in Abschnitt [4 noch genauer gezeigt. In
Abschnitt wird die Residual Off Diagonality (ROD) eingefiihrt, welche hierzu
als MaBstab verwendet werden kann - aber nur solange keine unphysikalischen Beitrage
diese verfélschen.

Die Diskretisierung N des Gitters wird abhangig von der gewiinschten Genauigkeit und
der notwendigen Rechenzeit eingestellt. Hier wurde N immer ungerade gewahlt, da sich
damit aus der KUT auch das Minimum e(k = 0) der Dispersion ergibt. Dieses ist der
interessanteste Punkt der gesamten Dispersion, da sich gemafl der analytischen Berech-
nung in Abschnitt diese Energieliicke am QKP bei dem Storparameter = 1 linear
schlief3t.

Die Notationssymmetrie gemafl Abschnitt [3.2.5.1] wurde in der Integration beachtet,
indem ein Reprasentant fiir alle dquivalenten Koeffizienten ausgewahlt wurde. Die nu-
merischen Werte aller Elemente einer Aquivalenzklasse werden gleichmaBig aufeinander

verteilt.
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Wird ein Term auf einen Koeffizienten addiert, so wird dieser Wert einfach auf den Wert
r seines Reprasentanten addiert. Soll der Wert eines Koeffizienten jedoch ausgelesen
werden, so wird /K mit der Anzahl K an Koeffizienten in seiner Aquivalenzklasse

zuriickgegeben.

Ferner wurde fiir die Berechnung im Ortsraum die Hardcore-Eigenschaft beachtet, in-
dem die gemaB Abschnitt unphysikalischen Terme konstant explizit ignoriert wer-
den. Teilweise kann dies bereits durch entsprechendes Entfernen entsprechender Terme
in den Flussgleichungen am Ende des Kommutator-Algorithmus aus Abschnitt
geschehen. Doch einige solcher Terme entstehen erst bei der expliziten Behandlung der

Summationen, weshalb sie hier zusatzlich ignoriert werden miissen.

3.3.1. Residual Off Diagonality (ROD)

Um abzuschétzen, ob die KUT konvergiert, hat sich als Kenngréfie die ROD [62]

ROD(Z) = \/Z |hi,Nichtdiagonal(l)|2

=\ 7 22 B+ 55 D DiwyD) (3.3.54)
k kk g

etabliert. Hierbei wird die quadratische Norm der nichtdiagonalen Beitrége /; Nichtdiagonal
gebildet, also aller Terme, welche im Generator vorkommen. Diese Wahl ist sinnvoll,
da geméaf der Flussgleichung der Fluss verschwindet, sobald n = 0 gilt. Fiir ein
konvergierendes System ist also zu erwarten, dass auch die ROD gegen Null konvergiert,
da mit dieser auch der Fluss selbst kleiner wird und schliellich verschwindet. Dies gilt
allerdings nur, solange die anderen Koeffizienten A, und Cj s, in H nicht divergieren,
da [n, H] sonst nicht mit 1 gegen Null lauft.

Die ROD stellt damit in der Regel ein gutes Mafl dar, um abzuschatzen wie gut der
Fluss eines System bereits konvergiert ist.
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4. Ergebnisse

4.1. Konvergenz im Impulsraum

In Abbildung ist ein typischer Fluss bei z = 0.9 und N = 5 fiir die Kopplungen mit
Indizes 0 sowie die ROD nach Abschnitt aufgetragen. A scheint wie gewlinscht zu
konvergieren, doch es fallt auf, dass B und D als nicht diagonale Term endlich bleiben,
was dem Sinn der KUT widerspricht nicht zu erwarten ist. Die ROD fillt erst ab,
divergiert dann jedoch, was mit einem Wachstum der nicht diagonalen Terme zu tun
haben muss.

In Abbildung sind andere Kopplungen C' und D fiir den Plot gewahlt worden und es
fallt auf, dass diese auch divergieren. Der lineare Verlauf im logarithmischen Plot zeigt,
dass es sich sogar um eine exponentielle Divergenz handelt. Fiir groflere Storparameter

x wachst diese sogar noch schneller an.

Der endliche Wert, gegen den Bj strebt, ist fiir alle k& gleich. Hierbei handelt es sich
um den unphysikalischen Beitrag gemdfl Abschnitt [3.2.5.4] der nicht explizit in der
Losung der Flussgleichung ignoriert wurde. Dass er unphysikalisch ist folgt aus der
Antikommutator-Relation im Ortsraum, die im Impulsraum nicht in dieser einfachen
Form bekannt ist. Erst durch eine Fourier-Transformation der unphysikalischen B; ;-
Terme im Ortsraum folgt dass der Mittelwert (Bj), auch unphysikalisch ist.

Es zeigt sich, dass beim Anpassen von (By), nach jedem Integrationsschritt

weiterhin der richtige Fluss ergibt, jedoch die ROD besser absinkt, da die By ordnungs-

gemafl konvergieren.

Bemerkenswert ist dabei, dass der diagonale Anteil A; trotzdem stabil konvergiert, da
sich der Einfluss der divergierenden Terme auf ihn aufzuheben scheint. Dies ist ein
deutliches Indiz dafiir, dass es sich hierbei lediglich um unphysikalische Beitriage handelt,
die &hnlich wie (By)x nach jedem Integrationsschritt auf 0 zuriickgesetzt werden konnen.
Eine hierzu notwendige Bestimmung der unphysikalischen Terme von Cj, 3 , oder Dy, i/ 4
dhnlich wie fiir By in Abschnitt wurde noch nicht durchgefithrt, weshalb diese

Divergenz noch nicht aufgehoben wurde.
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Dies fiithrt nicht nur dazu, dass die ROD nach Abschnitt kein geeignetes Mafl
mehr fiir die Konvergenz der KUT darstellt. Es ergibt sich zusétzlich das Problem, dass
die numerische Integration fiir grofere [ immer langsamer ausgefithrt wird, da sich die

Schrittweite Al an den exponentiellen Anstieg der Dy, ;s , anpassen muss.

Es sei anzumerken, dass solche Divergenz-Probleme in der Vorarbeit [I] nicht vorgekom-
men sind. Daher wurden die Flussgleichungen der damaligen und dieser Arbeit in
niedrigster Ordnung in x verglichen. Das heifit nur unter Beachtung von Termen der
Form AB, AC' und AD mit A € O(z") und B,C, D € O(x').

Hierbei hat sich gezeigt, dass damals die Terme fiir 9,Dy s, in dieser Ordnung dafiir
sorgen, dass Dy i, tatsdchlich verschwindet. Ursachlich hierfiir sind unterschiedliche
Vorzeichen im Vergleich zu dieser Arbeit.

Nach mehrmaligen Berechnungen, sowohl durch Verwendung des Kommutator-Losers
nach Abschnitt [3.2.6.2] als auch durch Auflésen der Terme per Hand, wurde verifiziert
dass die hier verwendeten Vorzeichen korrekt sind. Ferner wurde bei expliziter Ver-
wendung der Terme aus der Vorarbeit festgestellt, dass Dy, mit diesen tatsachlich
konvergiert.

Da dessen Vorzeichen jedoch aus einem Ubertragungsfehler entstanden zu sein schienen
und anders nicht nachvollzogen werden konnten, wurde weiter mit der hier bestimmten

Flussgleichung gearbeitet.

: ;o T A{](I)
T :
," T Cn.n.n(”
. i . .
L - - ROD(l)
\ _ . .

Kopplung

Abb. 4.1.: Fluss der KUT im Impulsraum fiir x = 0.9 und N = 5 fiir die Kopplungen mit
Indizes 0 und der ROD. Bei der Kopplung A sind die Stellen [ eingetragen, an
welchen die Integration ausgewertet wurde.
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Abb. 4.2.: Fluss der KUT im Impulsraum fiir x = 0.9 und N = 5 wie in Abbildung
jedoch fiir Kopplungen C und D, welche divergieren. Unten sind D und die ROD
logarithmisch aufgetragen.
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4.2. Konvergenz im Ortsraum

Im Impulsraum sind normalerweise fiir delokalisierte Anregungen und Phasentibergénger
bessere Ergebnisse als im Ortsraum zu erwarte, doch die unphysikalischen Terme, die
aus der Hardcore-Algebra und dem Pauli-Prinzip folgen, stellen hierbei ein Problem dar.
Daher wurde zusatzlich die Integration im Ortsraum durchgefiihrt.

Doch auch hierbei haben sich Probleme in der Integration gezeigt: Fiir zu grole N und x
scheint die KUT in dieser Trunkierungs-Ordnung instabil zu werden. Die in den k-Raum
fouriertransformierte Dispersion €(k) = Ay nach der KUT verliert ihre Monotonie fiir

steigende |k|: die Enden am Rand der 1.BZ scheinen nach unten ,abzuknicken®.

In Abbildung wurde das maximale x aufgetragen, mit dem die KUT fiir ein bes-
timmtes N noch konvergiert. Interessant ist dabei, dass dieses Zyax, N gegen einen kri-
tischen Wert zy1ax1,00 = 0.6 zu laufen scheint: Bis dahin scheint die KUT im Ortsraum

also immer stabil zu sein.

Ferner wurde getestet, wie sich die Ergebnisse verandern, wenn unphysikalische Terme im
Fluss nicht auf 0 gesetzt werden. Es hat sich gezeigt, dass die Ergebnisse sich dadurch nur
im Rahmen des numerischen Rauschens unterscheiden, die Integration jedoch deutlich

verlangsamt wird.

1.0 T T T T T T T

08l i

0.6 |

oal

0.0 | ; ; ; ; ; ;
0 5 10 15 20 25 30 35 40

N

Abb. 4.3.: Maximaler Storparameter x, bei welchem die KUT im Ortsraum bei der
Diskretisierung N noch konvergiert. Die Punkte wurden dabei so aufgenommen,
dass je fiir ein feste x die Systemgrofie N so lange erhoht wurde, bis das System
nicht mehr konvergiert. Daher liegen bei NV = 5 mehrere Punkte iibereinander: Fiir
diese Werte von x war die Integration bei N = 7 bereits instabil.
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End-Dispersion
1.2 ! ! ! ! ! ! i

04l

Kopplung

202 b

o4 ; ; ; . ; ; ;

FFT der End-Dispersion

1.6 ! !

o8l R

06 N

Kopplung

08 Lo NG e
0.2 |

-0.2 i i i i i | |
Mg g Mg Sp fp Agp 2p () 2Zp dp Sp S, Wy By Mg
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15

Abb. 4.4.: Dispersion bei | = 2.5 fiir die Ortsraum-KUT mit Diskretisierung N = 15 fiir
den Storparameter x = 0.65. Oben ist A; im Ortsraum aufgetragen, unten die
tatséchliche Dispersion €(k) = Ay im Impulsraum.
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4.3. Energielucke

In Abbildung [4.5]ist die Energieliicke A = ¢(0) = Ay fiir verschiedene x im Vergleich zur
Theorie nach Abbildung [2.9] eingetragen. In Abbildung [4.6] ist ferner die Abweichung

von der Theorie linear und logarithmisch skaliert aufgetragen.

Bis zu einem Wert von z ~ 0.6 stimmen die Ergebnisse der KUT und der Theorie relativ
gut miteinander iiberein. Ab da unterscheiden sich diese Ergebnisse jedoch und auch
fiir Orts- und Impulsraum ergeben sich unterschiedliche Verlaufe, wobei nach Abbildung
der Fehler anscheinend nach einem Potenzgesetz steigt.

Die Ortsraum-Rechnung zeigt etwa bei x = 1.1 ein Abknicken der Kurve und einen
QKP bei zqkp, ort ~ 1.106, wohingegen die Impulsraumrechnung eine durchgehend
naherungsweise lineare Energieliicke besitzt, der linear in xqkp, mmpus =~ 1.167 schlie3t.
Die Impulsraum-Rechnung liefert qualitativ ein Ergebnis das naher an der erwarteten
Theorie liegt und auch besser dem linearen Verlauf folgt als das Ergebnis der Vorarbeit
[1], bei welcher der QKP jedoch bei x ~ 0.73 lag.

Dass die Ortsraum-Rechnung einen derart starken Knick aufweist, mag an der geringen
Diskretisierung N = 5 liegen, welche die KUT sehr ungenau macht. Fiir grolere N wird

die KUT wie zu erwarten genauer, was auch in Abbildung [£.7] zu sehen ist.

1.0 ! ! ! ! !
—. 0.0
T
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“l‘l’ﬂ : : 0.04 |
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—1.0F 006k W b A
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Abb. 4.5.: Vergleich der Energieliicke nach der Theorie von Bosonen und Hardcore-Bosonen
fiir das IMTF sowie der Ergebnisse der KUT im Orts- und Impulsraum. Die Ver-
gleichswerte wurden fiir N =5
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Abb. 4.6.: Abweichungen der iiber die KUT berechneten Energieliicke fiir N = 5 von der The-
oriekurve nach (2.2.37)). Oben sind die Achsen linear skaliert, unten logarithmisch.
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Abb. 4.7.: Abweichungen der iiber die Ortsraum-KUT berechneten Energieliicke von der The-
oriekurve nach (2.2.37) fiir verschiedene N. Oben sind die Achsen linear skaliert,

unten logarithmisch.



4.4 Wechselwirkung Cj 1 , 59

4.4. Wechselwirkung Cj, v,

Da die Daten nur in kleinen Systemen aufgenommen worden sind, ist eine Darstellung
iber einen Plot wenig sinnvoll. Im Folgenden sind als Beispiel die Werte von Cj 4 fiir
N =5 und z = 0.8 aufgelistet. Der Mittelwert lautet (Cy i ¢ k1 q = —0.73.

K —4/57  —2/bw 0 2/ 4/57
—4/57 | -0.223  0.006 -0.020 0.006 -0.223

—2/b6m | -4.271 -0.003 -0.003 -4.271 0.051

q=—4/5m 0] -4.282 0.002 -4.282 0.012 0.012
2/5m | -0.204 -0.204 -0.028 -0.026 -0.028

4/57 | -0.125  0.010 -0.018 -0.018 0.010

—4/57 | 0.051 -4.271 -0.003 -0.003 -4.271

—2/6m | 0.032 -4.274 -0.039 -4.274 0.032

q=—2/5m 0] -0.034 -0.227 -0.227 -0.034 -0.044
2/5m | -0.021 -0.065 -0.021 -0.047 -0.047

4/57 | -0.204 -0.204 -0.028 -0.026 -0.028

—4/5m | 0.012  0.012 -4.282 0.002 -4.282

—2/6m | -0.044 -0.034 -0.227 -0.227 -0.034

qg=20 0| -0.077 -0.045 -0.044 -0.045 -0.077
2/5m | -0.034 -0.227 -0.227 -0.034 -0.044

4/57 | -4.282  0.002 -4.282 0.012 0.012

—4/5m | -0.028 -0.026 -0.028 -0.204 -0.204

—2/5m | -0.047 -0.047 -0.021 -0.065 -0.021

q=2/5m 0] -0.044 -0.034 -0.227 -0.227 -0.034
2/57 | 0.032 -4.274 -0.039 -4.274 0.032

4/57 | -4.271  -0.003 -0.003 -4.271 0.051

—4/57 | 0.010 -0.018 -0.018 0.010 -0.125

—2/5m | -0.028 -0.026 -0.028 -0.204 -0.204

q=4/5m 0| 0.012 0.012 -4.282 0.002 -4.282
2/57 | 0.0561 -4.271 -0.003 -0.003 -4.271

4/57 | -0.223  0.006 -0.020 0.006 -0.223

k,/

Es zeigt sich hier, wie in allen aufgenommenen Datensatzen fiir Cy i/ 4, dass die Wechsel-
wirkung wie in der Vorarbeit [I] negativ ist. Dies ist duerst tiberraschend, da sich wie
in Anhang[C] gezeigt fiir gewohnliche Bosonen keine Wechselwirkungsterme ergeben und
zu erwarten ware, dass sich durch die Hardcore-Abstoung auch abstoflende, positive
Wechselwirkungen ergeben.

Womdglich sind hierfiir unphysikalische Terme gemaf Abschnitt [3.2.5.4] verantwortlich.



60

5. Fazit

Es zeigt sich, dass sich die KUT sowohl im Orts- als auch im Impulsraum fiir kleine
Storparameter z = I['/J in quartischer Trunkierungs-Ordnung gut verhélt und fiir groflere
Storungen ungenauer wird. So schlieBt die Energieliicke erst hinter dem quantenkri-
tischen Punkt, wobei sich durch das neue Trunkierungsschema bessere Ergebnisse als in
der Vorarbeit [I] ergeben. Hierbei gleichen sich die berechnete Energieliicke im Orts-
und Impulsraum fiir kleine Storungen, doch in der Nahe des QKP Punktes zeigt sich
ein besseres lineares Verhalten im die Impulsraum. Dies war zu erwarten, da in diesem
Raum delokalisierte Anregungen besser behandelt werden kénnen.

Die KUT im Ortsraum konvergiert fiir grole N und z nicht mehr. Hierbei wurde noch
nicht naher untersucht, ob hierfiir ein handwerkliches Problem in dem verwendeten Al-
gorithmus verantwortlich ist oder tatsachlich eine numerische Beschrankung.

Es konnte jedoch zuverlassig festgestellt werden, dass sich bei der Impulsraum-KUT
unphysikalische Terme wie (By)r # 0 ergeben und sogar Beitrdge der quartischen
Terme Cy, j  und Dy, jv , exponentiell divergieren. Ferner entstehen, fiir Hardcore-Bosonen
iberraschend, anziehende Wechselwirkungen Cj, ;v , < 0. Dies kann dadurch erklart
werden, dass im Fluss der KUT unphysikalische Terme entstehen, welche ohne eine Fouri-
ertransformation der Antikommutatoren in der Hardcore-Algebra nicht gefiltert werden
konnen.

Anhand von (By), wurde gezeigt, dass diese unphysikalischen Terme zwar keinen Ein-
fluss auf den restlichen Fluss haben miissen, aber sehr wohl aus diesem entstehen konnen.
Dies verlangsamt die numerische Integration, da die Schrittweite an die divergierenden
Terme angepasst werden muss. Ferner haben sich bei der Ortsraum-Rechnung bei Ver-
nachlassigung der unphysikalischen Terme kleine Abweichungen beim restlichen Fluss
gezeigt: Hochstwahrscheinlich numerische Fehler, welche durch die divergierenden Terme

wachsen.

Fiir zukiinftige Arbeiten ist es von Interesse, die unphysikalischen Terme im Ortsraum
in den Impulsraum zu transformieren, um die Hardcore-Eigenschaft dort korrekt zu
handhaben und die KUT fiir groflere Systeme zu beschleunigen und zu iiberpriifen, ob
die Wechselwirkung damit abstoflend wird. Ferner lasst sich das Trunkierungsschema
verfeinern, um weitere unwichtige Terme des Flussgleichung zu vernachléssigen.

Ferner kann die KUT auf andere Modelle mit Hardcore-Bosonen iibertragen werden.
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A. Jordan-Wigner-Transformation
des IMTF

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Jordan-Wigner-Transformation die fermionische
Antikommutator-Relationen generiert. Ferner wird die Transformation auf den Hamilton-
operator ([2.2.14]) angewendet. In der Regel wird mit der Notation fiir Hardcore-Bosonen
gearbeitet, doch fiir die folgende Herleitung erweist sich der Operator S7 als sehr

praktisch, weshalb die Notation fiir Spins einfacher ist.

Die Transformations-Vorschriften (2.2.19) nehmen damit die Form

N-1
fo=57 fi = exp (m > s;sj> Sy
j=0

N-1
fi=sf fl =St exp (-m > s;s;) (A1)

J=0

an und die Riicktransformationen (2.2.21]) entsprechend
N-1
S, =exp (—iw Z f;fj> fi
=0

N-—1
ﬁ*:ﬂ@m<w§:ﬁﬁ>~ (A.2)
j=0

Zum Beweisen der Antikommutator-Relationen sollen erst zwei Vereinfachungen gezeigt
werden.
Einerseits lasst sich Exponentialfunktion in (A.1]) einfacher darstellen. Hierzu kann die
Relation

1 |1 firn=2m

(Sz)n = ,m e NO (AB)
A S: firn=2m+1

verwendet werden, um zu zeigen dass
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| o CDME) e GO E)
mzzo 2m)! mzzo Cm+ 1)
—cos‘(,%):O —smé):l
— 25" (A.4)

gilt und mit [S;"S;", S} S;] = 0 auch

i M5
n—1 n—1 n—1
exp (iiﬂZSﬁS{) = Hexp <:|:17TS+S ! H —25%) (A.5)
=0 j=0 j=0

Neben dieser einfachen Schreibweise der Exponentialfunktion ist die Gleichung

SESF={S¥ 57} — SisE = {52 Sz}iz{Sy Sz} — 525 = —575F (A.6)

J77) J’] J’J
—O

hilfreich.

Die Antikommutator-Relationen werden nacheinander hergeleitet.

Zuerst lisst sich fiir fo und f{ sehr einfach

{fo i} ={S5.55)+ (St S0y +i{Se. S —i{Sh. Sgb =1 (ATw)
1 _ = =

{for fo} ={S5, 5} — {S8, S8} —1 {85, Sy} —i {S¥, S5} =1 (A.7b)
1 1 =0 =0

{F 15} = (55,58} — {SU, SR} +i {5, S8} +i {S¢, S5} =1 (ATc)
_ — =0 =0

zeigen.
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Fiir fo und f] mit n # 0 ergibt sich dann

n—1 n—1
(oo 01y & sys: (280 + st [[(-259)80
7=0

j=0
n—1 n—1
S¢Sy [(=257) =S85 [[(~285) = 0 (A.8a)
1 1
- n—1
(o) @ s TT-28087 + T(-259)5755
§=0 =0
- n—1
B g-g- H —28%) - 8785 [J(~252) = 0 (A.8D)
=0 §=0
{féjfi} = {fu. fo} =0. (A.8¢)

AbschlieBen ergibt sich fiir f, und fI mit n,m # 0, wobei ohne Beschrinkung der

Allgemeinheit n < m angenommen wird,

n—1 n—1 n—1 n—1
(o 11 B2 T (=255) 780 TL(-250) + S [T =259 [[(~257) S
=0 m 1=0 =0 1=0
=)
) —1/2+82
L9 (A.9a)
n—1 m—1 n—1 m—1
(o £} B2 T (=250)8, 55 T (—250) + S5 [T (—259) [T (~250)S,
j:O 1=0 §=0 1=0
m—1 m—
=S, [[(-25)s H —257)555,
Jj=n j=n
9 (A.9b)
5 n—1 n—1
(s £} & 2T (-250)8, T(-250)S, = 2(S,)*
=0 1=0
=0 (A.9¢)
m— m—1
Ui S} B s, H ~252)5,, + [] (~257)5,.5,
0 (A.9d)
(Y ={fu i}t =0 (A.9e)
{FL 1L = U fu}T =0 (A.9f)

Damit ist gezeigt, dass diese Transformation die fermionische Algebra erzeugt.
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Um noch den Hamiltonoperator ([2.2.14) zu transformieren, miissen die bilinearen Terme
aus Spinoperatoren in bilineare Terme aus fermionischen Operatoren umgeschrieben

werden. Dies geschieht durch

o @23 ~
£l fr =81 (=287)55,, = +57 85 (A.10a)
- i EBAE
fifla = 55 (=257)55 ' —S5 S (A.10b)
2 (2.2.13
[l = sy (28955, B2 457t (A10¢)
_ o (213 _
fifin = S7(=289)57,, B2 _g-57, (A.10d)
und
Fooifo=—e™r8E Sy (A.11a)
froifd = +et™Vrsy St (A.11Db)
Aot = —e N8t Sy (A.11c)
frvo1fo=—+e™NSy Sy (A.11d)
mit dem Zahloperator der Fermionenzahl
N-1
Ny =) flf;. (A.12)
=0

Die GroBe exp(inNy) = exp(—imNy) = =£1 ist erhalten, da die bilinearen Terme stets nur
eine gerade Anzahl AN; € {—2,0,2} an Teilchen erzeugen oder vernichten kénnen. IThr
Wert hangt nur davon ab, ob die Anzahl an Fermionen gerade oder ungerade ist. Werden
die bilinearen Terme in den Hamiltonoperator eingesetzt, so ergibt sich

N-1 1 gN=2
=Y (15 3) LS (it sigl e be)
=0 i=0
= +% (f]if—lfO‘i‘f]t]_lfg—i'h.C.) e Nr (A.13)

Indem man nun die Randbedingung je nachdem, ob die Anzahl der Fermionen gerade
oder ungerade ist, auf

fv==%fo fir ,m € Ny (A.14)
Nf =2m

setzt, ergibt sich der finale Hamiltonoperator

—1 N-1
H:F§j(ﬂﬁ—%)—§ (ﬂﬂﬂ+fﬁﬂ+ha) (A.15)

=0 1=0
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B. Fourier-Transformation des
IMTF

Im Folgenden wird gezeigt, dass die in Abschnitt [2.2.4.2] zur exakten Diagonalisierung
des IMTF verwendete Fourier-Transformation die fermionische Algebra erhalt und es

werden die Zwischenschritte der Transformation des Hamiltonoperators gezeigt.

Die fermionischen Antikommutator-Relationen aus Anhang A ergeben nach Einsetzen
der Transformationsvorschrift fiir die Operatoren ([2.2.23))

B 1 N-1 1.BZ
k _ \/_N Z e1kxj fj j \/_ Z e*lkxjf
; 1 N-1 ; 1.BZ .
f - 6—ikxj f | elk:x]f (Bl)
k JN Pt J J \/— Z
die Form
{Fecdey ={F. 7L} =0 (B.2a)
o R
{Ffl} =5 D explithe, — K] {£,. 1}
7,1=0 T/

| M
—Zexp (k — k")
7=0

2

S (B.2b)

Die Algebra der Fermionen bleibt damit durch die Fourier-Transformation erhalten.

Die Vorschrift zur Transformation der Operatoren ist durch (2.1.5al) und (2.1.5b)) gegeben.

Dabei kann k aufgrund der Translationsinvarianz auf die 1. Brillouin-Zone [—E E}

a’a

eingeschrankt werden und ferner aufgrund der periodischen Randbedingungen nur diskrete

Werte annehmen:

exp(ikrjn) = exp(ikz;) & =1 & k=-—nnecZ (B.3)
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Werden die transformierten Operatoren in den Hamiltonoperator (|2.2.22) eingesetzt,
ergibt sich

1.BZ
/
H 1—\2 E 1(kkxjfok/__
kk’ 7=0
3.2*.47516,1@/
J 1.BZ | N-1 1
< i(k—K)z; ,—ik'a i(k+k)z; ik'a
—45 g Ne ie fkfk/—l— Jaj k' fTF1 4 e,
kk | =0 e — j=0 \‘,_/
EZm, EZm,
k! k,k’
1.BZ 1 BZ

=37 |(r Geostho ) = 5 + 5 st (L7, —he) (B

k



67

C. KUT fur einfache Bosonen

Im Folgenden wird gezeigt, dass eine KUT den Hamiltonoperators des IMTF fiir gewohn-

liche Bosonen korrekt diagonalisiert und sogar analytisch gelost werden kann.

Fiir normale Bosonen ist die Algebra ([2.1.7a)) deutlich einfacher als fiir Hardcore-Bosonen:

Bosonische Algebra (Impulsraum)
[bx, D] = G
[bi, bys] = b} b, ] = 0 (C.1)

Damit ergeben sich in der Flussgleichung ((3.2.32)) die wesentlich einfacheren Kommuta-

toren

@ =[bib" ., bl o] = bLbL BT, bs] + BL[BF, b ]bT

(C.1)

15

- 57k,k’b;];bT_k - 5k,k/b]LbT_k (C.2)
und

@ =[bibt,, b by
— O bibe — O bl b — O kbl — Opr DT b 4. (C.3)

9

Unter Ausnutzung der Isotropie Ay, = A_, und By = B_; sowie Beachtung des Fak-
tors 0.5 vor Ay in der Definition von H in Gleichung (3.2.29) ergeben sich durch
Koeffizienten-Vergleich der beiden Seiten von (3.2.32)) die

Flussgleichungen fiir Bosonen
O Ax = — 8B;

Durch geschickte Multiplikation der Gleichungen mit entsprechenden Vorfaktoren und
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Subtraktion ergibt sich
0 = A0, Ay — 4ByLO| By, = %al (A7 —4By) , (C.5)
woraus die Erhaltungsgrofie
C :=A} — 4B;
— A2(0) — 4B2(0) 21 — 22 cos(ka)] (C.6)

ergibt. Diese lésst sich in die Flussgleichung fiir Ay in (C.4]) einsetzen, um die einfache
Differentialgleichung
A, = —2 (Ai — C) (C.7)

zu erhalten, durch Separation gelost werden kann:

; , OAL() _
Ut

1
= — ——artanh

Ve

Daraus ergibt sich die Dispersion

e(k) = A, = VC tanh [Nﬁz | artanh (%@ﬂ

— VO =T/1 -2z cos(ka), (C.9)

l—00

die genau der analytischen Losung fiir Bosonen nach ([2.2.42)) entspricht. Durch Einsetzen
dieser Losung in die Erhaltungsgrofie (C.6) und Umstellen nach By, ergibt sich der nicht-

diagonale Teil zu

B = @ tanh? {2@1 + artanh (A’“?(OO))} —1

— 0, (C.10)

=00

im Grenzfall [ — oo verschwindet er also wie fir die KUT zu erwarten.
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D. Kommutatoren der KUT fur

Hardcore-Bosonen

Hier finden sich die Kommutatoren, die fiir die Flussgleichung (3.2.48)) im Impulsraum
beziehungsweise (|3.2.49) im Ortsraum berechnet worden sind. Hierzu wurde der in

Abschnitt [3.2.6.2] beschriebene Algorithmus verwendet.

4.1. Impulsraum

Kommutator (O:

(DKL Bl
— — O _iblb

2
k1
 Gubibl

2

2

9 2
() S

k/17k1

Dies sind insgesamt 6 Summanden.

Kommutator @):

b 4 borrbe]
— — O _ibl by

2
+ (N) ;bLbL; bk Ok, v vk

2
+ <N> blb

(

2
N

)

2
Tt

E Db, Ory — k1, breg b 1k

K,k

— O Dl by
P
' (N) S 610 g b
W
— O bt by,

2
! <N> 2w abiybg
=

_|_

+

+

(
(
(
(
(

2o 2l 2w
—_ ~— ~— ~— ~—

=zl 2w

Dbl b
kl

1
T
> S abl big
k/

2
D Bl bk b hr kg v

kll 7k1
bT_k/bfk’

2
Z lelbll b—k/bk1+k/1+k’

kllzkl
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2
(N) Zbk’ bk’
9 3
* (N) Z bT’IbZQbk2—k’—k1bk1+k/1+k,
k/17k17k2
2
2
(N) Zblﬁblﬁ
2 2
B (N) Z bleT—kbk1*k/fk/1bk’l+k/,k
K} k1
2 2
T
- (N> Zb—k+k/+kflbk’l+k'—k
ki
2 3
N C I C——
Ky k1, k2 -l—kz
2
(N) Zbklbkl
9 3
+ (N) Z bleLQbklfklfkllbk2+k’1+k/
k/17k17k2
2 T
+ N Z bk’1 bkl
K} k1
2 4
B (N) Z bk1bk5bk3+k1 k/bk2+k’ wy
K, k1, ZK ks
k2 kg
- 5k/’_ka—kb—k

2
! (N) Zd’“’*’“blabki

2
+ (N) ZbT,b RT——
2
— b Oy
()
2
K k1
2
+ (N)Z5k’ bl

2 2
— (N) > b*,l br brt b

k/17kl
2
2
_ [ = + ,
(3) Stk
k1
2 3
+ (N) Z b]-rﬁllb;-ﬂzkaJrk/lfk’fkfklbk1+k1+k
k/17k17k2

Dies sind insgesamt 33 Summanden.
Dartiber hinaus wurden 3 konstante Terme

(Operator 1) ausgelassen.
Kommutator (3):

b, b, ,bk qbk, Jbrb]

2
+ (N) bll bqub;rc’—i-qbk‘-Hﬁ-&-k’
- 5k11_k/bik’b2—qb;+qbk

— Oy el bl BT ibee

) Z Oy kbk q k’+qbq D1+
Z Oy kbl by 4 Db pksne
bl b

k’+qb kDK

E bk q k’+q q /+k‘+k’
.|.

5k,,_kb2_qu]_k

2l Zle 2w Ze 2 Zlw

\/\/\/\/vvvv

E :bk: q k’+q q1 Q1+k+k’

§ :bk; q k’-i-q —k:1 k’+q/bCI'+k*k1

=

§ :bk q k’-l—q q1 q1+k/+k

= o
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( > E :bk q k’+q Q1bk+q1+k’

q,q
— Ok bl bbbl br

— Oty 10 kb O .

( > Z Oy ’“'bk q k’+qbq Oy bk

b
k—q k/+q k’ b

( ) Zékl kbk q Jlrf’+qbq Dy k-

-(v)

Dies sind insgesamt 21 Summanden.

Ferner wurden 15 Terme von mindestens

hexatischer ~ Ordnung  (bbbbbb)

lassen.
Kommutator (@):

[bF. 6% ). DL b gbi—q)

— — Oy 44D}, OLOL bR 1y 4k

2
+ (N) blt;lbzbl’bk+k1+k’

— Og,ky Dl DEDL by
- 6q,—k1+kbLbL/biklbk’—kl—i-k

— Oy by kO, kDD

Zaq kDR by

Z 6‘17*14517743/ b-ll;;b-ll;./b;;/ bq’+k+k/

Z bEDL O by

DLOL b bty i

2
+ ( ) AN

ausge-

Z bLbL/ b;l bq1+k/+k

> bLbLDY brsg

a0
— Okt OLDLDT Dy
— Gqk 14Ok —kbEDT

+ ( > 25(1 k1— k/b bk/b bq !+ k+k!
( ) bibLb L, br
( )Zawb B bL by

as

Z b bk’b bk+q '+ k!

Dies sind insgesamt 21 Summanden.

Ferner wurden 15 Terme von mindestens

hexatischer ~ Ordnung  (bbbbbb)

lassen.
Kommutator (5):

(b1, 0" 4, bbb by

= — 5q,k1+kb£1b2bk’b—k’+k1+k

2
+ (N) bL, DL+ qbr—gehs-h

2
+ (N) RS
9 2
_ (N) S0, Blby by kg
q/

— OO, Ok bR Dk i

ausge-
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2 2\ 2
Topt
+ (N) bklbkbq—l-hbk—q - (N) Zblbglb—k’+qbq1+k—q+k’
q1
— Opy—prbT LD by 2\
— (=) bb
- 5q,fk1+kbLbT—k1bk”b*k/fkﬁk (N> .
— Gy O bl 2\’
‘Iv’;k’ k1, —k'VECk + (N) ZbLbI;qurk’Jrqubq1+qu+k’
- (N) D O kr kbbb ik bk ) e
— 5q —k1+k5k’ kb bk q
2 2\
(N) Zéq k1+kb b OOy 11 o (N) Z6q’*k1+k’bzb$1bq1+k’fq/bq/+k7k/
q\q
2 2
+ (N) O,y 4k + (N) L LN RESv rar——
lI',fII
2
j—— 5 b b b / /b / / 2
(N) q% q, k1+k qi1 QI+I€ —k +k _ (N) Z b};b;lbql_i_k/_i_k_qb_k/_’_q
q1
2 3
+ [ = Ok, /b b b gby / 2
(N) Z k1,—k k' +¢V' +k—q+k + (N) Zblbglb—k%qbk—ﬁqﬁk’
9 q,q1
- (—) ) b Orrbgr g 2
" Z | " (N) Zblbglbqﬁk’—q’bq%k—k’
9 qq
~ be N 2\*
(N> - (N) Z bltbglbqfq2+qrq’bq2+q/+qu
9 q',q1,92
+ (—) b bk/b E+ 2
N —k+q q + (N) bkbiklbk’bk—kl—k'
2
— bl b b / 2
(N) Z K+q0/ +k—qg+k + (N) 6;“,4«62%
2 2 ;
N Z b 1y q' +k—kK - (ﬁ) Zbkbgle1+k"+k1bk‘—k‘1—k"
q1
2 2
- (N) ZbTbT -0 Dar+q'+k—q + (N) 0, Ckb}gbk
a\q
2 _ 3 2ZbTbT bub
+ N b —k b_ k’+qbk q—k1+k' N kYq YK Va1 +k—k
q1
) 2
+ (N) Oa,—k1+i DD - (%) blbi
2 2\ 3
N Zb bqlbql Wt Ok —q ki 41 + (ﬁ) Zb b 2D k-1 Ogy k-t
q1,92
2
+ (_) qk’+kb by (2 ) 5 AR b
N N Z k1,—k' Ok Va1 —k'+q—q' Vg’ +k—q+ K’

7\
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=] o

.I.
Z bkbzz bg—q/+k1+42Og +k—g—k1

q’,q1,92

bchbT—kl bq*’ﬂ bqu

_l’_
=zl =l

+
=]

T
Z bk bjzz bln +E —q1 bq1 —k'+k

q1,92

_I_

5,001 by

2\ ? 2\
- <N) Zbzbikﬁk’*ﬁq’bk’bqur’f—q_kl B (N) Z bibgzbm—k"/b q'+k—q
q' q'\q1,92 +9—¢" +atk'—-a
2\° 2\*
* <N> Zbchsznbq1+q—q’+k1bq’+k—q—k1 - <N) Z bzbjlzb%-i-k’—!hbk—i-m—k’
q’,ql q',q91,92
2 tot 2\’ ot
“\N Zbkbmbk'bfh*k”rk + N Z bkqubqﬂl'*%thIzbqg+q’+k*q
a 7',91,42,q3
2 — Oyt DEDT . Dk g
i (N> Zbchthnbq1fk/+qfq/bq/+qu+k/ k14K OOk, Ok Ok—k1 -k
qq - 5q705k17_klb2bk
2 2
+ (ﬁ) > Dbl bisbiergy e + (N) > GgkaehbLbY by D
q/7¢11 q/
2\’ S kO bLD
B (N) Z bgbabQ1+q—q’—qzqu+q’+k—q q’l;lJrk WORTRTR
7,91,
Nt + (N) Z6q,k1+k/b,tb;,bk/bq/+k,k/
o <N> Z blt:bT—klbq—q’bq’M—q—kl 5
<2 ) : + (ﬁ) Ok 44O DK
| ) bibe 2
N) b 2
5 - <N) Z 5q7k1+k,blt;b:r]1bq1+k’fq'bq'+k7k’
+ (N) Z bzbgzbqﬁq—q%m bq’+k—q—k1 9 o
, 2‘1/"5’2 + (N) Z 5k1,—k’blb;’bq’+qbk—q
_ <N> bl by ) !
, - <N> bEbL_ Drrbig
HEND ST 2
o (N) Zb bl by abi—g
9\ 3
i (ﬁ> 2 bib 2 ot
q + <N> Zéq,kl—&—kbkbq/bk’bq’—k’—o—k
2 ¢
(N) Z bqus 93+9—q’ qzbq2+q '+k—q 2 ‘o4
q',92,93 - (N) Z bkbq’bq/*kurq*kl bk*q+k1+k’
2 3 q
+ (N) Z bT bT —k1— k’+QIbq1 K’ b q/+z 2 T T
7.q +q—q¢ —q—k1 — N Z bkbqlbk’bk+q’—k/
2 3 q
+ (%) St obionaen N
7a + (N) Z bbby ta—k1—a1 oy +k—q+
( )4 q\q
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2\* 2\ i
_ (N) Zblb&bqﬁqbk—q + (N) bbb ki gbr—yg
q1
2
2 — / / /
+ (N) 5q,k1+kb2bk + (N) Z:(Sq k1+k b.b bq +k klbk-i-kl k
q
2\ i 2
o N Zbkblth*klbthrk*qukl N Zb b b‘H‘qlbk q
q1
2 2
— (%) blby + (N) Z5qk1+kblb bg/ -k —kr Ok 41 4k
q/
3
(2 S bbb b 2
N kY% ta—k1—a1 Y +h—q+k — Zb bhb_ W +qDk—qtq/+1/
q1,92 q
(2 Zb*b b+t b 2
N —k1— k’+q —k'+q—k1Yk—q — Zb b b ¢k — klbk—Hﬂ K
q
(= wa bor-+ab- 2) S blohb b
N kYq1Ya1+q q + Z q—q1+q¢' —k1Yq1 +k—q+k1
a 7q
2
+ (N) Z blbfh bg+q1bk—g Dies sind insgesamt 105 Summanden.
¢ Ferner wurden 63 Terme von mindestens
2\° :
— (N) Zéq,k1+kb}; bl oy sk by s hexatischer ~ Ordnung  (bbbbbb)  ausge-
a\q lassen.
3
+ (3) ZbTbT by—w b k—qth Kommutator (6):
N 7.1 +q k1 +q+k'—q
2\° bl by, bl b, blb
" (N) Zblb;bqwk'—q’bkﬂ’—k’ . kt ]:_q T_k e
q\q1 - 5k17klbk’bk—qb—k’+qbk
2\* Syiral BE_ L 0Lb
N (N) Z bLbjllbq_kl_q2+q1bq2+k—q+k1 Otk Oy Ok O O
791,92

= Ok po RO b i

— O 1 Og.0b L
2
+ (N) > Gy BEDY by gbi—g
ql

— Oy kg ke hrbL bR

2
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N (N) Z 691,k’—&-k—qblbjpbquﬁkbkl
q2
2 3
+ (N) > Ll b gk by
q2
2 i
—\w Z%g,k'bkbngqu—klbkl
q2
2 2
_ (N) DL 4, Dby
92 3
+ (N) Zbl];bjmbk‘i‘fh—klbkl
q2
2 Frt
+ N Zbkqubk"rqz—klbh
q2
92 3
+ (N) > bLbE, bgs ks by
q2
2 T
AN Zbkqubk+tI2—k1bk1

q2,93

_l’_
ZIM 2l 2w

Z bL 624 b(M +h—ky Oty

q4

_l’_
le

Zb*bT/ —q+k1 bq$+/€ qbk1

g3 ~qitgs TRi—@

2
+ (N) 5q1,k’1*q+k1blt;bT—qJFklbk—qbkl
2 £t
) Oamrkbib g g, O0-irar -k 4408,
9 2
- (N) b/t;bik/1+qlbk7kgfk1+qlbk1
2 ot
{3 ) Oangotin Oy D i b
2
+ (N) O,k +k0k, kbLDK
2 t
N 25q 4k DD Dk by
9 2
_ (N) bEbL e, b gy
9 2
- (N) > gty k] bay ko by
q3
92 3
+ (N) Zblzbjzg,bk-&-%—klbkl
q3
2 ot
() O+ by borrrig O
2 t
{57 ) Oar -kt O by D
2 ot
N Z Oqs k—q-+k| Dyybgs bas—k1+10k,
2 i
N Z 6Q1 ki —q+ks bkbng%-i-k—kl bk,
9 2
- (N) bT bT—k+q+q1bq—k1+lI1 bkl
92 3
# () Stithbunt
q3
2
_ ( ) b,tbz,l Dt —ky by
2
— ( ) Oy bl i
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9 3
+ (N) Z bzbg4bQ4—k1+kbk1
q4

4
> bLbh brgu—a by

=
SN—

< 43,494
2 2
_ (N) DB bl
( 2 ) Z bivt b b
NT k’ k / k'—k1 Vk
N et _211221 1311 kf+1k '
2
+ <N> Zb”’ bt kit Ok
_k’+q2 —k’—k1+q1
9 2
_ <N) Db e b gy
2 o
N Z5q k) +k01,0g, Dgs—ky + 1Dk,
2 T
% Zbkbqsbk+q3,klbkl
q3
2 3
+ () St
q2
2 3
+ (N) > Gomky kLD bty gy 1Dk,
q2,93
2 4
_ (N) szbgsbk,kﬁngkl
42,43
2 2
- = Saqtablbl, . be b
(N) ; Kagy RR e T
2 2
- <N> Z6<11J<3—Q+k’/1bltbng%*k1+kbk1
q3
2 w
+ N Z§Q1,k*Q+k’1bkbng—k1+Q3+kbk1
q2,93
2 3
+ <N> Zb};b:{]sbk“'%—kl bkl
q3
! (E) ZbTb k W-+qbk
N A s
2 i
AN Zbkbq3bk—k1+Q3bk1

92,93

83
9\ 3
q2
9\ 3
+ (ﬁ) > LbE bgg sk ks b,
q3
9\ 4
_ (N) > " bLD] i gy by
q2,43
2\ 4
- (N) szbgsbkﬂr’ﬂbkl
q2,43
9\ 4
~(2) S i
q2,43
2\ °
+ (N) Z bLb%bk—krﬁ-%bkl
q2,93,94
_5q1,—k’+k15qk’+k’bzbik’ K4k blc k] k’bk1

— Og1,—k'+h1 5q,—k’1+ka]rbe_kf1_k/+k1b—k’—k’1+kbk1
(26, wmbit by b
N Q1=K k1 OkY _ gt g by TR =K =R Ok
)

Tt
- q1,—k’+k15q,k1fk’1bkbk/1bk—k1+k’lbk1

T
— g1,k +k0q k—k, Oy 1D}k

2

N) Z 5(11 ,—k'+k1 5q7k1—k’1 bz;b;rp b(]2+k*k1 bk]_
q2

2 £t

+ N 5Q1,*k’+k1 bkb—q+k1 bk*qb’ﬁ

2
i (N> Z5q1’_k,+k15q’7k/1+kbl];b;2b%—k1+kbk1
0,

T
— Oy, k' +kOky kg k4 Oy O

E :5q1 k'+k15q1+qb bI b gyt iy
+q—k]

(2
N

2

DAl
5(11 ,—k'+k1 bkb—k+q—k'+k1 b—k’+qbk1

2
" <N> qzaql,k/+k15q’k/1+k/b;rﬂb2;2b%+kklbkl

N
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2\° 2\°
- (N) Oas,—r-+h: DY, Do 11y vy + (N) > kbl bk tas ki b,
q2 q2
2 ! 2 a5
{37 ) Oar—w-+s Oaiy Ok -1 v % ) Oark—atk OOy o Ok +abk
2 i 2 i
{7 ) Oa—w+k0ks kbrDk tly > " Sar ke Oy DYDY, b kb
q2
2 5 biot b b 2\*
N Z q1,— k' +k1 q3’q3+k—k1 Yk — (N) Z6q1,k—q+k’1bLbZquz—kl-&-kbkl
2 9 2 , q2
— | = ) k' 4k b b , /b otk bk Y Tt
(N) qzz e qu;z : ik’ KN N %: Oy 4 03Dy Ok -4 1 Oy
(2 Za bEb! by b 2\" 41
N a1 KR kg Dt =k TR - (N) 0ROkt gtk Ok g
2 i AN
tly Z5q1,—k’+k1bkbngk+q3—klbk1 +ly D Ol b gy b
42,93 q2
2 2\ 2
7ot
+ (N) (Sl]’k/lJrk/bkb_l‘fll—k"*‘]flbk*ki*k/bk1 - (N) bzbzi*k’+k1*mkark'l*(h*k’b’fl
2 T 9\ 2
+ (N) 5q’—’“i+kbkb—k’1—k’+k1b—k’—kﬁkbkl - (N) Z5(11,fk’+kbitbzzbqu1+kbk1
2 2 q2
— (=) bt o, brr wbs 2
(N> kY —k| —k'+k1 1 1 —+ ( ) Zb qubk+q2 k1bl€1
2 tot q2
+ N 5q1,—k’+q+k’lbkbklfqbk—qb/ﬁ 9 3
5 + (N) > kbl bk tas ki,
" (N) > Ggr kO 4k DEDE, bgo—ky kD, e
92 2
9\ 2 + (N) > " bibh, bas—ky 41D,
- (N) > Ogr—krsqik Dbl Dk gs s Dy , a2
q2
9 2 - (N) Z b};b:{]zbk“’%—kl bkl
B el bT Al b b 42,43
N —q+k17k—q%k1
9 Dies sind insgesamt 315 Summanden.
= Za 1k DLDE By 1D -
N a, kU2 Vg2 —k1+kOk; Ferner wurden 1297 Terme von min-

destens hexatischer Ordnung (bbbbbb) aus-

gelassen.
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4.2. Ortsraum

Kommutator (O:

[b! b} bl by)
= — &,;b}b}
+ 28,,;b1b1b1b;
— Bpibib]
+ 20,,:bl bl bTD;

a’ivj

+ 203,40;.;01b]

Dies sind insgesamt 5 Summanden.
Hierbei

er mehrere Anregungen an einem Platz

wurde 1 Term geloscht, weil

erzeugt.
Kommutator @):

[blb%, byb]

= — Sa,iblby
+28,,;b1blbyb;
+ 264.;00;b1D;
— 48,,70,;0[b1b;b;
— 6,,;Db,
+ 28, ;010 b; b,
— Baiblby
+ 20,,:0,010;
+ 20, :b]blbyb;
+ 204,10 ;b1b;
— 404,403,001 b;b;
+ 2040 ;b by
— 464.:0:. ;0. b1 b;
+ 884.40i.;0y b1 b1 ;b
+ 28,,:05,:b10;
— 484.:04,40;.;01D;
— 48,,:05,:b]b1bib;

— 484,i03,:0;,;bb;

(2

— 484,i04,:0;,;bb;

+ 834.:04,30: ;b1 bIb;b;
+ 85a,i5b,i5i,j§0,0b;‘rbi
— Bp,iblba

+ 28,i04,;b1b;
+ 28,,:b]b1bib,

+ 2(5b,i6i,jb:;rba

+ 25b,i(5a,jb;[bi

— 465,i04,;b1b1bib;

— 484,i04,40;.;01D;

Dies sind insgesamt 28 Summanden.
Ferner wurden 3 konstante Terme (Opera-
tor 1) ausgelassen.

Dartiber hinaus wurden 5 Terme geloscht,
weil sie mehrere Anregungen an einem

Platz erzeugen.
Kommutator (3):

(b1}, bLbjbebd]

= — 5,;bIblb}b

+ 2040, bIbbIb;

— 00,3bbLb}ba

— 54,05 biblb,

— 04,0050}

+ 284,8¢,;bLbibIb;

+ 204,i0¢,;b1bIbIb;

+ 2040, ;bEbIbID,

— 464:0; ;0: bIbIDID;

+26,,:0;,bLDIbIb;

+ 204,40:.0: ;blb)

— 464,40;..0; ;b bIbID;
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hexatischer

— 45d,i5i,05i,jblbzbzbi

— 48430, 00; ;b bbTD;

+ 85d,i5z’,c5i,j5O,Oblbzbzbi
— 0blbiblbg

— 8,404,010

+ 26C,i(5d7jbleb}bj

+ 200,40, ;b5 bibIbg

+ 20,.404,;05D1bTD;

— 400,404,40,:D5bIDIb;

Dies sind insgesamt 21 Summanden.

Ferner wurden 15 Terme von mindestens

Ordnung

lassen.

Kommutator (9):

[b! b} ; bizbibbba]

= — G b03bIby

+ 28,4.;00,;b1 011D,

— By b]b}bLb,

— 0a,ibibIbby

— 84.i0p,;000]

+ 20,,:0,;05b1b5D;

+ 204,05, ;b1b1D1D;

+ 20,.40:;b6101 b,

— 464.:0; 50y b1 bIBID;
+ 28,,:05,:b,bIb1b;

+ 204.:05,30;. ;610!

— 404.:05,30; ;bbTDID;
— 48,0505 ;b bbID;
— 404.:04,30; ;bLbIDID;
+ 884405105 ;00.0b1 b1 b;
— pbbiblb,

— 0b,i0a,;bL0!

+ 203,:0,,;b5b1b1D;
+ 285,40 ;bhbEbIb,
+ 285104, 05b5bTb;
— 483,404,40;;bbIDID;

Dies sind insgesamt 21 Summanden.

Ferner wurden 15 Terme von mindestens

hexatischer ~ Ordnung  (bbbbbb)  ausge-

lassen.
Kommutator (5):

[blot, bbebyba)
— 64b10% by
+ 204006101 byb;
+ 264.;00,;b1D1beb;
— 4040500 ;b1DYD;D;
— 65,;DIbTb b,
+ 204.00;b1D1b;bg
— 6,;bIbYbyba
— 0,ibiblbeby
— 6a,i00ibiby
+ 20,,:0.,;05b1b;by
— 04.i0p,;0%b.
+ 20,,:0,0b1bcb;
+ 204,10, j0c ;b
— 48,,:05,10,bbTb;b;
+ 20400 ;bbI byb;
+ 204,105 ;bb1beb;
— 404.:0,;0.;bb1b:b;
+ 284,401 ;b bl beby
— 404.:0; 10c,ibbT byb
— 4840, 0,;b b beb;
+ 83410 0,i0c:bLbIbib;
+ 20,,i0.,:b}bibyb;

(bbbbbb)  ausge-
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+ 204.400.i0p ;bLb;

— 484,i00,i03, D1 b;b;

+ 204.:00.30;;blbe

— 484.:0.40; ;0101 byb;

— 484.100.30: ;0pibLb;

+ 804.i0¢.:05 ;0 :DLDIb;b;
— 46,4040, ;b byb;

— 464,005, ;01D1b;b;

+ 804.40¢.:05,40;. ;011 b;b;
— 404.:00,30;;bbT Dby

+ 88440105 10000501 byb;
+ 804.:0c.i0i;0b D11 ;b
— 1604,30..40; ;0b.100,00Lb1bib;
+ 20,,i0,:05b1bcb;

+ 204,105,401 bi

— 404,i0p,:0¢,bb1b;b;

+ 26405105 bl

— 46,.0p.:0; ;b beb;

— 46405105 0. :bLb;

+ 804400105 ;0 :DLDIbib;
— 404.:04,40, ;b1 b;b;

— 404.:04,40; ;0101 beb;

+ 884,000 ;0 :bLDIbib;
— 484,:04,40; ;0161 beb;

+ 834.:04,i0i ;0c:bLbIbib;
+ 804.:05,40:.;00,0b1 b1 beb;
— 1604,304,0: ;00,00¢:0.b1bib;
— 48,,100,:0.,b}bb;b;

— 464.0p.:00.30; ;D1b;

+ 804.40p.:0c.40; ;011 b;b;
— 4040400 ;b1 D;

+ 804.40p.:0c.40;. ;011 b;b;
+ 804.:05,i0¢.:0 ;0001 Di

— 168430510040 ;00,00,b1bib;
+ 834.:0,0¢,i0; ;D11 bib;

+ 834.:0,10¢.40; ;D11 bib;

— 160,30 i0¢.40; ;00,00 b1 bibi
+ 804.104,i0¢.:0; ;011 b;b;

— 160440540030 ;00,00 b1 bib;
— 160440540030 ;00,00,b1 bib;
+ 3204.:05,40¢.401 ;00,000,00,b1 bib;
— Bp,iblblbebq

— 0bi0c.;DLba

+ 203,36.,;05b1b;b4

— 0p.i0a,;DLbe

+ 203,:0,,;05b1b.b;

+ 283.100.0c ;03D

— 405,04,70c,;b1bb;b;

+ 203,401 bib,

+ 26505 bblbeby

— 46,0, 0:bLbIbib,

+ 203,400,011 beb;

— 403,404.;0.;bbIb;b,

— 483,i04,40; ;D11 Db,

+ 804,i04.i0i ;0c:bLbIbib;

+ 203,:0,:b3b1bibq

+ 265010 bl ba

— 483,40.:0; bibIbiba

+ 20340000 ;b bi

— 405,0c,i64,b5b1bib;

— 46)10¢,§04.40; ;01 D;

+ 80p.10c.i0a.40; ;011 bib;

— 46310040, ;011 b;b,

— 484,30,:0; b bbby

+ 835.40c.30: 500,00, b1 biba

— 4610404 ;011 b;b;
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+ 88p.10c.04.00: ;D11 bib;
+ 805,i0c.:0a,i0; ;D11 bib;
— 1604 0¢.i0a,40; ;00,0b b1 bib;
— 0eiblblbuba

— 8.0 ;blba

+ 20,,i6,;05b1b;b4

— 000 ;blby

+ 20,,i64,;bbLbyb;

+ 20,0405 0D

— 46,304,705, 101DTb;b;
+ 20,40 b5l byb,

+ 20,40, ;b1b1 Db,

— 48,4050, ;bibIbib,

+ 20,404,001 Dby

— 48,404,30: ;b0 byb

— 48,0400 ;b5DIb;b;

+ 80¢.i00.:05,30; ;D11 b;b;

Dies sind insgesamt 105 Summanden.

Ferner wurden 63 Terme von mindestens
hexatischer ~ Ordnung  (bbbbbb)  ausge-

lassen.
Kommutator (6):

[bLb3bLba, bl;]

= 0q.bibibiD;

— 50 biblba

— 6,,;00b1Dfby

+ 285,0c,;bLbIblby

— 84,b1b}Dibg

+ 20,450,510 by

+ 28405561 01bEb

i7j7¢c

Dies sind insgesamt 7 Summanden.

Ferner wurden 8 Terme von mindestens

hexatischer Ordnung (bbbbbb) ausgelassen.
Dariiber hinaus wurde 1 Term geloscht,
weil er mehrere Anregungen an einem Platz

erzeugt.
Kommutator (7):

(610508 by, bLb}bb4)

— — 040cmblDIDIb,,
+ 264,101.601.mbL DD} br
— 0c,j0a,mb| By BLbn
— 04,i0c,mbLbibI by
— 64.400,;050101 by,
+264,102,305,mbL bbb
+ 204.i0¢.0i mbLDIbID,,
+ 204.30i ;00 mbLDIbID,,
— 484:0: 30 005 mblbIbID,
+ 204,:01,00;,mblbjb1b,
+ 2040, 0;;bLbIbT b,
— 484:0: .0 ;8; mblBIbIB,
— 484:0; 60; ;05 mblbIbT D,y
- 45d,z’5i,c6i,j5i,mbjzbzb;[bn
+ 85d,i5i,05i,j50,05i,mblbzb;[bn
— 0i0ambLbibib,
— 8404050101 by,
+20.,104,70;,mbLbIbIb,
+ 28,36, i6qmblb}bIb,
+ 20,404, 0i mbLDIbID,,
— 46,640, 0. mblbbIb,,

Dies sind insgesamt 21 Summanden.
Ferner wurden 153 Terme von min-
destens hexatischer Ordnung (bbbbbb) aus-

gelassen.



4.2 Ortsraum

Kommutator (8):

[b1016], b, Db LbAD]
— — 0aOpmblDIDID,,

+ 204,165, 0mb] ib1bn

— 0b.i0amblDLDID,

— a,i0,mbibIbIb,

— 04,000,030} b

+ 204,i0,05,mbibIbID,

+ 204.:05,;0;mbibibI by,

+ 264.40i ;00 mbDIbID,,

— 464.30: 504, 0:.mbiblbID,

+ 20,,i00,:0;,mblbLb 1D,

+ 204.:05,30; ;610101 by,

— 404.:05,30:.;0;. mbiDEbT D,y

— 46,4000 ;0i mbiblbID,

— 404.:04,i0:.;0;. mbibEbT D,y

+ 85a,z‘5b,z‘5i,j50,05i,mbzlblbzbn

Kommutator @9:

[DIbb] by, blbbyba)

iYjvm

= — 04.;00mb! Dl byby,

— 04.;0bmb! DYbeby

+ 284 0bm0cmbl bbby
+ 2040 ;00 mbI LD by,

+ 2040 ;0; mbI bbby,

— 484.j0¢.;0;.m0b ;DIbD; by,
+ 2000 j0c.mblbib;by,

+ 204000 mbi bbby,

— 4640 ;0;m0c;DIbD;b,
— 4640 ;00 ;0;mbIbb;by
— 404.;05.0c.;0;mbIbD by,
+ 834.;05.50c;0;.m00,0b1 bLb; b,
— 0b.0cmblblbaby

— 0b.0amb! DYbeby

+ 265 1000 mbl bbby

- 5b,i5a,mbgb1b}bn + 204,000 mbl Dbaby,
— 0p.:04,;01D10E b, + 203.10c ;00mblbib;by,
+ 25b715a,j5j7mbgbib;bn — 463.0c ;0. ;0;mbIbb; by
+ 265105 100 mbbIbID,, — 80;0bmbib Db,
+ 26310001 mbDIbTD,, — O j0ambiblbyb,
— 403,6042,i0:.;0;.mbiDEbT by, + 20,1000 bbby by
— Ba,i0cmbibibybn
Dies sind insgesamt 21 Summanden.
: — 84,i00mblbIDb,,
Ferner wurden 153 Terme von min- UL A

destens hexatischer Ordnung (bbbbbb) aus-  + 204,:0bm0cmbib brby
gelassen. — 00,100, ;01D1 byby,

— 04,0, 0p.mblby

+ 204.:0c. ;O mblbl Dby
+ 204,i00,70;,mbib byby

+ 204,100, 0,mbb1b;by

— 48,,10¢,10,70;mb b 1D, by

Kommutator (9):

[DIbb! by, BT b bTDg)

1Vjvm

= 0
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— 04,405,010 beby,

— 0400, 0cmblby

+ 204.:05,;00mbYbE byby

+ 204,i0,0c,mblb1b;by

+ 204,i0,0,mbb1beby

— 46,,105,j01,m0c,; bbb, by
+ 204,405 0 ;05DE Db,

+ 204.05.0c. ;05 mblbn

— 484,i0p,700,30;mbyD1b; b
— 484,i0b,70,70;mbyb ;b
— 484,i0b,70,30;mbyb ;b
+ 804,i0,70c,707,m 00,0011 Dby
+ 2040, 0p.mbiblbib,,

+ 2840, 0: mbLbIbyb,,

— 484.10c;0;.mOp.ibbI Db,

+ 204104, ;0 mblbl Dby,

+ 204,05, 0: mbLbIbeb,,

— 464.0p 0 mOeiblbI Db,

— 484405 0c.;0;mblbl 0D,

— 40410000 mbibID; by,
+ 8840100 0i.m0, 051 biby,
+ 20410 ;0c.mbl bl byby,

+ 284401 ;0 mbLbIbeb,,

— 404105 ;0b.mOc.mblbl by by
— 40410 0.0 mblbI Dby,

— 48410 10c.i0;.mbl bl byb,,

+ 834,10 0c.i0i.mOb b0l Dby,
— 46,.30; ;04,0 mblbI Db,

— 464.30:. ;00 0i.mblbIbeb,

+ 804401500 0imOe.ibbI Db,
+ 884.40i ;00 0¢.:05 mblbI bib,
+ 884.40i ;00 0¢.:05 mblbI ;b
— 1664,30;.;0,0¢.i05 mO0,0b1b1 biby,

+ 204,00,i0,mb}bbiby,

+ 204,00,i0,m b b1 bob,

— 464,310,001 0,05 b1bibn

+ 204100305 ;0501 biby,

+ 204.:0c.0b. ;05 mblby

— 464,010,505 mblbI Db,

— 484,10¢,08,301,mbbLbiby,

— 484,10¢,08,;0:,mbb b,y

+ 804.:0c.0p.i0; m0; iDL DIbiby,
+ 204.:00.30: ;bLbT Dyby,

+ 204.:00.i0i ;Obmbliby

— 404.:0c.i0i ;06 mbLbE byby,
— 404.100.i0: ;0 mblbI Dby,

— 404.10c.i0: ;0;.mbl bl byb,,

+ 804.:0c.i0i.;0i.mOp Dbl Dby,
— 484.10030: ;0pbLD biby,

— 46430105 0105 mblby

+ 884,406,105 005 mblbI ;b
+ 884,406,105 0.:05 mblbI ;b
+ 804.:0c.30i. ;06 0: mblb! Dby,
— 1604,30..:0: 0b.i05 m00,0b5b1 biby,
— 404.100.i0:. ;0 mblbI Dby,

— 404.:00.i0: ;0;.mbl bl byby,

+ 804.:0c.i0i ;0i.mOb.bbI Dby,
— 404.100.i0p.;0; mblbI Dby,

— 484.100.i0p.;0; mblbI Dby,

+ 834.:0c.0p. 05 m 00,0061 Dby,
+ 834.10c.0p.:0 ; 0s mbl bl Dby,
+ 804.0¢.104,i0i ;05 mblbI ;b
— 160,040 30 ;05 m 00,0001 bib,
— 404.:00.i0:.;0;.mbl DI byby,

— 404.100.i0:. ;0 mblbI Dby,

+ 804.:0c.i0i. ;06 0: mblb! biby,
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+ 804.:0c.i0i. ;00,006 mblb! Dby,

+ 804.:0c.i0i.;00,00; mbi bl byby,

— 1604,i0:.:0: 00,00:.m 0,001 biby,
+ 804.10c.i0i ;00 0: mbLbI Dby,

+ 804.10c.i0i ;00 0: mbLbI Dby,

— 1604.:0¢.i0; 0,405 m 00,0001 biby,
— 160430405 0,400,005 mb 0! biby,
— 1604.40¢.i0 0.100,00: mb b1 biby,
+ 3204,i00.:0: ;05,100,005 m 00,0001 Dby,
+ 204,i00,:0c,mb bbby,

+ 204,i00,:0;,mblblbcby,

— 464,308,401 mOc, Db 1bibn

+ 204.:05,i0¢,;0501 biby,

+ 204.:04,i0¢.; 05 mblby

— 404.104,i0¢.;0s mbLbI Dby,

— 404,i0,i0¢.30;mbibibiby

— 48,,:00,0c,;0:,mb b 1D,y

+ 804.0b.:00.i0i.m0; 05D biby,

+ 264,405,105 bibE beby,

+ 20410530 ;00mblby

— 404.105,i0: ;0mblbl Dby,

— 404.105,i0i ;00 mblbI Dby,

— 484.104,i0:.;0;. mbl bl beby,

+ 804,105,310 ;05 mOc.:bLbI Dby,

— 404.104,i0: ;005D biby,

— 404.104,i0i ;005 mblby

+ 804,105,000 0: bl Dby,

+ 804,000 0c.i0s mblbIbib,

+ 884,000 0c.i05 mblbI ;b

— 160440510 0c.i0s 00D b1 biby,
— 404.:05,i0¢.;0s mbl b1 Dby,

— 404.:05,i0¢.;0s mblbI Dby,

+ 804.:05,i0¢.0s m 0,001 6! biby,

— 46,4007 0cmblbI b,

— 404.105,i0i.;0; mbl bbby,

+ 834.i0.0i ;0i.mOc.ibbI biby,

+ 804.104,i0i.;0c.i0s mblbl biby,

+ 804.104,i0i.;0c.i0s mbl bl biby,

— 168440540 0¢.i0s m0,0b b1 biby,
— 4640007 0cmblbI Db,

— 4640007 ;01 mblbl beb,

+ 834.i0.0i ;0i.m0e.ibibI biby,

+ 834.i0.0i ;0c.i05 mblbl bby,

+ 834.i0.0i ;0c.i 05 mblbI bby,

— 160430 0: ;0c.i05 m0,0b b1 biby,
+ 834.:04,i0i ;00,00mblbI Dby,

+ 834.:04,i0i ;00,00;.m bl beby,

— 160450 0: ;00,00i.m0c.ibbI bib,,
— 160450 0i ;00,00¢,:05 bl b1 bib,,
— 168440510 100,006 0: mb b1 biby,
+ 3204.0.405.100.00¢.:05.m 0,00, b1 biby,
— 464,100,02,i0;,mb bbby

— 464,10b,02,i0,mb bbby

+ 834,i00,:0¢,0:,m00,00b1bibn

— 404.:10,i0¢.:0; ;0101 biby,

- 45a,i5b,i5c,i5i,j5i,mbzlbn

+ 834.i0.0¢.i0; ;05 mblbI biby,

+ 834.i0,0¢.i0 ;05 mblbI bsby,

+ 804.104,0¢.i0 05 mbl bl biby,

— 160,30 i0¢.i0; ;05 mO0,0b1 b1 biby,
— 464.i0p:100.40; ;0101 bib,,

— 464.30p.:00.i0; ;05 mblb,

+ 804.0p.i0c.i0i ;05 mbl bl bib,

+ 804.i0.06,i0; ;05 mblb! Dby,

+ 804.i0.06,i0; ;05 mb b1 Dby,

— 160,50 06,60 ;05 m 00,0001 biby,
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+ 804.:0,0¢.i0;.;00.0DLD biby,

+ 85a,i5b,i50,i5i,j50,05i,mb:;bn

— 1664,508,0¢.40; ;00,005 mblbL biby,

— 1664,408.0¢.40:.;00,005 mblbL biby,

— 1664408040 ;00,005 mblbL biby,

+ 3204.10,i0c.40i.;00,005.m 0,00, b1 biby,
+ 804.0p.100.i0i ;05 mblbI ;b

+ 804.40p.100.i0i ;05 mblbI Dib,

— 1604,305.:0¢.60; 505 m00,0b1b1 biby,

+ 804.:05,i0¢.i0;  0s mblb! biby,

+ 804.:04,0¢.i0;  0s mblb! biby,

— 1664,i08,0¢.60; ;05 m00,0b5b1 biby,

— 1604,508,0¢.60; 500,005 mblbL biby,

— 1664,508,0¢.40; ;00,005 mblbl biby,

+ 3204,408,0.60i.500,005.m 00,0001 biby,
+ 834.:04,i0¢.i0 ;0s mbl bl Dby,

+ 804.0p.i00.i0i ;05 mbl b1 Dib,

— 1604,:0p,i00.40i ;05 m 00,0061 bib,

— 1604,:0p,i0:.40i ;00,005 mblbI bib,

— 1664,306.:0¢.60;.500,00; mbbl biby,

+ 3204,505.10¢.60i.500,005 m 00,0001 biby,
— 1664,506.0¢.60;.500,00; mbbl biby,

— 1664,508.0.60;.500,00; mblbl biby,

+ 325a,i5b,i5c,i5i,j50,05i,m60,0b2b;rbibn
+ 3204,408,0.40i 500,000,005 mblb1 biby,
+ 3204,408,10.60i.500,000,005 mbbL biby,
— 6404,408,30¢.40;.;00,000,005 m00,0bb1 biby,
— 8b,i0c,mbbbaby

— Ob,i0ambibibeby

+ 205 10a,mOcmb D b by

— 85,100 ;0T Daby,

— 6b.i0cj0amblbn

+ 204,60c 1 0ambibl bmby

+ 203,0c,j07,mbibtbaby

+ 203,:0c,j0a,mbib1b;bs

— 403,30c,j0a,70;,mbyb Dby
— 05100010 beby,

— 0100, 0cmblby,

+ 203,404,500 mbYb! by

+ 205,64,70c,mb}b ;b

+ 285,i64,70;,mbib by

— 464,i04,707,m0c;byb ;b
+ 204,404.;0.;bb5 bib,

+ 204,04.;00.30.mbliby

— 403,04,0¢,70;,mbibib by
— 403,04,70¢,70;,mbibib by
— 403,104,70¢,70;,mbibbby
+ 803,04,70c,707,m 00,001 Dby
+ 203,40c. 01 mb b1 baby,

+ 203.40c.j0amblbl Dby,

— 4610, 100.i0; mblbI Db,

+ 204,40 00 mb bl Daby,

+ 204,50 ;0a.mbi bl beby,

— 404,60 10a.mOc.mbi b by by
— 404,40 1000 mbYbIDaby,

— 46310 0¢.i0amblblbib,

+ 885105 j0c.i0a.i05 mblbI bib,
+ 204,40.;00mblbl Dby,

+ 204,404.;0;.mbiblbeby,

— 483,404.;0i.m0c.ib bl Db,

— 4631000 ;0i mbLDIb;b,,

— 4631000 ;0;mblbl Db,

+ 80p.100.i00.i0i.m0i ;101 Db,
— 404,6042,i0:.;00mblbI Dby,

— 404,604,i0:.;0;.mbi DI beby,

+ 804,604,i0i.;0i.m0c.ibLb! biby,
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+ 804,604.i0i ;0005 mblbl biby,
+ 805,604,000 0: mb1bI Dby,
- 165b,i5a,i5i,j5c,i(5i,m50,0bilb;‘rbibn
+ 203,:0,0:,mbb baby,

+ 203,:0,100,mb b biby,

— 483,i00,i00,i0,mbb biby

+ 265.100,40; ;01 baby,

+ 26510030 ;0amblibn

— 404,i0230; 100 mbLDT by,
— 403,600,305 0 mbLbIDoby,

— 403,i00:0; 100 mblbl Dby,

+ 804,60c.10 10a.i0s mblbl bby,
+ 204,i0c:0a,;0501 biby,

+ 204.60c.:0a. 05 mblby

— 403,40¢:00.;0s mbLbI Dby,

— 405,0¢,04.70:,mbb ;b

— 464,i00,i00,;0;,mbbIb;by,

+ 80p.:06,i0,i0i.m0i ;001 Db,
— 46)100.404,40: ;0101 bib,,

— 404,602:00.i05 ;05 mbliby

+ 804,60c,:00.i05 ;05 mb bbby,
+ 804,60c,:00.i0; ;05 mblb! Dby,
+ 804,60c,:0a.i0; ;05 mblbI biby,
— 1604,i0¢.i0a,i0; ;05 m 00,0001 biby,
— 403,402,305 0 mbLbI oDy,

— 403,40¢:0; 100 mblbI Dby,

+ 803,i0c.10; 100 i0: mbLbI Dby,
— 463100,40;.;0; mbLbI b,

— 46)100.40;. ;00 mblbI Db,

+ 861.:00,i0i.10a.:05 mblbI ;b
+ 804,602,105.100.00: mb DI Daby,
+ 804,602,:05.100.000mb bl Dby,
— 1604,30¢.:05 ;00,000,105 mblb! bby,

— 461004105 mblbIbib,

— 403,402,100, 0s mb1bI Dby,

+ 804,i0c.:0a. 05 m 00,0061 biby,

+ 803,60c.100.i0 ;05 mbl bl biby,

+ 803,60c.100.i0 ;05 mbl bl biby,

— 1685,100.04.40i ;05 m0 0D b1 biby,
+ 801106,i0a,i0i. ;05 mbLbIbiby,

+ 805.i0c.104.i0i ;05 m bl bl bib,

— 1604,i0¢.:0a.i0; ;05 m0,0b bbby,
— 1604,30¢.:0a.i0; ;00,005 mb bbby,
— 1604,i0c.:0a.i0; ;00,005 mblb! bby,
+ 3204,0¢.604.i0:.;00,005.m00.0b1 b biby,
— 0ei0bmbiblbabn

— e i0a,mbibibyb,

+ 20,10 0,m0,mb bbby,

— 8.0 ;bLbF baby

— 0030500 mblby,

+ 20¢.:0,;0a.mblbl by,

+ 20.,65,01,mbib baby,

+ 20.,65,00,mb}b1b;bn

— 46.,i0,704.30;,mbb1b;bn

— 010001 byby,

— 0¢.i0a.;Opmblby

+ 20,04 ;0bmblbl Dby

+ 20¢,:04,;05,mbb1b;bn
+20.,1040,70;,mbib byby

— 40¢,1040,0,m0b,;03b by

+ 26100, ;0505 bib,

+ 20¢.100.05.0;.mbliby

— 46.,i04,70,70;,mb b 1b;bn

— 46.,404,j0,70;,mbb1b;bn

— 46.,404,j0,70;,mb b b;bn

+ 80,64,765,01,m00,00501bby
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+ 20,405 0pmblbl baby,

+ 206,105 00 mbLbIbyb,,

— 486,40 10a.mOb.mblbl by by
+ 20¢.i0b 01 mb b1 Daby,

+ 20¢.0b i 0amblbl Dby,

— 46,:04.;00.:0; mblbI Db,
— 464.104,00;.;05 mblbIbab,
— 46¢.104,00;.;00 mbl bl Db,
+ 80¢.104,i0i.10a.:05 mblbI ;b
+ 20¢.04.;0;.mbl bl byby,

+ 20,0406 mblb! biby,

— 40¢,04.;00:05 mbl bl bb,,

— 48104105 j0pmbl bl bib,

— 40¢.404.i0:.;0;.mbl bl byby,

+ 80¢.404.i0i.;0i.mOp.bbI Dby,

— 48,0400 j0i.mbbIb;by,

— 48¢.04.;000;mbibI bib,,

+ 83¢.404.i0b.i05 m0i ;b1 Dby,

+ 80¢.100.i04,i0i ;05 mblbI ;b

+ 80¢.100.i04,i0i ;05 mblbI ;b
—160..04.:05,60;.:05.m00,0b1b1 biby,

Dies sind insgesamt 315 Summanden.
Ferner wurden 1297 Terme von min-
destens hexatischer Ordnung (bbbbbb) aus-

gelassen.
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E. Flussgleichungen der KUT fir

Hardcore-Bosonen

Hier finden sich die ausgeschriebenen Flussgleichungen, die durch Einsetzen der Kom-
mutatoren aus Anhang @ in die Flussgleichung (3.2.48)) im Impulsraum beziehungsweise

(13.2.49) im Ortsraum bestimmt worden sind.

Diese Gleichungen lassen sich durch geschickte Klammersetzung und Umbenennung der

Indizes weiter vereinfachen. Hier soll jedoch die Form der Flussgleichungen dargestellt

werden, welche das fiir diese Arbeit entwickelte Programm zur Integration der Flussgle-

ichungen erzeugt hat.

5.1. Impulsraum

81Ak = — 4BkBk

)
+24 kz BBy

+ 4% > BB,

92 2
_ (N) > BBy

K k!

2 3
+ (N) Z By, By

K, g k!

—4 E B Dy, it gtk
k/

-2 Z B_ gk D kg

q

2
+ 2N Z B_ i1k Dipr g

k'.q
2
+ 2N Z B4k Dy g
k',q
2
+ 2N Z By, D iy 1 +k
k' k1
9\ 2
~10 (N) > By Dy
k,7q7k1
2
+4— > BuDiw,
k'\.q

2
+2- > Bi,Ding

q,k1

9 3
+2(N> > BiDiwyg

qlvklzqykl
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2
4 E By Dy g 0 +— E Dy kg ko5, D g
k! N kg
sy
—2% " By kDirg L2 DD
— E Kk g1 D ke,
p N : q1 q
2 7q7q1
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9 k'.q
+N Z: Dyg—tg: Dk q - E Dy gtr —t 46 Di g
k‘/’q7q1 k/ s d—R,— + sRHq
’q
2
2
—_5(= Dy Dy 2
N E kk,q1 kK g + = g Dk,k’l,—k’+ka7k'aq
K'\q,k1,q1 N Y
k 7(1ak1
> B4 kCotk g kg
q

2
+NkZ/Bk/1Ak

- E Bq+kcq+k,fq7k,q

q

2
+ N Z Bk10q+k,—q—k,q

q,k1

—> B g1kCh kg
q

2
+ 5 > Bi,Crig

q,k1

- Z qukck,fk,q
q

2
0Crp g =+ NBk—quf

9 2
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"

2
+ 7 Br-iBr
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2
+ NB_k/_qu/

2 2
_ <N) ZBkQ_quQ
ko

K k3

3
E By By k- —q
k/lvk:B

E By, By +k

K k2,ka

b3
-~ Bi—ky—k'—q Bk,
N o

9 3
+ (N) Z By +k—ks Brs

k1,ks
— 2By q D iq it ket

2
+2 Z Bi_yDivsgtsga

q

2
+ QN Z Bk_qu/+q7k/7q/

q
9\ 2
—2 (N) E :Bk—qu/‘HIaQqu/‘Hﬂ'
q/,ih
_ 2Bk—qu’+q,k’,k’—k+q
2

+ QN E :Bk—qu’+q,q’,—k+k’+q

q/
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+2_ZBk g2-aDk—q,~k 2,00

q2

2
+ QN Z kaqrqufq,k’m

q1

_2< ) ZBk q2— qu 4,9’ —q,q2

q'.q2

2
+ QN Z B —g, Dk—q~k'+a1.01

q1

2
+2 Z Bi—a Di—q it ar

q1

2
_2< ) ZBk’ 42 Dk—q.91.02

q1,92

+ 2— Z By Di—g ke ke ke

k1

9\ 2
_4< ) ZBlek’ =K' +q1,q1

q1,k1

9 2
—4 <N) > BiDi_gpa

q1,k1

9 3
+2 (N) Z Blek—q7q2,q1+k’
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2
+ ZN Z B_y—qDi—g-w+q.a

q
9 2
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2
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2
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2
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2
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2
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q3,k1
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9\ 3
+2 (N) > B, Digsaran
q',q2,k1
3
+4(N) Z Bk1Dk 7,9 —q,q2
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2
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9 4
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9 2
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Z Blek 4,92,
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Paarerzeugungen oder komplex konjugiert Vernichtungen, wahrend Ay

ein diagonaler Term ist und C} eine Wechselwirkung. . . . . . . . . . .. [40l

Ubersicht der Teilschritte des Algorithmus zum Auflésen von komplizierten
Hardcore-Kommutatoren. Es ist die Hardcore-Algebra im Impulsraum
notiert, doch derselbe Algorithmus kann auch im Ortsraum verwendet

werden. . ... ., 40l

Diagramm zur Ubersicht, welche Terme bei der KUT fiir das IMTF in
erster Ordnung in welche anderen Terme hinein flielen. Die Zeile gibt
an wieviele Operatoren in dem Term vorkommen und die Spalte, wie
sich die Teilchenzahl n durch Anwendung dieses Operatorterms éndert.
Die hexatische Ordnung wird trunkiert und Terme, welche mehr als zwei
Teilchen erzeugen/vernichten, werden in der quartischen Ordnung nicht

erzeugt - daher sind diese Terme mit einem schwécheren Farbton dargestellt. 47
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Fluss der KUT im Impulsraum fiir z = 0.9 und N = 5 fiir die Kopplun-
gen mit Indizes 0 und der ROD. Bei der Kopplung A sind die Stellen [
eingetragen, an welchen die Integration ausgewertet wurde. . . . . . . . .
Fluss der KUT im Impulsraum fir z = 0.9 und N = 5 wie in Abbildung
[4.1] jedoch fiir Kopplungen C' und D, welche divergieren. Unten sind D
und die ROD logarithmisch aufgetragen. . . . . . .. ... ... ... ..
Maximaler Storparameter x, bei welchem die KUT im Ortsraum bei
der Diskretisierung N noch konvergiert. Die Punkte wurden dabei so
aufgenommen, dass je fiir ein feste x die Systemgroflie N so lange erhoht
wurde, bis das System nicht mehr konvergiert. Daher liegen bei N = 5
mehrere Punkte tibereinander: Fiir diese Werte von = war die Integration
bei N = 7 bereits instabil. . . . . . . ... 000
Dispersion bei [ = 2.5 fiir die Ortsraum-KUT mit Diskretisierung N = 15
fiir den Storparameter z = 0.65. Oben ist A; im Ortsraum aufgetragen,
unten die tatséchliche Dispersion e(k) = Ay im Impulsraum. . . . . . . .
Vergleich der Energieliicke nach der Theorie von Bosonen und Hardcore-
Bosonen fiir das IMTF sowie der Ergebnisse der KUT im Orts- und Im-
pulsraum. Die Vergleichswerte wurden fir N=5 . ... ... ... ...
Abweichungen der tiber die KUT berechneten Energieliicke fir N = 5
von der Theoriekurve nach . Oben sind die Achsen linear skaliert,
unten logarithmisch. . . . . . .. ... .. ... ..
Abweichungen der tiber die Ortsraum-KUT berechneten Energieliicke von
der Theoriekurve nach fiir verschiedene N. Oben sind die Achsen
linear skaliert, unten logarithmisch. . . . . .. .. .. ... ... .. ..
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