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Kurzfassung

Das zentrale Thema dieser Arbeit ist die Ausarbeitung und Anwendung verschiedener Al-
gorithmen zur effizienten Berechnung von Autokorrelationsfunktionen im klassischen Zen-
tralspinmodell. Dieses Modell beschreibt die Dynamik eines Zentralspins, welcher mit sehr
vielen Badspins in Wechselwirkung steht. Anwendung findet dieses Modell im Bereich der
Quanteninformationsverarbeitung, wo der Spin eines Elektrons, der in einem Quantenpunkt
iiber die Hyperfeinwechselwirkung an die benachbarten Kernspins koppelt, als Qubit fungiert.
Mit der herkémmlichen Methode zur Losung aller systemrelevanten Bewegungsgleichungen
ist es nicht moglich physikalisch relevante Badgrofen zu simulieren, da die dafiir notwendige
Rechenzeit fiir praktische Zwecke zu lang ist.

Die Algorithmen zur ndherungsweisen Berechnung der Zentralspindynamik werden hergeleitet
und deren Resultate anschliefend mit der Losung aller Bewegungsgleichungen verglichen. Es
zeigt sich, dass die Ndherungsmethoden die exakte Losung bei deutlich geringerer Laufzeit
beliebig gut approximieren kénnen. Aufbauend auf den nun zur Verfiigung stehenden Metho-
den wird das Langzeitverhalten des Zentralspins beziiglich des Zerfalls seiner Autokorrelation
untersucht. Auerdem werden die Effekte von Pulssequenzen auf den Zentralspin mithilfe der
neuen Methoden analysiert.

Abstract

The central point of this thesis is the development and application of different algorithms
for the efficient calculation of autocorrelation functions in the classical central spin model.
This model describes the dynamic of a central spin interacting with a huge number of bath
spins. Application for the model lies in the field of quantum computing, where the spin of an
electron which couples to the nearby nuclear spins via hyperfine interaction, acts as a qubit.
The conventional methods are not able to simulate physically relevant bath sizes because the
required computation time is too long for practical use.

After deducing the algorithms, their results will be compared to the full solution of all relevant
differential equations. It turns out that the new methods are able to approximate the exact
solution while requiring much less computation time. Based on the new available methods
the long-run behavior of the central spin referring to the decay of his autocorrelation will
be examined. In addition the effects of pulse sequences applied to the central spin will be
analyzed using the new methods.
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1 Einleitung

Das im Jahre 1965 von Gordon E. Moore formulierte Mooresche Gesetz [1] besagt, dass sich die
Anzahl der Schaltkreiskomponenten bezichungsweise Transistoren auf einer Halbleiterplatine
alle 12-24 Monate verdoppelt (Abbildung 1.1).
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Abbildung 1.1: Logarithmische Darstellung des zeitlichen Verlaufs der Anzahl an Komponenten auf
einem integrierten Schaltkreis aus dem urspriinglichen Artikel von Gordon Moore aus dem Jahre 1965

1.

Bis zum heutigen Tag hat sich dieses Gesetz in verschiedensten Formulierungen auffallend
gut bestétigt. Elektronische Bauteile scheinen einem immer wahrenden Schrumpfungspro-
zess unterworfen, welcher den Bau immer leistungsfahigerer Computer ermoglicht. Diesem
Schrumpfungsprozess sind allerdings klare physikalische Grenzen gesetzt. Stoken die einzelnen
Bauteile grofsentechnisch in einen Bereich von ungeféhr 5 nm vor, so werden sich neben dem
Problem der entstehenden und abzufiihrenden thermischen Energie die auftretenden Quanten-
effekte nicht langer vernachlassigen lassen. Auf dem herkdmmlichen Wege der Verkleinerung
wird es von dem Zeitpunkt an nicht langer moglich sein, Computern bei gleichbleibender
Grofe zu mehr Rechenleistung zu verhelfen. Einige komplexe und rechenaufwéndige Probleme,
wie zum Beispiel die Primfaktorzerlegung sehr grofler Zahlen, werden sich daher, aufgrund
von exponentiell wachsendem Rechenaufwand, nur bis zu einem gewissen Mafe von konven-
tionellen Computern 16sen lassen. Es bedarf daher alternativer Technologien.
Quantencomputer [2] sind ein vielversprechender Kandidat fiir eine solche Technologie. Statt
mit klassischen Bits arbeiten diese mit sogenannten Qubits. Qubits kénnen neben den beiden
klassischen Zustdnden 0 und 1 eines Bits zusétzlich quantenmechanische Superpositionen
beider Zustidnde annehmen, was die Nutzung vollig neuer Algorithmen wie zum Beispiel
des Shor-Algorithmus [3] zur Primfaktorzerlegung oder des Suchalgorithmus von Grover [4]
ermoglicht.

Zur physikalischen Realisierung eines Qubits braucht es ein quantenmechanisches Zwei-Niveau-



System. Eine Moglichkeit hierfiir bietet ein in einem Quantenpunkt in den drei Raumrichtun-
gen eingeschlossenes und lokalisiertes Elektron [5], dessen Spin ein solches Zwei-Niveau-System
darstellt. Verwendet werden iiblicherweise Halbleiterquantenpunkte aus Materialien wie zum
Beispiel GaAs [6, 7|. Ein fundamentales Kriterium fiir den Bau eines Quantencomputers ist die
Moglichkeit der Speicherung von Information. Lange Dekohéarenzzeiten der Elektronenspins
sind die Voraussetzung, damit Information in halbleiterquantenpunktbasierten Qubits iiber
einen langeren Zeitraum erhalten bleibt. Ursédchlich fiir den Verlust der Information durch
Dekohérenzeffekte ist die Wechselwirkung des Elektrons mit seiner Umgebung. Zur Dephasie-
rung des Elektronenspins beitragende Mechanismen wie die Spin-Bahn-Kopplung sind fiir
in einem Quantenpunkt lokalisierte Elektronen stark unterdriickt [8, 9]. Dominiert wird die
Relaxation des Elektrons daher von der Hyperfein-Wechselwirkung mit den umgebenden
Kernspins. Die Dipolwechselwirkung sowie quadrupolare Effekte zwischen den Kernspins
konnen vernachlissigt werden, da sie sich erst auf deutlich groferen Zeitskalen auf die Physik
auswirken, als die Hyperfein-Wechselwirkung [10]|. Die Zahl N an Kernspins, welche aufgrund
ihrer Kopplungsstéarke einen physikalisch relevanten Beitrag zur Dephasierung des Elektrons
liefern, belduft sich im GaAs basierten Halbleiterquantenpunkt auf N ~ 10°.

Das in dieser Arbeit untersuchte Zentralspinmodell eignet sich insbesondere zur Beschreibung
der Hyperfein-Wechselwirkung von Elektronenspin (Zentralspin) und Kernspins (Badspins) in
Quantenpunkten. Die Losung der quantenmechanischen Version des Modells ist insbesondere
fiir grofte Badgréfen héufig mit einem auferordentlich hohen numerischen Aufwand verbun-
den und daher soll in dieser Arbeit sein klassisches Pendant betrachtet werden. Bisherige
Forschungen im Bereich des klassischen und semiklassischen Zentralspinmodells [11, 12, 13]
waren hdufig dem Problem begrenzter rechentechnischer Ressourcen unterworfen. Aufgrund
der durchzufiihrenden Ensemblemittelung, welche eine hohe Anzahl an Durchldufen einer
einzelnen Simulation verlangt, bleibt zumeist nur die Moglichkeit auf einfacher zu berechnende
kleine Badgrofen im Bereich V = 10-1000 auszuweichen. Die computergestiitzte Erforschung
physikalisch relevanter Badgrofen, wie sie im Experiment vorliegen, ist mit den herkémmli-
chen klassischen Methoden aufgrund eingeschrankter Rechenzeit im Prinzip nicht mdéglich.
Es bedarf neuer Konzepte, um das Dekohérenzverhalten von Elektronen in Quantenpunkten
durch das Zentralspinmodell beschreiben und untersuchen zu koénnen. Der zentrale Punkt
dieser Arbeit ist daher die Herleitung und Présentation verschiedener Algorithmen, welche die
effiziente Berechnung der Zentralspindynamik im klassischen Zentralspinmodell erméglichen.
Der Inhalt dieser Arbeit strukturiert sich wie folgt: In Kapitel 2 werden zunéchst das behandel-
te klassische Zentralspinmodell, sowie die modellrelevanten klassischen Bewegungsgleichungen
vorgestellt. Anschliefsend werden in Kapitel 3 die erarbeiteten approximativen Methoden
und deren Algorithmen zur effizienten Berechnung der Zentralspintrajektorie prasentiert.
Zunachst wird gezeigt, wie sich die Dynamik des sich aus den Badspins zusammensetzenden
Overhauserfeldes in einer einfach zur trunkierenden Hierarchie von Bewegungsgleichungen
erfassen léasst. Diese Methode wird anschlietend dahingehend verbessert, dass orthonormale
Polynome zur Darstellung der Overhauserfeldhierarchie verwendet werden kénnen, was die
Genauigkeit der Methode enorm steigert. Die letzte Methode, welche im Zuge dieser Arbeit
prasentiert wird, basiert auf einer analytischen Berechnung der Spektraldichte des Systems,
was eine flexible Diskretisierung ermdoglicht.

Darauf aufbauend wird mit den nun zur Verfiigung stehenden Konzepten in Kapitel 4 das
Langzeitverhalten des Zentralspins in Bezug auf die sich als Zerfall der Autokorrelation im
Langzeitlimes dufernde Dephasierung untersucht. Abschlieflend wird in Kapitel 5 analysiert,
inwieweit sich angelegte longitudinale Magnetfelder und das Pulsen des Zentralpins, sowie



dadurch verursachte auftretende Phdnomene durch die gezeigten Methoden erfassen lassen.
In Kapitel 6 werden die gesammelten Resultate zusammengefasst und ein kurzer Ausblick auf
mogliche zukiinftige Forschungen gegeben.






2 Physikalische Grundlagen

2.1 Modell

Das Zentralspinmodell oder auch Gaudin-Modell |14, 15] eignet sich gut zur Beschreibung
der Hyperfeinwechselwirkung zwischen Elektronenspin S und den ihn im Quantenpunkt

A

umgebenden Kernspins S; (Abbildung 2.1).
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Abbildung 2.1: Skizzierte Darstellung des Zentralspinmodells ((2.1)). Der Zentralspin Sy steht iiber
die Kopplungskonstanten J; in Wechselwirkung mit den Badspins Sj;.

Die Grofe J; beschreibt hierbei die Starke der Kopplung zwischen Badspin S; und dem
Zentralspin. Quantenmechanisch wird das Modell beschrieben durch den Hamilton-Operator

H=-hS:+8,-B (2.1)

mit einem externen Magnetfeld der Stirke h und dem sich aus den Badspins und den
Kopplungen zusammensetzenden Overhauserfeld

N
B=> 15 (2.2)
=1

Da die typische Zeitskala der auftretenden Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen den Kern-
spins ein bis zwei Grofsenordnungen iiber der Zeitskala der Hyperfein-Wechselwirkung liegt
|6, 16], werden die Badspins im Modell als untereinander nicht wechselwirkend betrachtet.
Eine exakte Losung des Modells fiir Badgrofen bis N = 48 im Bereich sehr schwacher bis
starker Magnetfelder basierend auf dem algebraischen Bethe Ansatz in Kombination mit
Monte-Carlo Sampling préasentieren Faribault et al. in [17]. Hier ist man aufgrund des expo-
nentiell wachsenden Aufwands weit von realistischen Badgréfen entfernt.

Aufgrund der Dominanz kT > Eq, der thermischen Energie im Experiment gegeniiber
der typischen intrinsischen Energieskala Fq, im Quantenpunkt ist die Annahme vollstéan-
dig unpolarisierter Badspins zum Zeitpunkt ¢ = 0 gerechtfertigt. Die Experimente werden



zumeist bei Temperaturen im Bereich T = 6-50 K durchgefiihrt. Die Energieskala thermischer
Fluktuationen liegt dementsprechend im Bereich kg7 ~ 10~%-1073 eV und damit mindestens
eine Grofenordnung iiber Eqp,.

Die Kopplungen J; im System sind inhomogen. Der Grund hierfiir liegt in der rdumlich
inhomogenen Aufenthaltswahrscheinlichkeit [1)(r)|?> des Elektrons im Quantenpunkt. Sie
sorgt dafiir, dass die im System zufillig angeordneten Kernspins unterschiedlich starke Wahr-
scheinlichkeitsamplituden des Elektrons spiiren, was sich im Modell in einer Variation der
Starke der Kopplungen ausdriickt. In der zugrundeliegende Hyperfeinwechselwirkung existiert
eine Proportionalitiit zwischen J; und der Wahrscheinlichkeit |¢(7)[?. Explizit gilt fiir die
Wellenfunktion eines Elektrons im Quantenpunkt [11]

[ (rp) |2 o e ()7, (2.3)

wobei fiir @ = 1 ein exponentieller und fiir ¢ = 2 ein gauhformiger Verlauf angenommen wird.
Das Volumen, in welchem sich die aufgrund ihrer Kopplungsstiarke an den Zentralspin fiir
das physikalische Verhalten relevanten N ~ 10° Badspins befinden, wird durch den Radius
R beschrieben. Die Annahme einer exponentiellen Skalierung der Kopplungen geméfs

1—e 27 .
J; = ,/1_67“;2%,6*7(“) , i€[LN], (2.4)

soll in dieser Arbeit Verwendung finden. Der Parameter -y ist hier proportional zur Anzahl der
Badspins und legt gleichzeitig die Geschwindigkeit des Abfalls der Kopplungen fest. Zusétzlich
soll basierend auf bisherigen Forschungen [16] eine linear abfallende Kopplungsverteilung mit

6N N+1—1
; = € |1,N 2.
T\ i€ L], (25)

untersucht werden. Beide Verteilungen sind so normiert, dass

N
Jp=> Ji=1 (2.6)

Die Wurzel J,; aus dem zweiten Moment der Kopplungen definiert unter der Wahl natiirlicher
Einheiten (5 = 1) eine Energieskala [10] und legt gleichzeitig die Zeitskala fiir die Kurzzeitdy-
namik des Zentralspins fest. Infolgedessen wird in den folgenden Simulationen die Zeit ¢ stets
in Einheiten von 1/J, angegeben. Im Experiment liegt diese Zeiteinheit in der Grofenordnung
einer Nanosekunde [7].

Abbildung 2.2 veranschaulicht den Verlauf der Kopplungsverteilungen durch Darstellung
der exponentiellen Kopplungen fiir N = 1000 Badspins und drei verschiedene Parameter
~. Zum Vergleich sind zusétzlich die dquidistanten Kopplungen aufgetragen. Offensichtlich
sind in den exponentiellen Kopplungsverteilungen fiir kleine v viele Kopplungen der selben
Grofsenordnung vertreten. Die Verteilung verlduft insgesamt flacher, sodass auch die schwé-
cheren Kopplungen einen wichtigen Beitrag zur Zentralspindynamik liefern, wéhrend die
Kopplungsverteilung fiir grofte v rasch abféllt und das System in diesem Fall von einigen
wenigen grofen Kopplungen dominiert wird. Es wird sich im Verlauf der Arbeit zeigen, dass
die schwécheren Kopplungen im System das Langzeitverhalten des Zentralspins bestimmen.
In Experimenten werden Messungen zumeist nicht an einzelnen, sondern an gréferen En-
sembles von Quantenpunkten durchgefiihrt. Um die zugrundeliegende Quantenmechanik
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Abbildung 2.2: Verlauf der Kopplungsverteilungen (2.4) und (2.5) fiir N = 1000 Badspins und
verschiedene Parameter ~.

moglichst genau durch eine klassische Rechnung beschreiben zu kénnen, werden die quan-
tenmechanischen Erwartungswerte ersetzt durch Mittelwerte der klassischen Grofen. In der
Modellbetrachtung werden daher stets verschiedenene Simulationsdurchlaufe mit zuféllig
verteilten Startwerten durchgefiihrt, iber die anschliefsend gemittelt wird. Diese Mittelwer-
te sollten die tatsdchlichen quantenmechanischen Grofen in guter Ndherung beschreiben.
In dieser Arbeit steht zumeist die gemittelte Autokorrelationsfunktion (S§(¢)S§(0)) der z-
Komponente des Zentralspins im Zentrum der Betrachtung. Autokorrelationsfunktionen
beschreiben grundséatzlich den Zusammenhang einer Grofe mit sich selbst zu einem friitheren
Zeitpunkt (hier zum Zeitpunkt ¢ = 0). Die Startwerte fiir Sy werden komponentenweise einer
Gaukverteilung mit Mittelwert 1 = 0 entnommen, wobei die Varianz ¢? in Analogie zur
Quantenmechanik durch den Erwartungswert fiir Spin S = 1/2 gegeben ist, sodass

(S50)85(0)) = 0% = (2.1

zu Beginn der Simulation gilt.

2.2 Klassische Bewegungsgleichungen

In der klassischen Betrachtung des Problems werden die Spins nicht wie in der quantenme-
chanischen Beschreibung durch Operatoren dargestellt. Thre Analogien in der klassischen
Physik sind einfache Drehimpulse, dargestellt durch Vektoren im R3. Es folgt nun eine
Herleitung der gesuchten Bewegungsgleichungen aus der Quantenmechanik. Das Aufstellen
der Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir den Zentralspin im betrachteten System fiihrt
mit der Kommutatorrelation fiir Drehimpulse [S®, Sﬁ] = i€qpyST mit {o, 8,7} € {z,y,2} auf



die operatorwertige Gleichung

%5‘0 = [H SO} (2.82)
= [So B, SO] (2.8D)
=i [ng;w, so} ti [nggy, so] ti [ng;z, so] (2.8¢)
=BxS8,. (2.8d)

Fiir die hier betrachteten klassischen Drehimpulse gilt daher analog
d

—~S,=B 2.
dtSO X So s ( 9a)
(%Sl =J;SoxS; i€ [I,N] , (2.9b)

wobei B = ZZN JiS; das klassische Overhauserfeld definiert. Gleichung (2.9a) beschreibt die
Prézession des Zentralspins um das klassische Overhauserfeld und die N Gleichungen in (2.9b)
spezifizieren die Prézession der einzelnen Badspins um das vom Zentralspin induzierte Feld.
Die Herleitung von Gleichung (2.9b) aus der Quantenmechanik verlauft analog. Der Nachteil
dieser klassischen Betrachtung ist, dass die Lange der einzelnen Spins nicht quantenmechanisch
korrekt behandelt wird. Hierauf wird im Laufe der Arbeit noch nédher eingegangen. Fiir die
Gesamtenergie im System und deren zeitliche Ableitung gilt

E=B-8, (2.10a)
dE . .

was sich durch Einsetzen der Gleichungen (2.9a) und (2.9b) in Gleichung (2.10a) zeigen lésst.
Die Gesamtenergie ist also erhalten. Der hier betrachtete klassische Ansatz legitimiert sich
dadurch, dass die Prézessionsbewegungen von Zentralspin und den Badspins auf verschiedenen
Zeitskalen stattfinden. Die dominante Stérke des Overhauserfeldes B verglichen mit dem
effektiven vom Zentralspin induzierten Feld Sy sorgt fiir eine um den Faktor v/N schnellere
Préazession des Zentralspins verglichen mit den einzelnen Badspins. Der einzelne Badspin spiirt
also lediglich ein Langzeitmittel der Zentralspintrajektorie, was eine klassische Beschreibung
von Sy rechtfertigt. Um die Dynamik von Sy im klassischen Modell zu bestimmen, besteht die
Méglichkeit die N + 1 Gleichungen (2.9a) und (2.9b) in jedem Zeitschritt ¢ zu 16sen. Hierzu
eignen sich numerische Standardverfahren, wie zum Beispiel die Runge-Kutta-Integration.
Diese wird, zum Teil unter Verwendung einer adaptiven Schrittweite, zur Losung sdmtlicher
in der Arbeit geloster Differenzialgleichungen angewendet.

Abbildung 2.3 zeigt die Autokorrelationsfunktion des Zentralspins als Losung der Gleichungen
(2.9a) und (2.9b) fiir den Fall exponentiell gekoppelter Badspins mit v = 0.03 und N = 100.
Dargestellt sind die Kurven fiir Mittelungen der Werte iiber verschieden viele Durchlaufe der
Simulation. Aukerdem sind die jeweiligen sich aus der Varianz o2 der betrachteten Gréfen
ergebenden statistischen Fehler als Standardabweichung der Rechnung, resultierend aus dem
Welford-Algorithmus [18], mit aufgefiihrt. Anhand der Abbildung wird deutlich, dass die
gezeigten Fehler proportional zu den statistischen Schwankungen der einzelnen Kurven sind
und infolgedessen mit steigender Anzahl an Simulationsdurchliufen M mit 1/v/M abnehmen.
Aus diesem Grund wird in den folgenden Abbildungen der gesamten Arbeit auf die Angabe
von Fehlern in den Plots verzichtet.
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Abbildung 2.3: Autokorrelation des Zentralspin resultierend aus den Gleichungen (2.9a) und (2.9b)
fiir Mittelungen iiber verschieden viele Durchldufe der Simulation mit Standardabweichung.

Ferner wird in einem Grofsteil der spateren Rechnungen stets iiber eine Gesamtzahl von exakt
M = 10° einzelnen Durchliufen gemittelt.

Der Inhalt des nachsten Kapitels setzt sich zusammen aus der Herleitung und Prasentation
verschiedener approximativer Methoden, welche dem Zweck dienen sollen, die Dynamik im
klassischen Zentralspinmodell effizienter berechnen zu konnen.






3 Approximative Methoden

3.1 Eingefrorenes Overhauserfeld

Ein erster Ansatz zur Approximation der vollen Simulation besteht in der Annahme eines
durch die Badspins erzeugten in der Zeit konstanten Feldes B(t) = const., welches in Wech-
selwirkung mit dem Zentralspin steht. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einem
eingefrorenen Overhauserfeld. Legitimation erhélt dieser Ansatz durch die unterschiedlichen
Zeitskalen, auf welcher die Prézessionsbewegungen von Zentralspin und Badspins stattfin-
den. Aufgrund der Dominanz des durch die Badspins erzeugten Feldes B gegeniiber dem
Zentralspin Sy, um den die einzelnen Badspins prazedieren, ist die Dynamik des Zentralspins
deutlich schneller. Aus seiner Sicht scheint also die Annahme ruhender Badspins und einem
damit einhergehenden zeitlich konstanten Overhauserfeld in erster Naherung gerechtfertigt.
Im Folgenden soll der dargestellte Fall der Prizession des Zentralspins um ein eingefrorenes
Overhauserfeld zunédchst durch eine Simulation erfasst und anschliefsend durch eine analytische
Losung nach Merkulov et al. [10] beschrieben werden.

3.1.1 Simulation

Die zeitliche Entwicklung des Zentralspins bei Prazession um ein konstantes Feld ergibt sich
aus Gleichung (2.9a), wobei die Komponenten des Overhauserfeldes B zu Beginn aus einer
Normalverteilung mit Varianz 0 = 1/4 gezogen werden. Abbildung 3.1 zeigt den Verlauf
der Korrelationsfunktion fiir eine Rechnung iiber 10° Ensembles. Nach dem Abfall auf ihr
charakteristisches erstes Minimum strebt die Korrelationsfunktion gegen den konstanten Wert

(SE(t)SE(0)) = 1/3(S2(0)S2(0)) = 1/12 = 0.083. (3.1)

Die Dephasierung des Zentralspins, verursacht durch die in dieser Naherung nicht beriicksich-
tigte Prézession der einzelnen Badspins, welche sich durch den Abfall Korrelationsfunktion
fur ¢ > 10 J, 1 ausdriickt, wird von der Approximation eines eingefrorenen Overhauserfeldes
offensichtlich nicht erfasst.

Im n#chsten Abschnitt wird eine analytische Losung fiir das soeben dargelegte Szenario der
Spinprézession um ein konstantes Feld vorgestellt.
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Abbildung 3.1: Simulation der Préizession eines Spins um ein konstantes gaufiférmiges Feld B und
volle Losung aller Bewegungsgleichungen fiir eine Prazession um N = 1000 Badspins mit exponentieller
Kopplung mit Kopplungsparameter v = 0.01.

3.1.2 Analytische Losung
Allgemein gilt fiir die Dynamik eines Spins S in einem festen Magnetfeld B:

S(t) =(So-n)n+[So— (So-n)n]coswt (3.2)
+{[So — (So - n)n] x n}sinwt ,

wobei Sy die Anfangskonfiguration des Spins,

B
n =15 (3.3)

den Normalenvektor in Magnetfeldrichtung und

_ HBGe

YTy

|B| (3.4)
die Larmor-Frequenz der Spinprézession im Magnetfeld beschreiben. Mittelt man diese
Gleichung iiber verschiedene gaukformig verteilte Magnetfeldkonfigurationen, so ergibt sich
die zeitabhéngige Spinpolarisation zu

3 .

£\ 2
1_2<TA) ]exp

(S(t)) = % {1+2
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mit der die Zeitskala der anfanglichen Relaxation bestimmenden Zeitkonstanten Ta. Nach
Definition der Energiekonstanten J, iiber die Summe der quadratischen Kopplungen ist im
Falle h = 1 die Zeitkonstante festgelegt durch

1
Th = — 3.6
ATy (3.6)
wobei sie damit wegen
(BY) = % + i (3.7)

fiir 4 = 0 umgekehrt proportional zur Standardabweichung der Magnetfeldverteilung ist. In
Abbildung 3.2 ist der Verlauf der Merkulovschen Losung fiir einen Startwert S§(0) = 1/2 neben
der Simulation aus dem vorherigen Abschnitt und der Losung aller Bewegungsgleichungen
fiir eine Prézession um N = 1000 Badspins dargestellt.

0.25 —— eingefrorenes Overhauserfeld
-=== Merkulov
—— volle Simulation, N = 1000 Spins
0.20
2 0.15
=}
s
v
=~ 0.10
0.05
0.00 T T T T
0 20 40 60 80 100

Abbildung 3.2: Analytische Losung der Prézession eines Spins um ein konstantes Magnetfeld B und
volle Losung aller Bewegungsgleichungen fiir eine Prazession um N = 1000 Badspins mit exponentieller
Kopplung mit Kopplungsparameter v = 0.01.

Wie zu erwarten, stimmen die analytische Losung und die Simulation der Spinprézession
um ein festes Magnetfeld bis auf statistische Schwankungen exakt iiberein. Dadurch, dass
in dieser Methode die Spindephasierung nach dem ersten Minimum nicht mehr erfasst wird,
eignet sie sich nicht zur Simulation der Langzeitdynamik des Zentralspins. Im Folgenden
Kapitel wird eine Methode vorgestellt, welche es ermoglicht die Fluktuationen des Bades in
der Simulation zu beriicksichtigen, wodurch eben diese Dephasierung erfasst werden kann.
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3.2 Hierarchie-Methode

3.2.1 Herleitung einer Hierarchie von Overhauserfeldern

Die vorangehenden Betrachtungen basierten auf der Annahme eines konstanten Overhauserfel-
des und schlossen damit eine Prézession der einzelnen Badspins aus. Dies stellt eine gute erste
Naherung dar, kann jedoch offensichtlich nicht die ganze Physik erfassen. Eine Mo6glichkeit
wére es zuséatzlich die zeitliche Entwicklung jedes Badspins durch Lésen der entsprechenden
Differenzialgleichung verfolgen, was jedoch aus den in Abschnitt 2.2 genannten Griinden
ineffizient ist. Eine andere Moglichkeit ist es, anstatt jeden Badspin einzeln zu betrachten,
die Dynamik des Overhauserfeldes B als Ganzes zu studieren [19]. Die explizite Berechnung
der zeitlichen Entwicklung von B fiihrt auf

d

aB = JZ'S() X ; JZSz (3.8&)
=Sox Y J'S; (3.8D)
= So x By . (3.8¢)

Das Aufgeben der Annahme eines konstanten Overhauserfeldes fiihrt offenbar in erster
Ordnung zu einer einfachen Prézessionsbewegung von B um ein neues Feld Bs. Nach dem
selben Schema lasst sich nun die Dynamik von Bs berechnen, was schliellich die Definition

N
B, =) _J'S; (3.9)

=1

nahelegt. Man erhélt damit fiir das Wechselspiel der Dynamiken von Zentralspin und Over-
hauserfeld eine Hierarchie von Differenzialgleichungen

4
dt
welche bis zu beliebigem n = nyay iteriert werden kann. Die Felder B(t) werden zu Beginn
jeweils gaukverteilt mit einer Varianz o = 1/4 gewihlt, wodurch sich die Eigenschaften der

Gaubtverteilung, wie, dass Summen von gaufverteilten Zufallsgrofen ebenfalls gaufsverteilt sind,
auf das Overhauserfeld iibertragen. Die Komponenten der Felder gehorchen den Korrelationen

Bn = SO X Bn+1 y (310)

N
1
apfy n+m
(B Bpn) = 4 0ap ; J! (3.11a)
_ Gt (3.11D)
4
und fiir den speziellen Fall der exponentiellen Kopplungen gilt insbesondere
— d _ —d(i—1)y _ a1l
Cy = Z JE = Jo Z e T =(27)2 = (3.12a)
2%
== N5l (3.12b)



mit d = n + m. Die sich daraus ergebende Korrelationsmatrix

N
(1Y)

]
S
)

3
2

1
o- |5V

ot

N
Njw

37
28 3 s (3.13)
Y 5 V2 67
ist reell und symmetrisch und lasst sich daher mit einer orthogonalen Transformation
o'co=D (3.14)

diagonalisieren. Die Startwerte der B}, konnen aus einer Normalverteilung mit diagonaler
Korrelationsmatrix und Varianz o2 = A entnommen werden, wobei ); die Eigenwerte der
Korrelationsmatrix sind. Anschliefend miissen die gaufiformig verteilten Felder B’ nach

B=0B' (3.15)

zuriick in die urspriingliche Basis transformiert werden. Der Vorteil der Hierarchie-Methode
ist, dass nun nicht mehr in jedem Zeitschritt das Verhalten aller N + 1 Spins einzeln
berechnet werden muss, sondern man lediglich die zeitliche Entwicklung einer Hierarchie
von Overhauserfeldern, sowie die des Zentralspins verfolgt. Der dargestellte Basiswechsel
fithrt auf eine Hierarchie von Bewegungsgleichungen (3.10), die sich nun beliebig trunkieren
ldsst. Anders als in der urspriinglichen Basis, wo eine Trunkierung der Differenzialgleichung
lediglich das Weglassen der restlichen Spins und damit die Beschreibung einer anderen Physik
bedeutet hitte, wird das Overhauserfeld hier in Potenzen der Kopplungen J; entwickelt. Fiir die
Kopplungen gilt jedoch allgemein J; < 1, was sie als Entwicklungsparameter pradestiniert und
damit eine Trunkierung in deren Potenzen legitimiert. Aufgrund der immensen Systemgrofie
von N ~ 10° Badspins im Quantenpunkt, lisst diese Hierarchie-Methode eine deutliche
Steigerung der Effizienz der Berechnung erwarten.

3.2.2 Ergebnisse

Abbildung 3.3 zeigt den Verlauf der Korrelationsfunktion (S§(¢)S§(0)) des Zentralspins unter
Verwendung der Hierarchie-Methode bis zu verschiedenen Leveln npy .y fiir die exponentiellen
Kopplungen mit v = 0.01 und N = 1000 Spins. Zum Vergleich wurde aufterdem die Merku-
lovsche Losung aus Gleichung (3.5) dargestellt. Die ebenfalls gezeigte volle Simulation aller
Spins (siehe Kapitel 2.2) ermoglicht eine Aussage iiber die Genauigkeit der Simulation. Fiir
Nmax = 1 ergibt sich aufgrund der sich ergebenden Prizessionsbewegung um ein konstantes
Overhauserfeld erwartungsgeméfs die Merkulov-Losung. Man erkennt auferdem, dass sich die
aus der Hierarchie resultierende Korrelationsfunktion fiir wachsende nyax liber einen grofseren
Zeitraum verhélt wie die direkte Losung aller N + 1 Bewegungsgleichungen, bevor sie ein
unphysikalisches Verhalten zeigt. Fiir nya.x = 10 ist die Kurve bis zu ¢t ~ 25 [J(; 1] deckungs-
gleich mit der vollen Simulation. Das Kurzzeitverhalten des Zentralspins wird somit durch die
Hierarchie-Methode gut erfasst. Es besteht jedoch ebenfalls Interesse am Langzeitverhalten,
welches auf diesem Wege nicht hinldnglich bestimmt werden kann. Das Erhéhen von npax
fiihrt zwar zu einer Vergroferung des stabilen Bereichs der Simulation, allerdings ist die
Konvergenz des Verfahrens deutlich zu langsam. Ein Anwachsen der zu 1ésenden Differenzial-
gleichungen mit npyax fithrt offensichtlich zu steigendem Rechenaufwand, was im Widerspruch
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Abbildung 3.3: Korrelationsfunktion des Zentralspins als Resultat der Hierarchie-Methode mit
N = 1000 Spins und exponentiellen Kopplungen mit v = 0.01 im Vergleich zur Merkulovschen Lisung,
sowie der vollen Simulation.

zur eigentlichen Idee der Hierarchie-Methode stehen wiirde. Es stellt sich nun die Frage,
warum die Ergebnisse dieser Methode derart schnell von der vollen Simulation abweichen.
Eine mogliche Begriindung liegt in der Nicht-Hermitizitdt der Abbildungsmatrix im Differen-
zialgleichungssystem der Methode. Sei B der Supervektor, welcher die einzelnen 3er Vektoren
B,, als Komponenten enthélt. Dann lédsst sich die Hierarchie von Differenzialgleichungen
(3.10) schreiben als

0 1 0 0
4 B_ g, x B (3.16)
dt 0 0]+ '

: 1

0 0

wobei das Vektorprodukt mit S beziiglich des Supervektors komponentenweise zu verstehen
ist. Die hier auftretende Matrix ist nicht-hermitesch, was sich auch unter der orthogonalen
Transformation in Gleichung (3.15) nicht &ndert und daher kann das Auftreten imaginérer
Eigenwerte der Matrix nicht ausgeschlossen werden. Diese imagindren Eigenwerte lassen sich
im zugehorigen System von Bewegungsgleichungen exponentiell in der Zeit divergierenden
Losungen zuordnen, was das instabile Verhalten der Methode erkléren kénnte. Aus diesem
Grund wird im nédchsten Abschnitt eine Verbesserung der Methode unter Verwendung
orthogonaler Polynome présentiert, wodurch sich das Differenzialgleichungssystem durch eine
hermitesche Matrix beschreiben lasst.
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3.3 Lanczos-Methode

Nachdem im vorangehenden Kapitel eine Methode zur effizienten Berechnung der Zentralspin-
dynamik vorgeschlagen wurde, welche sich jedoch nicht zur Analyse des Langzeitverhaltens
eignet, soll nun ein Verfahren présentiert werden, dass fiir eine entscheidende Verbesserung
beziiglich der Stabilitdt der Berechnung fiir grofle Zeiten ¢ sorgt. Erreicht wird dies durch
Verwendung orthonormaler Polynome in der Hierarchie der Overhauserfelder, die sich mithilfe
des Lanczos-Algorithmus [20] berechnen lassen.

Hierbei handelt es sich um einen iterativen Algorithmus, welcher sich unter anderem zur
Berechnung von Eigenwerten und Eigenzustédnden von Matrizen eignet. In diesem Kapitel wird
er zur Berechnung der Tridiagonalmatrix einer linearen hermiteschen Abbildung verwendet.
Fiir alle weiteren Betrachtungen sollen an dieser Stellen die dimensionslosen und auf J,
normierten Kopplungsparameter

Ji
p— 3.17
w3 3.17

definiert werden.

3.3.1 Verwendung orthogonaler Polynome

Die im vorherigen Abschnitt eingefiihrte Definition
N
B,=>_J'S, (3.18)
i=1

des Overhauserfeldes in der n-ten Ordnung der Hierarchie entspricht der Verwendung von
Polynomen p,,(a;), welche die beziiglich des Skalarproduktes

N
<pn’pm> = ZPZ(ai)pm(ai) (3.19)

nicht-orthogonale Monombasis {a;,a?,a3, ...} aufspannen. Die Idee ist es nun die Hierarchie
von Overhauserfeldern nach

N
P, = an(ai)si (3.20)
i=1

durch orthonormale Polynome der Kopplungen p,(a;) zu beschreiben. Das hat unter anderem
den Vorteil, dass die Korrelationsmatrix der aus den orthonormalen Polynomen generier-
ten Felder per Definition Diagonalgestalt hat. Dies wird deutlich unter Betrachtung des
Skalarproduktes zweier verschiedener Felder:

(PIP3) = an(ai)Pm(ai)<(53)2> (3.:21a)
= inn(ai)pm(ai) (3.21b)
= %<pnpm> (3.21c¢)
_ %5”"”' (3.21d)

17



Da die Hierarchie-Methode das Overhauserfeld in Potenzen der Kopplungen entwickelt,
kommt mit jedem Level ein Faktor J; unter der Summe hinzu. Gesucht ist daher allgemein
die Tridiagonalgestalt

ap B 0 0
B az B2 O
H= . 3.22
- 0 B2 as ( )
0 0
der hermiteschen Abbildung H mit
H: p(x) = z-p(z) (3.23)

im Raum der Polynome.
Nach Festlegung von p;(x) = x lasst sich die gewiinschte Orthonormalbasis {p1,...,pn}
beziiglich des Skalarproduktes (3.19) mithilfe des Lanczos-Algorithmus [20] nach

- Pnt1 = Pn (3.24a)
— (Dnt1lPn—1) = (Pnl|z|Pn-1) = Bn-1 (3.24b)
- (Pnt1lpn) = an (3.24¢)
- Prt1 = Pns1 — @npp — Bn1Pn1 (3.24d)
— (Prs1lPns1) = B2 (3.24e)
= = (3.24f)

Pn+1 = Epn+1
ableiten. Prinzipiell besteht der Algorithmus aus der Anwendung der untersuchten Abbildung
auf das Startpolynom, sowie einer Orthogonalisierung mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens.

Fiir die sich ergebenden Polynome gilt aufserdem die Rekursionsformel

X Pn = /Bnpn-i-l + P + Br—1Pn—1. (3'25)

Aus Gleichung (3.20) folgt fiir die zeitliche Entwicklung der orthonormalen Felder:

d N
= ;pn(ai)si (3.26a)
N
= an(ai)ai(so x Si) (3.26Db)
i=1
= SO X Zaipn(ai)Si (3.26C)

=1

Und unter Verwendung von Formel (3.25) ergibt sich daraus schliefslich die neue Hierarchie
von Bewegungsgleichungen

d
apn = 8y X (ﬁnPn-‘rl +an Py + /Bn—lpn—l) . (327)
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in der Lanczos-Methode. Fiir die Simulation benétigt werden demnach die Koeffizienten
{a1,09,...,an } und {B1,P2,...,0n—1} der Matrix H, um damit die Dynamik der zu Simulati-
onsbeginn gaufverteilten P,,-Felder zu berechnen. Die zeitliche Entwicklung des Zentralspins
ergibt sich dann schliefllich aus dem ersten Feld nach

d

—So=P . .2
dtSO 1% So (3.28)

Um sich mit dem Schema der Berechnung der Dynamik der Felder in dieser Methode
vertraut zu machen, empfiehlt sich eine schrittweise Betrachtung von Gleichung (3.26a).
Aufgefiihrt sind jeweils das Level der Approximation und die entsprechend zu lésenden
Bewegungsgleichungen.
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Level 1: aSO = P1 X S() (329)
d

Level 2: aSO = P1 X S() (3.30)
d
7P1 = SO X a1P1 (331)
dt
d

Level 3: &SO = P x SO (3.32)
d
&Pl = So % (ﬂlpg + O(1P1) (333)
d
aPQ = So % (OéQPQ + ,81P1) (334)
d

Level 4: d—tSo = P, xS (3.35)
d
apl = So X (61P2 + alPl) (336)
d
h2= So x (f2P3 + aaP3y + 51 P1) (3.37)
d
apg = So % (043P3 + 52P2) (338)
d

Level 5: &SO = P1 X SO (3.39)
d
&Pl = So % (ﬂlpg + O(1P1) (340)
d
&PQ = So % (B2P3 + aa Py + 1 P) (3.41)
d
P = So x (B3P4+ azP3 + f2P2) (3.42)
d
&P4 = So X (044P4 + ,33P3) (3.43)

Anschaulich wird hier auf dem jeweiligen Level die linke obere Quadratmatrix von H mit der
entsprechenden Grofe ausgeschnitten. B

Mithilfe dieser Methode der Verwendung orthonormaler Polynome zur Approximation der
Badspinfluktuationen sollte die Genauigkeit bei der Berechnung der Zentralspindynamik mit
dem jeweiligen Level der Approximation erheblich zunehmen, verglichen mit der vorange-
henden urspriinglichen Hierarchie-Methode. Dies ist zu erwarten, da die Matrix H, welche
das System an Bewegungsgleichungen beschreibt, reell und symmetrisch und damit auch
hermitesch ist. Wéhrend in der urspriinglichen Hierarchie-Methode exponentiell divergierende

20



Losungen moglich waren, schliefst die nun gegebene Hermitizitat der Matrix solche Losungen
von vornherein aus. Hermitesche Matrizen haben stets reelle Eigenwerte, welche zu einfachen
Prézessionen bei der zeitlichen Entwicklung der einzelnen Bewegungsgleichungen fiithren. Die
mit dieser Methode berechneten Autokorrelationsfunktionen sollten daher deutlich stabiler
verlaufen und die volle Simulation {iber einen signifikant gréfseren Zeitraum approximieren
konnen.

3.3.2 Ergebnisse

In Abbildung 3.4 befindet sich der Verlauf der Korrelationsfunktion (S§(t)S§(0)) als Ergebnis
der Lanczos-Methode fiir verschiedene Approximationslevel ny.x. Simuliert werden hier
N = 1000 mit v = 0.01 exponentiell gekoppelte Badspins. Zur Bewertung der Genauigkeit
der Methode ist erneut die volle Simulation aller Spins dargestellt. Um einen Vergleich
zu den vorherigen Resultaten zu schaffen ist zusétzlich das entsprechende Ergebnis der
Hierarchie-Methode auf Level ny.x = 8 bis t = 100 [Jq_ 1] aufgefiihrt.

0.25 A
0.2 4
0.20
—— Mmax = 1
0.1 Nmax = 2
—— MNmax =4
~ 0.15
= ——— Nmax =6
?I]O 0.0 . ——— Nmax = 8
) —— Hierarchie, nmax =
ao 0.10 0 5 10 Iea§ ie Mimax 8 ‘
a — volle Simulation, N = 1000 Spins
0.05 A ——
0.00
1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000
t[J7

Abbildung 3.4: Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Lanczos-Rechnung fiir verschiedene Le-
veltiefen n,,, und exponentielle Kopplungen mit v = 0.01 und N = 1000 Spins. Zum Vergleich das
Ergebnis der herkbmmlichen Hierarchie-Methode auf Level ny.x = 8 und die volle Simulation.

Fir npax = 1 ergibt sich auch in der Lanczos-Methode erwartungsgeméft wieder die Merkulov-
Kurve. Schon ab ny.x = 2 tibertrifft die Lanczos-Methode in Bezug auf die Genauigkeit der
Simulation bereits die herkdmmliche Hierarchie-Methode mit ny,.x = 8, dessen resultierende
Kurve lediglich im Anfangsbereich die volle Simulation sinnvoll approximiert. Dies zeigt
klar, wie enorm der Gewinn an Genauigkeit durch die Verwendung einer orthonormalen
Basis fiir die Overhauserfeldhierarchie ist. Zudem scheint die Lanczos-Rechnung schnell zu
konvergieren, da die volle Simulation bereits mit ny,,x = 8 fiir Zeiten bis t &~ 600 [Jq_ 1] sehr
genau angendhert wird.
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Abbildung 3.5: Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Lanczos-Rechnung fiir verschiedene Level-
tiefen np.x und linearen Kopplungen mit N = 1000 Spins. Zum Vergleich das Ergebnis der vollen
Simulation.

Abbildung 3.5 zeigt die entsprechenden Ergebnisse fiir die linearen Kopplungen fiir N = 1000
Spins. Es fallt auf, dass die Lanczos-Rechnung fiir diese Kopplungsverteilung schneller zu
konvergieren scheint. Mit nyax = 8 liegt das Ergebnis bereits bis t = 1000 [Jq_ 1] nahezu exakt
auf dem der vollen Simulation. Der Grund fiir das unterschiedliche Konvergenzverhalten der
beiden Kopplungen liegt im Verlauf der Verteilungen. Wéhrend in der linearen Verteilung
eine klare Hierarchie von groffen zu kleinen Werten existiert, tauchen in den exponentiell
verteilten Kopplungen viele kleine Werte auf, die alle etwa in der selben Gréfsenordnung liegen,
wodurch eine wesentliche und nicht vernachlassigbare Langzeitdynamik ensteht. Um dieses
kompliziertere Verhalten in der Simulation zu erfassen muss daher im Falle der exponentiellen
Verteilung genauer, also mit groferem npyax approximiert werden.
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Abbildung 3.6: Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Lanczos-Rechnung fiir grofere Leveltiefen
Nmax = 8, 16 und 32 und exponentiellen Kopplungen mit v = 0.01 und N = 1000 Spins. Zum Vergleich
das Ergebnis der vollen Simulation.

Abschliefsend ist in Abbildung 3.6 gezeigt, dass die volle Simulation selbst fiir sehr grofse
Zeiten von t = 10000 [Jq_ 1} problemlos durch die Lanczos-Rechnung gendhert werden kann.
Dargestellt ist das Ergebnis der Rechnung fiir die exponentielle Kopplungsverteilung mit
v =0.01 und N = 1000 Spins mit nymax = 8,16 und 32. Fir nya.x = 32 liegt die Naherung bis
t = 1000 [J; 1] quasi exakt auf der vollen Simulation.

Es stellt sich nun noch die Frage, wie die Leveltiefe n genau zu wéhlen ist, um eine verlassliche
Approximation bis zu einem gewiinschten Zeitpunkt ty.x zu erhalten. Hierzu muss zunéchst
eine obere Schranke ¢ > 0 fiir die maximale relative Abweichung

Svoll - Sapprox.

Aapprox. = ‘ S ol (344)

der approximativen Losung nach der Lanczos-Methode von der vollen Simulation definiert
werden. Der Ubersichtlichkeit halber wurde hier die Abkiirzung S = (SZ(t)SZ(0)) eingefiihrt.
Aufgrund der statistischen Schwankungen in den Daten kann diese obere Schranke nicht
beliebig klein gewéhlt werden. Fiir Werte ¢ < 0.15 werden die Ergebnisse unrealistisch,
weshalb die Schranke auf 15% gesetzt wurde. Der obere Teil von Abbildung 3.7 zeigt eine
Darstellung der Simulationszeiten ¢yax, bis zu denen die Naherungslosung die volle Simulation
im Rahmen der definierten Schranke beschreibt, in Abhéngigkeit von der Leveltiefe npax.
Fiir alle ¢ > tyax ist stets Agpprox. > §. Im unteren Teil wurden die gewonnenen Daten
zuséatzlich logarithmiert dargestellt, um ein Potenzgesetz fiir das Verhalten von ¢y, bei
steigendem n ableiten zu kénnen. Eine lineare Regression der logarithmierten Daten, welche
ebenfalls dargestellt ist, liefert eine Steigung der Geraden von a = 1.9718 4+ 0.0004, was
einen naherungsweise quadratischen Zusammenhang zwischen realistisch approximierbarer
Simulationszeit und Leveltiefe offenbart.
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Das bedeutet, mochte ein Anwender der Methode die erreichbare Simulationszeit vervierfachen,

so muss er in guter Naherung die Leveltiefe verdoppeln.
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4000 +
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Abbildung 3.7: In der oberen Abbildung ist der Zeitpunkt ¢y, bis zu welchem die approxima-
tive Losung die volle Simulation im Rahmen der Schranke £ = 0.15 fiir die relative Abweichung
beschreibt, in Abhéngigkeit der Leveltiefe n dargestellt. In der unteren Abbildung sind die Daten
logarithmiert dargestellt. Eine ebenfalls abgebildete lineare Regression liefert eine Gerade mit Steigung

a = 1.9718 £ 0.0004.
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3.3.3 Limes unendlich vieler Badspins

Um die physikalischen Gegebenheiten innerhalb eines Quantenpunktes zu simulieren, gentiigt

eine Betrachtung von NV = 1000 Badspins nicht. Unter gewissen Umsténden ist es in der

Lanczos-Methode aber moglich durch Bestimmung des Grenzwertes A}im (Pn|pm) den Fall
— 00

unendlich vieler Badspins zu simulieren. Dies sollte den realen physikalischen Gegebenheiten

innerhalb eines Quantenpunktes mit N = 10° — 10% sehr nahe kommen.

Sei

n+m

Pn(@i)pm(a;) = Poym(a;) = Z cjal (3.45)
7j=1

mit den Koeffizienten c; des beim Skalarprodukt auftretenden Produkt-Polynoms. Dann folgt:

N
li = i P, ; 4
Ngnoo<pn|29m> Ng“@; ntm (@) (3.46)
=
N n+m '
= lim Z Z cjal (3.47)
N—o00 P
N n+m j
= lim Z Z ¢j (aoe_(i_1)7> (3.48)
N—o00 o1 =1
N—-1n+m )
= lim Z Z cjahe (3.49)
N—oo i—0 =1
n+m N-1 )
j . i\ 2
= Z cjal) A}gnoo Z (e77) (3.50)
j=1 i=0
7=1

fir den Grenzfall N — oco. Dieser Ausdruck geht mit ), |a;|" < oo und ist damit konvergent.
Auf diesem Weg lassen sich also fiir den Fall exponentiell gekoppelter Badspins sogar unend-
lich grofte Quantenpunkte simulieren. Diese Moglichkeit war so vorher nicht gegeben. Eine
Simulation von N = oo Badspins durch Losen aller Differenzialgleichungen ist logischerweise
ausgeschlossen. Hierbei handelt es sich um eine besondere Eigenschaft der Methode.
Abbildung 3.8 zeigt einen Vergleich zwischen einer Simulation mit N = 1000 und einer
Rechnung fir den Limes N — oo. Gerechnet wurde jeweils mit npa.x = 32 und exponen-
tiell verteilten Kopplungen mit v = 0.01. Augenscheinlich existiert selbst auf der Skala
t < 10000 [Jq_ 1] kaum ein Unterschied zwischen beiden Rechnungen. Begriinden lésst sich
diese Beobachtung dadurch, dass die kleinsten Kopplungen fiir N = 1000 Spins bereits bis
auf Jmin ~ 6.45 - 1079 abfallen und damit nahezu verschwinden, weshalb die Erweiterung auf
N = oo kaum mehr ins Gewicht fallt.
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Abbildung 3.8: Lanczos-Rechnung fiir ny,, = 32 mit exponentiell verteilten Kopplungen und
~v = 0.01. Dargestellt sind die Ergebnisse fiir N = 1000 Spins und N = co Spins.

3.4 Spektraldichte-Methode

3.4.1 Untersuchung der Lanczos-Koeffizienten

Im vorangegangenen Kapitel wurden unter Verwendung des Lanczos-Algorithmus Koeffizien-
ten «u, und [, berechnet, mit denen sich Felder P, bestimmen liefsen, die das Verhalten des
Overhauserfeldes approximieren. Im Folgenden soll nun eine neue Methode motiviert werden,
in welcher die Dynamik des Overhauserfeldes unter Betrachtung der spektralen Dichte des
Systems simuliert wird. Zunéchst ist zu zeigen, dass die Lanczos-Koeffizienten unter geeigneten
Bedingungen néherungsweise konvergieren. In den Abbildungen 3.9 und 3.10 sind die sich
aus der exponentiellen Kopplungsverteilung ergebenden «,, und 3, gegen die Leveltiefe n im
Lanczos-Algorithmus dargestellt. Zusétzlich sind die ersten 100 Kettenbruch-Koeffizienten a,,
und b, nach Pettifor und Weare [21] fiir eine lineare Spektraldichte der Form
w
no(E) = ?E Jmin < F < Jmax (3.52)
mit aufgefiihrt, wobei W = Jpax — Jmin das Spektrum der Kopplungen im System beschreibt.
Die Annahme einer linearen Spektraldichte erscheint hier zunéchst noch willkiirlich, wird sich
jedoch im weiteren Verlauf als sinnvoll erweisen. Die Kettenbruchkoeffizienten ergeben sich
fiir eine Funktion der Form aus Gleichung (3.52) nach
w 1
[ 2(ln—=1) 4+ 1)(2(n— 1)+ 3)

_w 4n?(n+1)?
. 3.54
\/2n2n+1 )2(2n + 2) (3:54)

41|, (3.53)

CL:
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Abbildung 3.9: Kettenbruchkoeffizienten fiir eine lineare Gewichtsfunktion a,, und Lanczos-Koeffi-
zienten fiir die exponentiellen Kopplungen a,, mit relativer Abweichung A.
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Abbildung 3.10: Kettenbruchkoeffizienten fiir eine lineare Gewichtsfunktion b,, und Lanczos-Koeffi-
zienten fiir die exponentiellen Kopplungen f,, mit relativer Abweichung A.

Auferdem ist die relative Abweichung

(3.55)

(3.56)
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der Lanczos-Koeffizienten zu den Kettenbruchkoeffizienten ebenfalls dargestellt. Offenbar
herrscht hier schon fiir einen vergleichsweise grofsen Kopplungsparameter v = 0.01 eine gute
Ubereinstimmung. Die Lanczos-Koeffizienten scheinen bis zu einer Tiefe n ~ 40 nahezu stabil
zu sein, fallen dann jedoch langsam ab. Eine Verkleinerung des Parameters um eine Grofien-
ordnung auf v = 0.001 fiithrt dazu, dass die Lanczos-Koeffizienten nach einer anfanglichen
Dynamik {iber die gesamte Rechnung bis zu einer Tiefe von n = 100 in guter Ndherung
konstant bleiben. Dies lésst den Schluss zu, dass sich das System im Falle exponentieller
Kopplungen und ausreichend kleinem Parameter «y trefflich durch eine lineare Spektraldichte
beschreiben lassen miisste.

Zur weiteren Motivation dieses Vorgehens soll im nédchsten Abschnitt die Gewichtsfunktion
sowohl fiir die exponentielle als auch fiir die lineare Kopplungsverteilung explizit berechnet
werden.

3.4.2 Kettenbruchdarstellung der Spektraldichte
Die Spektraldichte p einer Resolvente R(w) lésst sich nach

(e =~ S(R(w) (3.57)
durch
1
R(w):= — (3.58)
—111

mit retardierter Frequenz w = € + i ausdriicken. Der Index verweist hier auf das linke obere
Element der inversen Matrix. Die Resolvente von T lasst sich wiederum nach

1
R(w) = = (3.59)
W= —
w—az— 2

als Kettenbruch entwickeln. Im Folgenden soll durch explizite Berechnung des Kettenbruchs
(3.59) die Form der Spektraldichte p(e) der Lanczos-Matrix T fiir die beiden Kopplungsver-
teilungen in (2.4) und (2.5) untersucht werden. Es wird sich zeigen, dass bei Verbreiterung
der in p(e) auftretenden é-Funktionen durch Annahme eines endlichen Imaginérteils ¢ der
retardierten Frequenz w die Spektraldichte in eine kontinuierliche Funktion iibergeht. Die
6-Funktionen werden dann zu Lorentz-Kurven.

Abbildung 3.11 zeigt die Darstellung des Kettenbruchs der Lanczos-Koeffizienten «, und 5,
der exponentiellen Kopplungsverteilung mit N = co Kopplungen und v = 107°. Ausgewertet
wurde der zugehdrige Kettenbruch bis zu einer Tiefe d = 100. Offensichtlich geht die peakar-
tige Struktur der spektralen Dichte schon bei einer vergleichsweise geringen Verbreiterung
des Imaginérteils von § = 0.0001 in eine glatte, lineare Funktion iiber. Dass die Annahme
aus dem vorherigen Kapitel einer linearen Spektraldichte fiir die exponentiellen Kopplungen
gerechtfertigt war, wird damit erneut bestétigt, nachdem zuvor schon eine Ubereinstimmung
der Kettenbruch- mit den Lanczos-Koeffizienten aufgezeigt werden konnte.

In Abbildung 3.12 ist die gleiche Rechnung fiir die lineare Kopplungsverteilung mit N = 100
Kopplungen gezeigt. Der Kettenbruch wurde ebenfalls bis zu einer Tiefe d = 100 ausgewertet.

28



500

—— 6 = 0.00002

p(e)

250 A

L

500
—— §=10.0001
© 4
< 250
O I I I

1 1
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
€

Abbildung 3.11: Kettenbruchdarstellung der Spektraldichte fiir die exponentielle Kopplungsvertei-
lung mit N = co Kopplungen und v = 10~°.
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Abbildung 3.12: Kettenbruchdarstellung fiir die lineare Kopplungsverteilung mit N = 100 Kopp-
lungen.

Auch in diesem Fall entsteht offenbar bereits bei einer Verbreiterung von § = 0.003 eine
glatte, hier parabelférmige Funktion. Dass die gezeigten Kurven nicht abrupt enden, sondern
vergleichsweise langsam und gleichméfig abfallen, ist der jeweils gewdhlten Verbreiterung
geschuldet. Die gezeigten Resultate festigen die Annahme, dass sich fiir die beiden untersuchten
Kopplungsverteilungen eine polynomielle Spektraldichte finden lésst, was eine analytische
Betrachtung dieses Zusammenhangs motiviert.
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An dieser Stelle soll jedoch noch auf die beiden definierenden Eigenschaften der Spektraldichten
hingewiesen werden. Zunachst ist die Flache unter den Kurven in den gezeigten Fillen jeweils
gleich und auf eins normiert. Weiterhin erstreckt sich der Definitionsbereich der beiden
Spektraldichten von €y, = 0 bis zu einem gewissen Wert €, welcher der grofsten Kopplung
Gmax 1M System entspricht. Fiir die dargestellten Fille berechnet sich dieser Wert zu

emax = V1 — e 27 (3.60)

~ 0.0045 (3.61)
fiir die exponentiellen Kopplungen und zu

6N
2N2 + 3N +1
~0.1719 (3.63)

(3.62)

€max =

fiir die linearen Kopplungen. Dies entspricht jeweils den Vorfaktoren der Kopplungsverteilun-
gen in den Gleichungen (2.4) (im Limes N — co0) und (2.5). Die Néherungen

Vi-e 2 /2y Vy<1, (3.64a)

/ 6N /3
—————— /= VYN >1 3.64b
2N2 4+ 3N +1 N > ( )

werden im Verlauf der Arbeit noch Verwendung finden. Es wird sich im néchsten Kapitel
zeigen, dass der Wert €pax = Gmax der grofiten Kopplung im System von Bedeutung fiir das
Verhalten der Autokorrelation des Zentralspins im Langzeitlimes ist. Nun wird jedoch im
néchsten Abschnitt zunéchst ein analytischer Weg zur Berechnung der spektralen Dichte des
Systems beschrieben.
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3.4.3 Herleitung einer kontinuierlichen Spektraldichte

Fiir die zeitliche Entwicklung der in der Lanczos-Methode verwendeten P-Felder mit Grofe
L gilt allgemein:

L
P;=5S)x> TjmPn , (3.65)
m=1
wobei
ap B 0 0
fr az B2 O
T = 3.66
- 0 B2 a3 ( )
0 0

eine reelle und symmetrische Tridiagionalmatrix mit den Eigenwerten ¢, und den orthonor-
mierten Eigenvektoren u, (o € 1...L) beschreibt. Wir definieren nun neue Vektoren

L
Qu(t) = (Ua)mPum(t) - (3.67)

m

=

Eingesetzt in (3.65) ergibt sich

L
Qa = SO X Z uajijPm(t)
m,j=1
L
= S0 % €a Y (ta)mPm - (3.68)

m=1

Und damit die Darstellung

Q. =€.Sox Q, (3.69)

von Gleichung (3.65) in einer diagonalen Basis. Aufgrund der Orthogonalitéit der Eigenvektoren
U, sind die Anfangswerte der Vektoren @, ebenfalls gaufsverteilt und unkorreliert.

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass sich fiir die Matrix T eine Spektraldichtefunktion
berechnen lésst, welche es erméglicht, die zur Losung des Gleichungssystems in der diagonalen
Basis benoétigten Frequenzen €, mit den jeweiligen zugehorigen Gewichten im Kontinuumslimes
zu bestimmen.

Integration von (3.69) fiihrt auf

Q.(t) = Da(t)Q,(0) (3.70a)
mit  Dy(t) =T [e€a Js %t’)ﬂ , (3.70b)

wobei 7 den Zeitordnungsoperator darstellt [22]. M ist hier die lineare Abbildung fiir die
M(t)v = So(t) x v, (3.71)
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mit einem beliebigen Vektor v € R? gilt. Ist Sy(t) bekannt, so lisst sich Gleichung (3.70b)
leicht numerisch 16sen.
Die Dynamik des Zentralspins ergibt sich schlieflich wie zuvor aus

So(t) = P1 X So(t). (3.72)

Es wird also das Feld P71 benétigt, welches sich mithilfe der inversen Transformation

L

Po=) (uh)mQ,(t) (3.73a)

a=1
L

= P= Y ()iQu (1)

o=

=1
L
> (12)1Da(H)Q4(0) (3.73b)
=1

«

berechnen ldsst. Die Gleichungen (3.69) (3.72) und (3.73b) bilden zusammen ein geschlossenes
Gleichungssystem, welches es sinnvoll zu approximieren gilt. Eine Moglichkeit wére es, die
Tridiagonalmatrix T" auf Dimension d < L zu trunkieren, was mathematisch dem bisherigen
Vorgehen entsprechen wiirde, bis auf die Tatsache, dass die Differenzialgleichungen nun in
einer diagonalen Basis dargestellt sind.

Eine andere Moglichkeit besteht im Einfiihren eines Kontinuumslimes

p(e) =D [ta|*d(e — €q) (3.74)

flir die Zustandsdichte des Systems. Da die Matrix T reell-symmetrisch ist, konnen alle
Eigenvektoren wq, ebenfalls reell gewéhlt werden. Man kann nun das Intervall I = [@min,@max)
beliebig diskretisieren. Anschaulich werden hier mehrere Badspins um eine Frequenz in der
Spektraldichte zu einem neuen ,,Pseudospin® zusammengefasst. Fiir grofe Systemgrofen N
lasst sich p(e) als eine kontinuierliche Verteilung mit einem kompakten Tréger I = [amin,Gmax]
néahern.

Die Kopplungen im System seien allgemein durch

a; = Af(y-i), ie{l,..N} (3.75)

mit einer glatten und monotonen Funktion f(x) mit Maximalwert f(zmax) = 1 im Intervall
x € [0,20] gegeben. Der Parameter v < 1 ist hierbei ausreichend klein, sodass auftretende
Summen in guter Ndherung durch Integrale approximiert werden kdnnen. Aus der Normierung
der Kopplungen ergibt sich

A2 o
1=) af = / fz) dz (3.76a)
i Y Jo
Iy
& A= T (3.76b)
Iy
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Die orthogonalen Polynome p,,(a) = ap,—1 der verwendeten Basis enthalten alle einen linearen
Faktor. Ihr Skalarprodukt ldsst sich daher im Kontinuumslimes zu

5nm = Z (112 f)nfl(ai)f)mfl(ai)

To N ~ dz
- /0 A2 £2(2) Boa (AF () Prr(AF @) (3.77)
umschreiben. Mit der Substitution
a=Af (3.78a)
=3 da = Af'dx (3.78b)

lasst sich der Ausdruck schlieflich in die Form

Amax
CL2

Onm = ST Pn—1(a) Pm—1(a)da (3.79)

Gmin

W (a)

bringen, wo sich W (a) als Gewichtsfunktion der orthogonalen Polynome identifizieren lasst.
Nach der Theorie der orthogonalen Polynome [23| handelt es sich hierbei ebenfalls um die
spektrale Dichte:

2
a
pla) =W(a) = —/————. 3.80
@ =W = A (3.80)
Fiir die exponentiell abfallenden Kopplungen ergibt sich aus der Rechnung explizit:

a; =/2ve DY e {1,...,00} (3.81a)
= flx)=e"", xo=00 (3.81b)
= [f'(@)|=]—e""| = f(z) (3.81c)

a? a
pla) = ——7r=—. 3.81d
@) VALFT (3.81d)

Im speziellen Fall der exponentiellen Kopplungen verlduft die spektrale Dichte also linear im
Intervall a € [0,\/27]
Fiir die linear abfallenden Kopplungen ergibt sich aus der Rechnung explizit:

6N  N+1—i
i=1/ e {l..N 3.82
a IN?+3N+1 N e d } (3.82a)

= flx)=x, zp=1 (3.82b)

= Iy = /01 z? = é (3.82¢)

= If'(z)| =1 (3.82d)
Az g

= pla) = oy 7%\/3 . (3.82¢)
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Im speziellen Fall der linearen Kopplungen verlauft die spektrale Dichte also quadratisch im
Intervall a € [0,\/37], wobei der Entwicklungsparameter

= — 3.83
T=EN (3.83)
hier der inversen Anzahl Badspins entspricht.

Im eingefiihrten Kontinuumslimes berechnet sich das fiir die Bestimmung der Zentralspindy-
namik bendétigte Feld P nun nach

Pi(t) =Y VWi Q,(t) (3.84)
=1

mit aus der Spektraldichte resultierenden Gewichten W; = |uq1/?. Insbesondere lisst sich nun
die Diskretisierung der ¢; frei wahlen.

3.4.4 Diskretisierung

Nachdem soeben mit der Spektraldichte-Methode ein Konzept hergeleitet und présentiert
wurde, in welcher die analytisch bestimmte Gewichtsfunktion des Systems zur Berechnung
der Overhauserfelddynamik verwendet werden kann, stellt sich nun die Frage nach der
optimalen Diskretisierung. Diese kann zunéchst nach Belieben erfolgen, sollte jedoch so
gewahlt werden, dass der Zeitraum, in welcher sich die volle Simulation exakt approximieren
lasst, maximal wird. Ein erster naiver Ansatz wére eine lineare Diskretierung mit dquidistanten
Stiitzstellen @; im Intervall I = [amin, Gmax]- Es zeigt sich jedoch, dass es insbesondere in Bezug
auf das Langzeitverhalten des Zentralspins sinnvoll ist, eine exponentielle Diskretisierung
vorzunehmen, bei welcher viel Gewicht auf den kleinen Kopplungen liegt. Es hat sich als
effektiv herausgestellt zundchst dquidistante Stiitzstellen zu wéhlen, welche anschlieffend
systematisch zu kleineren Frequenzen hin verschoben werden. Hierzu muss das Intervall I zu
Anfang in n kleinere Intervalle geteilt werden, wobei n der fiir die Simulation gewiinschten
Anzahl an Frequenzen und damit der Anzahl zu lésender Bewegungsgleichungen entspricht.
Fiir die n + 1 Intervallgrenzen gilt dann

W = Gmax — @z , i€ o). (3.85)
AnschlieRend werden die Grenzen nach @; — u; = A'@; mit einem Faktor 0 < A\ < 1
transformiert, der so gewahlt wird, dass die nach der Verschiebung kleinste auftauchende
Frequenz sich zu €pin = 27 /tmax ergibt. Es gilt dann:

Omax — Gmin 2

A —

n tmax

A= ( e 2mn )” . (3.86D)

- amin) tmax

(3.86a)

Der Zeitraum t € [0,tmax] entspricht der gesamten Simulationszeit. Die Idee hierbei ist, dass
ein Badspin erst dann zur Dephasierung des Zentralspins beitragen kann, wenn er sich einmal
vollstandig um sich selbst (um 27) gedreht hat. Diese Wahl der Diskretisierung sorgt dafiir,
dass alle im System befindlichen Pseudospins mit den Frequenzen ¢; wahrend der Simulation
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mindestens eine komplette Prazessionsbewegung durchfiihren, wodurch die Approximation
bis zum Zeitpunkt tpay in guter Ubereinstimmung mit der vollen Simulation liegen sollte.
Nach der Transformation der Intervallgrenzen berechnen sich die gesuchten Frequenzen dann
als Mediane ¢; der Intervalle, sodass

/ Z p(e)de = / Z p(€)de. (3.87)
Uj—1 €;
Fiir die entsprechenden Gewichte gilt schliefslich
Wi = / p(e)de , i€ [l,n]. (3.88)
Uj—1

In Abbildung 3.13 befindet sich ein Vergleich der mit der Spektraldichtemethode mit N = oo
Badspins erzielten Resultate fiir eine einfache dquidistante und die vorgestellte exponentielle
Diskretisierung.
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)
(=]
A
o
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———.
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Abbildung 3.13: Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Spektraldichte-Methode ohne Kontinu-
umslimes fiir lineare und exponentielle Diskretierung in der Gewichtsfunktion. Gerechnet wurde mit
n = 32 Intervallen und exponentiellen Kopplungen mit v = 0.01 und N = oo Spins. Zum Vergleich
das Ergebnis der vollen Simulation fiir N = 1000 Spins.

Es wird sofort deutlich, wie wichtig die Art der Diskretierung fiir diese Methode ist. Wahrend
die aus der Rechnung mit linearer Diskretisierung resultierende Kurve schon fiir ¢ < 1000 [Jq_ 1]
merklich von der vollen Simulation abweicht, bleibt die Rechnung mit exponentieller Dis-
kretisierung bis zum Simulationsende bei ¢ = 10 000 [J(; 1] quasi exakt. Stérker beginnt die
Kurve mit linearer Diskretierung in etwa bei ¢t = (1400 — 1600) [Jq_ 1] von der vollen Losung

35



abzuweichen, was nach

V2y 27w

€min &~ = — (3.89a)
1
S o= 0T 1422 (3.89b)
0.02

konsistent zu den bisherigen Uberlegungen ist. In der nichsten Passage werden die mit der
Spektraldichte-Methode erzielten Ergebnisse fiir verschiedene Approximationslevel prasentiert.

3.4.5 Ergebnisse

In Abbildung 3.14 sind die aus der Spektraldichte-Methode resultierenden Kurven der Au-
tokorrelationsfunktion des Zentralspins fiir exponentiell gekoppelte Badspins mit v = 0.01
und N = 1000 dargestellt. Die Rechnung wurde fiir verschieden viele Stiitzstellen n in der
Gewichtsfunktion durchgefiihrt.
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Abbildung 3.14: Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Spektraldichte-Methode mit exponentiel-
ler Diskretierung mit verschiedenen Intervallzahlen n und exponentiellen Kopplungen mit v = 0.01
und N = 1000 Spins. Zum Vergleich das Ergebnis der vollen Simulation fiir N = 1000 Spins.

Erwartungsgeméf wird die Approximation der vollen Simulation mit steigender Anzahl an
Stiitzstellen besser. Im Unterschied zur Lanczos-Methode vergréfsert sich mit steigendem n
jedoch nicht der Zeitraum, in welchem die Naherung deckungsgleich mit der exakten Losung
ist, sondern die gesamte Kurve scheint gegen die volle Simulation zu konvergieren. Fiir n = 8
gleicht der Verlauf der Kurve bis t.x = 1000 [Jq_ 1] bis auf einen vernachléssighbaren Offset
(siche Inset) dem der vollen Simulation.

Abbildung 3.15 zeigt die selbe Rechnung fiir die lineare Kopplungsverteilung. Das Verhalten
der approximativen Methode ist hier sehr &hnlich. Wieder konvergiert die Ndherung mit
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Abbildung 3.15: Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Spektraldichte-Methode mit exponentiel-
ler Diskretierung mit verschiedenen Intervallzahlen n und linearen Kopplungen mit N = 1000 Spins.
Zum Vergleich das Ergebnis der vollen Simulation.

steigender Anzahl an Stiitzstellen gegen die exakte Losung.

Es folgt nun im néchsten Abschnitt ein Vergleich zwischen der Lanczos-Methode und der
Spektraldichte-Methode beziiglich Effizienz und Genauigkeit sowie eine Klassifikation der
erzielten Resultate durch einen Vergleich der Laufzeiten der verschiedenen Programme.

3.5 Vergleich - Fazit

Nachdem in den vorherigen Kapiteln zwei Methoden zur effizienten Berechnung von Autokor-
relationsfunktionen im klassischen Zentralspinmodell vorgestellt wurden, soll nun ein Vergleich
dieser beiden Methoden erfolgen. In Abbildung 3.16 sind die Ergebnisse der Methoden fiir ein
Approximationslevel n = 16 zusammen mit der vollen Simulation geplottet.

Der Inset zeigt, dass die Verfahren bereits auf diesem Level bis ¢ = 1000 [Jq_ 1] quasi exakt
sind. Fiir langere Simulationszeiten bis ¢ty = 10000 [J; 1] zeigt die Lanczos-Methode hier
jedoch deutliche Abweichungen, wihrend die Spektraldichte-Methode selbst fiir so grofte
Zeiten eine sehr hohe Genauigkeit aufweist. Ist es also das Ziel die Spindynamik iiber sehr
lange Zeiten zu verfolgen, so scheint die Spekraldichte-Methode besser geeignet zu sein, da sie
Stabilitdt {iber einen groferen Zeitraum verspricht. Fiir Simulationen mit ¢y < 1000 [J(; 1]
ist jedoch die Lanczos-Methode vorteilhaft, da diese schon fir kleine Approximationslevel
eine gute Genauigkeit aufweist. Allgemein haben allerdings beide Methoden aufgrund ihrer
schnellen Rechenzeit einen immensen Vorteil gegeniiber der vollen Simulation, welcher nun
noch quantitativ herausgearbeitet werden soll.
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Abbildung 3.16: Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Spektraldichte-Methode mit exponentiel-
ler Diskretierung sowie der Lanczos-Methode. Gerechnet wurde mit Level n = 16 und exponentiellen
Kopplungen mit v = 0.01 und N = oo Spins. Zum Vergleich das Ergebnis der vollen Simulation fiir
N = 1000 Spins.

Um die gesamten Ergebnisse beziiglich der Effizienz der Rechnungen besser einordnen zu
konnen folgt in Tabelle 3.1 ein Vergleich der Laufzeiten der beiden Simulationsprogamme
untereinander und mit der vollen Simulation.

Methode Laufzeit [h]

volle Simulation 1921.8
Lanczos n=2~8 33.8

n =16 56.7

n =32 97.9

Spektraldichte | n =8 55.2
n =16 99.8

n =32 187.8

Tabelle 3.1: Vergleich der Laufzeiten der verschiedenen Simulationsprogramme fiir eine Berechnung
von 200 000 Datenpunkten bis #,., = 10000 iiber 10 Ensembles mit N = 1000 Spins. Durchgefiihrt
wurden die Simulationen auf einer Intel(R) Xeon(R) CPU E5-1620 v3 mit einer Taktrate von 3.50 GHz.

Die Laufzeit der approximativen Methoden steigt erwartungsgeméft mit wachsendem n an, da
die Anzahl zu 16sender Bewegungsgleichungen wiéchst. Jedoch ist gerade die Lanczos-Methode
flir nmax = 32 noch um beinahe um einen Faktor 20 schneller als die volle Simulation, wobei
die Rechnung, wie in Abbildung 3.6 zu sehen, schon bis ty.x = 10000 [Jq_ 1] im Prinzip
exakt ist. Der Gewinn an Effizienz unter Verwendung der beiden Methoden ist also be-
trachtlich. Die hohere Genauigkeit der Spektraldichte-Methode (siehe Abbildung 3.16) wird
offenbar aufgewogen durch die langere Laufzeit des Programms, da es moglich ware bei
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gleicher Laufzeit in der Lanczos-Methode ein grofieres Approximationslevel n zu realisieren.
Davon abgesehen, dass beide Verfahren lediglich eine Approximation an die Physik bieten,
indem die Rechnung nur bis zu einem bestimmten Level n durchgefiihrt wird, kommt die
Lanczos-Methode ohne jedwede Nédherung aus, wihrend die Annahme einer kontinuierlichen
Spektraldichte im System lediglich fiir kleine y-Parameter korrekt ist. Der Unterschied in den
Laufzeiten der beiden Nidherungsmethoden lésst sich vermutlich auf den verschieden grofsen
Rechenaufwand in den beiden Differenzialgleichungssystemen zuriickfiithren. Insbesondere
die Bestimmung von Pj in Gleichung (3.84) in der Spektraldichte-Methode stellt einen mit
ansteigendem Approximationslevel aufwendiger werdenden Rechenschritt dar, fiir den keine
Analogie in der Lanczos-Methode existiert. Dies erkldart das Anwachsen des Unterschiedes
in der Laufzeit beider Methoden mit n. Es soll an dieser Stelle noch darauf hingewiesen
werden, dass die Laufzeit der Algorithmen stark von der Anzahl D zu berechnenden Daten-
punkte abhéngt. Im hier aufgefiihrten Beispiel wurden mit allen aufgefiihrten Algorithmen
insgesamt 200000 Datenpunkte berechnet. Da zur Losung der Bewegungsgleichungen ein
Runge-Kutta-Algorithmus mit adaptiver Schrittweite gewéhlt wurde, wiirde eine Verringerung
der verlangten Datenpunkte zu einer kiirzeren Laufzeit des Algorithmus fiithren, solange die
variable Schrittweite im Algorithmus hyay >= tmax/D.

Mit den présentierten Methoden ist jetzt eine schnelle und effiziente Berechnung der Spin-
dynamik méglich. Da nun effiziente Methoden zur Berechnung der Langzeitdynamik des
Zentralspins zur Verfiigung stehen, soll in den néchsten Kapiteln neben der Analyse des
Langzeitverhaltens aufserdem der Effekt des regelméfigen Pulsens des Zentralspins tiber einen
langeren Zeitraum untersucht werden. Aus den genannten Griinden ist es unwesentlich, welche
der beiden Methoden hier verwendet wird und daher wird auf beide Methoden zuriickgegriffen.
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4 Langzeitverhalten des Zentralspins

4.1 Zeitliche Skalierung

Im Folgenden soll die Dynamik des Zentralspins fiir verschiedene Parameter v und N in den
beiden Kopplungsverteilungen untersucht werden, um daraus eventuell allgemeine Aussagen
iiber das Langzeitverhalten ableiten zu konnen. Abbildung 4.1 zeigt die Autokorrelation fiir
exponentiell gekoppelte Badspins fiir verschiedene Grofenordnungen des v-Parameters. Wie
bereits in Abschnitt 2.1 angesprochen, legt ~ fest wie schnell die Kopplungsverteilung abfallt.
Je kleiner der Parameter, desto flacher ist der Verlauf der Verteilung. Es sind dann mehr
Kopplungen der selben Grofenordnung im System, welche miteinander konkurrieren, wahrend
fiir grofse v-Parameter einige wenige grofse Kopplungen das System dominieren. Dementspre-
chend dauert die Dephasierung des Zentralspins und damit der Abfall der Autokorrelation
fiir kleine v langer, da die vielen schwicher gekoppelten Spins, welche mehr Zeit fiir eine
volle Drehung und damit fiir einen Beitrag zur Dephasierung von Sg benétigen, eine grofiere
Rolle spielen. Zusatzlich fallt auf, dass zwar die Tiefe des ersten Minimums der Korrelation
fiir grofle v zu variieren scheint, nicht aber die Position auf der Zeitachse, welche durch die
Definition der Energieskala J, tiber die Normierung der Kopplungen festgelegt ist.

0.16

0.14 - 0.2 -

0.12 0.1
R — 4 =0.05
S 0.10 1 v =0.01
Ev,)o 0.0 T — v =10.001
> 0 5 10 [l— ~ = 0.0001
vy 0.08 7 —— 4 =0.00001

0.06 -

0.04

0.02 . . . .

0 200 400 600 800 1000
t[J7]

Abbildung 4.1: Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Spektraldichte-Methode fiir N = oo Spins
mit exponentieller Kopplung und verschiedenen .

Die fiir unterschiedliche v verschieden schnell zerfallende Korrelationsfunktion legt den Schluss
nahe, dass die Geschwindigkeit des Abfalls explizit vom Kopplungsparameter abhéngt. Aus
diesem Grund sind in Abbildung 4.2 nun die selben Daten dargestellt wie in Abbildung 4.1, bis
auf die Tatsache, dass hier die Zeitachse mit 1/,/7 skaliert wurde. Dieser Skalierungsfaktor
wird motiviert durch die fiir die Spektraldichte charakteristische Grofse Jimax = €max o< /7
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der grofiten Kopplung im System, welche bereits in Abschnitt 3.4.2 Erwahnung fand. Sie
und die Normierung sind die beiden definierenden Eigenschaften der Spektraldichte, was eine
néhere Untersuchung der Bedeutung von /v fiir das Langzeitverhalten rechtfertigt.
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o7 0.0 j ' Y || =000
=
= —— 4 =0.0001
52 0.08 - 0.035 v
2l . —— ~ =0.00001
0.06 W
0.025 T T T 1
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0.04
0.02 T T T T
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t[1/vA]

Abbildung 4.2: Zeitlich skalierte Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Spektraldichte-Methode
fiir N = oo Spins mit exponentieller Kopplung und verschiedenen ~.

Die Skalierung bewirkt offensichtlich, dass die verschiedenen Kurven fiir die unterschiedlichen
~-Parameter nun beinahe alle {ibereinander liegen (siehe Inset). Lediglich der Verlauf der
Kurve mit dem grofiten betrachteten Kopplungsparameter v = 0.05 scheint von diesem
Verhalten abzuweichen. Dieses Skalierungsverhalten der Korrelationsfunktion deutet auf die
Existenz einer zweiten Energieskala hin, welche fiir ausreichend kleine Kopplungsparameter
von der ersten, iiber die Normierung der Kopplungen auf J, festgelegten Energieskala separiert.
Ist v zu grofs, so scheinen die beiden Energieskalen zu mischen und das Skalierungsargument
greift nicht. Die Abbildungen 4.3 und 4.4 veranschaulichen diesen Sachverhalt zusétzlich
fiir die lineare Kopplungsverteilung. Auch hier dauert der Abfall der Korrelation langer, je
grofser der Parameter IV ist, da dieser aufgrund der Normierung festlegt, wie viele kleine
Kopplungen im System auftauchen. Im Gegensatz zur exponentiellen Kopplungsverteilung
konvergiert die Korrelationsfunktion hier allerdings rasch gegen einen konstanten Wert. Eine
Skalierung der Zeitachse mit v/N fiihrt ebenfalls dazu, dass die Kurven fiir ausreichend grofke
Systeme (N > 10%) aufeinander fallen, was zeigt, dass die zweite Energieskala ebenfalls fiir
diese Kopplungsverteilung nachweisbar ist.
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Abbildung 4.3: Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Spektraldichte-Methode mit linearer

Kopplung und verschiedenen N.
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Abbildung 4.4: Zeitlich skalierte Spinkorrelationsfunktion als Ergebnis der Spektraldichte-Methode

mit linearer Kopplung und verschiedenen N.
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Die Normierung der Kopplungen {iber
Nogt=Jl=1 (4.1)
i

entspricht in der Spektraldichte-Methode der Normierung der Fldche unter der Gewichts-
funktion p. Die andere Grofe, welche p und damit die zweite Energieskala festlegt, ist das
Maximum Jyax = €max der Kopplungsverteilung, was den Definitionsbereich [0,emax] von p
definiert. Die jeweiligen Werte fiir die beiden Kopplungen sind, wie bereits erwahnt,

exponentiell:  Jpax = /27, (4.2a)
linear:  Jmax = /3/N , (4.2b)

was aufgrund der gegebenen inversen Proportionalitét in Konsistenz zu den Skalierungsfaktoren
1//7 und VN steht. Die Dynamik von Sy im Langzeitlimes héingt damit neben dem Verlauf
der Kopplungsverteilung ausschlieflich von Jpax ab. Bemerkenswert ist zudem, dass die
hiermit gefundene Universalitit im Langzeitverhalten des Zentralspins unabhingig von der
Form der Spektraldichte des Systems zu sein scheint. Sowohl fiir die lineare (exponentielle
Kopplungen), als auch fiir die quadratische (lineare Kopplungen) Spektraldichte konnte das
Skalierungsverhalten aufgezeigt werden.

4.2 Logarithmischer Abfall

Der Verlauf der Spinkorrelation im Langzeitverhalten des Zentralspins zeigt im Falle ex-
ponentiell verteilter Kopplungen einen sehr schwachen Abfall (siehe Abbildung 4.1). Mit
den herkémmlichen Methoden (Losung aller Bewegungsgleichungen) konnten bisher keine
fundierten Aussagen iiber das Langzeitverhalten getroffen werden. Es war nicht klar, ob die
Autokorrelation des Zentralspins irgendwann gegen eine Konstante konvergieren wiirde, wie
im Falle dqudistant verteilter Kopplungen, oder ob die Korrelation méglicherweise vollstandig
zerfallt. Quantenmechanische Untersuchungen diese Zusammenhangs von Seifert et al. [24]
konnten ein Gesetz
B (zx
Se(t) = Alni(c) (4.3)

T

fiir den Zerfall der Korrelation im Langzeitlimes im Falle exponentiell nach

J; o exp (ﬁ) . i€ [LN] (4.4)

verteilter Kopplungen etablieren, wobei

Soo = lim S(t) (4.5)

o0

eine untere Schranke fiir die Zentralspinkorrelation im Langzeitlimes beschreibt. Dieser Zusam-
menhang stellt eine logarithmische Korrektur dar zu dem von Chen et al. [11] vorgeschlagenen
Gesetz

S(t) x —, (4.6)

xa
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wobei der Exponent hier zu @ = 1 bestimmt wurde. Nach der Arbeit von Chen et al. kénnen
zu jedem Zeitpunkt ¢ nur die Badspins S; merklich zur Dephasierung des Zentralspins bei-
tragen, deren Kopplungskonstanten der Relation J;t > 1 geniigen, die also zum Zeitpunkt ¢
in etwa eine volle Prézession ausgefiihrt haben. Dies motiviert im Falle der exponentiellen
Kopplungsverteilung die Hypothese x o In(¢) und damit eine Betrachtung des Problems in
der Zeit. Die nun durch die erarbeiteten effizienten Methoden zur Berechnung der Zentral-
spindynamik gegebenen Moglichkeiten erlauben eine tiefergehende numerische Analyse des
Langzeitverhaltens. Aufbauend auf den bisherigen Forschungen soll daher in diesem Abschnitt
eine nichtlineare Ausgleichsrechnung fiir den Zusammenhang

A-1nB (111(1&3—1&0))
St = In(t + to)

+ Soft (4.7)

bezogen auf die aus der Spektraldichte-Methode gewonnenen Daten durchgefiihrt werden. Die
Parameter tg und Sy¢ lassen hierbei mogliche Verschiebungen in horizontaler und vertikaler
Richtung zu. Die Potenz des Logarithmus im Zahler wurde von Seifert et al. auf B = 1
festgesetzt, was nun unter Analyse des zeitlichen Verlaufs der Korrelation verifiziert werden
soll. Abbildung 4.5 zeigt den Verlauf der linearen Ausgleichsrechnung (4.7) fiir verschiedene
~v-Parameter auf Level n = 32 der Spektraldichte-Methode mit N = co Badspins in einfacher
(oben) und doppelt logarithmischer (unten) Darstellung. Da der logarithmische Zerfall der
Korrelation erst fiir grole Zeiten t erwartet wird, werden fiir die nichtlineare Ausgleichs-
rechnung nur Werte fiir 1000 [J(; 1] <t < 10000 [J(; 1] beriicksichtigt. Die sich ergebenden
Parameter befinden sich in Tabelle 4.2. Zum Vergleich sind die Parameter der Rechnung von
Seifert et al. fiir das Intervall Tgtart = 6 bis Teng = 64 mit aufgefiihrt.

~v=0.01 | ¥ =0.001 | v =0.00001 | Seifert et al.
A 0.048 0.070 0.128 0.053
B 0.997 0.996 1.002 1
C 0.022 0.039 0.041 0.114
to | -87.730 -83.370 -141.000 -
Soft | -0.002 -0.009 -0.033 -
A% 0.004 0.004 0.004 9-1074

Tabelle 4.1: Parameter A, B, C, ty und Syg der durchgefiihrten nichtlinearen Ausgleichsrechnung
fiir verschiedene Kopplungsparameter . Die Summe der Abstandsquadrate A% stellt ein MaR fiir den
Fehler bei der Interpolation dar. Die Ergebnisse fiir eine vergleichbare Rechnung von Seifert et al.
sind ebenfalls mit aufgefiihrt. Der Exponent des Logarithmus wurde hier auf B = 1 festgesetzt.
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Abbildung 4.5: Daten der Spektraldichte-Methode fiir verschiedene v mit der jeweiligen nichtlinearen
Ausgleichsrechnung (4.7) in einfacher (oben) und doppelt logarithmischer (unten) Darstellung.

Zunéchst einmal fillt auf, dass der sich iiber die Summe der Abstandquadrate berechnende
Fehler A fiir die hier durchgefiihrte nichtlineare Ausgleichsrechnung vergleichsweise grof
ausféllt. Der Grund dafiir sind, neben der groften Anzahl von 45000 beriicksichtigten Da-
tenpunkten, die selbst bei einer Mittelung iiber 10° Badkonfigurationen noch signifikanten
statistischen Schwankungen in den Daten. Trotz dieses vergleichsweise groften Fehlers scheint
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die Ausgleichsrechnung den Verlauf der Daten sehr prézise zu beschreiben. Dies wird spe-
ziell bei Betrachtung der logarithmischen Darstellung deutlich. Ubereinstimmung mit der
Rechnung von Seifert et al. findet sich insbesondere in dem Ergebnis fiir den Parameter B,
welcher hier fiir verschiedene 7 in guter Naherung zu B = 1 bestimmt werden konnte. Diese
Eigenschaft scheint unabhéngig vom Kopplungsparameter zu sein, da sich das Ergebnis fiir B
selbst iiber mehrere Grofenordnungen von v kaum éndert. Auch der Parameter A scheint fiir
~ = 0.01 in der selben Groéfsenordnung, wie in der Rechnung von Seifert et al. zu liegen. Ein
Vergleich der Ergebnisse fiir den Parameter C' gestaltet sich aufgrund der Instabilitat der
angewandten nichtlinearen Ausgleichrechnung jedoch als schwierig. Hier hingt das Ergebnis
stark von den gewahlten Startwerten ab. Der Parameter tg bleibt in Anbetracht der Grofe
des betrachteten Zeitintervalls vernachléssighar klein. Zur Motivation dieses Abschnitts wird
zu Anfang die Frage aufgeworfen, ob die Autokorrelation des Zentralspins im betrachteten
Modell auf null abféllt, oder irgendwann gegen eine Konstante konvergiert. Die Tatsache des
negativen Vorzeichens in allen berechneten Sy ldsst nun den Schluss zu, dass eine solche
Konstante nicht existiert. Unter der Annahme, dass der gefundene logarithmische Funkti-
onsverlauf die Physik fiir alle Zeiten t — oo beschreibt, wiirde die Korrelation schliefslich
vollstandig zerfallen. Dies steht jedoch im Widerspruch zu Ergebnissen weiterer Forschungen
am klassischen Zentralspinmodell [25], welche rigorose untere Schranken fiir die Zentralspin-
korrelation im Modell darlegen. Moglicherweise existiert noch eine weitere Zeitskala, die sich
dem gefundenen logarithmischen Verlauf anschlieft und die eine Konvergenz der Korrelation
gewahrleistet. Es ist jedoch fraglich, ob diese Zeitskala noch experimentell relevant ist, da das
betrachtete Zeitintervall irgendwann so groft wird, dass andere im Modell nicht beriicksichtigte
physikalische Effekte (siehe Kapitel 1) dominieren.

Insgesamt lasst sich festhalten, dass die Funktion in (4.7) eine sinnvolle Korrektur zu dem
von Chen et. al vorgeschlagenen Gesetz darstellt. Der logarithmische Charakter des Zerfalls
der Autokorrelation ldsst sich im zeitlichen Verlauf nachweisen.
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5 Pulse

5.1 Methodik und Pulsarten

Eine Moglichkeit, um der Dephasierung des Zentralspins im Experiment entgegenzuwirken
und ldngere Kohérenzzeiten zu realisieren, bietet das Anlegen longitudinaler Magnetfelder. Es
ist daher von Interesse zu untersuchen, ob die erarbeiteten Methoden zur Berechnung der
Zentralspindynamik in der Lage sind solche Magnetfelder zu beriicksichtigen.
Mathematisch dufiert sich ein angelegtes Magnetfeld durch einen zusétzlichen Feldterm

%S():BXSo—hXSO (5.1)
in der Bewegungsgleichung des Zentralspins, wobei h das Magnetfeld beschreibt. Die Badspins
bleiben hier vom Feld unbeeinflusst. Legitimiert wird dieser Ansatz durch den extrem kleinen
g-Faktor der Kernspins im Quantenpunkt, welcher dafiir sorgt, dass die Kernspins kaum an
das externe Magnetfeld koppeln. Die Modifikation in den Bewegungsgleichungen der approxi-
mativen Methoden verlauft analog. Abbildung 5.1 zeigt das Ergebnis der drei Methoden fiir
eine Rechnung mit eingeschaltetem Magnetfeld der Stéarke |h| = h. Simuliert wurden jeweils
N = 1000 Spins mit exponentiellen Kopplungen mit v = 0.01 und einer Magnetfeldstérke
h =5J, . Das Magnetfeld zeigt hier in z-Richtung wéhrend die Spinausrichtung zu Beginn
wie bisher gaufiverteilt gewahlt wurde. Das typische Verhalten des Zentralspins, welches sich
durch eine rasch abfallende Larmor-Prézession in der z- und y-Komponente ausdriickt, ist
sichtbar. Wie bei einem vergleichsweise schwachen Magnetfeld in z-Richtung zu erwarten,
bleibt die z-Komponente nahezu konstant. Offensichtlich liefern alle drei Verfahren exakt
das selbe Ergebnis, was zeigt, dass auch das Einschalten eines transversalen Magnetfeldes
von den approximativen Methoden korrekt erfasst wird. Aufbauend auf dieser Erkenntnis
sollen in diesem Kapitel die Effekte des wiederholten Pulsens zu festen Zeiten tpys = 1At
mit ¢ = 1,2, ... des Zentralspins bei eingeschaltetem Magnetfeld untersucht werden. Sol-
che Pulssequenzen werden im Experiment genutzt, um dem Vorgang der Dekohérenz des
Zentralspins entgegenzuwirken. Die einzelnen Pulse sollen in dieser Simulation als ideal
angenommen werden. Sie wirken also instantan auf den Zentralspin. Da die Pulse der im
Experiment [26] haufig eingetzten Pikosekundenlaser und die Spindynamik im Quantenpunkt
auf unterschiedlichen Zeitskalen stattfinden, ist diese Annahme gerechtfertigt.
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Abbildung 5.1: Ergebnisse der drei Methoden fiir die Zentralspinkorrelationen mit eingeschaltetem
transversalem Magnetfeld der Stérke h =5 J,.

Der Fokus wird auf zwei unterschiedliche Pulsarten gelegt.
Puls 1: So(t = tpus) — |S5] (5.2)

dufert sich dadurch, dass die z-Komponente des Zentralspins zum Pulszeitpunkt in ihren Be-
trag tibergeht. Er dhnelt damit den Spin-Echo [27] erzeugenden m-Pulsen, welche einen Effekt,
analog zu einer Zeitumkehr der Dynamik bewirken. Diese Pulsart weist bei Betrachtung der
Autokorrelation des Zentralspins jedoch ein unerwiinschtes Verhalten auf. Die Komponenten
des Zentralspins werden zu Beginn aus einer Gaufsverteilung um den Mittelwert u = 0
gezogen. Nimmt man nun zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ den Betrag einer Komponente,
multipliziert diesen mit ihrem zufélligen Startwert und mittelt iiber viele Durchléufe, wie es
bisher bei der Betrachtung der gemittelten Autokorrelation der Fall war, so werden sich die
auftretenden positiven und negativen Werte gegenseitig exakt aufheben. Die Korrelation wird
daher zum Pulszeitpunkt instantan auf null abfallen. Aus diesem Grund soll hier nicht die
Autokorrelation (S§(¢)S5(0)), sondern die gemittelte Spinfunktion (S§(¢)) betrachtet werden.
Die Kurven steigen daher aufgrund der hier vorgenommenen Mittelung des Betrags einer mit
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02 = 1/4 gaukverteilten Zufallsvariablen zum Pulszeitpunkt auf den Wert

1 [e.9]

x2
(IS5 = ——= | lele 2% da (5.32)
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— — |e 252 53b
V2ro [ ]0 (5:3b)
20
= — 5.3¢c
o (5.3¢)
1
= ——=0.399 (5.3d)
2
an.
S0l
Puls 2: S()(t = tPuls) — 0 (54)
0

dreht den Zentralspin mit seiner gesamten Léange in z-Richtung. Der Nachteil der durchge-
fihrten klassischen Rechnung ist, wie schon in Abschnitt 2.2 erwédhnt, dass die Spinlédnge
nicht quantenmechanisch korrekt behandelt wird, was sich nun bei der Untersuchung dieses
Pulses dufsert. Wahrend die Kurven der Korrelation in Analogie zur Quantenmechanik in den
bisherigen Rechnung stets bei (S§(0)S§(0)) = 0.25 starteten, weist die Korrelationsfunktion
aufgrund der aus einer Gaufiverteilung mit o2 = 1/4 zufillig gewihlten Komponenten nun
durch die Drehung in z-Richtung zu Beginn den Wert

(SE(t)8%(0)) = 302 = 0.75 (5.5)

auf. Um trotzdem Konsistenz mit den bisherigen Ergebnissen zu bewahren sind die Werte in
den betroffenen Fallen mit 1/3 skaliert.

Die in Abschnitt 5.1 erwdhnte Larmor-Prézession soll in den folgenden Untersuchungen
nicht im Zentrum der Betrachtung stehen. Damit die erzielten Ergebnisse besser zur Geltung
kommen, soll nun die Einhiillende der Larmor-Prézession

Sen (1) 1= \/ (S5 (DSF(00)2 + (S5(1)S5(0))? (5.64)
bw. St (8) = /(S5 ()2 + (S3(1))? (5.6b)

eingefiihrt werden, welche den Spin aus den jeweiligen Raumrichtungen heraus projiziert.

5.2 Entstehen eines Kommensurabilitdtssignals

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Untersuchung des Effektes wiederholten Pulsens auf den
Zentralspins bei eingeschaltetem Magnetfeld der Starke h = 10 J; in 2-Richtung. Es werden
ausschliefslich die exponentiellen Kopplungen fiir NV = oo Badspins berticksichtigt und in den
Rechnungen wird die Lanczos-Methode verwendet. Das Pulsen erfolgt jeweils im Abstand
At = tpus =10, ! mit den im vorherigen Abschnitt eingefiihrten Pulsarten. Es wird erwartet,
dass nach lingerer Zeit des Pulsens eine Art Kommensurabilitdtssignal entsteht [28]. Das
stédndige wiederholte Pulsen des Zentralspins wird sich hierbei nach einiger Zeit auch auf
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das angekoppelte Overhauserfeld auswirken, wodurch bestimmte Moden im Overhauserfeld
verstarkt auftreten (engl.: Mode-Locking). Beobachtbar ist dann ein Wiederanstieg der Zen-
tralspinkorrelation schon vor dem eigentlichen Puls, verursacht durch das indirekt mitgepulste
Overhauserfeld. Dieser Wiederanstieg der Korrelation beziehungsweise der Spinfunktion soll
néher untersucht werden.

Abbildung 5.2 zeigt die Einhiillendenfunktion S, ,(t) des Zentralspins in Abhéngigkeit von

der Zeit bei wiederholtem Pulsen mit Puls 1 nach Gleichung (5.2).
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Abbildung 5.2: Einhiillende Spinfunktion S . (¢) bei wiederholtem Pulsen mit Puls 1 mit

tpus = 10 Jq_ I und eingeschaltetem Magnetfeld der Stirke h = 10 Jy. Die Badspins koppeln iiber die
exponentiell verteilten Kopplungen mit v = 0.01 an den Zentralspin.

! v(t) zu Beginn der Simulation, weil sich die gaufverteilten
Spinkomponenten aufgrund der Mittelung zu null addieren. Der erste Puls lésst die Funktion
auf den im vorherigen Abschnitt hergeleiteten Wert S. . (tpus) = 0.399 ansteigen und
anschliefsend wieder bis auf null abfallen. Auch nach dem zweiten Puls féllt die Funktion wieder
bis auf null ab, wobei es danach schon zu einem deutlichen Wiederanstieg vor dem dritten
Puls kommt. Die Spinfunktion wéchst hier bis auf S, () ~ 0.2 an, was bereits 50 % der vollen
Amplitude zum Pulszeitpunkt entspricht. Es ist also ein sehr starkes Kommensurabilitétssignal
sichtbar. Der Wert der Kommensurabilitatssignalamplitude wachst nun mit jedem Puls,
wobei zusétzlich ein schwacher alternierender Effekt beobachtbar ist. Sowohl die Amplitude
der Spinfunktion zum Pulszeitpunkt, als auch die Kommensurabilitdtssignalamplitude sind
abwechselnd grofer und beim folgenden Puls wieder kleiner. Aufserdem wird der Wert

Erwartungsgeméf verschwindet S
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S! v (tpus) = 0.399 lediglich bei den ersten drei Pulsen erreicht. Anschliefend fallt die
Amplitude iiber den Zeitraum mehrerer Pulse stetig ab. Fiir eine detaillierte Analyse ist in
Abbildung 5.3 das Kommensurabilitdtssignal als Amplitude der Spinfunktion unmittelbar vor

Eintreten des Pulses in Abhéngigkeit der Anzahl Pulse dargestellt.
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Abbildung 5.3: Signalamplitude von S, (tpy1s) unmittelbar vor Wirken des Pulses 1 der Form (5.2)
in Abhéngigkeit der Anzahl Pulse.

Es ist zunédchst ein extrem steiler Anstieg der beobachteten Kommensurabilitdtssignalam-
plitude zu sehen. Diese erreicht nach ungefdhr 170 Pulsen ihr Maximum von etwa 0.35, um
anschliefsend leicht abzufallen. Der gezeigte Inset verdeutlicht erneut den oben beschriebenen
alternierenden Effekt. Die hier untersuchte Pulsart ist eher theoretischer Natur und sollte
zunéchst als eine Art Test dienen.

Die Effekte von Puls 2 sollen nun ein wenig ausfiirlicher diskutiert werden. Abbildung 5.4
zeigt die einhiillende Spinkorrelationsfunktion Sepny(t) bei wiederholtem Pulsen der Form
(5.4), wobei der Zentralspin bereits zum Zeitpunkt ¢ = 0 polarisiert wird. Dargestellt ist
hier die Autokorrelation, welche mit jedem Puls bei Seny(tpus) = 0.25 startet und zu Beginn
zundchst rasch auf null abfillt. Nach zirka 7-8 Pulsen ist ein erster leichter Wiederanstieg der
Spinfunktion vor dem eigentlichen Puls erkennbar, wobei diese Kommensurabilitédtssignal-
amplitude von da an kontinuierlich ansteigt. Schon hier wird deutlich, dass der auftretende
Mode-Locking-Effekt in diesem Fall deutlich schwécher ist als bei der Pulsart zuvor. Ins-
gesamt wirkt der Verlauf von Sepy(t) aber gleichméfiger. Es kommt weder zu dem vorher
beobachteten alternierenden Effekt, noch zu einem Abfall der Pulsamplitude.

53



0.2

Senv (1)

0.1 4

0.0

0.2 4

Senv (t)

0.1

0.0 1 1 1 1
200 220 240 260 280 300

0.2

Senv (t)

0.1 +

0.0 T T T T
900 920 940 960 980 1000

t[J5]

Abbildung 5.4: Einhiillende Spinfunktion Se,.(t) bei wiederholtem Pulsen mit Puls 2 mit
tpuis = 10 J, ! und eingeschaltetem Magnetfeld der Stéirke h = 10 .J,. Die Badspins koppeln iiber die
exponentiell verteilten Kopplungen mit v = 0.01 an den Zentralspin.

Um die Geschwindigkeit des Anstiegs der Kommensurabilitéitssignalamplitude zu untersuchen,
ist diese in Abbildung 5.5 in Abhéngigkeit der Anzahl Pulse dargestellt. Der Anstieg der
Amplitude ist hier zu Beginn erkennbar langsamer als bei der vorherigen Pulsart. Auferdem
hat die Kurve kein Maximum sondern geht langsam in eine Art Sittigung iiber.
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Abbildung 5.5: Kommensurabilitdtssignalamplitude von Seny(tpuls) in Abhéngigkeit der Anzahl
Pulse der Form (5.6a).

Eine interessante Frage ist nun, ob sich die Geschwindigkeit des Anstiegs der Kommen-
surabilitdatssignalamplitude weitergehend quantitativ beschreiben und sich eventuell ein
Zusammenhang zur verwendeten Kopplungsverteilung finden lasst. Hierzu ist es moglich
den Anstieg des Signals fiir verschiedene y-Parameter in den exponentiellen Kopplungen zu
betrachten. Abbildung 5.6 zeigt diesen Anstieg fiir Kopplungsparameter im Bereich v = 10~}
bis v = 107°. Offenbar ist der Anstieg des Signals umso langsamer, je kleiner der ~-Parameter
im System ist. Das Overhauserfeld reagiert fiir kleine « scheinbar trager auf das Pulsen und
der Verstarkungseffekt auf den Zentralspin tritt mit groferer Verzogerung ein. Ein qualitativer
Zusammenhang zwischen Kopplungsverteilung und Geschwindigkeit des Signalanstiegs ist
damit aufgezeigt.

Fiir eine tiefergehende Analyse sind in Abbildung 5.7 die selben Kurven dargestellt wie zuvor,
aber nun mit skalierter Zeitachse. Aufgrund der durch die Skalierung sehr zeitaufwendigen
Rechnung, sind die Kurven fiir die beiden kleinsten y-Parameter lediglich im Anfangsbereich
der Abbildung dargestellt (siche Inset). Wie schon in Abschnitt 4.1 wurde die Zeitachse mit
1/,/7 skaliert, was dazu fiihrt, dass die zuvor sehr unterschiedlich verlaufenden Kurven der
Signalamplituden nun in guter Ndherung iibereinander liegen. Dies &hnelt dem Dephasie-
rungsverhalten des Zentralspins fiir lange Zeiten, wo ebenfalls ein solches Skalenverhalten
mit der Wurzel des Kopplungsparameters aufgezeigt werden konnte. Damit ist nun eine
quantitativ beschreibbare Abhéngigkeit der Kommensurabilitdtssignalamplitude von der Art
der Kopplungen im System dargelegt.
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Abbildung 5.6: Signalamplitude von Sepy (tpus) unmittelbar vor dem Wirken von Puls 2 in Abhén-
gigkeit der Anzahl Pulse fiir verschiedene «-Parameter in den exponentiellen Kopplungen.
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Abbildung 5.7: Signalamplitude von Sepy (tpus) unmittelbar vor dem Wirken von Puls 2 in Ab-
héngigkeit der Anzahl Pulse fiir verschiedene «-Parameter in den exponentiellen Kopplungen mit
skalierter Zeitachse.
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5.3 Entwicklung der Verteilung des Overhauserfeldes

In diesem Abschnitt steht das Overhauserfeld B im Zentrum der Betrachtung. Untersucht
wird dessen Verteilung in Abhéngigkeit der Zeit bei gepulstem Zentralspin in der Lanczos-
Methode. Zu Beginn ist B gaufsverteilt, was sich aber aufgrund der Kopplung des Feldes
an den gepulsten Zentralspin nach einer gewissen Anzahl npys an Pulsen dndern sollte. Der
Zentralspin, welcher auch hier iiber die exponentiellen Kopplungen mit v = 0.01 an die
Badspins koppeln soll, wird zundchst nach jeweils At = tpys = 10J, I durch Anwendung
von Puls 2 geméf Schema (5.4) polarisiert. Simultan wird ein Magnetfeld h in z-Richtung
angelegt. Anschliefsend wird die Verteilung der z-Komponente B* des Overhauserfeldes nach
einer ausreichend grofsen Zahl an Pulsen untersucht. Im Detail werden wie zum Zwecke der
Mittelung in allen bisherigen Simulationen auch hier wieder 10 Durchliufe gerechnet, wobei
das Overhauserfeld in jedem einzelnen Durchlauf vor jedem Puls geméfl seines jeweiligen
Wertes in die zugehorige Klasse eines Histogrammes eingeteilt wird. Beriicksichtigt werden
nur Werte im Bereich B* € [—2,2] bei einer Breite A = 0.01 der 401 Histogrammlassen. In den
Abbildungen 5.8 bis 5.11 ist der zeitliche Verlauf der Verteilung von B? in den resultierenden
Histogrammen dargestellt.
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Abbildung 5.8: Verteilung der z-Komponente des Overhauserfeldes in der Lanczos-Methode zu
Beginn der Simulation. Die Starke des in 2-Richtung angelegten Magnetfeldes betragt i = 10 J,; und
der Pulsabstand ist At =10 Jq_l.
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Abbildung 5.9: Verteilung der z-Komponente des Overhauserfeldes in der Lanczos-Methode nach

npyls = 50 Pulsen. Die Stérke des in z-Richtung angelegten Magnetfeldes betrdgt h = 10 J; und der
Pulsabstand ist At =10.J,".
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Abbildung 5.10: Verteilung der z-Komponente des Overhauserfeldes in der Lanczos-Methode nach

npus = 200 Pulsen. Die Stdrke des in 2-Richtung angelegten Magnetfeldes betrégt h = 10 J, und der
Pulsabstand ist At = 10 Jq_l.
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Abbildung 5.11: Verteilung der z-Komponente des Overhauserfeldes in der Lanczos-Methode nach
npyls = 1000 Pulsen. Die Stérke des in z-Richtung angelegten Magnetfeldes betragt A = 10 .J, und
der Pulsabstand ist At = 10 Jq_l.

Das erste Bild zeigt die anféngliche Verteilung von B?* zu Beginn der Simulation, die wie
erwartet der Form einer Gaufliverteilung entspricht. Nach npys = 50 Pulsen haben sich
bereits sechs deutlich sichtbare Spitzen im Histogramm herausgebildet. Auffillig ist aufterdem
das Entstehen von kleineren Maxima, zwischen den priméren Spitzen, welche im weiteren
zeitlichen Verlauf wieder verschwinden. Bereits nach npys = 200 Pulsen sind diese Zwischen-
maxima deutlich kleiner geworden, wéhrend die eigentlichen Spitzen weiter an Hohe gewinnen.
Zu Simulationsende bei npys = 1000 ist das Histogramm quasi auskonvergiert. Es haben
sich im betrachteten Wertebereich insgesamt sechs achsensymmetrisch um B? = 0 verteilte
Spitzen gebildet. Die Bereiche zwischen den Spitzen wurden vom Overhauserfeld nahezu
vollstdndig vermieden.

Aufgrund der durch das Pulsen des Zentralspins vorgegebenen Mode, sollte ein direkter Zusam-
menhang zwischen dem Abstand § zweier benachbarter Spitzen und dem zeitlichen Abstand
At zweier Pulse bestehen. Der Zentralspin préazediert allgemein mit einer Larmorfrequenz

wr, = hegf = h + B (5.7)

um ein effektives Feld hegr, welches sich zusammensetzt aus dem externen Magnetfeld h in
z-Richtung und der z-Komponente des Overhauserfeldes B*. Durch das wiederholte Pulsen
wird dem Zentralspin jedoch aktiv eine Prazessionsfrequenz aufgezwungen. Um dies zu er-
moglichen, muss das effektive Feld in (5.7) sich der von aufen vorgegebenen Pulsfrequenz
anpassen. Das wiederum sorgt fiir einen Ubertrag dieser Pulsmode an das an den Zentralspin
koppelnde Overhauserfeld, da das externe Magnetfeld h fest ist und sich weder in seiner
Richtung noch in seinem Betrag &ndern kann. Das bedeutet, es miissen sich im Laufe der
Simulation Wertebereiche herausbilden, in welchen sich das Overhauserfeld haufiger befindet,
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als in anderen, wobei diese Wertebereiche vom Pulsabstand abhéngig sein sollten. Das Over-
hauserfeld rastet in der vorgegeben Pulsmode ein (Mode-Locking). Dies verursacht die Spitzen,
die in den Histogrammen sichtbar sind und ist zugleich der Grund fiir das in Abschnitt 5.2
beobachtete Kommensurabilitéitssignal. Fiir die Abstdnde AB? zweier benachbarter Spitzen
sollte aus den genannten Griinden die Beziehung

2T
AB = — )
At (5.8)

gelten. Sie sollten der Pulsfrequenz wpys = 27/At entsprechen. Um diese Theorie zu verifizie-
ren, zeigt Abbildung 5.12 die Verteilung des Overhauserfeldes nach 1000 Pulsen zusétzlich fiir
einen weiteren Pulsabstand At = 15. Da dies einer kleineren Pulsfrequenz wpyis entspricht,
sollten die Spitzen im Histogramm nun néher beieinander liegen und infolgedessen insgesamt
mehr Spitzen zu sehen sein. Dies ist offensichtlich auch der Fall. Es sind nun acht statt der
vorherigen sechs Spitzen sichtbar.
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Abbildung 5.12: Verteilung der z-Komponente des Overhauserfeldes in der Lanczos-Methode nach
npus = 1000 Pulsen. Die Stérke des in z-Richtung angelegten Magnetfeldes betrégt h = 10 .J, und
der Pulsabstand ist At = 15.J;".

Fiir eine quantitative Auswertung der Histogramme ist es nun mdoglich die Abstédnde da; zweier
benachbarter Spitzen fiir den Pulsabstand At zu identifizieren und mit den theoretischen
Werten

27

510 = E ~ 0.63 (5.9&)
2T

015 = — ~ 0.41 .9b

15= 15 0 (5.9b)

zu vergleichen. Dies ist in Tabelle 5.3 inklusive der relativen Abweichung vom erwarteten Wert
dargestellt. Die Abstdnde wurden bestimmt als Differenz der B*-Werte der Histogrammklassen,
an denen jeweils das Maximum an Treffern in der einzelnen Spitze gezahlt wurde.
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Spitzen | 019 | Abweichung[%] | d15 | Abweichung [%]
1-2 0.60 4.5 0.41 0.0
2-3 0.61 2.9 0.41 0.0
3-4 0.60 4.5 0.41 0.0
4-5 0.61 2.9 0.41 0.0
5-6 0.62 1.3 0.41 0.0
6-7 - - 0.42 2.4
7-8 - - 0.44 7.3

Tabelle 5.1: Tabellarische Darstellung der Absténde da; der fiir At = 15 Jy Lund At = 10 Jy Lin der
histogrammartigen Darstellung der Verteilung der z-Komponente des Overhauserfeldes entstehenden
Spitzen inklusive deren relativer Abweichung vom Theoriewert.

Die auftretenden Abweichungen von den Theoriewerten lassen sich durch die endliche Breite
der einzelnen Histogrammklassen erkldren, mit der die B*-Achse diskretisiert wurde. Da
aber die relativen Abweichungen alle sehr gering bleiben und insbesondere fiir At = 15.J, 1
zumeist sogar verschwinden, scheinen die Untersuchungen die theoretischen Uberlegungen zu
bestétigen.

Die Abstédnde der Spitzen lassen sich nun beschreiben, jedoch nicht ihre absoluten Positionen.
Eine erste Vermutung, dass der Zentralspin mit

W, =m-wpus, MEN (5.10)

ein ganzzahliges Vielfaches der Pulsfrequenz annimmt, liefs sich nicht bestatigen. Mit dieser
Annahme ldsst sich die Lage der Spitzen in den Histogrammen nicht beschreiben. Daher soll
nun eine detaillierte Untersuchung der Zentralspintrajektorie im Bereich um einen einzelnen
Puls folgen. Statt der bisher betrachteten Einhiillendenfunktion Seny soll nun wieder die
Autokorrelation (S§(¢)S§(0)) einer einzelnen Spinkomponente beobachtet werden, wodurch
die Larmor-Prézession des Zentralspins sichtbar wird. Wiirde die urspriingliche Annahme
zutreffen, dass der Zentralspin zwischen zwei Pulsen eine ganze Anzahl an Prézessionen
durchfiihrt, so sollten die Schwingungen vor und nach dem Puls in Phase sein. Abbildung 5.13
zeigt, dass dies nicht der Fall ist. Kurz vor Wirken des Pulses bei ¢ = 990 Jq_1 ist der
Zentralspin gerade mit seiner vollen Lénge in negative z-Richtung gedreht, um dann durch
den Puls wieder vollstandig in positive z-Richtung umgeklappt zu werden. Das bedeutet
der Spin fiihrt nicht, wie zunéchst vermutet, eine ganze Zahl an Prézessionen zwischen zwei
Pulsen durch, sondern er prazediert mit einem halbzahligen Vielfachen der Pulsfrequenz. Um
diese These zu bestétigen sind in Abbildung 5.13 zusétzlich Kosinusfunktionen mit variabler
linearer Amplitude der Form

A(t + tg) - cos(w(t + to) + @) + ¢ (5.11)

jeweils links und rechts vom Puls an die Daten gefittet.
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Abbildung 5.13: Zentralspintrajektorie in der Umgebung eines Pulses fiir die Parameter h = 10 J,
und At =10J, 1. Eine nichtlineare Augleichsrechnung der Form (5.11), jeweils fiir die Daten vor
und nach dem Puls, ist ebenfalls dargestellt.

Aus den Parametern lésst sich nun nach ¢ = wty + ¢ die Phase der jeweiligen Schwingung
berechnen, um damit anschliefend die Phasendifferenz Ay = |@links — @rechts| zwischen der
Prézession vor und der Prézession nach dem Puls zu bestimmen. Aus der nicht linearen
Ausgleichrechnung ergibt sich ein Wert von

Ap ~19.037 , (5.12)

was aufgrund der Periodizitdt der Funktion in (5.11) einer Phase von ¢ = 0.977 ~ 7
entspricht. Dies bestéitigt die Annahme einer halbzahligen Anzahl von Schwingungen des

Zentralspins zwischen zwei Pulsen. Die absolute Lage der Spitzen in den Histogrammen sollte
sich demnach durch

. 1\ 27

beschreiben lassen. Eine Verifikation dieses Zusammenhangs ist nun durch Bestimmung
der verschiedenen B7, als Positionen der einzelnen Spitzen im Histogramm mdoglich, um zu
priifen, ob diese auf ein ganzzahliges m fithren. Zudem sollte eine Anderung des angelegten
Magnetfeldes zu einer Verschiebung der Spitzen fiihren, was in Abbildung 5.14 deutlich wird.
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Abbildung 5.14: Verteilung der z-Komponente des Overhauserfeldes in der Lanczos-Methode nach
npys = 1000 Pulsen. Die Stérke des in z-Richtung angelegten Magnetfeldes betragt h = 24 J, und
der Pulsabstand ist At = 10 Jq_l.

Hier wurde der Pulsabstand von At =10 ! beibehalten und das Magnetfeld zu h = 24 Jq
gewdhlt. Es tritt eine signifikante Verschiebung der Spitzen in B?-Richtung auf. Tabelle 5.3
zeigt eine Auflistung der Positionen B* der Spitzen fiir die Konfigurationen mit At =10.J, 1
und h = 10 J, und die daraus resultierenden Werte fiir m. Die Positionen der Maxima B},
wurden, wie zuvor, anhand der maximal gezdhlten Treffer einer Spitze bestimmt.

Spitzen | B*[J,] | m
1 -1.50 13.0
2 -0.76 14.2
3 -0.29 15.0
4 -0.31 15.9
5 0.92 16.9
6 1.54 17.9

Tabelle 5.2: Tabellarische Darstellung der Positionen der Spitzen im Histogramm von B? fiir
At=10J, Lund h = 10 J, und die daraus resultierenden Werte fiir m.

Dass die Werte fiir m nicht exakt ganzzahlig sein wiirden, war aufgrund der vielen Fehlerquel-
len in der Analyse zu erwarten. Vor allem die Bestimmung der Peakpositionen ist hier nur grob
moglich. Im Rahmen der Fehler der Untersuchung scheint die Annahme einer Bestétigung
der vorhergesagten ganzzahligen m aber gerechtfertigt. Es sollten hier jedoch zukiinftig noch
weitere Rechnungen durchgefiihrt werden, insbesondere fiir verschiedene Magnetfelder, um die
Theorie abschliefsend bestétigen zu konnen. Mit der Erkenntnis, dass die entstehenden Moden
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im Overhauserfeld halbzahligen Prézessionen des Zentralspins zwischen zwei Pulsen entspre-
chen, lassen sich nun auch die kurzzeitig sichtbaren Zwischenmaxima in den Histogrammen
erklaren. Hierbei handelt es sich hochstwahrscheinlich um die Mode, welche einer ganzen
Zahl an Prazessionen entspricht. Diese Mode scheint jedoch durch einen bisher unbekannten
Mechanismus unterdriickt zu sein, wodurch die auftretenden Zwischenmaxima rasch wieder
verschwinden. Auch diesbeziiglich sollten noch weitere Nachforschungen angestellt werden.
Moglicherweise hangt es von der Pulsart ab, welche der beiden Moden schlussendlich verstarkt
wird.

In diesem Kapitel konnte gezeigt werden, dass selbst in dem untersuchten relativ einfa-
chen klassischen Modell das Entstehen eines Kommensurabilitdtssignals durch regelméafiges
Pulsen des Zentralspins mit einer durch den Pulsabstand vorgegebenen Mode durch einen
Mode-Locking-Effekt des Overhauserfeldes unter Verwendung der Lanczos-Methode erfasst
werden kann. Es konnte ein direkter Zusammenhang zwischen sich einstellenden Werten des
Overhauserfeldes und dem zeitlichen Abstand der Pulse hergestellt werden.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Herleitung und Présentation verschiedener Algorith-
men zur effizienten Berechnung von Autokorrelationsfunktionen (S§(¢)S§(t)) im klassischen
Zentralspinmodell. Die Spinerwartungswerte berechnen sich hier als Ensemblemittelwerte
der Zentralspintrajektorien. Um das rechentechnische Problem der zeitaufwéndigen Losung
aller Bewegungsgleichungen der N + 1 Spins im Modell zu umgehen, wird zunéchst die
Hierarchie-Methode vorgestellt, deren Vorteil es ist, die Dynamik des Overhauserfeldes in
einer leicht zu trunkierenden Hierarchie von Bewegungsgleichungen zu simulieren, anstatt die
zeitliche Entwicklung jedes Badspins einzeln zu berechnen. Die Methode ist allerdings nur fiir
kleine Simulationszeiten hinreichend genau, weshalb im néchsten Schritt eine Verbesserung
dieser Methode unter der Verwendung des Lanczos-Algorithmus gezeigt wird. Die Idee ist es
hier das Overhauserfeld in orthonormalen Polynomen zu beschreiben, was die Genauigkeit
der Simulation deutlich steigert. Vergleichswerte liefert jeweils die numerische Losung des
gesamten Differenzialgleichungssystems aller Badspins. Eine besondere Eigenschaft dieser
Methode ist, dass sogar die Moglichkeit besteht unendlich grofte Bader zu simulieren.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird gezeigt, dass sich fiir das betrachtete System eine spek-
trale Dichte finden ldsst, die sich in guter Naherung polynomiell beschreiben lédsst. Aufbauend
auf diesen Beobachtungen wird die Spektraldichte-Methode vorgestellt, in der sich die zeitli-
che Entwicklung des Overhauserfeldes durch beliebige Diskretisierung in der Spektraldichte
bestimmen lésst. Es zeigt sich, dass hier eine exponentielle Diskretisierung von Vorteil ist, da
dort mehr Gewicht auf die kleinen Frequenzen gelegt wird. Die kleinen Frequenzen dominieren
insbesondere das Langzeitverhalten des Zentralspins, weshalb eine hohere Gewichtung dieser
zu genaueren Ergebnissen der Zentralspintrajektorie fiir groffe Zeiten fiithrt. Die Resultate
der Methode sind vielversprechend, wobei moglicherweise noch Potential fiir Verbesserung
im Verfahren der Diskretisierung in der Spektraldichte vorhanden ist. Eine moglichst exak-
te Simulation des Langzeitverhaltens ist wichtig, um zum Beispiel grifsere Pulssequenzen
beschreiben zu kénnen. Deutlich wird dies in Abschnitt 5.2 bei der Untersuchung des auf-
tretenden Kommensurabilitdtssignals. Um diesen Effekt sichtbar zu machen und sinnvoll
beschreiben zu konnen, muss hier bis zu sehr groken Zeiten ¢ > 10000 J,- I simuliert werden,
wobei selbst das noch nicht ausreicht, um den Effekt der Skalierung der Signalamplitude
mit dem Kopplungsparameter zufriedenstellend beschreiben und darstellen zu kénnen (siehe
Abbildung 5.7). Weiterhin wére es sinnvoll zu untersuchen, ob die Algorithmen ebenfalls
einer semiklassischen Beschreibung standhalten, in welcher das Bad klassisch, der Zentralspin
hingegen quantenmechanisch behandelt wird.

Nachdem nun die benétigten effizienten Algorithmen zur Verfiigung stehen, werden unter
deren Verwendung weitere Untersuchungen am klassischen Zentralspinmodell durchgefiihrt.
Zunéchst steht die Analyse des Langzeitverhaltens des Zentralspins unter Verwendung expo-
nentieller Kopplungen im Mittelpunkt. Hier zeigt sich, dass der Abfall der Korrelation im
Langzeitlimes logarithmisch erfolgt. Vorangegangene Forschungen auf diesem Gebiet [11, 24]
konnten somit bestétigt werden. Zusétzlich kann fiir die Autokorrelation des Zentralspins
ein zeitliches Skalierungsverhalten dargelegt werden, welches die Existenz einer zweiten
Energieskala impliziert, die fiir kleine Kopplungsparameter von der durch J; definierten Ener-
gieskala separiert. Dieses Skalierungsverhalten wird fiir eine exponentielle und eine lineare
Kopplungsverteilung nachgewiesen.

Abschlieffend wird im letzten Teil der Arbeit das Pulsen des Zentralspins bei Anliegen eines
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transversalen Magnetfeldes unter Verwendung des Lanczos-Algorithmus untersucht. Es zeigt
sich, dass sich einige im Experiment beobachtbare Phinomene durch Simulation mit den
eingefithrten Methoden erfassen lassen. Ein im zeitlichen Verlauf anwachsendes Kommen-
surabilitdtssignal, welches auf eine FEinrastung der durch das Pulsen des Zentalspins dem
angekoppelten Overhauserfeld aufgezwéngten Mode hindeutet, kann fiir unterschiedliche
Pulsarten beobachtet werden. Weiterfithrende Untersuchungen deuten zudem auf ein zeit-
liches Skalierungsverhalten dieser Kommensurabilitatssignalamplitude mit der Wurzel des
Kopplungsparameters in den exponentiellen Kopplungen hin, dhnlich der zuvor gezeigten
Skalierung des Langzeitverhaltens. Fiir fundiertere Aussagen beziiglich dieser Skalierung
konnten hier zukiinftig Rechnungen fiir noch gréfsere Zeiten durchgefiihrt werden, um zu
gewihrleisten, dass nach der zeitlichen Skalierung in Abbildung 5.7 alle Kurven fiir die
verschiedenen v gleich weit in der Zeit gehen.

Es folgt eine Analyse der zeitlichen Entwicklung der Verteilung des Overhauserfeldes B
mit der Lanczos-Methode. Auch hier ist die Einrastung der Pulsmode beobachtbar. Im zu
Beginn der Simulation gaulverteilten Overhauserfeld bilden sich im Laufe der Zeit in einem
Histogramm sichtbar zu machende Spitzen, deren Absténde und Positionen direkt mit dem
zeitlichen Abstand At zweier Pulse korrespondieren. Weiterhin konnte aufgezeigt werden,
dass der Zentralspin im gepulsten System nicht, wie zundchst vermutet, eine ganze, sondern
eine halbe Zahl an Prizessionen vollzieht.

Mit den nun zur Verfiigung stehenden universell einsetzbaren Algorithmen bieten sich zu-
kunftsbezogen weitere Forschungen im Bereich des Langzeitverhaltens im Zentralspinmodell
an. Sicherlich wire es, wie schon erwahnt, sinnvoll die Algorithmen auf semiklassische Be-
schreibungen des Modells anzuwenden und die hier erzielten Resultate mit der rein klassischen
Rechnung zu vergleichen. Auch weitere Untersuchungen des klassischen Modells beziiglich
alternativer Pulsformen und in Bezug auf die Moden in der Verteilung des Overhauserfeldes
sind angebracht. Auferdem bietet sich ein Vergleich der durch Simulation erzielten Resultate
mit aus Experimenten gewonnenen Messwerten an.
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