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Kurzfassung

Das Zentrale Thema dieser Arbeit ist die quantenmechanische Berechnung von Autokor-
relationsfunktionen im thermodynamischen Limes mit iterierten Bewegungsgleichungen
im Zentralspinmodell. Dieses Modell beschreibt die Dynamik eines zentralen Spins in
einem Bad aus Kernspins, die besonders im Bezug auf die Realisierung von Qubits eine
wichtige Rolle spielt. Die Schwierigkeit besteht darin, dass in realistischen Systemen
eine sehr grofle Anzahl wechselwirkender Badspins vorhanden ist. Quantenmechanische
Berechnungen, die annidhernd realistische Badgrofien erfassen kénnen, sind sehr limi-
tiert in der berechenbaren Zeit. Mit einer klassischen Betrachtung ist es jedoch bereits
gelungen, Autokorrelationen sogar fiir ein unendlich grofles Spinbad zu berechnen und
dabei trotzdem sehr lange Zeiten zu erreichen.

Aufbauend auf diesen effizienten klassischen Algorithmen wird eine quantenmechani-
sche Operatorbasis hergeleitet, die ebenfalls eine Betrachtung im thermodynamischen
Limes erlaubt und dabei die Berechnung léngerer Zeiten ermoglicht, als etablierte Me-
thoden fiir grofie Biider. Die nétigen Anpassungen fiir den Ubergang von der klassischen
zur quantenmechanischen Beschreibung werden dabei motiviert und erldutert. Die Re-
sultate werden anschlieBend mit etablierten Methoden verglichen, wobei sich eine sehr
gute Ubereinstimmung fiir kurze Zeiten zeigt. Ein Vergleich fiir lingere Zeiten wird
anschlieBend fiir kleine Bader durchgefiihrt. Die Auswirkungen eines externen Magnet-
feldes, welches auf den Zentralspin wirkt, werden abschlieend analysiert.

Abstract

The main topic of this thesis is the quantum mechanical calculation of autocorrelation
functions in the theromdinamic limit using iterated equations of motion in the central
spin model. This model describes the dynamics of a central spin surrounded by a bath
of nuclear spins, which is especially relevant for the realization of qubits. The main
difficulty is caused by the large number of interacting bath spins in a realistic system.
Quantum mechanical approaches that can describe a relevant number of nuclear spins
are restricted to very limited times. However, with a classical approach it is now possible
to calculate autocorrelations for long times, even for infinite baths.

Using these efficient algorithms, a quantum mechanical operator basis will be derived
that also allows a calculation for an infinite bath while reaching longer times than other
methods for large spin baths. For this, the adjustments needed to achive the transition
from the classical to the quantum mechanical description are motivated and explained.
Then, comparisons of the results with other methods are presented, which show a good
agreement for small times. A comparison for longer times is made afterwards using
small baths. Finally, the influence of a magnetic field, that acts on the central spin, is
analyzed.



v



Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis

Einleitung
Zentralspinmodell
Iterierte Bewegungsgleichungen

Direkte Basisentwicklung

4.1 Basisoperator . . . . . . ...

4.2  Allgemeine Basis-Entwicklung und Trunkierung . . . . . . . .. ... ..

4.3 Resultate . . . . . . .
4.3.1 ExakteLosung . . . . . . . ... oo
4.3.2 Trunkierte Lésung . . . . . . . . . ...

Approximative Basisentwicklung fiir grofle Bider
5.1 Orthonormale Felder und Lanczos-Rekursion . . . . .. ... ... ...
5.2 Basisoperatoren mit Hermitepolynomen . . . . . .. ... ... .. ...
5.3 Allgemeine Basisentwicklung . . . . . . . .. .. ...
5.4 Ubergang zu bosonischen Leiteroperatoren . . . . . . . . . . ... ....
5.4.1 Leiteroperatoren der Hermitepolynome . . . . . . . . . . . .. ..
5.4.2 Zentralspin-Matrizen des Hamiltonoperators. . . . . . . . . . ..
5.4.2.1 Multiplikation . . . . ... ... o000
5.4.2.2 Kommutation . .. .. ... ... ... L.
5.4.3 Effektiver Hamiltonoperator . . . . . . . . . .. ... ... ....
5.4.4 Konsistenz der Approximation . . . .. ... ... ... .....
5.4.5 Trunkierungsschema . . . . . . .. ... ... .0
5.5 Resultate . . . . . . .
5.5.1 Eingefrorenes Overhauserfeld und Merkulov-Lésung . . . . . . .
5.5.2 Dynamisches Overhauserfeld . . . ... ... ... ... .....
55.2.1 Stufej=1 ... ... ... ... .
5522 Stufej =2 .. ... ... ...
5523 Stufej =3 . . . . . .. ...
5.5.2.4 Simulation mit Magnetfeld . . . . ... ... ... ...

\Y%

v

11
11
12
15
15
18



INHALTSVERZEICHNIS

6 Zusammenfassung und Ausblick

A Approximative Basisentwicklung fiir grofle Bader
A.1 Leiteroperatoren der Hermite-Polynome . . . . . .. .. ... ... ...
A.2 Direkte Zeitentwicklung . . . . . . . . ... ...
A21 0.0rdnung . . . .. . e
A22 1.und 2. Ordnung . . . . . . . . .. ...
A23 3.und 4. Ordnung . . . . . . . . ..o
A24 6.0rdnung . . . .. ..

Quellenverzeichnis

VI

55

59
59
60
60
60
61
62

65



Kapitel 1

Einleitung

FEin klassischer Computer arbeitet bekanntermaflen mit einem Bindrsystem aus Bits,
welche entweder den Wert Eins oder Null annehmen kénnen. Ein vergleichbares Zwei-
Niveau-System kann auch quantenmechanisch betrachtet werden und wird Quanten-
bit, oder kurz Qubit, genannt. Durch die Eigenschaften der Uberlagerung und Ver-
schrinkung sind mit Qubits Algorithmen denkbar, die spezielle Aufgaben deutlich ef-
fizienter 16sen als herkémmliche Computer.

Der Shor-Algorithmus [1, 2] ermoglicht zum Beispiel durch eine Primfaktorzerle-
gung in polynomialer Zeit kryptographische Verschliisselungen zu dechiffrieren, die mit
heutigen Computern wegen der schlechten Laufzeit als praktisch nicht dechiffrierbar
gelten. Ein weiteres Beispiel ist der Grover-Algorithmus, welcher die Suche in einer
groflen Datenbank von einer linearen Laufzeit auf eine Laufzeit proportional zur Qua-
dratwurzel der Datenbankeintréige reduziert [3].

Damit ein physikalisches System fiir einen Qubit in Frage kommt, muss es die be-
kannten DiVincenzo-Kriterien erfiillen [4]. Es gibt viele Ansétze, jedoch erfiillt bisher
kein Kandidat alle dieser Kriterien. Ein vielversprechendes System ist ein lokalisier-
tes Elektron eingeschlossen in einem Quantenpunkt, wobei durch den Elektronenspin
mit den Zusténden T und | ein Zwei-Niveau-System gegeben ist. Quantenpunkte wur-
den schon in fritheren Arbeiten theoretisch [5, 6] und in einer Vielzahl von Expe-
rimenten [6-9] untersucht. Das Elektron ist dabei von Kernspins des Substrats des
Quantenpunktes umgeben. Ein hiufig verwendetes Material ist zu Beispiel GaAs [6—
8]. Die umgebenden Kernspins fithren zur Dekohérenz des Elektronenspins, wodurch
die Information des anfinglichen Zustands verloren geht. Um mdglichst viele Gatter-
Operationen durchfithren zu kénnen, ist deswegen eines der DiVincenzo-Kriterien eine
lange Kohérenzzeit. Darum ist es essentiell zundchst den Dekohérenzprozess zu ver-
stehen, um Mafilnahmen zu entwickeln, welche die Kohérenzzeit verlingern, wie zum
Beispiel durch Pulssequenzen [10].

In einem Quantenpunkt ist die dominierende Kopplung zwischen Elektronenspin
und Kernspins iiber die Hyperfein-Wechselwirkung gegeben [6]. Dabei wirken die Kern-
spins als ein Bad auf den Elektronenspin. Ein geeignetes Modell um die Dynamik des
Elektronenspins in so einem System zu beschreiben ist das sogenannte Zentralspinmo-
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dell [6, 11], das von Gaudin eingefiithrt wurde [12, 13].

Fiir die Berechnung experimentell relevanter Observablen mit diesem Modell, wie
zum Beispiel der Autokorrelationsfunktion, wurden eine Reihe verschiedener Ansétze
entwickelt. Fiir kleine Bader mit bis zu N = 20 Spins kann eine Simulation iiber exak-
te Diagonalisierung (ED) [6] oder Chebyshev-Expansion (CET) [14-16] durchgefiihrt
werden. Dabei sind auch Simulationen langer Zeiten moglich. Fiir stark polarisierte
Anfangszustinde ist ebenfalls eine analytische Losung iiber den algebraischen Bethe-
Ansatz moglich [13, 17]. Fiir unpolarisierte Anfangszustéinde kann eine Losung iiber
den Bethe-Ansatz in Kombination mit einem direkten Monte-Carlo-Sampling fiir sehr
schwache bis starke Magnetfelder und Béder mit bis zu N = 48 Kernspins erreicht wer-
den [18, 19]. Realistische Badgréfien liegen jedoch fiir einen Quantenpunkt bei N ~ 10*
bis 108 Kernspins [6, 11, 20, 21], weswegen es anderer Methoden zur Berechnung bedarf.

Die Zeitentwicklung des Zentralspins fiir groflere Bader mit bis zu N = 1000 Kern-
spins kann iiber die Methode der Dichtematrix-Renormierungsgruppe (DMRG) berech-
net werden, jedoch nur fiir eine sehr begrenzte Zeit [22, 23]. Fiir eine rein klassische
Berechnung des Zentralspinmodells [11, 24] ist das Bewegungsgleichungssystem deutlich
einfacher zu l6sen. Das ermdglicht auch lange Zeiten fiir grofle Béder, sogar im ther-
modynamischen Limes, zu berechnen [25]. Jedoch werden dabei quantenmechanische
Effekte offensichtlich nicht beachtet.

Die Ergebnisse von Fauseweh et al. in Ref. [25] haben die Effizienz einer vollkom-
men klassischen Simulation allerdings deutlich erhcht. Ein approximativer Ansatz ist
dabei orthonormale Felder aus Spinoperatoren einzufiihren, die mithilfe des bekannten
Lanczos-Algorithmus [26] hierarchisch aufgebaut sind. Dies liefert ein effizient 16sbares
Bewegungsgleichungssystem auch bei Badgréflen N — oo. Diese Arbeit setzt hier an
und tiberfithrt diese Methodik in eine voll quantenmechanische Betrachtung. Dabei liegt
der Fokus auf der Entwicklung einer passenden Operatorbasis mit den hierarchischen
Feldern.

Dazu wird in Kapitel 2 zunichst das Zentralspinmodell eingefiithrt und erldutert.
Fiir die Zeitentwicklung wird in dieser Arbeit die Methode der iterierten Bewegungs-
gleichungen genutzt. Sie wird in Kapitel 3 zunéchst vollkommen allgemein hergeleitet.
Anschlielend werden noch einige fiir das Zentralspinmodell spezifische Eigenschaften
dieser Methode beschrieben.

In Kapitel 4 wird zunéchst ein direkter, nicht-approximativer Ansatz fiir eine Ope-
ratorbasis ohne hierarchische Felder betrachtet. Dieser zeigt die Schwierigkeiten einer
exakten quantenmechanischen Beschreibung.

Kapitel 5 beschéftigt sich anschlieBend mit der Entwicklung der voll quantenmecha-
nischen Berechnung iiber die Methode der hierarchischen, orthonormalen Felder. Dabei
sind zusétzliche Annahmen im Vergleich zur klassischen Lanczos-Methode nétig, die
hauptséchlich auf den Ergebnissen von Seifert et al. in Ref. [27] basieren. AnschlieBend
werden die Resultate der approximativen Methode présentiert und mit etablierten Me-
thoden wie der DMRG und der CET verglichen. Zusétzlich wird noch der Einfluss von
einem externen Magnetfeld diskutiert.

Die Ergebnisse dieser Arbeit werden abschliefend in Kapitel 6 zusammengefasst
und ein Ausblick fiir weitere Forschungsmoglichkeiten gegeben.
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Zentralspinmodell

Die Hyperfein-Wechselwirkung zwischen einem Elektronen- oder Lochspin So, umge-
ben von einem Bad aus Kernspins S; in einem Quantenpunkt, ldsst sich sehr gut iiber
das Zentralspinmodell beschreiben. Eingefiihrt von Michel Gaudin ist es auch unter
dem Namen Gaudin-Modell bekannt [12, 13]. Der Hamiltonoperator fiir die quanten-
mechanische Beschreibung des Systems ist in diesem Modell durch

N
H=580) JiS, (2.1)

=1

gegeben, wobei Sy der Zentralspin mit der Spinquantenzahl S = 1/2 ist. Die Kopp-
lungskonstanten J; beschreiben die Stérke der als isotrop angenommenen Hyperfein-
Wechselwirkung zwischen Sy und N Badspins S;, die in dieser Arbeit ebenfalls einen
Spin S = 1/2 besitzen. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Kernspins in
einem realistischen Quantenpunkt eine héhere Spinquantenzahl besitzen. Fiir die Spins
im héufig genutzten Halbleiter GaAs gilt zum Beispiel Sgaas = 3/2 [21, 28]. Die Summe

N
B=> S, (2.2)
=1

wirkt wie ein effektives Magnetfeld auf den Zentralspin und wird auch als Overhauser-
Feld bezeichnet. Die Dipol-Dipol-Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Kernspins
werden hier vernachléssigt, da deren typische Zeitskala ein bis zwei Gréflenordnungen
grofer als die Zeitskala der betrachteten Hyperfein-Wechselwirkung ist [6].

Wird zusétzlich der Einfluss eines externen Magnetfeldes betrachtet, ist das magne-
tische Moment der Kerne im Quantenpunkt im Vergleich zum Elektron gewthnlich um
drei Groenordnungen kleiner [24], weswegen hier nur die Wechselwirkung des Magnet-
feldes mit dem Zentralspin beachtet wird. Dies fiihrt zum erweiterten Hamiltonoperator

H®(h) = H — hS§ (2.3)

mit der Magnetfeldstédrke h in Richtung der Komponente a.
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Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Zentralspins am Ort r; kann durch die Ver-
teilung

T

mmmNQmem{—(E)m} , m e {1,2} (2.4)

beschrieben werden [14, 29, 30]. Dabei gibt R den charakteristischen Radius der hy-
perfein koppelnden Kernspins an. Die Wellenfunktion ¥ beschreibt fiir m = 1 einen
wasserstoff-dhnlichen s Zustand, wihrend p = 2 einen gaufiverteilten Verlauf mit Bohr-
Radius R darstellt. Die Groie Ng beschreibt nun die Anzahl der Kernspins innerhalb
des Radius R. In d Dimensionen ist dann (r;/R)? = i/Ny = ~i. In dieser Arbeit wird
die gauverteilte Wellenfunktion fiir einen zweidimensionalen Quantenpunkt verwen-
det, sodass m = d = 2 gilt, was letztendlich die exponentielle Verteilung [25, 27, 29]

Ji=Je (2.5)

fiir die Kopplungen liefert. Dabei ist ¢ € {1..N}. Die Energickonstante J wird so
gewdahlt, dass

N
JGi=) Ji=1 (2.6)
=1

gilt. Dadurch dass in dieser Arbeit natiirliche Einheiten (A = 1) betrachtet werden,
legt Jg die natiirliche Energieskala und gleichzeitig eine Zeitskala fest. Deshalb wird
die Simulationszeit ¢ in den folgenden Kapiteln immer in der Einheit 1/.Jg angegeben,
welche im Experiment der Gréfienordnung einer Nanosekunde entspricht [31]. Weiter-
hin wird das Verhéltnis der Gesamtanzahl der Spins N zu der Anzahl der Spins Ny
innerhalb des Wahrscheinlichkeitsradius R iiber

N
o

=N (2.7)

definiert, sodass 7 = /N gilt. Damit ist die geringste Kopplung iiber Jy o exp(—z)
gegeben. In dieser Arbeit werden unter anderem auch potentiell unendliche Béder be-
trachtet, fiir die x — oo gilt. Auch fiir diese Systeme existiert nur eine endliche, von
~ abhingige Anzahl N.g der Kernspins die effektiv an den physikalischen Prozessen
beteiligt ist [25]. Um dies zu zeigen wird zunéchst die Summe

N

Js =Y _J; (2.8)

=1

eingefiihrt. Bei einer Betrachtung mit konstanten Kopplungen J; = C gilt offensichtlich
Jg = C?N?, sowie Jgg = C?N, wodurch deutlich wird, dass der Quotient Jg/Jg2 =N
die Anzahl der Badspins wiedergibt. Dieses Vorgehen kann nun ebenfalls fiir die expo-
nentiellen Kopplungen (2.5) durchgefiihrt werden. Es ergibt sich im Limes unendlicher



Bader

2 = N\’ s e
JS = ZJG_’W =J m y (29&)
=1
=S e 2.9h
Q~ Z € - 1—e 2 ( : )
=1

Der Quotient dieser beiden Gréfen liefert nun auch fiir die exponentiellen Kopplungen
die Anzahl der Kernspins. Jedoch konvergiert diese fiir v > 0 gegen den Effektivwert
J2 1—e 2 2
Ng="2=—""—=-4+00r" . (2.10)
¢ Jgg (1—e7)?2 ~
Im letzten Schritt wurde angenommen, dass v < 1 gilt. Diese Annahme ist hier legitim,
da fiir einen Quantenpunkt typischerweise Neg ~ 10* bis 10 und somit v ~ 10~ bis
1076 gilt.

Hauptséchlich werden in dieser Arbeit die normierten exponentiellen Kopplungen
(2.5) verwendet. Basierend auf Ref. [24] wird jedoch im Zusammenhang mit Magnet-
feldern auch ein Vergleich von Simulationen mit der linear abfallenden Kopplungsver-

teilung
6N N+1-—1
J;i = J 2.11
"“VonzysN+1 N ¢ (2.11)
durchgefiihrt.
T
0.30 F— 7:5.10727
_ -2
0.25 y=1-107"
—— 4=5-10"3
>
)ﬁ _____
= 015 linear
T ol
0.10
0.05 === S e ————
_ﬁ\\ ----------------------
0.00
0 200 400 600 800 1000

Abbildung 2.1: Darstellung der exponentiellen Kopplungskonstanten (2.5) fiir verschie-
dene Parameter 7 und der linearen Kopplung (2.11) bei N = 1000 Spins. Die Kopp-
lungen sind dabei tiber den Faktor Jg ! (2.6) normiert.
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Zur Veranschaulichung ist die normierte Kopplungskonstante J;/ Jg fiir verschiedene
~ bei einer Anzahl von N = 1000 Spins in Abbildung 2.1 dargestellt. Fiir grofie ~
liefern offensichtlich nur wenige, stark koppelnde Kernspins die komplette Dynamik, da
die Kopplungskonstanten fiir groflere ¢ schnell abfallen. Fiir realistischere v hingegen
wird der deutlich schwichere Abfall der Kopplungsstirke sichtbar und damit auch
der steigende Einfluss von immer mehr Kernspins. Dabei bestimmen die schwicheren
Kopplungen das Langzeitverhalten des Zentralspins [25, 29, 32].

In dieser Arbeit wird die zz-Autokorrelationsfunktion als Observable genutzt. Sie
ist durch

s(t) = (S5(055(0)) = 1T (p55(165(0)) (212)

definiert. Diese Autokorrelation beschreibt die Anderung des Zustands der z-Kom-
ponente des Zentralspins SZ(t) zum Startzustand SZ(0). Nun ist zu beachten, dass
die charakteristische thermische Energie kT der Umgebung im Experiment mindes-
tens eine Groflenordnung iiber der intrinsischen Energie des Quantenpunktes liegt [8].
Demnach ist es eine realistische Annahme eine unendliche Temperatur und somit ein
vOllig ungeordnetes Bad zu betrachten. Diese initialen Bedingungen entsprechen dem
Dichteoperator

1
dim H

p= 1 . (2.13)
Dabei beschreibt H den Hilbertraum des betrachteten Systems. Da Zentralspin und
Kernspins einen Spin S = 1/2 besitzen, ist dessen Dimension hier durch dim H = 2V+!
gegeben.

Nun muss eine Methode eingefithrt werden, mit der die Zeitentwicklung der z-
Komponente des Zentralspins 5*5 (t) im vorgestellten Modell durchgefiihrt werden kann.
Diese wird im néchsten Kapitel erlautert.
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Iterierte Bewegungsgleichungen

Die Methode der iterierten Bewegungsgleichungen bietet eine relativ einfache Moglich-
keit, ein Bewegungsgleichungssystem fiir einen zeitabhéngigen Operator aufzustellen,
welches mit bekannten Verfahren wie Runge-Kutta oder exakter Diagonalisierung gelGst
werden kann. Deshalb soll sie in dieser Arbeit fiir die Zeitentwicklung des Zentralspins
zum Einsatz kommen. Dazu wird die Methodik zun#chst fiir allgemeine zeitabhéngige
Operatoren erldutert. Anschliefflend wird kurz Bezug auf das in Kapitel 2 eingefiihrte
Zentralspin-Modell genommen.

Ausgangspunkt fiir die Zeitentwicklung mit iterierten Bewegungsgleichungen ist die
Heisenberg-Gleichung. Diese besagt fiir die Ableitung des zeitabhingigen Operators
O;(t) im Heisenberg-Bild, dass

d
dt
gilt. Dabei ist £ der Liouville-Superoperator, welcher eine kiirzere Schreibweise fiir die
Kommutation eines Operators mit dem Hamiltonoperator darstellt. Es kann nun eine

orthonormale Basis B = {50, by, b, ... I;K} mit den Operatoren by, im Schrédinger-Bild
gefunden werden, mit welcher der zeitabhéngige Operator durch die Reihe

Oi(t) = &ir(t)bi (3:2)
k

Oi(t) =i [H Oi(t)} = iLOi(1) (3.1)

dargestellt werden kann. Damit ist die Zeitabhéingigkeit nun durch die skalaren Koef-
fizienten &;x(t) bestimmt, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch

k=1
£n(0) = {; o (3.3)

gegeben sind. Initial gilt demnach O;(0) = by. Um O;(t) in der Zeit zu entwickeln,
muss nun eine passende Basis gefunden und ein Bewegungsgleichungssystem fiir die
Koeffizenten der Basisoperatoren & (t) aufgestellt werden. Die Idee der iterierten Be-
wegungsgleichungen ist, das gesuchte Bewegungsgleichungssystem durch iteratives An-
wenden des Liouville-Operators auf den initialen Operator by aufzubauen. Sie basiert
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darauf, dass bei jeder Anwendung auf einen allgemeinen Operator aus der Untermenge
Bsup C B nach

Lhi =) Tyby (3.4)
k

neue Operatoren by € B mit den Koeffizienten I';; entstehen. Durch das iterative An-
wenden kann Bgyp so schrittweise erweitert und durch I';p das gesuchte Bewegungsglei-
chungssystem aufgebaut werden.

Dazu wird nun zunichst die initiale Menge By = {bg} C B definiert. Durch ein-
malige Anwendung des Liouville-Operators entstehen nach (3.4) bekanntlich die neuen
Basisoperatoren I;k, welche in der neuen Menge By C B enthalten sind. Die erweiter-
te Menge der Basisoperatoren nach einem Iterationsschritt ergibt sich sodann aus der
Vereinigung

Béesamt =Byub; . (3.5)

Ist B; C B die Menge der Basisoperatoren, die durch die [-te Anwendung des Liouville-
Operators entsteht, so gilt demnach allgemein fiir die Menge aller Basisoperatoren nach
L Anwendungen

BgLesamt = U Bl : (36)

Nun ist nach Gleichung (3.4) die Zeitableitung des Basisoperators b; iiber die Koef-
fizienten I';; an die Basisoperatoren Bk gekoppelt. Dies kann genutzt werden, um das
fiir die zeitabhéngigen Koeffizienten £ (t) aus Gleichung (3.2) gesuchte Bewegungs-
gleichungssystem aufzustellen. Dazu wird nun (3.2) in die Heisenberg-Gleichung (3.1)
eingesetzt. Dadurch gilt

&S b =12 € (1)L (3.7)
k k
=iy &r(t)d Ty (3.7b)
k J

Dabei wird im zweiten Schritt nur die Definition (3.4) eingesetzt. Da k und j {iber
dieselben Werte laufen, kénnen die Indizes vertauscht werden, sodass gilt

k k,j
< % &) b=i(&1) ' Tb . (3.7d)

Durch Vergleich der Koeffizienten der Basisoperator-Vektoren b und transponieren auf
beiden Seiten der Gleichung (3.7d) ergibt sich das finale Bewegungsgleichungssystem

d

aéi(t) = irsz'(t) ) (3.7e)



wobei die Matrix I" quadratisch ist und nach L Iterationsschritten die Dimension
‘BgLesamt‘ X ‘BgLesamt‘ hat. Diese Matrix soll in dieser Arbeit als Liouville-Matrix be-
zeichnet werden.

Um mithilfe von (3.7e) den gewiinschten Operator O;(t) sinnvoll in der Zeit entwi-
ckeln zu konnen, muss fiir die iterativ entstehende Basis B ein Skalarprodukt definiert

werden, fiir das
) -

gilt. Dann ist die Matrix I" hermitesch [33], wodurch sie lediglich reelle Eigenwerte
besitzt und eine exponentielle Divergenz in der Zeitentwicklung ausgeschlossen ist. Ein
Skalarprodukt, welches die Eigenschaft (3.8) erfiillt, ist durch

(aSl-

Lh; ) (3.8)

(41B) = T (415) (3.9)

~ dim
definiert, wie eine kurze Rechnung zeigt. Da der Normierungsfaktor 1/ dim #H fiir den
Beweis von (3.8) zunéchst irrelevant ist, soll hier nur die Spur betrachtet werden. Dann

oilt
v <(m)* B) . ((f[/l ~an)’ B) (3.10)

- (/UFITB - fﬂATB) (3.10D)
" (AT (E[B - Bﬁ)) (3.10¢)
_ (/ﬂ EB) . (3.10d)

Demnach erfiillt die Spur die Eigenschaft (3.8) fiir beliebige Operatoren. Dabei ist je-
doch zu beachten, dass die Definition des Skalarprodukts (3.9) nur fiir Operatoren mit
lokal endlich-dimensionalen Hilbertrdumen sinnvoll ist. Da in dieser Arbeit allerdings
nur Spinoperatoren betrachtet werden, ist diese Bedingung erfiillt. Bilden nun die Ba-
sisoperatoren zusétzlich eine Orthonormalbasis, so sind die Matrixelemente iiber

(L’Bi Bj> = ZFik (Ek ’@) = Zfik5kj =Ly =T7 (3.11)
k k

definiert.

Im Zentralspin-Modell, welches in Kapitel 2 beschrieben wird, ist der zeitabhingige
Operator durch die z-Komponente des Zentralspins 6§ (t) gegeben. Damit ist der initiale
Basisoperator fiir die iterierten Bewegungsgleichungen durch

bo = 6£(0) = &¢ (3.12)

bestimmt. Nun enthélt der Hamiltonoperator (2.1) nur Spin-Operatoren, wodurch die
gesamte Basisentwicklung durch Operationen der Spin-Algebra fiir S = 1/2 durch-
gefiihrt werden kann. Dabei soll in dieser Arbeit, mit den (2 x 2)-Einheitsmatrizen 1,
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und m € {0,1,2,3}, die Definition
j—1 ) N
5 = (@ m) 2ol e | X 1 (3.13)
i=0 i=j+1

gelten. Fiir die Pauli-Matrizen werden in dieser Arbeit auflerdem die beiden dquivalenten
Notationen

~0 ~1 A ~2 ~Y ~3 o
i =1 j =07 i =0 i =07 (3.14)

genutzt. Fiir die Entwicklung der Basisoperatoren in den folgenden Kapiteln sind au-
Berdem noch die bekannten Relationen

60,67 =20Y eanctis, (3.15a)
¢

5267 = 10" €apct? +0%0ag | 8ij + 6767 (1 - 6;) (3.15b)
¢

essentiell, wobei griechische Buchstaben in dieser Arbeit immer Elemente der Menge
der dreidimensionalen Raumrichtungen {z,y,z} sind.

In den folgenden zwei Kapiteln wird nun die Methode der iterierten Bewegungsglei-
chungen fiir das Zentralspinmodell angewendet. Dabei liegt der Fokus der Betrachtung
auf zwei unterschiedlichen Ansétzen fiir die Definition von Basisoperatoren. Deren An-
zahl bestimmt die Grofle des zu 16senden Bewegungsgleichungssystems und ist somit der
limitierende Faktor. Dabei ist wichtig, wie die Basisgréfle in der Zeit t und Systemgrofie
N skaliert.
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Direkte Basisentwicklung

Wird der Liouville-Operator iterativ auf den initialen Basisoperator 6§ angewendet, so
sind die neu entstehenden Operatoren im Allgemeinen Produkte von Pauli-Matrizen.
Ein naiver Ansatz fiir eine Basis fiir die iterierter Bewegungsgleichungen ist nun, die
Basisoperatoren direkt iiber diese Spinoperatorprodukte zu definieren.

4.1 Basisoperator

Ein beliebiges Produkt von Spinoperatoren kann wegen der Relationen (3.15a) und
(3.15b) immer so zusammengefasst werden, dass maximal ein Operator pro Platz i
vorhanden ist. Dessen Komponente kann die Werte my,; € {0,1,2,3} annehmen. Dabei
bedeutet my,; € {1,2,3}, dass dieser Platz besetzt ist, und my; = 0, dass dort der
triviale Operator &? steht. Da die Reihenfolge der Operatoren an unterschiedlichen
Plétzen irrelevant ist, kann ein allgemeiner Basisoperator nun durch

N

7 A 4 AT ~m A

b= |6, " =650 6, ..o (4.1)
=0

dargestellt werden. Fiir den initialen Basisoperator 50 = 0§ gilt demnach in dieser Dar-
stellung mgp; = 0Vi € {1... N} und mpo = 3. Damit eine einfache Berechnung der
Matrixelemente fiir die Liouville-Matrix nach (3.11) méglich ist, miissen diese Ope-
ratoren orthonormal zueinander sein, was nun im Bezug auf das Skalarprodukt (3.9)
gezeigt werden soll.

Da die Pauli-Matrizen hermitesch sind und die Reihenfolge der Operatoren irrele-
vant ist, ist ein allgemeiner Basisoperator nach

N LI N
Bch _ (H a_?%,i) _ H ((ﬂ%,i)T _ Ha,znk,i — by (4.2)

=0 1=0 1=0

ebenfalls hermitesch. Wird nun das Skalarprodukt zweier allgemeiner Basisoperatoren

11
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gebildet, so gilt nach

N
in) = —QNI —Tr [ ] (&?’“vi)*&?lﬁ (4.3a)

1=0

N
1 A
= 9N+1 HTr (61‘ v “) (4.3b)
i=0
1
= W H 26mk,iml,i (4.30)
i=0
=0 (4.3d)

dass diese Orthonormal zueinander sind. Dabei ist zu beachten, dass im zweiten Schritt
die auf dem Hilbertraum #2*? definierten Pauli-Matrizen 5;” eingesetzt wurden. Die
gewdhlte Definition der Basisoperatoren liefert demnach eine Orthonormalbasis, welche
nun fiir die Anwendung der iterierten Bewegungsgleichungen genutzt wird.

4.2 Allgemeine Basis-Entwicklung und Trunkierung

Um die Entwicklung der Basis in jedem Iterationsschritt besser zu verstehen, ist es
hilfreich, die Anwendung des Liouville-Operators auf einen allgemeinen Basisoperator
zu betrachten. Dies liefert

N N
Lhy =" J; | S6SY, &;”’Cvi] (4.4a)
j=1 =0
N N N
IEN I CHERE TN G v
j=1 i=0 i=0
j—1
— al J] Sfa ~ME.0 Al ~MEk i~ Aogj Mk | da ATMk,j N AT A4
_ZE 0:% Haz' j toolloi 750 o (4.4c)
j=1 =1 i=0 l=j+1
=:bp
) S Jj A = UL RPN
- @Z Z Eeamk,o’y(l — Omy00) O Hgi j (4.4d)
j=1 i=1
j—1
) - Jj Aaj ~MEq A7y N AME 1
+ZZZ§€amk,ﬂ(1_‘5mk,jo)00 o 0 H 91 : (4.4e)
j=1 ~ i=0 I=j+1

Der Anteil (4.4d) der allgemeinen Basisentwicklung beinhaltet nun die Erkenntnis, dass
nach n < N Iterationsschritten der iterierten Bewegungsgleichungen die Basisoperato-
ren mit der grofiten Anzahl besetzter Plétze aus genau (n + 1) Pauli-Matrizen mit

12
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my,; 7 0 bestehen. Um dies zu zeigen werden die in (4.4d) definierten, neuen Basisope-

ratoren I;g; betrachtet. Fiir diese gilt allgemein

N
&) H & (4.5)

N N
j=1  i=1

:a'y _
b =
1

j=

Der Ausgangspunkt ist nun zunéchst der initiale Basisoperator by, fiir den mo; = 0
fiir i > 0 gilt. Da demnach alle Plédtze i € {1,...,N} dieses Operators unbesetzt sind,
besetzt die Pauli-Matrix 67, die aus der Anwendung des Liouville-Operators auf bo
entsteht, in den neuen Basisoperatoren offensichtlich einen zusétzlichen Platz. Dadurch
haben diese Operatoren nach einem Iterationsschritt nun zwei besetzte Pléitze und sind
durch

=600 (1.6)

T

gegeben. Vor dem n-ten Iterationsschritt haben die Basisoperatoren mit der maximalen
Anzahl an besetzten Plidtzen demnach genau n besetzte und (N + 1 — n) unbesetzte
Pldtze. Solange nun n < N gilt, haben diese Basisoperatoren somit mindestens einen
unbesetzten Platz. Da j iiber alle Plidtze im Bad lduft, wird es mindestens ein j geben
sodass der unbesetzte Platz nach

OF _ a7 gL Mgl g GMRaHL | sTHRN | sa

by =0¢ - 01 ) 16,45 Oy g (4.7a)
AV AR STl s STegjdl TN
=004 et 00 5Ot o ON (4.7b)

besetzt wird. Der neu entstandene Operator (4.7b) hat demnach eine Pauli-Matrix
zusétzlich. Im Umkehrschluss besitzen die maximal besetzten Basisoperatoren im Fall
n = (N +1) keinen unbesetzten Platz mehr, wodurch sich am Platz j nach der Relation
(3.15b) entweder nur die Komponente éndert, oder im Fall & = my, ; eine Einheitsmatrix
entsteht und dieser demnach nicht mehr besetzt ist.

Durch die Wahl der Basisoperatoren by, ist direkt ersichtlich, dass fiir ein endliches
System nur eine endliche Anzahl an Basisoperatoren benotigt wird, da nur endlich viele
Kombinationen der 6;” ' existieren. Nun ist jedoch ebenfalls gezeigt, dass die Anzahl
der entstehenden Basisoperatoren fiir eine unendliche Systemgréfie divergiert. Dadurch
ist in diesem Fall eine Trunkierung notwendig. Jedoch zeigt sich im néchsten Abschnitt,
dass die Basisgrofle fiir die definierten Operatoren exponentiell mit der Badgréfle N
ansteigt, wodurch ebenfalls bei endlichen Systemen schon fiir relativ kleine Badgrofien
eine Trunkierung notwendig wird.

Wird die Anzahl der Basisoperatoren S und der von Null verschiedenen Eintrige
St der Liouville-Matrix in Abhéngigkeit der Badgrole N betrachtet, so konnen Ska-
lierungsfunktionen gefunden werden. Die Paulimatrizen an einem Platz haben vier
mogliche verschiedene Komponenten. Da bei einer exakten Berechnung vermutlich alle
Kombinationen der Badspins vorkommen, wird eine Skalierung in der Gréfenordnung
O(4") liegen. Bei Betrachtung von Tabelle 4.1 bestitigt sich diese Annahme. Dabei

13
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N SB(N) SLM(N) SLM(N)/SB(N)
0 1 0 0,000
1 4 8 2,000
2 15 48 3,200
3 64 288 4,500
4 255 1536 6,024
) 1024 7680 7,500
6 4095 36864 9,002
7 16384 172032 10,500
8 65535 786432 12,000
9 262144 | 3538944 13,500

10 | 1048575 | 15728640 15,000

Tabelle 4.1: Skalierung Sg(NN) der Anzahl der Basisoperatoren und Sty (V) der Anzahl
der von Null verschiedenen Matrixeintrige in Abhingigkeit der Badgrofie N sowie der
Quotient beider Werte.

entsteht fiir gerade N fiir N > 0 ein zusétzlicher konstanter Faktor. Es ergibt sich
quantitativ

Sp(N) =4 — (N + 1) mod 2) fiir N>0 . (4.8)

Um die Skalierung der Anzahl der von Null verschiedenen Eintrége der Liouville-Matrix
Stm(N) in Abhéngigkeit der Badgrofie zu erhalten ist eine Betrachtung des Quotienten
der Anzahl dieser Eintrdge und Sg(N) hilfreich, welcher in Abbildung 4.1 dargestellt
ist. Mit der Ausnahme von N = 1 folgt der Quotient fiir ungerade Badgroflen der
linearen Funktion

FN) = %N . (4.9)

Fiir gerade Badgroflen ist eine Abweichung zu erkennen, welche durch den Summanden
Smod(N) = —((N + 1) mod 2) entsteht. Da dieser jedoch konstant ist, wird die Abwei-
chung fiir grofler werdende N schnell vernachlédssigbar klein. Fiir grofle Badgréfien kann
demnach die Anzahl der Matrixelemente durch die Skalierungsfunktion

3

= 5N 4N (4.10)

Siat(N) ~ gN . Sp(N)
angegeben werden. Eine Skalierung der Anzahl der Matrixeintridge von der Ordnung
O(N - 4") limitiert die 16sbare Badgrofie sehr stark, da schon fiir kleine Bider sehr
grofle Speichermengen fiir die Berechnung des Bewegungsgleichungssystems nétig sind.

An dieser Stelle wird die Wichtigkeit eines geeigneten Trunkierungsschemas ersicht-
lich. Die Skalierungen der Basis Sg(/N) und der von Null verschiedenen Matrixeintrige
SpMm(N) gelten fiir die exakte Berechnung des Problems. Die Trunkierung dient dazu,
eine approximative Losung zu erhalten, welche mit weniger Basisoperatoren auskommt,

14
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=

o Sum(N)/Sp(N)
125 1 —— f(N)=3N
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N

Skalierungs-Quotient

Abbildung 4.1: Differenzenquotient der Skalierungsfunktionen Sty (N)/Sg (V) mit Ver-
gleichsgeraden f(IN) = 3/2N.

dabei jedoch immer noch moglichst nah an der exakten Losung liegt. Nun ist die Anzahl
der besetzten Plitze A(by) eines Basisoperators by, ein Ansatzpunkt fiir dieses Schema.
Eine einfache Trunkierung besteht darin einen Basisoperator by, nur dann zur Basis
hinzuzufiigen, wenn

A(br) < Pmax (4.11)

wobei Ppax der maximalen Anzahl der Spinoperatoren verschiedener Pldtze in diesem
Operator entspricht.

Dieser Ansatz wird nun dazu genutzt mittels der iterierten Bewegungsgleichungen
die Zeitentwicklung des Zentralspins zu simulieren. Die Resultate werden im néchsten
Kapitel diskutiert.

4.3 Resultate

Bevor auf das zuvor erlduterte Trunkierungsschema néher eingegangen wird, werden
einige Uberlegungen zu exakten Losungen angestellt. Dabei wird unter anderem auch
die Wahl verschiedener Parameter x fiir die Kopplungskonstanten .J; betrachtet.

4.3.1 Exakte Losung

Als exakte Losung wird hier der Fall Ppax = (N + 1) bezeichnet. Da im Hamiltonope-
rator nur (N + 1) verschiedene Plétze betrachtet werden, kénnen auch nur maximal so
viele Plédtze durch einen Basisoperator beschrieben werden. Demnach werden durch die
iterierten Bewegungsgleichungen alle nitigen Basisoperatoren fiir die Zeitentwicklung
bestimmt und damit auch alle Wechselwirkungsprozesse beachtet.
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Abbildung 4.2: Vergleich der exakten Losung mit der Methode der iterierten Bewe-
gungsgleichungen fiir verschiedene Parameter x. Dabei ist die Badgrofie N = 10.

Nun muss zunéchst ein passender Parameter z fiir die Kopplungsverteilung gewéhlt
werden. Um den Einfluss dieser Grofie genauer zu analysieren sind in Abbildung 4.2
Simulationen fiir verschiedene x dargestellt. Die Badgrofie betriagt dabei N = 10 Kern-
spins. Fiir x = 0,5 verlauft die Kopplungsverteilung relativ flach. Dadurch sind die
Kopplungen lange von derselben Gréfienordnung, wie schon aus Abbildung 2.1 deutlich
wird. Der charakteristische Abfall der Autokorrelation nach dem ersten Minimum ist
deswegen relativ gering. Da das betrachtete System endlich ist, sind jedoch nach kurzer
Zeit relativ starke Schwankungen zu sehen. Sie entstehen dadurch, dass das System nur
aus sehr wenigen Badspins besteht und werden auch Finite-Size-Effekte genannt. Da
ein Quantenpunkt jedoch aus N =~ 10* bis 10° Kernspins besteht sind diese Effekte
nicht realistisch. Fiir grofie x ist die Dynamik nur durch sehr wenige Kernspins domi-
niert, wodurch die Autokorrelation schrittweise in eine Oszillation iibergeht. Dies ist
ebenfalls unrealistisch fiir einen Quantenpunkt.

Hier wird nun z = 1 und somit N = Ny gewéhlt, wodurch die kleinste Kopplung
durch Jy = Jg/e gegeben ist. Diese Wahl stellt einen guten Kompromiss dar, um

auf der Zeitskala bis tyax, bei der die Finite-Size-Effekte auftreten, eine Dynamik des
Zentralspins zu erkennen, ohne dabei die Anzahl der einflussreichen Kernspins zu stark
zu beschrénken.

Abbildung 4.3 zeigt nun die exakte Zeitentwicklung mit der Methode der iterier-
ten Bewegungsgleichung (iIEOM) fiir verschiedene BadgroBlen N bis t = 35J51. Da-

bei wird jeweils mit einer Simulation iiber den Dichtematrix-Renormierungsgruppen-
Formalismus (DMRG) [22] verglichen. Die Ergebnisse stimmen hier genau mit denen

der iterierten Bewegungsgleichungen iiberein, wodurch bestétigt wird, dass die Metho-
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Abbildung 4.3: Exakte Losung mit den iterierten Bewegungsgleichungen (iEOM)
fir £ = 1 im Vergleich mit einer Simulation iiber der Methode der Dichtematrix-
Renormierungsgruppe (DMRG) fiir verschiedene Badgréfien N.

de korrekte Ergebnisse liefert. Dabei werden die Finite-Size-Effekte durch die leichten
Oszillationen fiir groflere Zeiten sichtbar. Fiir Ansteigende Badgrofien treten sie offen-
sichtlich immer spéter in der Zeitentwicklung auf.

Die Umsetzung der iterierten Bewegungsgleichungen ist bei einer numerischen Be-
rechnung relativ effizient in der Zeit, jedoch Speicherintensiv. Die Dauer fiir das hier
grofite exakt berechnete Bad von N = 13 Spins liegt mit dem genutzten Programm
bei etwa 24 Stunden. Der benétigte RAM-Speicher kann iiber die Skalierungsfunktio-
nen (4.8) und (4.10) abgeschétzt werden. Da die Liouville-Matrix zu grofien Teilen aus
Nullen besteht, wird die Speicherung des Bewegungsgleichungssystems iiber eine diinn
besetzte (sparse) Matrix umgesetzt. Diese speichert nicht jeden einzelnen Eintrag, son-
dern nur die von Null verschiedenen. Dazu sind zwei Long Integer mit jeweils 8 Byte
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Abbildung 4.4: Minimal benétigter Arbeitsspeicher in Abhéngigkeit der Badgrofie IV
fiir eine exakte Berechnung mit der Autokorrelationsfunktion mit den iterierten Bewe-
gungsgleichungen.

notig um die Position des Eintrags zu bestimmen. Dessen Wert wird in einer FlieSkom-
mazahl mit doppelter Genauigkeit (Double) gespeichert welche ebenfalls 8 Byte grof ist.
Dies liefert fiir die Matrix ein Speicheraufkommen von My (V) = 24 - Sy Bytes. Da
die Zeitentwicklung mit einem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung durchgefiihrt
wird, muss ebenfalls ein Vektor gespeichert werden. Dies wird iiber ein Array umge-
setzt, wodurch fiir diesen Anteil Mp(N) = 8-Sg Bytes benotigt werden. Insgesamt gilt
demnach

Mmin<N) = MLM<N) + MB(N) =24-Sym+8-5B Bytes (412)

Die Skalierung des Speicherbedarfs ist in Abbildung 4.4 zusammen mit dem fiir diese
Arbeit maximal verfiigbaren Speicher dargestellt. Offensichtlich steigt die bendtigte
Speichermenge rasant an. Es zeigt sich, dass die Anzahl der Kernspins hier auf maximal
N = 14 begrenzt ist. Dass in diesem Kapitel nur maximal N = 13 Badspins betrachtet
werden liegt daran, dass das verwendete Programm beziiglich des Speicherbedarfs nicht
vollstandig optimiert ist.

Nun wird das zuvor vorgestellte Trunkierungsschema angewendet um die Anzahl
der zu losenden Bewegungsgleichungen zu verringern.

4.3.2 Trunkierte Losung

Da im vorigen Kapitel gezeigt wurde, dass die exakte Losung der iterierten Bewegungs-
gleichungen mit denen etablierter Methoden iibereinstimmen, werden nun diese zum
Vergleich fiir die trunkierten Losungen genutzt. In Abbildung 4.5 wird die maximale
Platzzahl P« fiir eine feste Anzahl Badspins N variiert. Der Vergleich zeigt, dass
die gewihlte Trunkierungsmethode nicht geeignet ist. Schon fiir Pya.x = N zeigen die
Verldufe nach anfinglicher Ubereinstimmung grofie Abweichungen. Ein Grund hierfiir
ist, dass bei dem genutzten Schema die Kopplungsstirke missachtet wird. Basisope-
ratoren, die P > Ppax besetzte Plétze haben, koppeln nach (4.4) nicht zwangsldufig
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Abbildung 4.5: Vergleich einer exakten Losung mit der Methode der iterierten Bewe-
gungsgleichungen mit zwei trunkierten Losungen fiir verschiedenen Badgréfien N.

schwéicher an den Zentralspin als jene, die aus P < Pyax Pauli-Matrizen bestehen.
Aus diesem Grund ist die Relevanz der einzelnen Operatoren nicht an die Anzahl der
beschreibenden Pldtze gebunden. Eine Idee bei der Trunkierung ist weiterhin, dass die
Anzahl der besetzten Plitze durch die Anzahl der Anwendungen des Hamiltonoperators
gegeben ist. Dadurch, dass die Operatoren mit n besetzten Plidtzen erst nach (n — 1)
Iterationsschritten auftreten, wurde deren Einfluss auf das Kurzzeitverhalten des Zen-
tralspins als sehr gering eingeschéitzt. Jedoch akkumuliert sich der Einfluss offensichtlich
so stark, dass signifikante Abweichungen entstehen.

Uberlegungen zu neuen Trunkierungsschemata bieten voraussichtlich noch Opti-
mierungsmoglichkeiten fiir den direkten Ansatz. Da die Skalierung der zu lésenden
Bewegungsgleichungen in dieser Basis jedoch allgemein sehr schlecht ist, wird hier auf
die Verbesserung der Trunkierung verzichtet. Eine bessere Moglichkeit die Grofle des
Problems signifikant zu verringern ist durch die Basisoperatoren selbst gegeben. Die im
folgenden Kapitel vorgestellte Definition nutzt Ndherungen fiir den Limes grofler Bader,
wodurch auch realistische Badgrofien zugénglich werden, ohne dabei mehr Ressourcen
zu bendtigen als bisher.
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Kapitel 5

Approximative Basisentwicklung
fiir grof3e Bader

Die Struktur der neuen Basisoperatoren, welche in diesem Kapitel fiir die Zeitent-
wicklung des Zentralspins genutzt werden, basiert auf der Idee des Lanczos-Verfahrens
in Ref. [25]. Dabei werden nicht wie zuvor die Spinoperatorprodukte direkt betrach-
tet, sondern Felder Pj eingefiihrt. Diese sind, dhnlich zum Overhauserfeld, iiber eine
gewichtete Summe {iber alle Badspins definiert. Fiir die Konstruktion der neuen Basis-
operatoren bleibt der Zentralspinanteil im Vergleich zum direkten Ansatz unberiihrt,
jedoch wird der Badanteil iiber Produkte aus den Komponenten ]5]9“ der Felder be-
schrieben. Der Index j beschreibt dabei die Stufe der Kopplungsfaktoren, die durch
orthogonale Polynome p;(.J;) der Kopplungskonstanten J; definiert sind. Diese Polyno-
me werden iiber die Lanczos-Rekursion [26] bestimmt. Der Ansatz bietet den Vorteil,
dass viele Badspin-Kombinationen, die beim direkten Ansatz in Kapitel 4 jeweils als
eigenstdndige Basisoperatoren betrachtet wurden, nun in einem einzigen Basisoperator
zusammengefasst werden. Dadurch wird die Grofle des zu losenden Differentialglei-
chungssystems signifikant reduziert. Um jedoch alle relevanten Wechselwirkungen zu
erfassen, werden hohere Potenzen der Jf’ja benétigt. Dabei wird die direkte Berechnung
von Skalarprodukt und Erwartungswert schnell sehr aufwéndig. Um einen einfache-
ren Zugang zu fast beliebigen Potenzen zu erhalten, wird im Laufe dieses Kapitels die
Reprisentation des Badanteils der neuen Basisoperatoren durch normierte Hermitepo-
lynome der Feldkomponenten ]5]‘?‘ motiviert.

5.1 Orthonormale Felder und Lanczos-Rekursion
Zunéchst werden die Felder Pj eingefiihrt. Diese sind iiber die gewichtete Summe
N
P;=> pi(l)ei je{1,2,3,..} (5.1)
i=1

mit den Polynomen p;(.J;) in Abhéngigkeit der Kopplungskonstanten J; gegeben. Die
Definition weicht um einen Faktor 2 vom klassischen Ansatz in Ref. [25] ab. Damit
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diese Felder orthonormal sind, miissen die Polynome p; orthonormal beziiglich des
Skalarprodukts

N
(pilpk) =D pi(Ji)pr(Ji) = G (5.2)
=1

sein. Eine Polynombasis, die dies erfiillt, kann iiber den bekannten Lanczos-Algorithmus
[26] bestimmt werden. Dazu wird zunéchst das Startpolynom p;(.J;) := J; definiert. Die
Idee des Algorithmus besteht grundsétzlich darin, das Startpolynom iterativ mit sei-
nem Argument J; zu multiplizieren und das entstehende Polynom pj41(J;) = Jip;(J;)
mit dem Gram-Schmidt-Verfahren im Bezug auf alle vorherigen Polynome zu ortho-
normieren. Daraus ergibt sich die Rekursionsformel

Jipj(Ji) = Bipj+1(Ji) + api(Ji) + Bj—1pj—1(Ji) (5.3)

wobei po(J;) := 0 gilt. Die Faktoren «; und f; sind die Lanczos-Koeffizienten, welche
im Rahmen der Orthonormierung entstehen und durch

Bi-1 = (Dj+1lpj—1) (5.4a)
aj := (Pj+1lp;) (5.4b)
Bj = \/\ﬁj+1 —a;pj = Bj-1pj-1/” (5.4c)

gegeben sind. Fiir diese gilt a;, 8; oc /7. Die Rekursion kann somit ebenfalls iiber die
tridiagonale Matrix

ap 1 0 0

f1 az B2 0O .
v 5w e 59

und den Vektor der orthonormalen Polynome
p(Ji) = (01 (i), p2 (i), - (i) (5.6)
durch
Jip(Ji) = Tp(J;) (5.7)

dargestellt werden. Durch dieses Verfahren ergibt sich eine Basis P = {p1,..,pn} aus
reellen Polynomen, welche orthonormal beziiglich des Skalaprodukts (5.2) sind. Fiir die
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5.2. Basisoperatoren mit Hermitepolynomen

orthonormalen Felder IA:’j gilt mit dem zuvor definierten Skalarprodukt (3.9) somit

D | D 1 Ao A
(Pj P,f) = T | D P Im)5nsn, (5.82)
n,m=1
1 N
= vt O pi)p(In) T (5575 (5.8b)
n,m=1

N
= pi(Jn)p(Jn)bag (5.8¢)

n=1
= 0jkdap - (5.8d)

Im folgenden Kapitel wird nun die bereits erwahnte Einfithrung normierter Hermitepo-
lynome motiviert, um einen einfachen Zugang auch fiir héhere Potenzen der Feldkom-
ponenten P7* zu erhalten.

5.2 Basisoperatoren mit Hermitepolynomen

Die Felder Pj bestehen aus gewichteten Summen von Spinoperatoren. Die Berech-
nung hoherer Potenzen dieser Felder iiber das Skalarprodukt (3.9) ist wegen der Spur
iiber die Spinoperatoren sehr aufwéindig, da viele verschiedene Operator-Kontraktionen
einen Beitrag liefern. Wie in Ref. [27] von Seifert et al. gezeigt kann dies jedoch stark
vereinfacht werden, sobald eine grofle Anzahl Badspins betrachtet wird. Diese Vor-
aussetzung ist hier fiir die orthonormalen Felder Pj gegeben, wenn ein System mit
Neg — oo reprisentiert wird. Dabei wurde in Kapitel 2 bereits festgestellt, dass die ef-
fektive Badspin-Anzahl Neg wegen der exponentiellen Kopplungen fiir grof3e Bider iiber
den Parameter v bestimmt ist. Nach Seifert et al. ist nun der fithrende Beitrag in der
effektiven Badgréfle Neg bei der Berechnung der Spur unter Annahme einer Gaufiver-
teilung iiber alle paarweisen Kontraktionen der Spins gegeben. Dazu wird anhand eines
einfachen Beispiels zunéchst gezeigt, dass die Reihenfolge der orthonormalen Felder ]5]»0‘
bei der Auswertung der Spur in fithrender Ordnung irrelevant ist. Es gilt

N
Pe P = 3 mm () |52,67 | (5.92)
ij=1
’ N N
— a1 Y m) [60,67] + 8> pai) |50,67 (5.9b)
=1 i=1
= Z €apy <Oz1plw + ﬁlp;) (5.9C)
o,By
=1 . (5.9d)
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Wird nun das Skalarprodukt dieses Ergebnisses gebildet ergibt sich

(P 1) = a2 (P7] 7)) + 2008 (P7] 7)) + 82 (P3| 7) (5.10a)
=2+ B} (5.10b)
x v (5.10c)
x N . (5.10d)

Damit verschwindet der Kommutator fiir Neg — oo. Weiterhin ist die Summe iiber Neg
nicht-verschwindende Spin-Kontraktionen proportional zu Neg. Die fithrende Ordnung
in Neg ist somit iiber die Maximierung der Kontraktionen bestimmt. Bei einer grofien
Anzahl von Spinoperatoren ist diese Maximierung durch die Kontraktionen aller nicht-
verschwindenden Paare gegeben. Weiterhin ist bekannt, dass der Erwartungswert von
Produkten gauf3verteilter Variablen ebenfalls durch die Berechnung aller paarweisen
Kontraktionen gegeben ist [34, 35]. Diese Eigenschaften kénnen nach Seifert et al.
nun dazu genutzt werden, die Spur der Produkte aus den Feldkomponenten Pjo‘ in
flihrender Ordnung in Neg tiber GauB-Integrale zu bestimmen und damit sowohl das
Skalarprodukt als auch den Erwartungswert des Badanteils der neuen Basisoperatoren
zu berechnen.
Nun werden zunéchst die normierten Hermitepolynome
1

H,(z) = ﬁﬁn(x) (5.11)

eingefiihrt. Dabei sind die nicht-normierten Hermitepolynome durch

. = d¥ =
H,(z) = (—1)"e2 dw”e_a (5.12)
definiert [36]. Diese erfiillen die bekannten Relationen
Hy1(z) = xH,(z) —nH, 1 (5.13a)
d -~ .
%Hn(x) =nH,_1(x) . (5.13b)

Dadurch folgt fiir die normierten Hermitepolynome direkt

zHy(z) = vVnHy—1(z) + Vn+ 1H,4(z) (5.14a)

d

%Hn(:ﬂ) =vnH,_1(z) . (5.14b)
Diese Relationen bieten einen einfachen Zugang zu hdheren Potenzen des Arguments,
was im Laufe dieses Kapitels fiir die orthonormalen Felder genutzt wird. Weiterhin gilt
fiir die normierten Hermitepolynome die Orthonormalitidtsbeziehung

2

1 [ 2
m/_ooHn(x)Hm(x)e St = b (5.15)
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5.2. Basisoperatoren mit Hermitepolynomen

beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) = (V2m) ! exp(—2?%/2).

Nach Seifert et al. wird die Néherung fiir die Berechnung der Spur iiber Gauf3-
Integrale fiir Nog — oo exakt. Das bedeutet, dass fiir die Hermitepolynome, welche nun
als Argument einzelne Komponenten der othornormalen Felder besitzen, die Relation

(H”jva(]sﬂq) ‘Hmﬂ%a(pfq)) - diri’HTr ((Hnava(faf))THmj,a(Pf)) (5.16a)

ay. —L(P*)?  pa
\/ﬂ/ ny o (PO Hy, (P22 aPe (5.16b)

= Omjanjo (5.16¢)

gegeben ist und sie somit ebenfalls orthonormal beziiglich des Skalarproduktes (3.9)
sind. Hier wird ausgenutzt, dass die Hermitepolynome der Feldkomponenten Pja her-
mitesch sind. An dieser Stelle soll noch einmal betont werden, dass es sich um eine
vollkommen quantenmechanische Betrachtung handelt, obwohl die Feldkomponenten
P in (5.16b) keine Operatoren mehr darstellen, sondern reelle Variablen. Es wird hier
lediglich die fithrende Ordnung in Neg der Spur von quantenmechanischen Spins iiber
das Gauflintegral bestimmt. Im Fall Neg < oo ist diese Beziehung zwar nicht mehr
exakt, stellt fiir gro3e Bader allerdings immer noch eine gute Approximation dar.

Nun kénnen die neuen Basisoperatoren definiert werden. Da die Pauli-Matrizen
des Badanteils iiber die Feldkomponenten ]5]9‘ beschrieben sind, wird auf die Indi-
zierung des Platzes vom Zentralspin verzichtet und dieser nur noch durch &,, mit
m € {0,1,2,3} dargestellt. Allgemein ist ein neuer Basisoperator mit der Kurzschreib-
weise Hy; , = Hn].,a(pjo‘) durch

J
b =Gy Hoy  Huy JHy Hiy oo = 0 [ [ [[ Hugo » @ €{zu,2} ,  (5.17)

=1 «

i

gegeben. Das J-Tupel n = (n1,4,n1,y,...,nJ.) definiert dabei die Grade der Hermi-
tepolynome im jeweiligen Basisoperator. Es sei hier noch einmal betont, dass deren
Reihenfolge nach Seifert et al. in fithrender Ordnung in Neg nicht relevant ist.

Dass die neuen Basisoperatoren i)ﬁb orthonormal beziiglich des Skalarprodukts (3.9)
sind, kann mit (5.16) gezeigt werden. Es gilt

J
(b?‘b}") dlmH jHl];[ orHn, ) 01 Hp, (5.18a)

fTr(akal HH g0 Him o (5.18b)

=1 «

Die Grundvoraussetzungen fiir eine Basisentwicklung mit den iterierten Bewegungs-
gleichungen sind nun geschaffen. Im folgenden Kapitel wird diese zun#chst allgemein
betrachtet.
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5.3 Allgemeine Basisentwicklung

Als initialer Basisoperator wird, wie zuvor, die z-Komponente des Zentralspins verwen-
det. Dies entspricht mit den neuen Basisoperatoren einem Operator mit den Quanten-
zahlen m = 3 und nj o =0V j, o, sodass mit den Hermitepolynomen Ho(F;*) = 1

6% = 63HoHoHy... = & (5.19)

gilt. Die allgemeine Anwendung des Liouville-Operators £ (siehe Gleichung (3.1)) auf
Basisoperatoren der Form (5.17) ergibt die Aufspaltung
Lé,, A" = L6, A™ + 6,

LA™
6) n

: (5.20)

sodass die beiden Anteile (I) und (II) separat betrachtet werden konnen. Fiir Teil (I)
ergibt sich

0 falls m =0 (5.21a)
Lo, =< iJ . i, .

m %&mﬂplm—l - ITQ&M_lpf@“ falls m € {1,2,3} , (5.21b)
wobei die Indizes in (5.21b) zyklisch zu verstehen sind und demnach auch fiir die neuen
Indizes (m £ 1) € {1,2,3} gilt. Teil (II) lasst sich immer auf die Kommutation des
Hamiltonoperators mit einem einzelnen Hermitepolynom, also Terme der Form

LH,

Nj,a

(Pf) = [H Hy, (PO (5.22)

zuriickfithren. Um diese bestimmen zu kénnen, wird zunéchst der Liouville-Operator
eines allgemeinen Feldes P;* bestimmt. Eine kurze Rechnung zeigt, dass mit (5.3) die
Gleichung

67

mit den Lanczos-Koeffizienten o und §; gilt. Der Kommutator auf der rechten Seite
in Gleichung (5.22) kann nun iiber die Relation

of(B)
0B

[A, f(B)} - [A, B} (5.24)

bestimmt werden. Die Ausnutzung dieser Beziehung ist hier nur im Fall grofler Bader
sinnvoll, wie im Folgenden erlautert wird.
Die Gleichung (5.24) gilt nur, wenn auch die Beziehung

[B, [A, BH ~0 (5.25)
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5.3. Allgemeine Basisentwicklung

gegeben ist. Fiir die betrachteten Operatoren gilt dies im Allgemeinen jedoch nicht, was
durch eine kurze Rechnung gezeigt werden soll. Wird fiir die allgemeinen Operatoren
A = H und B = P} eingesetzt, so ergibt sich

Pe [, B2]] = [Py =i {80 x (BiPiri+ Py + B Pia) } | (5.260)

= i3 can Sy (8 [P0 Bl | + oy [P0, B)) + 850 [P, PLL]) - (5.260)
By

Diese Gleichung verschwindet nur genau dann, wenn alle Kommutatoren der Kom-
ponenten « der Felder Py verschwinden. Das ist offensichtlich nicht der Fall, da
ebenfalls die Dynamik des Badanteils aus der Heisenberg-Gleichung wegen

N
H=3"8Y Jise = % S o be (5.27)
« i=1 «

durch diese Art von Kommutatoren gegeben ist.

Wie in (5.10) gezeigt, ist fiir groBe effektive Biader Neg, und somit kleine -+, die
Reihenfolge der Felder fiir die fithrende Ordnung in N.g, beziehungsweise der Kopp-
lungsstérke v, bei der Auswertung der Spur nicht relevant. Die Dynamik des Systems
ist in fithrender Ordnung proportional zu Termen der Gré8enordnung O(,/7). Jede wei-
tere Kommutation zweier Komponenten der orthonormalen Felder erzeugt nun einen
zusitzlichen Term proportional zu O(,/7). Die entstehenden Korrekturterme der Form
(5.26b) sind damit von der Gréflenordnung (’)(7% ). Da diese Terme nicht mehr fithrender
Ordnung sind, werden sie bei der Auswertung der Spur iiber Gaulkorrelationen ver-
nachléssigt, wodurch die Ausnutzung der Relation (5.24) motiviert ist.

Unter Benutzung von (5.23) und (5.24) kann demnach die Kommutation (5.22) von
Hamiltonoperator und Hermitepolynom zu

H s Hn; a(‘éja):| = _iH;Lj,a(lsjq) {SO X (ﬁjpj—i—l + ;P + ﬁj_1j3j_1>}a (5.28a)

~i/MjaHn, . -1(P}) {5’0 x (/ijjJrl +a;Pj + 5]‘71151'71) }a (5.28b)

bestimmt werden.

Um nun die Bewegungsgleichung eines Basisoperators in voller Allgemeinheit dar-
zustellen, werden die Hermitepolynome H,,, , links und rechts des Kommutators (5.28)
in die Feldanteile

j—1 3

AM =TT T Hows H 0y (5.29a)
k= 16 1

wj = H Hy,,, H HH”k,B (5.29b)
y=a+1 k=j+1 B=1
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aufgeteilt. Mit dieser Formulierung ist die Heisenberg-Bewegungsgleichung fiir einen
allgemeinen Basisoperator durch

d J, . A
(G A™) = T (G PP = 5 PP A7 (5.30a)
J
jal 7l e T s s 9
0, > AN MjaHn, 1 {So x (ﬁij +a;Pj+ ijlpjfl) }a ALY

=1 «

(5.30D)

gegeben. Da die Reihenfolge der Operator-Felder Pj, wie zuvor motiviert, in fithrender
Ordnung in v irrelevant ist, kann dies weiter zu

d, . n J A DM A pM— n
(A = 769 (o—m,lpl G P 1) A (5.30¢)

J ~
ag ~ N N
Y vty (BB + 0B + B Py ) (Az) (5.30d)
j=1a,Byy

umgeformt werden. Dabei stellt

(An,) = AZ; Hyp,; o1 ALY (5.31)

i
den modifizierten Feldanteil des Basisoperators dar, welcher das um eine Stufe dekre-
mentierte Hermitepolynom Hn]-,a—l enthalt.

Diese Ergebnisse werden nun genutzt, um die Basisoperatoren in einem Zustands-
raum darzustellen, auf die ein effektiver Hamiltonoperator wirkt, der die Prozesse des
Badanteils durch bosonische Leiter-Operatoren beschreibt.

5.4 Ubergang zu bosonischen Leiteroperatoren

Eine neue Darstellung in bosonischen Leiteroperatoren liefert eine kompaktere Schreib-
weise und einen einfacheren Zugang zur Basis-Entwicklung als die Kommutation bei
der Anwendung des Liouville-Operators. Dabei werden nun die Basisoperatoren I;,’fl als
Basiszusténde in der Dirac-Notation durch

lby,) = |m;m) = |m;ny zni yni zno g ... (5.32)

formuliert. Da die Hermitepolynome in (5.30) mit den PJ‘?‘ vertauschen, entspricht die
Anwendung des Liouville-Superoperators auf einen Basisoperator in der neuen Zu-
standsnotation der Anwendung eines effektiven Hamiltonoperators auf den dquivalenten
Zustand. Damit ist die Bewegungsgleichung in dieser Darstellung prinzipiell durch

d i
p M N1 a1 ynt 25 Mg -..) = iH g [myng gnayni 23 noge ... (5.33)

beschrieben.

Es werden nun zunéchst die Leiteroperatoren fiir Hermitepolynome eingefiithrt und
gezeigt, dass sie die Prozesse des Badanteils dquivalent zur Darstellung im Spinraum
beschreiben.
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5.4.1 Leiteroperatoren der Hermitepolynome

Fiir den Erzeugungsoperator a! sowie den Vernichtungsoperator a fiir den Badanteil
der neuen Basiszusténde gelten die Definitionen

P
i = g + 5 (5.34a)
it = g - 5@ (5.34b)

Fiir eine kiirzere Schreibweise wird hier zunéchst ein allgemeines & betrachtet, das
spéter durch Pj* ersetzt wird. Weiterhin ist die Kommutation der Erzeuger und Ver-
nichter durch

[a ,a] - [a*,a*} —0 (5.352)
[a, aT] =1 (5.35b)
gegeben. Damit die Prozesse im physikalischen Spinraum sinnvoll auf den Zustands-

raum iibertragen werden kénnen, muss ein Zustand definiert werden, der fiir die Leite-
roperatoren die Relationen

alny =+vnln—-1) | (5.36a)
atlny =vn+1ln+1) . (5.36b)

erfiillt. Wie eine kurze Rechnung zeigt (sieche Appendix A.1l), wird dies durch die
Zustinde mit der Aquivalenzbeziehung

»

In) = H,(z)e™ T (5.37)
erfiillt. Um einen effektiven Hamiltonoperator in den bosonischen Leiteroperatoren dar-
stellen zu koénnen sind die Ausdriicke fiir das Argument Z, sowie fiir die Ableitung der
Hermitepolynome im Zustandsraum essentiell. Fiir diese gilt offensichtlich

i=(a+a') (5.38a)
38@ = %(a —al) . (5.38b)

Bekanntermafien sind mit diesen Definitionen die Darstellung mit bosonischen Leiter-
operatoren dquivalent zur Darstellung im Raum der Variable x ist. Es gilt

2 |n) = (&+aT) In) (5.392)
=vnln—1)+vVn+1jn+1) . (5.39b)

Wird nun diese Gleichung im Raum von x betrachtet, so gilt

a?Hn(x)e*% = \/ﬁHn_l(x)e*% +vn+ 1Hn+1(x)e*% (5.39¢)
& xHy(x) = vVnH,—1(z) + Vn+ 1H,1(z) . (5.39d)
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Damit ist die Multiplikation mit dem Argument dquivalent. Fiir die partielle Ableitung
wird gleichermafien vorgegangen. Es ergibt sich

58@ In) = % (a-af)n) (5.40a)
- \f n—1) — ”; T (5.40b)

Im physikalischen Raum gilt nun mit der bekannten Rekursion (5.13a) wiederum

P ) e 1 )

» <Hn(x)e 4> _ ‘fﬂn_l(x)e Y Hy e (5.40¢)
o H ()5 = (z’ H,(z) + \éﬁHn_l(x) _ Y ”2+ 1Hn+1) e (5.40d)
& H(z) = v/nH,—1(z) . (5.40e)

Demnach ist ebenfalls die Ableitung nach dem Argument der Hermitepolynome in
beiden Darstellungen &dquivalent.

Mit den Relationen (5.38a) und (5.38b) des Arguments und der Ableitung der Her-
mitepolynome im Zustandsraum ist es somit moglich, die Prozesse des Badspinanteils
der Bewegungsgleichungen durch einen effektiven Hamiltonoperator zu beschreiben. Ein
Basiszustand |b)%,) stellt nun beliebig VielTe Hermitepolynome dar. Deswegen werden die

Leiteroperatoren a; beziehungsweise aj definiert, die nur auf die Quantenzahl n;,
des Zustands wirken. Es miissen nun noch neue Operatoren definiert werden, welche
die Wirkung des Liouville-Operators auf den Zentralspinanteil im Spinraum im neuen

Zustandsraum beschreiben.

5.4.2 Zentralspin-Matrizen des Hamiltonoperators

Die fiir den Zentralspin relevanten Operationen bei der Berechnung der Bewegungs-
gleichungen sind die Multiplikation und die Kommutation zweier Pauli-Matrizen. Fiir
eine kiirzere Schreibweise sind die Zusténde, welche die Basisoperatoren reprisentieren,
auf den Zentralspinanteil reduziert. Dieser wird in diesem Kapitel mit |m) < oy,
m € {0,1,2,3}, bezeichnet.

5.4.2.1 Multiplikation

Es wird nun zunichst der Multiplikationsoperatoren M,, eingefithrt. Da die Pauli-
Matrizen nicht kommutieren, ist die Reihenfolge der Multiplikation von Bedeutung,
weshalb hier die Aquivalenzbeziehung zwischen den Darstellungen durch

My |m) < 6,6, (5.41)
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definiert wird. Allgemein sind die Matrixelemente des Multiplikationsoperators somit
durch

Ok falls n =0
(n| My |m) =< 6,s  fallsm=0 ke {123} (5.42)

i€pkm falls myn # 0

gegeben. Diese Definition liefert nun die hermiteschen Multiplikationsoperatoren in
Matrixdarstellung, welche durch

0 1 0 0
- 1 0 0 0
M=l o o il o (5.43a)
0 0 i 0
0 0 1 0
- 0o 0 0 i
M= o o ol - (5.43b)
0 —i 0 0
0 0 0 1
- 0 0 —i 0
M=o 5 o o (5.43¢)
1 0 0 0

gegeben sind.

5.4.2.2 Kommutation
Das Vorgehen fiir die Multiplikation wird nun ebenfalls fiir die Kommutation zweier

Pauli-Matrizen durchgefiihrt. Die Wirkung des Kommutationsoperators ist hier {iber
die Aquivalenzbeziehung

Ki|m) < [6,,6,,] (5.44)

gegeben. Dies liefert fiir die Matrixelemente die Definition

(n| Ky |m) == ke{123} . (5.45)

0 fallsn=0VvV m =20
2i€nkm falls m,n # 0
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Damit lassen sich die Matrizen des Kommutationsoperators durch

0 0 0 0

5 0 0 0 0

Ki=|o o o o (5.46a)
0 0 —2 0
0 0 0 0

- 0 0 0 -2

K=o o o o (5.46b)
0 2 0 0
0 0 0 0

5 0 0 2 0

Kg = 0 —2 0 0 (546C)
0 0 0 0

darstellen.

Mithilfe der neu definierten Operatoren fiir Multiplikation und Kommutation so-
wie der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Hermitepolynome wird nun der
effektive Hamiltonoperator H o hergeleitet.

5.4.3 Effektiver Hamiltonoperator

Der Ausgangspunkt fiir die neue Darstellung sind die Ergebnisse der Anwendung des
Liouville-Operators auf einen allgemeinen Zentralspin (Gleichungen (5.21a) und (5.21b)),
sowie auf ein allgemeines Hermitepolynom (Gleichung (5.28b)). Damit ldsst sich der ef-
fektive Hamiltonoperator nach

Hg=HZ + HS (5.47)

aufteilen in den Zentralspinanteil H er? und den Feldanteil H fﬂ. Diese sind durch

~ J, ~
VA Q
A% =2 Ea Ko (01, +al,) (5.48a)
i
g .
Hef‘f = Z § : § : Eaﬁ'yMﬁ (aj,a - a;r',oz) ) (548b)
J=la,By

) {aj <am + a}n) + Bj-1 (aj_M + a;—M) + Bj (aj+1n + a;{HW) } (5.48¢)

gegeben. Anschaulich betrachtet erzeugt der Zentralspinanteil zum Einen neue Boso-
nen, welche in das Bad gegeben werden, zum Anderen vernichtet er im Bad vorhandene
Bosonen. Der Feldanteil beschreibt die Bosonen-Bewegung im Bad, veréndert die Teil-
chenzahl jedoch nicht, wie sich im Folgenden zeigen wird. Abbildung 5.1 stellt die
Prozesse bei der Anwendung auf einen Zustand schematisch dar.
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X y Z
Bi—1_~ j=2

2

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der Prozesse, die der effektive Hamiltonope-
rator beschreibt. Dazu zdhlen Erzeugung und Vernichtung von Bosonen durch den
Zentralspin, sowie die Hiipfprozesse innerhalb eines Feldes und zwischen den Feldern.

Die Hiipfvorginge im Bad werden deutlich, wenn der Anteil H eFH umgeformt wird.
Zu Beginn miissen dazu die Klammern in den Gleichungen (5.48b) und (5.48¢) aufgelost
werden, sodass der bilineare Term

.J
g i - s At st oo ot ot
Hep= 7> D casyMp {aﬂ’ <aj,a%v + a0, — G005, — %a%‘n) (5.49a)

=1 aBy
(s . g b

+ B (%a%’—l,w F0jali1y = Gjalj1y = Gali1y (5.49D)
(o a N s e

+ 5 <aj,aay’+1,v t0500i11y 7 Galitiy ~ Gjabiiiy (5.49¢)

entsteht. Wegen der Antisymmetrie des e-Tensors verschwinden die rein erzeugenden
und vernichtenden Terme mit gleichem Index j. Es konnen mit der selben Begriindung
ebenfalls alle weiteren Terme, die nur aus Erzeugungs- beziehungsweise Vernichtungs-
operatoren bestehen, jedoch ungleiche Indizes j besitzen, eliminiert werden. Dazu ist
eine Betrachtung der Vernichtungsoperatoren ausreichend, da das Vorgehen fiir die
Erzeugungsoperatoren dquivalent ist. Mit den Definitionen By = 8 := 0 gilt

J
DD €apyMs (Bj-1dj005-14 + Bidjabji ) (5.50a)
J=la,By
J—1
=Y eap Mg Y | B (—jabji1y + djalsy) (5.50b)
a,B,y Jj=1 =0
=0 . (5.50¢)

Damit wird der Badanteil des effektiven Hamiltonoperators auf sogenannte Hiipfterme
reduziert, wobei die Terme mit den Lanczos-Koeffizienten «; ein Hiipfen der Bosonen
zwischen den Komponenten eines orthonormalen Feldes 15]‘?‘ und die Terme mit den
Koeffizienten 3; ein Hiipfen zwischen den Feldern selbst beschreiben. Der Badanteil ist

33



Kapitel 5. Approximative Basisentwicklung fiir grofie Bader

somit durch

Z Z EO‘MMB{ ( Uja J’Y A},adm> (5.51a)

J La,By
oot b . 4
+ B (“a alj-1 “j,a“j—l,v) + 5 (aaya“jﬂ,v - aj,aajﬂﬁ)} (5.51b)

gegeben. Dies kann in eine kompakte Matrix-Vektor-Schreibweise iiberfithrt werden,
indem die tridiagonale Matrix der Lanczos-Koeffizienten T aus Gleichung (5.5), sowie
die Leiteroperator-Vektoren

T
a:(ala, o e aLa) , (5.52a)

L (aJ{ o ag e a} a) (5.52b)

genutzt werden. Da die Leiteroperatoren vertauschen, sobald sie nicht auf dasselbe
Hermitepolynom wirken, gilt

Q>

Q>

HE = i 3" capy Ms (aLTaa - deTdv) . (5.53a)
a,By

Wird nun ein weiteres Mal die Antisymmetrie des e-Tensors genutzt, so kann dieser
Ausdruck noch iiber Vertauschung der Indizes zu

Hip =5 > €asn M (aiTa,) (5.53b)
By

zusammengefasst werden. Dieser Term verdeutlicht nun die Hiipfprozesse des Badan-
teils, welche in Abbildung 5.1 dargestellt sind.

Da T eine reelle, symmetrische Tridiagonal-Matrix ist, gilt fiir sie TT? = TTT,
sodass sie normal und somit diagonalisierbar ist. Dies bedeutet, dass es eine unitére
Matrix @ gibt, fiir die

D =Q'TQ (5.54)

gilt, wobei D eine Diagonalmatrix ist. Damit kann H eFH weiter umgeformt werden zu

HE = Z €apy Mg aﬁQQTTQ Q'a, (5.55a)
a,Byy

-2 LS ey s (aLQDQTaa) . (5.55b)
a,B,y

Um die Transformation in die diagonale Darstellung ebenfalls auf die Leiteroperatoren
anzuwenden, werden die neuen Leiteroperator-Vektoren

&, = Qla, (5.56a)
al =alQ (5.56b)
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definiert. Hiermit ergibt sich fiir den Feldanteil, mit den Eigenwerten A; der Diagonal-
matrix D, der Ausdruck

. . J

N I3 ~ N “ 2 -~ ~ N

iy =5 3 €ap s (alDa,) = 5 cas s YA (al,4,0) »  (557)
a7B:’Y CY,B,')/ _]:1

sodass fiir den vollstdndigen Hamiltonoperator abschlieffend

J . J
~ JQ 2 ~ N 4 ~ At oA
A= 23 Ka (Quubyo+61,Q0) +5 D casy s YA (6l,0,,) (5:58)

j=1 «a a,B,y Jj=1

gilt.

Wird nun noch ein Magnetfeld der Stéirke h angelegt, welches nur an den Zentral-
spin koppelt und in die Richtung einer allgemeinen Komponente o € {x,y,z} zeigt, so
entsteht wegen des zusétzlichen Terms

) . h
s (h) = —hS = —35% (5.59)

aus dem Hamiltonoperator (2.3) lediglich eine weitere Zentralspin-Kommutation. Dies
liefert fiir den gesamten effektiven Hamiltonoperator mit Magnetfeld den Ausdruck
h

S(h) = HYy + Hyg“(h) = HYy — §Ka : (5.60)

Hier beschreibt H% den Ausdruck (5.58) ohne Magnetfeld.

5.4.4 Konsistenz der Approximation

Werden diese Ergebnisse nun fiir die Anwendung der iterierten Bewegungsgleichungen
genutzt, so weichen die Resultate schon auf relativ kurzen Zeitskalen stark von de-
nen etablierter Methoden wie der DMRG ab, wie in Abbildung 5.2 dargestellt ist. Im
folgenden wird diese Problematik analysiert und ein Losungsansatz entwickelt.

Die in dieser Arbeit betrachtete Autokorrelationsfunktion (2.12) der z-Komponente
des Zentralspins ist wegen der Eigenschaft

((550550)") = (S5015500)) (5.61)

eine reelle Grofle. Wird nun der Hamiltonoperator (5.60) fiir die Basis-Entwicklung
genutzt, entstehen bei der Losung des Bewegungsgleichungssystems fiir ¢ > 0 dennoch
imagindre Anteile, welche die Verfilschung der Berechnung der Autokorrelationsfunkti-
on in Abbildung 5.2 fiir h = 0 verursachen. Da diese Anteile mathematisch nicht erlaubt
und physikalisch nicht sinnvoll sind, muss hier ein Konstruktionsproblem vorliegen.
Die Ursache dieses Problems ist dadurch begriindet, dass die Wechselwirkung nur in
fiihrender Ordnung in v betrachtet wird. Dadurch ist die Reihenfolge der unkorrelierten
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Abbildung 5.2: Kurvenverlauf der Autokorrelationsfunktion mit der Methode der
DMRG und die verfilschte Berechnung mit den iterierten Bewegungsgleichungen ohne
Magnetfeld im Vergleich.

Felder ]5;?‘ nach der dynamik-gebenden Kommutation irrelevant, wahrend die Reihen-
folge der Zentralspinoperatoren weiterhin von Bedeutung bleibt. Diese inkonsistente
Betrachtung der beiden Anteile verursacht, dass einige Koeffizienten von Basisope-
ratoren nicht verschwinden, die sich ohne Approximation durch die vernachlissigten
Terme kompensieren wiirden. Die Relevanz der Reihenfolge der Zentralspinoperatoren
wird durch den Multiplikationsoperator (5.42) gesteuert, weshalb dieser auch den Ima-
ginérteil in der Autokorrelation fiir t > 0 erzeugt. Das wird deutlich, wenn die direkte
Zeitentwicklung

@Ol = @ty =3 D gagm = D0, e
n=0 n=0

betrachtet wird. Offensichtlich darf auch diese mathematisch keinen Imaginéarteil besit-
zen, wodurch Cor 1 = 0, k € INg gelten muss. Die Berechnung der ersten Koeffizienten
C), (siehe Appendix A.2.3) zeigt jedoch, dass bereits C3 einen nicht-verschwindenden
Wert in der direkten Zeitentwicklung verursacht. Dies entspricht offensichtlich dem
dritten Iterationsschritt bei den iterierten Bewegungsgleichungen. Bei genauerer Be-
trachtung wird klar, dass die nicht-verschwindenden Terme durch den Imaginérteil
des Multiplikationsoperators entstehen, welcher die Relevanz der Reihenfolge des Zen-
tralspinanteils iiber den e-Tensor bedingt. Um die Approximation fiir die Felder ]—é’ja
dennoch beibehalten zu kénnen, besteht der Losungsansatz in dieser Arbeit nun darin,
den Imaginérteil des Multiplikationsoperators ebenfalls zu vernachldssigen.

Die Begriindung hierfiir kann in der Eigenschaft der Antihermitizitit des Kommu-
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tators fiir hermitesche Operatoren gefunden werden. Ein allgemeiner Basisoperator ist
durch b = 4, A™ gegeben. Da die Reihenfolge der Felder in fiihrender Ordnung im
Badanteil als irrelevant angesehen wird, ist A™ und somit auch l;% hermitesch. Da die
Anwendung des Liouville-Superoperators einer Kommutation entspricht, muss in der
betrachteten Niherung

L(6,A™) = — (L(5,,A™) (5.63)

gelten. Wird nun die Anwendung des Liouville-Operators auf einen allgemeinen Basis-
operator durchgefiihrt, wie in Gleichung (5.20), so ergibt sich durch zusétzliche Auf-
spaltung des Hamiltonoperators

1 A . N .
L(G,A™) =35> ([Sg, a—m] peA™ 45 80 [Pf, A”D . (5.64a)
[0
Wegen der Hermitizitédt der einzelnen Operatoren und der Antihermitizitdt der Kom-
mutatoren gilt fiir den kommutierten Liouville-Operator

1 . . ) .
(L (GnA™) = =33 ([sg, &m} AP? + 5%, [va, A"D . (5.64b)
(e
Durch Betrachtung dieses Ausdrucks in fithrender Ordnung in v gilt zum einen fiir den
dynamik-gebenden Kommutator [P*, A™] # 0, jedoch gilt fiir alle weiteren Berechnun-
gen bekanntlich P*A™ = A™P{*, was im Rahmen der Naherung konsistent ist. Fiir die
Zentralspinoperatoren gelten hingegen in dieser Ndherung keine speziellen Bedingun-
gen, sodass
So5 =65, 89+ [Sg, &m} -5, 8¢ | m#a, m#0 | (5.65)
gilt. Hier spiegelt sich die Inkonsistenz wieder, da sich die Kommutatoren bei der Ver-
tauschung von Zentralspin- und Feldanteil in (5.64b) ohne Approximation kompensie-
ren. Dies ist nun nicht mehr gegeben, wodurch wegen

1 N . N N
(L @mAN = =37 ([56,0m) PrA=6,86 PP A]) # L (04)  (5.66)
(0%
die Anti-Hermitizitdt fiir m # o und m # 0 nicht mehr gegeben ist. Die Relation (5.65)
wird nun durch den Imaginérteil des urspriinglichen Multiplikationsoperators (5.42)
beschrieben und erlaubt nur Gleichheit der beiden Operatoren, wenn S¢'6,, = 7,5 =
0 gegeben ist. Das rechtfertigt somit die neue Definition

3 Omi  fallsn =0
(n] M, |m) =< 8, fallsm =0 , ke {123} (5.67)
0 falls m,n # 0

fiir den Multiplikationsoperator.
Wie sich in Kapitel 5.5 zeigen wird, liefert die Zeitentwicklung fiir die modifizierte
Zentralspin-Multiplikation mit dieser Definition sinnvolle Ergebnisse.
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5.4.5 Trunkierungsschema

Die Anzahl der Iterationen in der Methode der iterierten Bewegungsgleichungen be-
stimmt die maximale Zeit t .y, fiir welche die Zeitentwicklung des Zentralspins sinnvolle
Ergebnisse liefert. Die Begriindung hierfiir ist, dass die iterative Anwendung des effek-
tiven Hamiltonoperators dquivalent zu der Entwicklung des betrachteten Operators in
immer hoheren Potenzen in der Zeit ¢ ist. Die Anzahl der Iterationen ist offensichtlich
ebenfalls direkt an die Quantenzahlen n;, der entstehenden Basiszustéinde gekoppelt,
was hier den Ansatz fiir ein Trunkierungsschema liefert.

Bei einer Anwendung von H o entstehen neue Operatoren, die eine gréfiere An-
zahl von Bosonen beschreiben, welche iiber immer mehr Stufen j verteilt sind. Dies
ermoglicht wiederum eine gréflere maximale Simulationszeit t,.x zu betrachten. Die
Trunkierung besteht nun darin, die Bosonenanzahlen n;, zu begrenzen. Die Kompo-
nenten « sind gleichberechtigt und durch ein Hiipfen von Bosonen zwischen den Kom-
ponenten innerhalb eines Feldes mit der Stufe j &ndert sich deren Gesamtanzahl nicht.
Dies ermoglicht letztendlich verschiedene 7 max zu definieren, sodass ein Basisoperator
trunkiert wird, sobald

> Mja = njmax (5.68)
(6

gilt.

Nun ist die mit Abstand stiarkste Wechselwirkung durch das Feld der Stufe j = 1
gegeben, da sie die einzige ist, die direkt an den Zentralspin koppelt. Deshalb wird ¢,.x
hauptséchlich durch ni max bestimmt. Wie sich in Kapitel 5.5 herausstellt, treten bei
einer Trunkierung von n; ab einer Zeit tggx > tmax unphysikalische Prozesse auf. Darum
ist es nicht sinnvoll die Basisentwicklung fortzufiithren sobald die Gleichung (5.68) fiir
j = 1 erfiillt ist. Das Schema besteht folglich darin, die Stufen mit j > 1 nach Gleichung
(5.68) zu trunkieren und die Iteration abzubrechen, sobald die Trunkierungsschwelle fiir

j =1 erreicht ist.

5.5 Resultate

In diesem Kapitel wird nun die Zeitentwicklung des Zentralspins iiber die iterierten Be-
wegungsgleichungen mit dem effektiven Hamiltonoperators H, Ss(h) aus Gleichung (5.60)
analysiert. Dabei wird der angepasste Multiplikationsoperator genutzt, welcher der De-
finition (5.67) folgt. Ein externes Magnetfeld ist zun#chst nicht vorhanden, sodass h = 0
gilt. Der erste Schritt ist nun die Betrachtung eines statischen Overhauserfeldes, wo-
durch die Badspins keine Dynamik besitzen. Darauf folgend werden fiir ein dynamisches
Bad die Stufen j sukzessive erhdht und deren jeweiliger Einfluss analysiert.

Falls nicht anders angegeben, wird von einem Bad mit N = oo Kernspins ausgegan-
gen, wobei deren effektive Anzahl durch den Parameter v & 2/N g gegeben ist. Dieser
wird zuniichst auf v = 1072 gesetzt. Das ist zwar deutlich gréBer als realistische Werte,
welche bei v ~ 10™* bis 107° liegen [6, 11, 20, 21], jedoch ermdglicht es schon auf den
hier betrachteten Zeitskalen Prozesse deutlicher zu erkennen.
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5.5.1 Eingefrorenes Overhauserfeld und Merkulov-Lésung

Um die Wirkung der verschiedenen Prozesse im betrachteten System zu verstehen, ist
es sinnvoll, mit einem konstanten oder auch eingefrorenen Overhauserfeld zu beginnen.
Diese Annahme ist fiir kurze Zeiten begriindet, da die zeitliche Anderung des Zentral-
spins Sy aufgrund der hohen Anzahl an Kernspins S; deutlich grofler ist als die des
Overhauserfeldes B. Deswegen wirkt es fiir den Zentralspin in erster Ordnung kon-
stant. In den iterierten Bewegungsgleichungen bedeutet ein konstantes Overhauserfeld,
dass der Anteil (II) in Gleichung (5.20) vernachlissigt wird, da dieser die Kommutation
zwischen Overhauserfeld und Badanteil der Basisoperatoren und somit die Zeitentwick-
lung von B beschreibt. Damit ist die ganze Dynamik nur iiber die Kommutation des
Zentralspinanteils gegeben.

Zum Vergleich zu einer Simulation mit den iterierten Bewegungsgleichungen kann
eine analytische Losung dieses Problems betrachtet werden, welche von Merkulov et al.
[11] etabliert wurde. Der Ausgangspunkt ist die Zeitentwicklung fiir einen Spin S in
einem konstanten Magnetfeld B, welche durch

S(t)=(So-n)n+{So— (So-n)n}cos(wrt) — (So x n) sin(wrt) (5.69)

gegeben ist. Dabei beschreibt S die initiale Konfiguration des Spins, welcher anschlie-
Bend mit der Larmorfrequenz
| B|

WL = HBYe (5.70)

um das Magnetfeld B, das in Richtung des Normalenvektors

B

n=-—
| B

(5.71)

zeigt, prizediert. Gleichung (5.69) wurde gegeniiber dem Vorgehen von Merkulov et al.
in Ref. [11] fiir die Definition des in dieser Arbeit verwendeten Magnetfeldes (2.3) ange-
passt. Wird diese Gleichung iiber eine gauférmige Magnetfeldverteilung mit Varianz
o? = Jé /4 und Erwartungswert p = 0 gemittelt, ergibt sich letztendlich die analytische

Gleichung
J? J?
1— fﬂ] - exp [—59] } (5.72)

fiir die Autokorrelationsfunktion, welche fortan als Merkulov-Losung bezeichnet wird.

In Abbildung 5.3 ist diese Losung bis ¢ = 100ch1 im Vergleich mit Simulatio-
nen durch die iterierten Bewegungsgleichungen fiir verschiedene Trunkierungsgrenzen
N1 max dargestellt. Damit konnen die Effekte analysiert werden, welche ab der durch
die Trunkierung gegebene Zeit tpnax auftreten. Da die gesamte Wechselwirkung nur
zwischen dem Zentralspin und der Stufe j = 1 stattfindet, befinden sich keine Bosonen
in den Feldern der Stufen j > 1. Die Berechnung der Autokorrelationsfunktion mit

Sy (t) = (S(t)So) = 11—2 {1 +2
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Abbildung 5.3: Vergleich der Merkulov-Loésung mit Lésungen der iterierten Bewegungs-
gleichungen fiir 171 max = 100, 600 und 800, bei denen das Overhauserfeld B als statisch
angenommen wird.

den iterierten Bewegungsgleichungen liegen auf der analytischen Merkulov-Losung und
néhern sich nach dem charakteristischen ersten Minimum dem Grenzwert

S(t — o0) = % . (5.73)

Der typische Abfall des Plateaus, welcher {iblicherweise ab t 10J, L auftritt, ist wegen
der fehlenden Dynamik des Bades offensichtlich nicht vorhanden.

Weiterhin zeigen die Simulationen fiir n1 max = 100 und 71 max = 600 kurzzeitige
starke Oszillationen. Diese sind fiir die unterschiedlichen Trunkierungsgrenzen in der
Zeit verschoben und fiir ein festes n1 max treten sie periodisch auf. Die starken Abwei-
chungen von der Merkulov-Losung sind jedoch unphysikalisch. Durch die Trunkierung
in der Stufe j = 1 werden nur die Wechselwirkungen einer endlichen Anzahl von Kern-
spins mit dem Zentralspin betrachtet, obwohl das System unendlich ist. Diese Effekte
beschreiben hier zu einer gewissen Zeit ¢ eine Refokussierung, sodass die Spins im Sys-
tem wieder &hnlich der Anfangskonfiguration sind. Dadurch wird die Ahnlichkeit des
Verlaufs nach den Maxima der unphysikalischen Oszillationen zum charakteristischen
Anfang ersichtlich. Dass eine hohere Trunkierungsgrenze nimax die Oszillationen zu
groferen Zeiten verschiebt, beziehungsweise deren Periodendauer erhéht, unterstiitzt
weiterhin die Aussage, dass es sich hier um einen unphysikalischen Effekt handelt.
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Abbildung 5.4: Numerische Skalierung und Ausgleichsrechnung der maximal erreich-
baren Zeit tmax in Abhéngigkeit der Trunkierungsgrenze nimax fiir ein statisches
Overhauserfeld. Die maximale Zeit ist hier erreicht, wenn eine Abweichung von
|Amax| = 1/7/1000 im Vergleich zur Simulation mit 71 max = 800 iiberschritten wird.

Um diese Aussage zu unterstiitzen, wird eine Skalierung fiir das Auftreten der Ab-
weichungen betrachtet. Dazu wird die Abweichung |A| einer Zeitentwicklung fiir ein
N1,max von einer Vergleichssimulation mit 721 max > 11,max betrachtet. Da die Dynamik
im betrachteten System der Ordnung O(,/7) ist, wird |Apax| = /7/1000 gesetzt. Der

Zeitpunkt tl(fl)ax, zu dem |A| > |Apnax| gegeben ist, wird in Abbildung 5.4 fiir verschiede-
ne ni max dargestellt. Eine exponentielle Ausgleichsrechnung zeigt, dass die Skalierung
durch die Funktion

(M max) = [(3:88£0,03) - n{ 700" — (8,06 £0,13) 15! (5.74)
gegeben ist. Sie ist demnach in etwa proportional zur Quadratwurzel der Trunkie-
rungsgrenze. Durch die Skalierung wird deutlich, dass die volle Zeitentwicklung nur fiir
N1 max = 00 moglich ist, da nur dann fiir das unendliche System alle Wechselwirkungen
beriicksichtigt werden. In diesem Fall treten die periodischen Oszillation jedoch niemals
auf, wodurch bestétigt ist, dass sie unphysikalisch sind. Fiir eine trunkierte Simulati-
on ist eine Betrachtung nach Beginn der ersten auftretenden Refokussierung demnach
nicht mehr sinnvoll.

5.5.2 Dynamisches Overhauserfeld

Bei einem dynamischen Overhauserfeld wird nun relevant, wie viele Stufen j betrachtet
werden und wie hoch deren jeweilige Trunkierungsgrenze n; max gewéhlt wird. Hohere
Trunkierungsgrenzen erméglichen zwar, groflere, physikalisch sinnvolle Zeiten t,.x zu
berechnen, jedoch gehen sie offensichtlich auch mit einer teilweise signifikanten Ver-
grofferung des zu losenden Bewegungsgleichungssystems einher. Dies kann bei schlecht
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gewihlten Grenzen dazu fithren, unnétig viel Speicher zu benttigen, ohne dabei grofiere
Zeiten tyax zu erreichen.

Das wird bei der Betrachtung der
Abbildung 5.5 schnell deutlich. Hier 6

ist die maximal erreichbare Zeit ¢ax 30

in Abhéngigkeit der Trunkierungs- 25
grenzen fiir j = 1 und j = 2 aufgetra- 5 4 2()733,
gen. Offensichtlich bringt die bloe = 15
Erhohung nur einer der beiden Trun- = 9 10 K
kierungsschwellen ab einem gewissen .

Punkt keine Vergroflerung von tmax
mehr, ohne die jeweils andere eben- 0
falls zu erhohen. Fiir eine gewiinschte

Zeit tyax gibt es demnach eine, im
Bezug auf die Ressourcen, optimale Abbildung 5.5: Qualitative Skalierung der Trun-
Konfiguration der Trunkierungsgren- kierungsstufen 1 max und 12 max. Die maximale
zen, die im folgenden iiber Skalie- Zeit ist hier erreicht, wenn eine Abweichung von
rungen gefunden werden sollen. Da-  |Aac| = /7/1000 im Vergleich zur Simulation
zu wird fiir die ersten zwei Stufen mit 1y max = 200 und 19 max = 8 iiberschritten
7 = 1,2 jeweils eine Skalierung der wird.

Zeit tg{;x in Abhéngigkeit der Para-

meter njmax gesucht, sodass schliefflich eine optimale Konfiguration fiir diese Trunkie-
rungsgrenzen gefunden werden kann. Fiir j = 3 ist die quantitative Bestimmung einer
Skalierung nicht mehr mdéglich, da die vorhandenen Ressourcen nicht ausreichend sind.
Deswegen wird fiir hier nur der Einfluss der Trunkierung bis zu einer Hohe von maximal
N3 max = 1 untersucht.

25 50 75 100

71 max

5.5.2.1 Stufe j=1

Wird nur die erste Stufe j = 1 betrachtet, so wird neben der Erzeugung und Vernichtung
von Bosonen durch den Zentralspin ebenfalls die Dynamik zwischen den Komponenten
des Feldes P relevant. Der Verlauf der Zeitentwicklung ist in Abbildung 5.6 dargestellt.
Dabei wird zum Vergleich zum Einen die Merkulov-Losung aufgetragen. Des Weiteren
wird eine klassische Berechnung zum Vergleich herangezogen [25]. Diese nutzt ebenfalls
hierarchische, jedoch vollkommen klassische Felder, weswegen auch hier nur die Stufe
j = 1 betrachtet werden kann. Die Badgrofie wird fiir die Vergleichbarkeit ebenfalls auf
N = oo gesetzt.

Es zeigt sich auf der Zeitskala bis ¢ ~ 90J§ ! ein shnliches Verhalten wie bei einem
statischen Overhauserfeld. Ab einer Zeit von t = 3Jg ! beginnt jedoch sowohl die klas-
sische Methode als auch die quantenmechanische Betrachtung iiber die iterierten Bewe-
gungsgleichungen leicht von der Merkulov-Lésung abzuweichen. Die Beriicksichtigung
der Bosonenbewegung innerhalb des Feldes der Stufe 5 = 1 hebt dabei beide Simulatio-
nen leicht an, wodurch sie etwas {iber der analytischen Losung fiir ein statisches Bad
liegen. Dabei sind geringe Unterschiede zwischen klassischer und quantenmechanischer
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Betrachtung zu erkennen. Letztere hat ein etwas tieferes charakteristisches Minimum,
jedoch ein leicht hoheres Plateau, welches fiir die betrachtete Zeitskala nahezu kon-

stant bleibt. Der typische Abfall des Plateaus ist demnach auch fiir j = 1 noch nicht
zu erkennen.

Bei t = 90,]5 1 ist, wie schon bei der Betrachtung mit einem statischen Overhauser-

feld, ein Refokussierungseffekt zu sehen. Um nun ebenfalls eine Skalierung der maximal

erreichbaren Zeit tggx zu erhalten, wird dhnlich wie in Kapitel 5.5.1 vorgegangen. Da

das Ziel eine optimale Konfiguration der Trunkierungsgrenzen moglichst vieler Stufen

J ist, wird hier jedoch ebenfalls der Einfluss der Grenzen njjyax fiir j > 1 auf die
Skalierung betrachtet.

In Abbildung 5.7 sind Skalierungen fiir ¢yax (71, max) fiir verschiedene ng max darge-
stellt. Dabei ist bei Grenzen von 11 max = 100 bis 150 nur eine sehr geringe Diskrepanz
zu erkennen. Ab t ~ 200Jé 1 beginnt zunédchst die Skalierung mit 1o max = 0 sichtbar
von denen der anderen Konfigurationen abzuweichen. Da sie die maximale Zeit tpax
im Vergleich zu den Skalierungen mit grofieren no max unterschétzt, kann sie als untere
Schranke fiir die maximal erreichbar Zeit mit j = 2 Stufen gesehen werden. Wie in den
Nahaufnahmen in Abbildung 5.7 zu erkennen ist, driften die weiteren Skalierungen fiir
ein ansteigendes m1 max ebenfalls auseinander. Die gesamte Aufspaltung geschieht je-
doch offenbar alternierend. Die exponentiellen Ausgleichsrechnungen fiir die Skalierung

0.25 §
i
0.20 1
|
|
0.15 H
= | o
0.10 | 9 G 8 10
\
:t [ —— Merkulov
0.05 s Klassisch
:‘/ N1 max = 600
0.00 i l
0 20 40 60
t [Jg']

Abbildung 5.6: Vergleich der Merkulov-Losung und einer klassischen Rechnung [25] zu
einer Simulation mit den iterierten Bewegungsgleichungen mit 11 max = 600. Die klas-
sische Simulation folgt dabei einer vergleichbaren Hierarchie-Methode mit der Lanczos-
Rekursion wie sie in dieser Arbeit vorgestellt wird. Fiir sie wird hier ebenfalls j = 1
und N = oo gesetzt. Alle Simulationen nutzen den Kopplungsfaktor v = 1072,
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Abbildung 5.7: Numerische Skalierungen und zugehorige exponentielle Ausgleichsrech-
nungen (5.75) der maximal erreichbaren Zeit tyax in Abhéngigkeit der Trunkierungs-
grenze mi max fur verschiedene no max. Die maximale Zeit ist hier erreicht, wenn eine
Abweichung von |Apax| = 1/7/1000 im Vergleich zur Simulation mit 71 max = 600 und
zugehorigem no max (siehe Legende) iiberschritten wird. Dabei gilt 7 max = 0 fiir j > 2.

aus Abbildung 5.7 sind dabei durch

02 (1) ax) = (3,73 +£0,03) - nf e 0 — (7,40 + 0,13)] Jg' (5.75a)
00 (01 nax) = (3,33 +£0,03) - ny o F0 — (6,13 + 0,12)] Jo' (5.75b)
1) (1) max) = (3,76 +£0,04) - nf o O — (7,65 + 0,16)] gt (5.75¢)
9D (11 max) = (3,64 £0,06) - nY o 0% — (7,250 23) Jg! (5.75d)

gegeben. Wegen des alternierenden Verhaltens fiir die ersten Werte von ng max liegt die

(1)

Vermutung nahe, dass die Skalierung tmax fiir nomax — 00 zwischen den Funktionen
tg;i(nlymax) und tgg&(m’max) liegt. Wie schon fiir das statische Overhauserfeld ist diese
nahezu proportional zur Quadratwurzel.
Bei dieser Betrachtung wurden die Stufen j > 2 aufler Acht gelassen. In Abbildung
5.8 wird jedoch deutlich, dass die Stufe j = 3 fiir die verwendeten nj max schon keinen
(1

Einfluss mehr auf die Skalierung hat. Sie zeigt einen Vergleich der Funktion tmgz((nl’max)
mit einer vergleichbaren Skalierung, bei der zusétzlich n3 max = 1 gesetzt ist. Dass hier
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Abbildung 5.8: Numerische Skalierung und zugehorige exponentielle Ausgleichsrechnun-
gen (5.76) der maximal erreichbaren Zeit tax in Abhéngigkeit der Trunkierungsgrenze
N1 max [Ur N2 max = 2 und verschiedene n3max. Die maximale Zeit ist hier erreicht,
wenn eine Abweichung von mehr als [Apax| = 1/7/1000 im Vergleich zur Simulation
mit 71 max = 500, N2 max = 2 und zugehdrigem ng max (siche Legende) iiberschritten
wird. Dabei gilt n; max = 0 fiir j > 3.

nicht tgg))((m’max) gewdhlt wurde ist dadurch begriindet, dass es sinnvoller ist, eine

untere Schranke fiir die maximale Zeit zu betrachten. Die Ausgleichsrechnung zeigt
nun, dass

tQ09 (1 max) = [ (3,76 £ 0,04) - n{ 050 — (7,65 £ 0,16) | J5' = (1) (n1,max) (5.76)

max 1,max max

gilt. Die optimale Trunkierungsgrenze 11 max fiir eine Zeit ¢, kann demnach iiber

tﬁﬁfi?((nl,max) é tggx(anaX) (5.77)
bestimmt werden. Anhand der Tatsache, dass die Skalierung fiir 171 max = 0 einen

negativen Wert liefert, ist schon ersichtlich, dass diese Skalierung nur fiir gréflere Zeiten
ab t ~ 30Jq L gilt. Fiir Zeiten t > 70Jg ! ist weiterhin zu beachten, dass der Einfluss
der Stufe j = 2 immer relevanter wird, wodurch die Genauigkeit der Skalierung auch
hier abnimmt.

5.5.2.2 Stufe j =2

Wird die Stufe j = 2 hinzugenommen, so werden in der bosonischen Betrachtung
ebenfalls die Hiipfprozesse der Bosonen zwischen den Feldern P und P; sowie zwischen
den einzelnen Feldkomponenten P2a beschrieben. Die resultierende Zeitentwicklung ist
fiir n1 max = 200 und verschiedene ng max in Abbildung 5.9 aufgetragen. Zum Vergleich
ist wiederum eine klassische Rechnung der gleichen Stufe j = 2 dargestellt.

Die zeitlichen Verlidufe von klassischer und quantenmechanischer Simulation unter-
scheiden sich das erste mal sichtbar am charakteristischen Minimum, wie schon fiir
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Abbildung 5.9: Vergleich einer klassischen Rechnung [25] zu einer Simulation mit den
iterierten Bewegungsgleichungen mit n1 max = 210 und verschiedenen no max. Die klas-
sische Simulation folgt dabei einer vergleichbaren Hierarchie-Methode mit der Lanczos-
Rekursion wie sie in dieser Arbeit vorgestellt wird. Fiir sie wird hier ebenfalls j = 2
und N = oo gesetzt. Alle Simulationen nutzen den Kopplungsfaktor v = 1072.

j = 1. Dies ist nicht verwunderlich, da der Einfluss der Wechselwirkungen mit anstei-
genden Stufen j zu immer spéteren Zeiten signifikant wird. Das Kurzzeitverhalten bis
t ~ 6J5 ! ist nahezu ausschlieBlich durch den Zentralspin und das direkt an ihn kop-

pelnde Feld P, gegeben, sodass hier keine signifikanten Anderungen zur Stufe j = 1
entstehen.

Der Einfluss einer Trunkierungsgrenze na max > 0 wird besonders durch den charak-
teristischen Abfall der Autokorrelationsfunktion deutlich, welcher fiir die Stufe j = 2
das erste mal sichtbar wird. In diesem Bereich liegt die klassische Simulation deutlich
unter der quantenmechanischen. Dass sich beide Verldufe anschlieffend schneiden liegt
im Besonderen daran, dass die betrachtete klassische Zeitentwicklung der Stufe j = 2
nur bis ¢ ~ 30J, ! der vollen klassischen Simulation entspricht [25]. Danach steigt sie
wieder an, was bei der quantenmechanischen Betrachtung auf dieser Zeitskala nicht
passiert. Bei einer Zeit von t = 50Jé 1ist der durch die Trunkierung von ni max entste-
hende Refokussierungseffekt zu erkennen. Eine Erhéhung von ng max hat offensichtlich
keinen Einfluss auf dessen Position, sondern nur auf die Ausprigung der Oszillationen.
Die Nahaufnahme des charakteristischen Abfalls ab ¢ ~ 8Jg L'in Abbildung 5.9 zeigt
jedoch, wie sich die Autokorrelation fiir steigende ng max schrittweise an die Berechnung
mit n2 max = 11 anpasst.

(2)

Nun wird fiir ngmax eine Skalierungsfunktion tn%ax(nQ,max) gesucht. Dabei haben
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unterschiedliche 71 max > 72 max keinen Einfluss auf die Skalierung, da nach dem Errei-
chen dieser Trunkierungsgrenze die Basisentwicklung abgebrochen und somit fiir j = 1

keine Terme bis zur Zeit tl(nla)lx vernachléssigt werden. Eine sinnvolle Skalierung ist je-

doch offensichtlich nur méglich, wenn tg;x > tﬁ)lx gilt. Allerdings muss der Einfluss von
13 max betrachtet werden. In Abbildung 5.10 sind dazu zwei Skalierungen aufgetragen,

welche sich nur in n3 max unterscheiden. Die Ausgleichsrechnungen dazu sind durch

£22) (1 o) = [(120 +58) - n9LH005 _ (105 + 58)] Bt (5.782)
£25) () ) = [(118 +55) - ngLEM _ (103 + 55)] 5" (5.78b)

gegeben. Fiir die betrachteten ng max ist nur ein marginaler Unterschied zu erkennen.
Dabei liegt die Skalierung, welche die Trunkierungsgrenze ng max vernachléssigt, leicht
unter derjenigen mit 13 max = 1. Eine Betrachtung héherer nz max ist wegen dem ho-
hen Speicheraufkommen nicht mehr méglich. Die Natur der Prozesse zwischen Py und
1:"2 ist jedoch dieselbe wie zwischen 1:"2 und 153. Deswegen ist zu vermuten, dass sich
die Skalierungen mit ansteigendem ng3 max ebenfalls alternierend der exakten Skalierung
ggx(ng’ma}() anndhern. Die Ausgleichsrechnung, welche 13 max vernachlissigt, wird des-
wegen hier als untere Schranke angesehen. Es gilt somit

t322) (N2max) <t (M2,max) - (5.79)

Diese Skalierung ist offensichtlich nur fiir 7o max > 0 sinnvoll. Die Zeit bei der eine
Simulation mit 19 max = 0 erstmals um mehr als |Ay,,x| abweicht kann jedoch ebenfalls

s r— T .- <
30 38.00 1 / -
5| s e T
. 48 49 5.0 %
E e
20 //’// X N3 max = 0 N3 max = 1
ST e Fit (a) Fit (b)
1 2 3 4 5
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Abbildung 5.10: Numerische Skalierung und Ausgleichsrechnung (5.78) der maximal
erreichbaren Zeit tyax in Abhéngigkeit der Trunkierungsgrenze na max bei einem festen
N1,max = 200 und n3 max = 0, sowie 13 max = 1. Die maximale Zeit ist hier erreicht, wenn
eine Abweichung |A| = /7/1000 im Vergleich zur Simulation mit 11 max = 200 und
N2 max = 6 mit dem jeweils passenden n3 max iberschritten wird. Dabei gilt 7 max = 0
fir j > 3.
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bestimmt werden. Diese liegt bei

+(2)

max

(0) =5,75J5" . (5.80)

Das dieser Wert bei der Ausgleichsrechnung nicht beachtet wird, ist dadurch begriindet,
dass er nicht zum Verlauf der restlichen Daten passt. Eine mogliche Erkldrung ist,
dass diese Abweichung noch vor dem Plateau liegt. Durch die starken Anderungen des
Verlaufs in diesem Bereich ist hier die Bestimmung der maximal erreichbaren Zeit iiber
eine feste Abweichungsgrenze |Ap x| offenbar nicht genau genug.

5.5.2.3 Stufe j =3

Durch die Stufe j = 3 entstehen weitere Korrekturen im Verlauf der Autokorrelati-
onsfunktion. Da die Wirkung auf den Zentralspin mit zunehmendem j immer geringer
wird, ist der Zeitpunkt, zu dem eine Trunkierungsgrenze n; max > 0 erstmalig signifikan-
te Anderungen bringt, immer spéter. Demnach wird die Hohe von ng max noch einmal
relativ deutlich unter dem jeweils gew#hlten no max liegen. Eine quantitative Skalierung
zu erstellen ist fiir diese Stufe jedoch nicht mehr moglich, da der Speicherbedarf fiir die
notigen Simulationen die vorhandenen Ressourcen iibersteigt. Der Zeitpunkt, zu dem
N3 max > 0 einen bemerkbaren Einfluss hat, kann dennoch bestimmt werden.

Dazu wird als Vergleich eine Simulation mit n1 max = 200, 712 max = 5 und 13 max = 2
betrachtet. Dies liefert die maximalen Zeiten

t3).(0) =20,9575" (5.81a)
t3) (1) = 64,70J5" > (1) (200) . (5.81b)

Bei diesen Werten wird die Wirkung der Stufe j = 4 nicht mehr beachtet. Da der Effekt
von einer Trunkierungsgrenze ng max auf die Skalierung fiir ng max nur sehr gering ist,
wird dieser Effekt auf den betrachteten Zeitskalen bis ¢ ~ 50J ! vernachlissigbar klein
sein. Die Variation der Trunkierungsstufe no max hat noch einen minimalen Einfluss auf
tg;x. Ab einer Grenze von ng max > 2 ist jedoch kein Unterschied des Wertes tg';x(())
mehr zu verzeichnen.

Fiir den zweiten Grenzwert gilt tE;Z’;X(l) > t&;X(QOO), weswegen dieses Ergebnis
nur bedingt genutzt werden kann. Durch den unphysikalischen Refokussierungseffekt
ab tﬁﬁ&x(mo) ~ 48J§ I werden Abweichungen iiber diesen Zeitpunkt hinaus teilweise
stark verfilscht, sodass auch die numerisch bestimmten Zeitpunkte fiir eine Skalierung
als falsch angesehen werden miissen. Da jedoch die Abweichung der Simulation mit
N3 max = 1 bis zum Zeitpunkt tﬁ&&x(zoo) nicht iiber |Apax| = 107 steigt, kann dieser

als untere Schranke fiir tfﬁfgx(l) angesehen werden.

Mit den Skalierungsfunktionen tg%x und tgix, sowie dem Wissen iiber tg{;x konnen
nun optimale Konfigurationen gefunden werden. Um die Moglichkeiten dieses Ansat-
zes besser einschitzen zu konnen ist in Abbildung 5.11 eine Skalierung des minimal
bendtigten Arbeitsspeichers fiir ein 64-Bit-System gegeben. Dabei wird der gesamte

Speicherbedarf der von Null verschiedenen Eintridge der entstehenden Liouville-Matrix
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Abbildung 5.11: Skalierung des minimalen Bedarfs an Arbeitsspeicher bei optimalen
Konfigurationen der Trunkierungsgrenzen in Abhéngigkeit der Zeit.

und des Vektors mit fiir die Zeitentwicklung mit dem Runge-Kutta-Verfahren bestimmt.
Die Ausgleichsrechnung ist durch

Myin(t) = [(2£4-¢109%07) 10716 + 2 £ 4] GB (5.82)

gegeben. Der fiir diese Arbeit zur Verfiigung stehende Arbeitsspeicher ist auf maxi-
mal 256GB begrenzt. Dabei ist zu beachten, dass dies eine untere Schranke ist, da
lediglich das reine Speicheraufkommen durch das Bewegungsgleichungssystem beach-
tet wird. Der effektive Speicherbedarf liegt iiber dieser Skalierung. Eine Simulation die
fiir Zeiten iiber t = 45Jé 1 genaue Ergebnisse liefern soll, kann mit den vorhandenen
Speicherressourcen jedoch definitiv nicht bestimmt werden.

In Abbildung 5.12 ist nun eine Berechnung der Autokorrelation mit einer opti-
malen Konfiguration fiir die Trunkierungsparameter dargestellt. Diese wird iiber die
Skalierungsfunktionen tl(ﬁgx und tg%x bestimmt und liefert fiir die mit 256GB maximal
berechenbare Zeit von t =~ 45Jé 1 die Grenzen

N1 max = 181 T2 max = 8 N3 max = 1 . (583)

Um den Einfluss der Stufe j = 3 einschétzen zu kénnen ist eine Berechnung mit den-
selben Grenzen fiir 1 max und 1o max, jedoch mit 13 max = 0 dargestellt. Es zeigt sich
in der Nahaufnahme, dass die Trunkierungsgrenze nsmax = 1 die Autokorrelation ab
t = 21Jé 1 eicht absenkt. Dieser Effekt ist allerdings minimal. Zum Vergleich ist ein wei-
teres Mal die zugehorige klassische Simulation mit j = 3 gezeigt, sowie eine Berechnung
mit der DMRG-Methode. Die DMRG wurde hier fiir N = 500 Badspins berechnet. Da
jedoch der Unterschied bei einer Berechnung der iterierten Bewegungsgleichungen zwi-
schen einem endlichen und einem unendlichen Bad exponentiell klein ist [25], sind im
Besonderen auf dieser Zeitskala keine Unterschiede zwischen den Simulationen sichtbar.
Dadurch ist ein Vergleich mit einer DMRG mit N = 500 Spins gerechtfertigt.

Im charakteristischen Minimum ist zu erkennen, dass die quantenmechanische Be-
rechnung mit den iterierten Bewegungsgleichungen néher an der DMRG liegt, als die
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Abbildung 5.12: Vergleich einer Simulation mit den iterierten Bewegungsgleichungen
mit 71 max = 181, N2 max = 8 und N3 max = 1 zur Rechnung mit 73 max = 0, sowie zu
einer klassischen [25] und einer DMRG-Rechnung. Die klassische Simulation folgt dabei
einer vergleichbaren Hierarchie-Methode mit der Lanczos-Rekursion wie sie in dieser
Arbeit vorgestellt wird. Fiir sie wird hier ebenfalls j = 3 und N = oo gesetzt. Alle
Simulationen nutzen den Kopplungsfaktor v = 1072,

klassische Simulation. Letztere fillt im Bereich des Plateaus deutlich schneller ab, als
die beiden anderen Zeitentwicklungen. Die Losung der iterierten Bewegungsgleichungen
steigt dort etwas tiber die DMRG, nédhert sich dieser bis ¢ ~ 25J, ! allerdings wieder an.
Die DMRG wird jedoch abgebrochen, sobald das akkumulierte vernachldssigte Gewicht
der Dichtematrix einen Wert von Apygrg > 1/1000 tiberschreitet [22], wodurch hier
nur ein Vergleich bis etwa ¢ ~ 25J U moglich ist.

Um das Langzeitverhalten ebenfalls zu bewerten, wird ein Vergleich mit der Me-
thode der Chebyshev-Expansion (CET) durchgefiihrt [14-16]. Dies ermoglicht zwar nur
eine kleine Badgrofle von N = 18 Spins, jedoch dafiir eine Betrachtung lingerer Zeiten.
Dazu werden die Daten aus Abbildung 4a aus Ref. [14] fiir 7o = 1,0 genutzt. Dabei
hat das Verhéltnis ry dieselbe Bedeutung, wie der Parameter z, welcher in (2.7) de-
finiert ist. Damit die Simulationen vergleichbar sind muss demnach fiir die iterierten
Bewegungsgleichungen ebenfalls N = Ny = 18 und somit v = 1/18 gewihlt werden.

In Abbildung 5.13 sind beide Berechnungen der Autokorrelationsfunktionen darge-
stellt. Es zeigt sich ein dhnliches Verhalten wie beim Vergleich mit der DMRG. Das
charakteristische Minimum ist bei den iterierten Bewegungsgleichungen nicht so stark
ausgepragt wie bei der Vergleichsrechnung iiber die CET. Auch der Anstieg iiber die
Autokorrelationsfunktion der CET beim Ubergang in das Plateau und die darauf fol-
gende Anndherung ist hier zu sehen. Da der Effekt stirker ausgeprigt ist, als bei der
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Abbildung 5.13: Vergleich einer Simulation mit den iterierten Bewegungsgleichungen
mit 71 max = 181, N2 max = 8 und N3 max = 1 zu einer Berechnung mit der Chebyshev-
Expansion (Abbildung 4a, Ref. [14], ro = 1) jeweils fir v = 18.

DMRG, ist eine naheliegende Erklirung, dass der Anfangsbereich durch eine zu grofie
Wahl von ~ nicht korrekt beschrieben ist, da die genutzten Nédherungen fiir die be-
trachtete Basis nur fiir kleine v < 1 gelten. Ab ¢ ~ 15J5 ! stimmen die Berechnungen
beider Ansétze jedoch sehr gut iiberein, bis die Trunkierungseffekte der iterierten Bewe-
gungsgleichungen bei t ~ 45J§ L auftreten. Dies deutet darauf hin, dass das Verhalten
fiir mittlere bis lange Zeiten iiber die Basis der Hermitepolynome von orthogonalen
Polynomen korrekt beschrieben wird.

5.5.2.4 Simulation mit Magnetfeld

Nun werden Simulationen mit einem transversalen, externen Magnetfeld der Stérke h
betrachtet. Dazu wird in Gleichung (5.60) die Komponente a@ = = gesetzt. Zunéchst
wird der Einfluss verschiedener Magnetfeldstéarken betrachtet. Dazu sind in Abbildung
5.14 Simulationen fiir Magnetfelder mit h = 0,1Jg bis h = 5,0Jq im Vergleich zu einer
Zeitentwicklung ohne Magnetfeld dargestellt. Durch ein longitudinales Magnetfeld wird
das Kurzzeitverhalten durch eine verschobene Zeitskala Jg bestimmt [14]. Diese ist

durch
Jo = /I3 + 2w} (5.84)

gegeben, wobei wy, o« h die Larmorfrequenz (5.70) ist. Das Magnetfeld der Stérke
h = 0,1Jg hat somit wenig Relevanz fiir den Verlauf der Autokorrelation, da das Feld,
welches durch das Bad erzeugt wird, noch dominant ist. Bei ansteigenden externen
Magnetfeldstérken wird der Einfluss jedoch sichtbar. Das charakteristische Minimum ist
immer stérker ausgepriagt und verschiebt sich in Richtung ¢ = 0. Dabei geht der Verlauf
der Zeitentwicklung in diesem Bereich schrittweise in eine gedampfte Oszillation iiber.
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Bei einer Stédrke von h = 5,0J¢ ist das externe Magnetfeld dominant gegeniiber dem
Overhauserfeld. Die Oszillationen entstehen durch die Prézession des Zentralspins um
das transversale Magnetfeld. Die hyperfeine Wechselwirkung bleibt der Ursprung der
Dephasierung weswegen die charakteristische Zeitskala der Abnahme der Amplitude
weiterhin durch Jg gegeben ist. Die einhiillende Funktion der geddmpften Schwingung

ist dabei durch
1 J2
= 1 exp (—8Qt2>

gegeben [11, 14, 24]. In Abbildung 5.15 wird diese Funktion zusammen mit einer Be-
rechnung mit der Methode der DMRG, sowie zwei verschiedenen Zeitentwicklungen
mit den iterierten Bewegungsgleichungen dargestellt. Dabei werden zwei verschiedene
Trunkierungen genutzt. Beide Berechnungen nutzen dasselbe 11 max = 119, jedoch wer-
den bei einer der beiden Simulationen die Grenzen 1o max und n3max iiber die zuvor
bestimmten Skalierungen passend gesetzt, wihrend die andere diese vernachléssigt.

Die Abnahme der Amplitude der Oszillationen mit Sy (¢) wird in Abbildung 5.15
bestétigt. Weiterhin zeigt sich, dass fiir ein hinreichend grofies Magnetfeld DMRG und
iterierte Bewegungsgleichungen iibereinstimmen. Allerdings tritt auch hier ab einer Zeit
tmax der unphysikalische Refokussierungseffekt auf.

Die beiden Simulationen mit den iterierten Bewegungsgleichungen fiir das angeleg-
te externe Magnetfeld liegen ebenfalls aufeinander. Das bedeutet, dass fiir hinreichend
groe Magnetfelder nur die Stufe j = 1 relevant und somit nur die Trunkierungsgrenze
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Abbildung 5.14: Vergleich verschiedener Magnetfeldstiarken A fiir Simulationen mit der
Methode der iterierten Bewegungsgleichungen. Dabei werden die Trunkierungsgrenzen
N1,max = 91, N2 max = 2 und n;j max = 0 fiir j > 2 verwendet.
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5.5. Resultate
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Abbildung 5.15: Vergleich einer Simulation iiber die DMRG-Methode mit zwei ver-
schiedenen Rechnungen mit der Methode der iterierten Bewegungsgleichungen bei ei-
ner Magnetfeldstérke von h = 10.Jg. Fiir die Trunkierungsgrenzen siehe Legende. Es
gilt njmax = 0 flir j > 3. Weiterhin ist die einhiillende Funktion der Prizession des
Zentralspins Sy (t) aus Gleichung (5.85) gezeigt.

n1,max > 0 zu setzen. Der Grund ist, dass die Wechselwirkungsprozesse zwischen den
Stufen j wegen der Dominanz des Magnetfeldes stark unterdriickt sind. Dies erlaubt
offensichtlich deutlich gréfiere Zeiten zu simulieren. Jedoch ist fiir ¢ 2 105 ! keine Dy-
namik mehr zu verzeichnen, weswegen eine Zeitentwicklung fiir die zz-Autokorrelation
dariiber hinaus nicht mehr interessant ist.

Wird die Magnetfeldstéarke auf h > 5Jg vergrofiert, so erhoht sich die Prézessions-
frequenz des Zentralspins weiter. Die Abnahme der Amplitude der Oszillationen, welche
durch die einhiillende Funktion (5.85) beschrieben wird, bleibt jedoch gleich. Dazu
sind in Abbildung 5.16 Simulationen iiber die iterierten Bewegungsgleichungen mit
N1 max = 119 fiir verschiedene Magnetfeldstérken h > 5Jq dargestellt. Da die externen
Felder grofl genug sind werden hier die Stufen j > 1 vernachléssigt.

Abschlielend werden Simulationen mit der linearen Kopplungsverteilung (2.11) be-
trachtet. Dabei wird zum Vergleich eine rein klassische Losung des Bewegungsglei-
chungssystems betrachtet. Die Daten dazu stammen aus Abbildung 8 aus Ref. [24] fiir
N = 499 Badspins und eine Feldstérke von h = 10Jg.

Fiir die Methode der iterierten Bewegungsgleichungen wird hier eine Trunkierung
VON N max = 51 genutzt. Das ist ausreichend, da nur sehr kurze Zeiten betrachtet wer-
den. Der Vergleich ist in Abbildung 5.17 dargestellt. Es zeigt sich, dass die klassische

53



Kapitel 5. Approximative Basisentwicklung fiir grofie Béder

02 P

v 7INTs<
! \ | \ I A N
! \ I i \‘\ ﬂ\~
il I} i\ i ~.
0.1 L1 I I IR O L HA N Ry,
. r T \ HRE N\

\ N
1 4
B K ! N
. TNHEBUHHEHE it
IRABVAHRERIRL A
ol il |5
0.1 ) [ K|

LN '
L '} V‘\./’ R h=5 — h=20
—02 1 AT e h=10 == Su(t) -
: | | |
0 1 2 3 4 5 6

Abbildung 5.16: Vergleich von Simulationen mit der Methode der iterierten Bewegungs-

gleichungen bei verschiedenen Magnetfeldstérken. Es gilt 11 max = 119 und n; max = 0
fir j > 1..

Methode mit der quantenmechanischen Methode iiber die iterierten Bewegungsglei-
chungen auch fiir die linearen Kopplungen iibereinstimmt. Dies bestétigt den Vergleich

von Stanek et al. mit der ebenfalls quantenmechanischen DMRG [24], wodurch die drei
Methoden fiir ein hinreichend grofies Magnetfeld dquivalent sind.

o I
S A A
A

M

t[Jg"]

Abbildung 5.17: Vergleich einer klassischen Berechnung der Autokorrelationsfunktion
fir N = 499 Spins (Abbildung 8 in Ref. [24]) mit einer Rechnung mit der Methode

der iterierten Bewegungsgleichungen fiir NV = co Spins bei einer Magnetfeldstérke von
h =10Jg. Es gilt 71 max = 51 und 1 max = 0 fiir j > 1.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird die vollstindig quantenmechanische Berechnung von Autokorre-
lationsfunktionen der z-Komponente eines Spins S = 1/2 im Zentralspinmodell unter-
sucht. Das Aufstellen eines Bewegungsgleichungssystems fiir die Zeitentwicklung des
Zentralspins geschieht dabei iiber die Methode der iterierten Bewegungsgleichungen.
Sie kann aus der Heisenberg-Gleichung abgeleitet werden und findet iterativ eine Basis
mit der ein Zeitabhiingiger Operator entwickelt werden kann. Uber die entstehenden,
zeitabhingigen Koeffizienten kann so ein Bewegungsgleichungssystem aufgestellt wer-
den. Dazu sind zwei Voraussetzungen erforderlich. Zum einen muss ein Skalarprodukt
definiert sein, was die Eigenschaft (3.8) erfiillt, damit keine exponentielle Divergenz
auftritt. Dies ist in dieser Arbeit durch die Definition (3.9) gegeben. Zum Anderen
miissen die Basisoperatoren orthonormal beziiglich dieses Skalarproduktes sein, um die
Koeflizienten fiir das Bewegungsgleichungssystem zu bestimmen.

Es wird zunéchst eine naive Basis untersucht, welche jedoch eine exakte Berechnung
der Zeitentwicklung ermoglicht. Dabei sind die Basisoperatoren direkt durch die entste-
henden Spinoperatorprodukte definiert. Die berechneten Autokorrelationen iiberlagern
exakt mit den Resultaten einer vergleichbaren Rechnung iiber die Methode der DMRG
[22]. Dabei skaliert jedoch die Anzahl der Basisoperatoren bei N Badspins mit O(4%).
Dadurch ist das zu losende Bewegungsgleichungssystem schon fiir kleine Badgréfien
N nur noch mit relativ groBem Speicheraufkommen berechenbar. Der Speicherbedarf
des Bewegungsgleichungssystems {iibersteigt die vorhandenen 256 GB RAM-Speicher
schon bei N = 15 betrachteten Kernspins. Der Versuch iiber eine Trunkierung groflere
Béder zu betrachten ist fehlgeschlagen. Jedoch kann hier méglicherweise noch eine Ver-
besserung erzielt werden, indem die Relevanz der einzelnen Basisoperatoren genauer
analysiert wird.

Es zeigt sich im Verlauf dieser Arbeit jedoch, dass eine effizientere Definition der
Basisoperatoren die Gréfle des Bewegungsgleichungssystems signifikant reduziert. Diese
neue Definition wird hier auf Grundlage der klassischen Lanczos-Methode aus Ref. [25]
aufgestellt. Sie verfolgt die Idee, das Bad iiber eine Hierarchie von orthonormalen Fel-
dern darzustellen. Die Hierarchie entsteht dabei durch orthonormale Polynome, welche
iiber den bekannten Lanczos-Algorithmus [26] bestimmt werden. Die Felder fassen dabei
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zuvor eigenstidndige Basisoperatoren in iiber die orthonormalen Polynome gewichtete
Summen der Badspins zusammen und verringern so die Grofie des zu losenden Bewe-
gungsgleichungssystems bei klassischen Rechnungen signifikant. Sie haben weiterhin die
spezielle Eigenschaft sogar unendlich grofle Bader zu beschreiben. Diese Methodik wird
in dieser Arbeit in eine vollkommen quantenmechanische Betrachtung iiberfiihrt.

Um alle n6tigen Wechselwirkungen zu beriicksichtigen sind zusétzlich hohere Poten-
zen der orthonormalen Felder, welche nun offensichtlich aus Spinoperatoren bestehen,
notwendig. Sie kénnen jedoch durch die Einfithrung von Hermite-Polynomen der Fel-
der leicht bestimmen werden. Die Ergebnisse von Seifert et al. in Ref. [27] ermdglichen
weiterhin die Spur der Felder in fithrender Ordnung in der effektiven Badgrofle Neg fiir
grofle Béder iiber Gauflkorrelationen zu bestimmen. Zusammen mit den Eigenschaften
der Hermite-Polynome liefert dies die nétige Orthonormalitét der Basisoperatoren. Die
Uberfithrung der Darstellung im Spinraum in einen Zustandsraum mit bosonischen Lei-
teroperatoren ermoglicht anschliefend eine effiziente Beschreibung der Dynamik iiber
einen effektiven Hamiltonoperator.

Mit der neuen Basis werden die Autokorrelationen des Zentralspins berechnet und
die Ergebnisse untersucht. Da die effektive Badgrofle Neg nur iiber den Kopplungspa-
rameter v &~ 2/Neg gesteuert wird, ist diese theoretisch nicht mehr nach oben begrenzt.
Im Gegensatz zum naiven Ansatz steigt hier jedoch die Basisgrofle mit der physika-
lisch korrekt berechenbaren Zeitspanne. Durch die effiziente Darstellung ist es trotzdem
moglich mit den vorhandenen Ressourcen von 256 GB RAM-Speicher Zeiten von bis
zut = 45J€2 1 zu erreichen. Dabei wird die maximale Anzahl der Bosonen in einer Stufe
durch eine Trunkierung begrenzt. Da die korrekt berechenbare Zeit t,,,x von den Trun-
kierungsgrenzen aller hierarchischen Stufen j abhéingt, werden im laufe dieser Arbeit
Skalierungsfunktionen fiir optimale Konfigurationen dieser Grenzen bestimmt.

Beim Vergleich mit einer Losung iiber DMRG ist eine deutliche Verbesserung zur
dquivalenten klassischen Methode zu erkennen. Die Unterschiede zur DMRG kénnen
einer zu grofen Wahl des Faktors v = 1072 geschuldet sein, da die genutzten Appro-
ximationen nur fiir grofle effektive Béder gelten. Um den Verlauf der Autokorrelation
iiber die maximal erreichbare Zeit der DMRG hinaus zu betrachten, wird ebenfalls
mit einer CET-Berechnung [14] verglichen. Da diese nur N = 18 Spins beschreibt, ist
der Parameter v = 1/18 noch grofler als zuvor. Es sind dieselben anfinglichen Abwei-
chungen wie bei der DMRG in etwas stirkerer Ausprigung zu sehen. Das spricht fiir
die Vermutung eines zu groflen Wertes fiir . Jedoch ist ab ¢ ~ 15Jé ! ¢ine sehr gute

Ubereinstimmung zu verzeichnen, was darauf hindeutet, dass das Langzeitverhalten
iiber die approximative Basis korrekt beschrieben wird.

Zum Abschluss wird der Einfluss eines Magnetfeldes, welches lediglich auf den Zen-
tralspin wirkt, betrachtet. Fiir hinreichend groBe Magnetfelder ist eine exakte Uberein-
stimmung der iterierten Bewegungsgleichungen mit der DMRG vorhanden. Auch ein
Vergleich mit einer klassischen Berechnung der Autokorrelation mit den linearen Kopp-
lungskonstanten (2.11) zeigt keine Abweichungen.

Die Ubertragung der klassischen Lanczos-Methode in Ref. [25], in eine voll quan-
tenmechanische Betrachtung mithilfe der Ergebnisse aus Ref. [27], liefert demnach nun
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die Moglichkeit lingere Zeiten als zum Beispiel die DMRG bei sehr grofien und sogar
unendlichen Spinbddern zu beschreiben. Weitere Forschungsmoglichkeiten mit dieser
Methode sind zum Beispiel durch das hinzunehmen von Pulssequenzen gegeben [10].
Bei der Betrachtung des Magnetfeldes wurde auflerdem die Wechselwirkung mit den
Kernspins nicht betrachtet. Um noch groflere Zeiten zu betrachten kénnen ebenfalls
noch weitere Uberlegungen zu einer effizienteren Darstellung des Hilbertraumes ange-
stellt werden.

Weiterhin zeigen unter anderem aktuelle Experimente, dass eine Betrachtung von
Autokorrelationsfunktionen héherer Ordnungen ebenfalls von Interesse sind. Bechtold
et al. haben in Experimenten iterierte Messungen durchgefiihrt [37], die unter Ande-
rem mit Spinkorrelationen vierter Ordnung in Verbindung gebracht werden kénnen
[38]. Von Press et al. wurden auflerdem Experimente mit einer Spin-Echo-Methode
durchgefiihrt [39], deren Messungen ebenfalls auf eine Autokorrelationsfunktion vier-
ter Ordnung zuriickzufithren sind. Damit kénnen weitere quantenmechanische Effekte
untersucht werden, welche durch die hier betrachtete Autokorrelationsfunktion nicht
zugénglich sind.
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Anhang A

Approximative Basisentwicklung

fiir grof3e Bader

A.1 Leiteroperatoren der Hermite-Polynome

Fiir den Vernichtungsoperator gilt

72
aln) = <§ + 8833) Hy(x)e T
= an(ac)e_m4 + H (v)e” 1T — an(x)e_IT
xQ
= \/ﬁanl("E)e—T
= Valn—1)

22
al|n) = (; - 88%) Hy(x)e” T

T z? i T
= §Hn(x)e_7 — H/ (z)e” T + §Hn(m)e_7

[¥]

N

$2 x
=axH,(r)e” T —/nH,_1(v)e” T

=vVn+1H, 1 (z)e” T +vnH,_1(z)e” T —/nH,_1(x)e

22
=vn+1H,i(x)e” &
=vn+1n+1)
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Anhang A. Approximative Basisentwicklung fiir grofie Bader

A.2 Direkte Zeitentwicklung

Es wird im Folgenden die direkte Zeitentwicklung

2 z 1 -y 7]
(S5(1)55(0)) = 7 (sl exp (=it g ) os) (A.32)
1 = (—it)" A
= 1 Z ( n‘) <0‘3| Heff |O‘3> (A3b)
betrachtet. Dabei gilt
los) = [3;000;0..) (A.4)

wobei die Zustdnde die Stufen Stufe j > 1 nur ausgeschrieben, wenn n;, # 0 gilt.
A.2.1 0. Ordnung

(AO)AO) = | {o-lo) =

A.2.2 1. und 2. Ordnung

Die einmalige Anwendung des effektiven Hamilton Operators auf den Startzustand
ergibt

Hoyglos) = —% 12, 100) + % 1,010) . (A.6)
Damit ist die erste Ordnung offensichtlich
(03] Hog |o3) = —% (3;000[2; 100) + % (3;000[1;010) =0 . (A7)

Fiir die zweite Ordnung gilt

(| 3 lo) = (| 11 o) (A.8a)
=1 (5 (21001 — om0} (=5 12100+ Sjo10) ) (ash)
(06
i
.
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A.2.3 3. und 4. Ordnung

Die Berechnung der zweifachen Anwendung von H o ergibt damit

02 )0,) = —%ﬁeﬁp; 100 + %ﬁeﬁu;om) (A.9a)
— (L 13:000) + —= |3: 200) (A.9b)
- 2 2 9 \/§ I .
—% 11;101) + z% 10;001) + z% 10; 000; 001>> (A.9¢)
+ 5 (=1 13:000) — —2 13 020) (A.9d)

2 2 ) \/5 b *
+% 12;011) — 2% 10;001) — 2% 10; 000; 001>> (A.9e)
= Lisi000y + 132000 — L ni10my + S jos001)  (AL9p)
- 2 3 2\/5 9 4 3 92 ) .
+ 1 |3; 020) E [2;011) + A |0; 000; 001) (A.9g)

2\/§ ) 4 ) 2 ) ) * g

Bei der zweifachen Anwendung von H g wird das erste mal die Auswirkung des unmodi-
fizierten Multiplikationsoperators (5.42) in H_g deutlich. Es entstehen die zusétzlichen
Terme

3 pgmod 19,100y — — 2 (— 911, 010) — 2 1 000; 010) (A.10a)
2 2\ "2 2
und
%ﬁggf‘)d 11;010) = % (—O; 12;100) — % 12; 000; 100>) . (A.10b)

Dabei enthéilt lﬁlgf}"d nur den Imagindrteil des Multiplikationsoperators (5.42). Es ist
offensichtlich, dass

. . A
T <; (2100] — % <1010|> H213;000) = 0 (A.11)

gilt. Jedoch liefern die zusétzlichen Terme mit der unmodifizierten Definition des Mul-
tiplikationsoperators

1/ ) iay iay _ar
1 <2 (2100| — 3 <1010|) <4 |1;010) 1 |2; 100)) =16 =0 . (A.12)
Dies erklért die in Kapitel 5.4.4 erlauterte Problematik.
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Wird nun wieder ausschliefllich die modifizierte Definition des Multiplikationsope-
rators (5.67) betrachtet, so gilt fiir die 4. Ordnung

(ool Higlos) = <<;)2+2 (2\;)2 Lo (i)2+ (2 + (/3;1)2> (A.138)

1/1 1 o5

e (il T H R Tt § A.13b
4<4+4+8+4+4> ( )
1/5 o} ?

— Z (8 + Z + 4> (A.13C)
5  of+p

= — Al
32 + 16 (A-13d)

A.2.4 6. Ordnung

Abschlielend wird das Ergebnis der 4.0Ordnung genutzt und erneut der effektive Hamilton-
Operator angewendet. Dies wird zunéichst nur fiir die einzelnen Operatoren durch-
gefiihrt:

H_ ¢ |3;000) = —% 12;100) + % 11;010) (A.14)
. . .
H.¢|3: 200) = ———|2;100) — i£ 12;300) + = 5 1:210) (A.15a)
\/§
L 10:110) — i-2L 0 100; 010) (A.15b)
i V3
Hog|1:101) = —© 5 18:111) + - 5 12:100) + 2 12;102) (A.16a)
\/>
+it yo 110) +z L 10;100;010) (A.16b)
¢ 10;001) = z‘ﬂ I1;010) +7,— I1; 000; 010) (A.17a)
- 2— 12:100) — 2— 12; 000; 100) (A.17b)
. |0;000; 001) = z— 11;010) +z— I1; 000; 010) (A.18a)
+ 15 11; 000; 000;010> - z— 12 100) (A.18b)
—i% 12; 000; 100) — z— 12; 000; 000; 100) (A.18c)
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V3

Hq13;020) = — £ 12:120) + —= |1;010
2 f
+i % 10:110) + i1 |0;010; 100)
i—=10;
V2 \f

H|2:011) = - 5 18:111) - 3 5 11;010) - % 11;012)

—z—|0 110) — i \0 010; 100)

Zusammengefasst gilt dann

A o |
Higlon) = 5 (5 121000+ § 1,010}

1 \f

+ — 2;100) — 2;300) + — |1;210
%@<\f\ )i 2:300) + £ 1:210
e

~i% 10:110) — 2L (0: 100; 010))
V2 V2
1 )

e T N B S A 2 12:102
AGL >+r,om+¢§,o>

+z— 10; 110) —i—z L 10 100; 010))

+ % (zog I1;010) +z— 11;000; 010)

—i% 12;100) — z— 12; 000; 100))

1 ) ) V3

+ —1—-212;120) + — |1;010) + 7——|1; 030
%6(2 )+ 75 11:010) 457 1:030
e B
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ﬂ‘ ) \/§| >>
1 /1 ) 1

— = ( = 3;111) — = 1;010) — — [1; 012
(51 - § mow) - - rsonz

4% 10;110) — z% 10; 010; 100))

N

B Q2 000
5 (z 5 [1:010) + = [13000;010)
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Nach Addition gleicher Basis-Operatoren:

4
. 2
vt 51) V3 ..
R (A e R < AT 2:300) + i—~
<4 17178 [1010) =775 12300 i
+( % 51) 10; 100; 010)
) ) 7
+ (== =) 3111) — ——2; 102
(5-5) Bt - ;5 2102
+ <—i‘“fl +z'”8140‘2> |1; 000; 010) +zﬁlﬁ2 |1; 000; 000; 010)
+ <—‘alfl —zﬂlf?> 12;000; 100) — 5152 12; 000; 000; 100)
V3
— —[2;120) +i——— |1;030)
f 4v2
+ <zﬁl —|—zﬂ1> 10;010; 100) 4+ —— |1;012)
4f
=—i(2 21
i <8 + 1 )\ ; 100)
(5 i+ V3
2 1;010) — i—— |2;
+z<8+ ) 115010) 2\[\ :300)
i
+ ——[1;210 —317 0; 100; 010 2:102
4\@! ) | ) — f\ )
+ <z’alfl +i5140‘2> |1;000; 010) +25152 |1; 000; 000; 010)
+ <z’0‘1451 z'”814°‘2> 12: 000; 100) — 5lﬁ2 |2; 000; 000; 100)
f
12;120) + i—— |1;030)
4xf 4v2
0;010; 100) + 1;012
| )+ 4ﬂl )
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titog =23+ Y o () (1Y 42 (1) qa

arfy frag\? B2\
2 2 A2
+ < Tt ) + 1 (A.23D)
4 2122 4 2 2
O[l + 20{151 + Bl 5(0[1 + /81) 25
— = A2
g + S + 5 (A.23¢)
3 .01 98 8% o | BiB3
= N Fire A.23d
+16+8+32+8(1+a2)+ S ( )
_ (a1 + 5%) (a% + 5%) 35 951 5% 6%/83
=— 5 T g Taptptylutan 8
(A.23e)
Das finale Ergebnis lautet
2 2\2
76 _ (a1 +57) (%"‘51) 99 % 81 ﬁ152
sl Heglos) = ==+ =5 128 t o tgglarte ) 39
(A.24)
4n? ¥
=57 \/> (A.25a)
g, = Vrintl) \/> (A.25b)
2n+1
) 1 21 35
(o3| HYglos) = —72 + oy + —— (A.26a)

24 128 128
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