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Kurzfassung

Das Einstorstellen-Andersonmodell beschreibt eine Storstelle in einem Metall. Es
wird héufig fiir Untersuchungen Kondo-effektartiger Phéinomene und stark korrelier-
ter Systeme wie schwere Fermionen genutzt. In dieser Arbeit wird das Einstorstellen-
Andersonmodell mithilfe der Methode der iterierten Bewegungsgleichungen betrach-
tet, in der die Basisoperatoren orthonormal unter dem Frobenius Skalarprodukt
sind. Es wird bei einer Temperatur von 7' = 0 sowohl das symmetrische als auch
das asymmetrische Modell fiir den Fall einer unendlichen und endlichen Coulomb
Wechselwirkung im Breitbandlimes betrachtet. Die Basis wird auf 6 Basisoperatoren
trunkiert. Mit dieser Methode ldsst sich die Besetzungszahl der Storstellenelektro-
nen approximieren. Die Hubbardsatelliten sind an den erwarteten Stellen in der
Spektraldichte zu finden. Der Kondo Peak ldsst sich mit der Basis nicht berechnen.
In der Spektraldichte sind Ausreifler mit analytischem Ursprung zu erkennen. In
weiterfithrenden Analysen konnte mit einer grofieren Basis die Genauigkeit der
Ergebnisse verbessert werden.

Abstract

The single impurity Anderson model describes a perturbation in a metal. It is often
used for studies of Kondo effect-like phenomena and strongly correlated systems such
as heavy fermions. In this thesis, the single impurity Anderson model is considered
using the method of iterated equations of motion in which the basis operators
are orthonormal under the Frobenius scalar product. Both the symmetric and
asymmetric models are considered at a temperature of 7' = 0 for an infinite and
finite Coulomb interaction in the wide band limit. The basis is truncated to 6 basis
operators. Using this method, the occupation number of the impurity electrons
can be calculated approximately. The Hubbard satellites are found at the expected
locations in the spectral density. The Kondo peak cannot be calculated by means
of this basis. Outliers with analytical origin can be seen in the spectral density.
In further analyses, the accuracy of the results can be improved by using a larger
basis.
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1 Einleitung

Metalle sind Materialien, die elektrischen Strom leiten kénnen. Sie besitzen eine
Gitterstruktur aus Atomen. Die dufleren Elektronen der Atome kénnen sich quasi
frei innerhalb des Gitters bewegen und werden als Valenz- oder Leitungselektronen
bezeichnet . Die positiv geladenen Ionen, also die Atomrimpfe, die den Atom-
kern und die inneren Elektronen beinhalten, sind gitterformig angeordnet. Eine
schematische Darstellung der Gitterstruktur ist in Abbildung dargestellt.
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Abbildung 1.1: Zweidimensionale, schematische Darstellung der Gitterstruktur
von Metall.

Fermionen sind Teilchen mit halbzahligem Spin, wobei der Spin den Eigendrehimpuls
eines Teilchens beschreibt. Elektronen kénnen einen Spin von % besitzen und sind
damit fermionische Teilchen. Der Spin kann zwei verschiedene Ausrichtungen in
z-Richtung annehmen, ndmlich +% (1) und —% ( |). Elektronen unterliegen dem
Pauli Prinzip, welches besagt, dass zwei Fermionen in einem System nie in allen
Quantenzahlen iibereinstimmen kénnen . Quantenzahlen kennzeichnen dabei Ei-
genschaften des Teilchens. Ein Beispiel fiir eine solche Zahl ist der Spin. Ein System
im Grundzustand besitzt die niedrigste mogliche Energie, die das System erreichen
kann. Da bei einem System aus vielen Elektronen aufgrund des Pauli Prinzips nicht
alle Elektronen die gleiche Energie haben kénnen, miissen einige Elektronen einen
energetisch hoheren Zustand einnehmen. Die Fermi-Energie F gibt die maximale
Energie an, die ein Elektron besitzt, wenn sich das gesamte System im Grundzustand
befindet .

Damit elektrischer Strom durch ein Metall fliefen kann, muss eine elektrische Span-
nung angelegt werden. Durch die Spannung bewegen sich die freien Elektronen
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in die entgegengesetzte Feldrichtung. Die freien Elektronen stoflen dabei mit Ver-
unreinigungen in dem Metall und Phononen zusammen. Diese St68e sind primér
fiir den spezifischen Widerstand eines Metalls verantwortlich |1} |3]. Phononen sind
Gitterschwingungen im Metall. Diese Schwingungen nehmen bei niedriger werden-
den Temperaturen ab und verschwinden bei T' = 0. Daher sinkt in den meisten
Metallen der Widerstand mit sinkender Temperatur bis zu einem Restwiederstand
bei T = 0 ab, welcher nur noch durch Kollisionen der freien Elektronen mit den
Verunreinigungen hervorgerufen wird [3]. Sind die Verunreinigungen im Metall aber
magnetisch, kann sich bei tiefen Temperaturen ein ungewthnliches Verhalten zeigen.
Der Widerstand sinkt bis zu einer bestimmten, niedrigen Temperatur ab und steigt
anschlieflen wieder stark an [4]. Bereits 1934 wurde bei niedrigen Temperaturen ein
Widerstandsminimum in Gold entdeckt [5]. Dieses Minimum ist in Abbildung |1.2
dargestellt. Das Phinomen lie3 sich zu der Zeit jedoch noch nicht erklidren. Dazu fehl-
te damals das Konzept nahezu lokalisierter Zustéande, die durch Resonanzstreuung
an der Verunreinigungsstelle entstehen [4].
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Widerstandsminimum in Gold bei kleinen Temperaturen [5].

Ein Modell, welches sich mit diesem Problem befasst, wurde 1961 von Philip Warren
Anderson aufgestellt und ist als das Andersonmodell bekannt [6]. In dem Modell
werden die Valenzelektronen eines Metalls durch ein Elektronenbad dargestellt,
dessen Elektronen untereinander nicht wechselwirken. In dem Elektronenbad liegen
Storstellen, die die magnetischen Verunreinigungen darstellen. Die Storstellenelek-
tronen wechselwirken sowohl mit den Badelektronen als auch untereinander. Die
Wechselwirkung zwischen den Storstellenelektronen wird fiir die Erkldrung von stark
lokalisierten, magnetischen Momenten benétigt, die durch Streuung an der Storstelle



hervorgerufen werden.

Ein weiteres Modell, welches sich mit dem Problem befasst, ist das s-d-Modell [7]. Es
geht von einem bereits vorhandenen lokalen magnetischen Moment aus, das durch
Spins repréasentiert wird, die mit der Wechselwirkung J an die Leitungselektronen
koppeln. Fir bestimmte Parameter entspricht das s-d-Modell dem Andersonmo-
dell.

1964 gab Jun Kondo mit dem s-d-Modell eine Erkldrung fiir das Widerstands-
minimum [§]. Er betrachtete die Streuwahrscheinlichkeit der Leitungselektronen
unter der zweiten bornschen Ndherung und entdeckte, dass eine singuldre Streu-
ung der Leitungselektronen nahe der Fermi-Energie einen Beitrag zum spezifischen
Widerstand liefert, der logarithmisch in der Temperatur T ist. Fiir eine antiferroma-
gnetische Kopplung (J < 0) nimmt dieser Beitrag fiir kleiner werdende Temperaturen
zu. Antiferromagnetisch bedeutet, dass die energetisch giinstigste Ausrichtung der
magnetischen Momente antiparallel ist, also dass Momente abwechselnd einander ent-
gegengesetzt ausgerichtet sind: 1 | 1 | T J. Zusammen mit dem Gitterwiderstand,
der aus den Gitterschwingungen resultiert, ldsst sich damit das Widerstandsmi-
nimum erkléren [8]. Durch die logarithmische Temperaturabhéngigkeit divergiert
diese Losung fiir T' — 0 gegen Unendlich. Dieses Problem ist als das "Kondo Pro-
blem” bekannt [4]. In dem Buch "The Kondo Problem to Heavy Fermions” [4]
fasste Alexander C. Hewson 1993 bereits viele Ergebnisse des Kondo Problems
zusamimen.

P. B. Wiegmann und A. M. Tsvelick zeigen in Ref. [9], dass das Andersonmodell mit
einer unendlichen Coulomb-Abstofung U = oo komplett integrierbar ist und mithilfe
des Bethe Ansatzes [10] exakt gelost werden kann. In einigen theoretischen Arbeiten
wird der einfache Fall U = oo diskutiert |11} |12]. In diesen Arbeiten wird auch das
entartete Andersonmodell betrachtet, in dem die Orbitalstrukur des Stérelektrons, im
Gegensatz zum nicht entarteten Andersonmodell, mit beriicksichtigt wird. Es wurden
auch Losungen fiir endliche U berechnet, ebenfalls mithilfe des Bethe Ansatzes [13].

Das Andersonmodell, besonders mit nur einer Storstelle, wurde auch mit vielen
anderen Methoden betrachtet, welche jeweils ihre Vor- und Nachteile haben. Bei den
numerischen Methoden ist die Genauigkeit der Ergebnisse durch die Leistung des
Computers begrenzt. Numerische Methoden, die haufiger bei Storstellenproblemen
genutzt werden, sind zum Beispiel exakte Diagonalisierungen [14], numerische
Renormierungsgruppen (NRG, engl. numerical renormalisation group) [15, |16} 17]
oder Monte-Carlo Methoden [18]. Das N-fach entartete Andersonmodell wurde mit
einer 1/N-Expansion betrachtet. Ergebnisse hierzu werden in dem Paper [12] von
J. W. Rasul und Hewson mit den Werten des Bethe Ansatzes verglichen. Eine
eher analytische Methode ist die Methode der iterierten Bewegungsgleichungen
(iEoM, engl. iterated equation of motion). Sie wurde schon oft in unterschiedlichen
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Varianten genutzt, um das Andersonmodell [19, |20, 21] sowie auch andere Modelle,
zum Beispiel das Hubbard Modell [22], zu betrachten.

Das Andersonmodell wird hiufig fiir Untersuchungen Kondo-effektartiger Phéno-
mene und stark korrelierter Systeme wie schwere Fermionen genutzt [4]. In einem
stark korrelierten System ist der Zustand eines Teilchens im System stark von den
Zusténden der anderen Teilchen abhingig. Auch im Bereich von Quanteninformatio-
nen, wie zum Beispiel bei der Untersuchung von Quantenpunkten [23], spielt das
Andersonmodell eine Rolle.

In dieser Masterarbeit wird die Methode der iterierten Bewegungsgleichungen ge-
nutzt, um die Spektraldichte sowie die Besetzungszahl der Storstellenelektronen des
Einstorstellen-Andersonmodells zu berechnen. Im Unterschied zu anderen Untersu-
chungen des Andersonmodells mit der Methode der iEoM wird hier eine trunkierte
Operatorbasis genutzt, die orthonormal unter dem Frobenius Skalarprodukt ist [22,
24, |25]. Dazu wird in Kapitel |2 das Einstorstellen-Andersonmodell dargestellt. In
Kapitel 3| wird das Konzept der Methode der iEoM erklart, die Zeitabhéngigkeit
der Operatoren sowie die orthonormierte Operatorbasis berechnet und die Liou-
ville Matrix aufgestellt. Die analytischen Berechnungen zu der Besetzungszahl der
Storstellenelektronen und damit auch die Berechnungen zu ihrer Spektraldichte
sind in Kapitel 4] dargestellt. Da in diesen Berechnungen Integrale auftauchen, die
analytisch nicht l6sbar sind, miissen diese mit numerischen Methoden berechnet
werden. Ansétze und genutzte Funktionen fiir diese Berechnungen sind in Kapitel |5
beschrieben. Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Kapitel (6| fiir verschiedene
Félle dargestellt.



Das Andersonmodell [6] beschreibt magnetische Storstellen in Metallen. In dem
Modell werden die Leitungselektronen des Metalls durch ein Elektronenbad be-
schrieben, dessen Elektronen untereinander nicht wechselwirken und in dem sich
Storstellen befinden, die von den Storstellenelektronen besetzt werden. Die orbitale
Struktur dieser Storstellenelektronen ldsst sich mithilfe des N-fach entarteten Ander-
sonmodells berticksichtigen [13]. Das nicht-entartete Andersonmodell beschreibt den
vereinfachten Fall, in dem diese Struktur vernachléssigt wird. An einer Storstelle
diirfen hier aufgrund des Pauli Prinzips maximal zwei Elektronen sitzen, eines mit
Spin 7 und eines mit Spin |. Das nicht-entartete Andersonmodell entspricht fiir
N = 2 dem entarteten Modell. Beide Modelle wurden bereits oft untersucht und mit
dem Bethe Ansatz exakt gelost [4} 11}, 26]. In dieser Arbeit wird das nicht-entartete
Andersonmodell betrachtet.

Der einfachste Fall des Modells ist das Einstorstellen-Andersonmodell (SIAM, engl.
single impurity anderson model), welches genau eine Storstelle in dem Elektro-
nenbad beschreibt. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass sich die Storstelle
in der Mitte des Bades befindet. Eine schematische Darstellung des Systems mit
sternformiger Topologie ist in Abbildung [2.1| zu finden. Das rote Quadrat kenn-
zeichnet die Storstelle in der Mitte des Systems, auf der maximal zwei Elektronen
mit unterschiedlichem Spin sitzen diirfen. Diese Storstellenelektronen wechselwirken
miteinander mit der Wechselwirkung U. Die blauen Punkte stellen die Badelektronen
dar, welche jeweils die Energie €, besitzen und mit der Wechselwirkung V), mit den
Storstellenelektronen, nicht aber untereinander, interagieren. Der Hamiltonoperator
fiir das nicht-entartete SIAM in zweiter Quantisierung lautet [13]

H =Hyo + Hypp + Hyyrr + Hy
= el e T e SIS Vi (el o fy e UL f Al )
k,o o k,o

Der Index k kennzeichnet das Badlevel der Leitungselektronen und reicht von k = —D
bis k = D. Der Index ¢ kennzeichnet den Spin. Die Badelektronen werden durch
die Erzeuger- und Vernichter Operatoren ¢y, ,, 0,170_ und die Storstellenelektronen

("f-Elektronen”) durch f,, f} dargestellt [13].



2 FEinstorstellen-Andersonmodell
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Schematische Darstellung des STAMs mit sternférmiger Topologie.
Die blauen Punkte kennzeichnen die Badelektronen mit Energie €, welche mit
der Wechselwirkung V,, mit den Storstellenelektronen auf der Storstelle (rotes
Quadrat) wechselwirken. Die Storstellenelektronen wechselwirken untereinander
mit der Wechselwirkung U.

Der Term

_ § T
HHost - €kCl,oCk,0
k,o

beschreibt das Elektronenbad, wobei €, der Energie des k-ten Badelektrons im freien
Zustand entspricht und die Dichte der Badelektronen als konstant angenommen
wird [6]. Die Storstellenelektronen werden duch den Term

HImp = efotlfa

beschrieben und €, entspricht der ungestorten Energie eines Zustandes auf der
Storstelle [6]. Die Wechselwirkung zwischen den Bad- und Stérstellenelektron wird
durch den "Hiipfterm”

HHybr = Z Vk (c]t,afo —+ hC)
k,o

beschrieben. Dabei gibt das Matrixelement V, die Hybridisierung der Bad- und
f-Elektronen an, d.h. mit bestimmter Amplitude kénnen sich Badelektronen zu
f-Elektronen umwandeln und andersherum [6]. Der Term

Hy =Uflf.fl £,

beschreibt die Coulomb-Abstofung auf dem Storstellenorbital [13].
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der Spektralfunktion A (w) der f-
Elektronen in Abhéngigkeit von w und U . E entspricht hier der ungestorten
Energie eines Zustandes auf der Stérstelle (im Text e ). T}, ist die Kondo Temperatur
und A die Halbwertsbreite der Lorentzkurve bei U = 0. Ein doppelt besetzter
Zustand auf der Stérstelle wird durch f? dargestellt, einfache Besetzung durch f!
und ein unbesetzter Zustand durch f°. Ein freies Elektron wird durch e~ dargestellt.
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Da die Energien im Andersonmodell immer im Vergleich zu der Fermi-Energie
betrachtet werden, wird in dieser Arbeit die Fermi-Energie der Einfachheit halber
gleich Null gesetzt.

In der Abbildung ist die Spektraldichte der f-Elektronen in Abhéngigkeit von
w und U dargestellt . Fiir eine verschwindende Wechselwirkung zwischen den
Storstellenelektronen, also U = 0, bildet die Spektraldichte eine um w = 0 zentrierte
Lorentzkurve mit der Beite v aus. Wird U erhoht, teilt sich die Kurve in zwei
Kurven auf, die um w = €, und w = €, + U zentriert sind. Dies sind die sogenannten
Hubbard Satelliten. Auch fiir ansteigende U ist im Bereich um w = 0 ein Peak zu
erkennen, der sogenannte Kondo Peak, dessen Halbwertsbreite proportional zur
Kondo Temperatur T}, ist.

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung der Energiebereiche des STAMs nach

Coleman .

w

Andersonmodell .

€f+U

. Valenzfluktuationen

€y « Formierung der Momente
Kondo Modell Lokale Momente
T,
lokale Fermi-Fliissigkeit
0

Im SIAM lassen sich verschiedene Energiebereiche beobachten. Fiir Energien im
Bereich w > €, + U sind Nicht-, Einfach- und Doppelbesetzung (bei zwei Elektronen
mit unterschiedlichen Spins) an der Stérstelle erlaubt. Ab einer Energie von w = € ;+U
oder kleiner wird der Ubergang zur Doppelbesetzung verboten, da die Energie,
die bendtigt wird, um ein zweites Elektron an der Storstelle hinzuzufiigen, nun
nicht mehr aufgebracht werden kann. Dies entspricht dem Limes der unendlichen
Wechselwirkung U — oo, bei der die Wechselwirkung zwischen den f-Elektronen so
grof} ist, dass sich an der Storstelle nur noch ein oder kein Elektron befinden kann. Der
Bereich von Energie w ~ |e 4| ist der Kondo Bereich. Hier wird auch der nichtbesetzte
Zustand an der Storstelle verboten, es gibt also keine Valenzfluktuationen mehr,
und es bilden sich lokale Momente aus. Bei Energien, die kleiner als die Kondo
Temperatur T}, sind, wird das lokale Moment abgeschirmt, sodass sich eine Fermi-
Fliissigkeit bildet . Die Energiebereiche sind in der Abbildung schematisch



dargestellt.

Die Besetzungszahl der Storstelle n; des Andersonmodells wird oft mithilfe eines
renormierten Energielevels €} dargestellt, um die Besetzungszahl unabhéngig von
den Energieparametern D, v und im Falle endlicher Coulomb Wechselwirkungen
auch unabhéngig von U darstellen zu kénnen. In den Papern [12] und [13] werden
die Besetzungszahlen der Storstelle fiir U = oo, beziehungsweise fiir allgemeine U in
Abhéngigkeit des renormierten Energielevels berechnet. Beide Ergebnisse sind in der

*

Grafik 2.4 dargestellt. Hier wird n; gegen

A;;,y geplottet, wobei N, die maximale

Anzahl an Elektronen auf der Storstelle angibt. In dieser Arbeit gilt also Ny = 2.
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Darstellung der Besetzungszahl n; aus den Papern [12] und [13]

i

gegen das renormierte Energielevel Ny

Die Ergebnisse aus dem Paper von Wiegmann [13] gelten fiir das asymmetrische
SIAM bei T' = 0, d.h. in den Bereichen

2¢;+U > /U7, e < U, und U > 7. (2.2)

Die Ergebnisse aus dem Paper von Rasul [12] gelten fiir U = co. Die in dieser Arbeit
berechneten Werte werden mit denen aus diesen beiden Papern verglichen.
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Die Renormierung fiir €, wird fiir unterschiedliche Parameterbereiche verschieden
gewihlt. Wenn das Leitungsband grofl ist, sodass die Relation |e4|, e, + U| < D
erfiillt ist, gibt es keine signifikante Renormierung [4], hier gilt also

€~ €} (2.3)

Dieser Fall wird in dieser Arbeit betrachtet. Renormierung tritt beispielsweise
dann auf, wenn die Wechselwirkung U grofler gewéhlt wird, sodass € + U > D
und |e;| < D gilt. In diesem Energiebereich tritt eine Vielteilchen-Renormierung
aufgrund der hohen Wechselwirkung auf [4]. Fiir v < D lésst sich die Renormierung
berechnen nach [4]

. v D

Ein Spezialfall des SIAMs ist das symmetrische SIAM. Es gilt €, = —%] und es liegt
Halbfiillung vor, also gilt (n,) = 0,5. Abseits des symmetrischen STAMs wirkt ein
chemisches Potential ¢ # 0 und die Energie €, lisst sich beschreiben durch

U

er=—5 —h (2.5)

Mithilfe der linearen Antworttheorie lasst sich die Auswirkung einer kleinen Stoérung
auf ein System bestimmen. Die Antwort des Systems auf die Stérung ist dabei
durch die retardierte Greenfunktion gegeben [27]. Die retardierte Greenfunktion der
f-Elektronen des SIAMs lautet

i
G () = — L, (1), FED6N) (26)
und wird im Folgenden dazu genutzt, die Spektraldichte und die Besetzungszahl
der Storstellenelektronen zu berechnen. Die Funktion ©(t) entspricht dabei der
Heaviside Funktion, (...) dem Erwartungswert und {.,.} dem Antikommutator.



In diesem Kapitel wird die Methode der iterierten Bewegungsgleichungen erkléart.
Das Ziel ist es, eine geeignete Darstellung der Zeitabhéngigkeit der Operatoren in
der retardierten Greenfunktion der f-Elektronen zu finden, um die Greenfunktion
anschliefend berechnen zu kénnen. Die Greenfunktion der f-Elektronen ist in der
Gleichung (2.6) dargestellt.

3.1 Zeitabhangigkeit der Operatoren

Ein Operator C'(t) im Heisenberg-Bild lasst sich nach der Gleichung [28]
Cu(t) =TT ()0, U () (3.1)

aus dem Operator im Schrédinger-Bild Cg berechnen, wobei U(t) der unitére Zeit-
entwicklungsoperator ist. Die Zeitabhéngigkeit eines Operators C(¢) im Heisenberg-
Bild wird mithilfe der Heisenbergschen Bewegungsgleichungen bestimmt [28]

%CH@) =i[Hy(t), Cy(t)] = 1L(Cy(1)), (3.2)

wobei der Liouville Operator £(x) die Kommutation von dem Operator = mit
dem Hamiltonoperator beschreibt. Lésst sich die Zeitabhéngigkeit des Operators
C(t) (der Index H fur Heisenberg-Bild wird ab hier weggelassen) vollstdndig durch
Vorfaktoren h;(t) beschreiben, kann der Operator mithilfe einer geeigneten Basis
W, geschrieben werden als [24]

C(t) = Wh(t). (3.3)
Nach Gleichung (3.2)) lasst sich nun die Zeitabhéngigkeit bestimmen zu
iC(t) =iL(C(t)) = iwiﬁ(w (3.4)
dt B a7 '

wobei die Vektoren W und A(t) die einzelnen Komponenten W; und h,(t) beinhalten.
Mithilfe der sogenannten Liouville Matrix M

LW;) = ZMJZWZ (3.5)
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kann die Zeitabhangikeit geschrieben werden als

d - - " N

%h(t) =iMh(t) = h(t) = eMip(t =0). (3.6)
Der Operator im Heisenberg-Bild muss fir ¢ = 0 nach Cy(t = 0) = Cg dem
Operator im Schrodinger-Bild entsprechen. Daher stimmt h(t = 0) mit dem i-ten
Einheitsvektor iiberein, wenn Cg proportional zum i-ten Element der Basis ist,
also

7 o > . - . ]., C(t == O) ~ VVYZ
h(t =0) = €n, mit (é); = { 0. C(t=0) %W, (3.7)
Nun lasst sich der Operator C(t) schreiben als
C(t) = WTeMtg,,. (3.8)
Fiir einen komplex konjugierten Operator gilt
T 4
CT(t) = e e ™MWt . (3.9)

Bei einem zeitunabhéngigen Hamiltonoperator ist der Zeitentwicklungsoperator
U(t) = e *H! unitir. Die Ergebnisse ?L(t) sind Superpositionen von Oszillationen,
deren Frequenzen die Eigenenergien sind. Bei einem Wechsel in das Heisenberg-Bild
sollte eine Zeitentwicklung ebenfalls zu solchen Ergebnissen fithren. Um dies zu
gewahrleisten, muss M diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten sein. Eine mogliche
aber nicht erforderliche Bedingung dafiir ist, dass M hermitesch ist, also M = M
gelten muss [22].

Um dies zu erreichen, wird eine orthonormale Basis im Bezug auf das Frobenius
Skalarprodukt betrachtet. Fiir zwei Operatoren x und y lautet es

1
= NTr(zt Ni= —. 1
(o) = NTr(aTy), = (3.10)
Damit gilt fiir die Liouville Matrix

3.2 Basis

Um die Liouville Matrix und damit auch die Zeitabhangigkeit der Operatoren
bestimmen zu kénnen, muss eine passende Basis aufgestellt werden. Es wird dieselbe
Methode wie in [22] genutzt, um eine Basis aufzustellen. Dazu wird zunéchst



3.2 Basis

ein Startoperator gewéhlt. Da in diesem Fall die Greenfunktion der f-Elektronen
berechnet werden soll, wird hier als Startoperator f; gewahlt, sodass gilt

W, o fl, (3.12)

wobei W, der erste Basisoperator ist. Durch Kommutation der Basisoperatoren
mit dem Hamiltonoperator des Systems werden weitere Basisoperatoren bestimmt.
Diese Kommutationen kénnen wiederholt angewendet werden, wodurch die Basis
immer grofler wird. Da die Terme Hy,y und Hp,,, nur Diagonalterme beinhalten,
tragen sie keine relevanten Beitrage zu der Operatorbasis bei und werden demnach
im Folgenden nicht betrachtet. Somit miissen nur die Kommutationen mit dem
Hybridisierungsterm Hyyy,, und dem Coulomb Term Hy; des Hamiltonoperators
berticksichtigt werden.

Die Kommutation mit dem Hybridisierungsterm des Hamiltonoperators, also die
Anwendung des Operators Ly, (.), beschreibt dabei den Austauschprozess zwischen
einem Bad- und einem Stérstellenelektron, die Anwendung des Operators Ly (.) die
Coulomb Wechselwirkung zwischen den Storstellenelektronen. Werden diese beiden
Prozesse auf den Operator W; angewandt, lassen sich folgende Basisoperatoren
bestimmen

Wi o £y () o 1L S, (3.13)
Wg(k> X £Hybr<fg') X CLO_. (314)

Diese Basis ist geschlossen unter der Kommutation mit Hy;, eine erneute Anwendung
von Ly (.) fithrt also nicht zu neuen Basisoperatoren. Die Anwendung von Ly, (.)

auf Wg (k) liefert ebenfalls keine neuen Basisoperatoren, sodass nur die Kommutation
mit WJ betrachtet werden muss

Ly (W) o e} fLf5 + fheto fo + fiflers, (3.15)

durch die drei weitere Basisoperatoren bestimmt werden

Wi(k) o< el fLfs (3.16)
Wi (k) o fhel 15 (3.17)
Wi (k) o< fifles. (3.18)

Auch diese Basisoperatoren sind geschlossen unter Kommutation mit Hy;, wodurch
die komplette Basis ebenfalls unter Kommutationen mit Hy; geschlossen ist, nicht
aber unter Kommutation mit Hyyy,,. Demnach kann die Basis durch erneute Anwen-
dung von Ly, (.) erweitert werden. In dieser Arbeit werden aber nur die bis jetzt
bestimmten sechs Basisoperatoren fiir die Operatorbasis beriicksichtigt. Die Basis ist
also trunkiert und die mit ihr berechneten Werte sind demnach nur approximiert.
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Als néchstes werden die einzelnen Basisoperatoren mit dem Frobenius Skalarprodukt
(siehe Gleichung (3.10)) orthonormiert. Damit steht die Operatorbasis

Wi =v2fh (3.19a)
Wi =(VBP s, — ) (3.190)
Wi (k) =V2c], , (3.19¢)
Wi (k) =(Va)?el, s — 3) (3194)
Wi (k) =(V2)* flef, 15 (3.19)
Wi (k) =(V2)* fl fleys (3.19f)
und die komplex konjugierte Basis
W, =V2f, (3.20a)
Wy =V, (i — 3) (3.200)
Ws(k) =V2¢,, (3.20¢)
Wy(k) =(V2) e (i — 5) (3.20d)
W5 (k) =(V2)* fleys f (3.20e)
Wy (k) =(V2)%cl, £, £, (3.20f)
In Vektorschreibweise lautet die Basis
W = (W, Wy, Wy(k), W,(k), Ws(k), We (k)™ (3.21)
und
W= (W), Wi, Wi (k), W] (k), Wi (), W (k). (3.22)

3.3 Liouville Matrix des SIAM

Mithilfe der Operatorbasis in (3.19f) und (3.20f)) l&sst sich nun die Liouville Matrix
M des SIAMs nach Gleichung (3.11) berechnen. Die einzelnen Berechnungen stehen
im Anhang |A. In kompakter Schreibweise und mit der Abkiirzung € = €+ % lautet
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3.3 Liouville Matrix des SIAM

- “Yi-v, 0o o 0
Lol 0o v, v, V

0 7Vk 0 —€L 0 0

O _Vk 0 0 —fk 0

0 Vi 0 0 0 ¢, —2€

Dabei sind die Eintrége, die von 1 bis N laufen, mit dem Index k zusammenfasst. Der
Bereich links oben entspricht demnach einer 2x2 Matrix, jeder Eintrag im Bereich
rechts oben (links unten) einem 1xN Vektor (Nx1 Vektor) und im Bereich rechts
unten einer diagonalen NxN Matrix. In Gleichung (A.28) ist die Matrix ausfiihrlicher

dargestellt.



In diesem Kapitel werden die Erwartungswerte, die zur Bestimmung der Besetzungs-
zahl der Storstellenelektronen n; und ihrer Spektraldichte A ¢t (w) bendtigt werden,
soweit wie moglich analytisch berechnet.

Allgemein lisst sich ein Erwartungswert von zwei Operatoren B und CT nach
Gleichung

Apci (w)
(CTB) /[Ref‘(w—#) n 1dw (4.1)
berechnen, wobei Apqt(w) die Spektralfunktion ist [27]. Die Fermi-Verteilung
T) = _ 4.2
f(wa ) - eﬁ(‘ﬂ—#) +1 ( : )

ldsst sich mit g = ﬁ,, dem chemisches Potential u, der Temperatur 7" und der

Boltzmann-Konstante kp berechnen. In Abbildung |4.1] ist der Verlauf der Fermi-
Verteilung fiir verschiedene Temperaturen 7' angegeben. Fiir die folgenden Rechnun-
gen wird die Temperatur gleich Null gesetzt und es gilt

T =0)=6(—(w—E)) = o(-w), (4.3)

da die Fermi-Energie E; ebenfalls gleich Null gesetzt wird. Das Integral in (4.1)
vereinfacht sich damit zu

0
(CTB) = / Apot(w)dw. (4.4)

—0o0

Die Spektralfunktion lasst sich nach

Aper () = — (@5t () (4.5)

aus der retardierten Greenfunktion berechnen [27]. Die zeitabhéngige, retardierte
Greenfunktion kann mithilfe der zuvor berechneten Zeitabhéngigkeit der Operatoren
(siehe Gleichung (3.8) und (3.9)) bestimmt werden nach

G () = =1 {{B(t),C1}) O(t) = —ipp ™M ezO(1). (4.6)



Der Vektor pL ., ist eine Kurzschreibweise fiir

Pher = 5 ({71 W }). (+7)

wobei die W, die Basisoperatoren aus der Gleichung (3.20f) sind.

1.0 A

0.8

0.6 -

flw, T)

0.4

0.2

0.0~

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
w—Ef/ eV

Abbildung 4.1: Fermi-Verteilung fiir unterschiedliche Temperaturen. F; ent-
spricht der Fermi-Energie, die in dieser Arbeit gleich Null gesetzt ist.

Um die Spektralfunktion in Gleichung (4.5) bestimmen zu koénnen, wird die zeitab-
héngige Greenfunktion aus Gleichung (4.6) mit einer Fouriertransformation in den
Impulsraum transformiert

oo
G5t (w) = lim Gl (t)ell ot gy
=07 J
o0
= i _inT iMt 2 i(w+i5)tdt
Jim, A ippore™Mége
1 (4.8)
= lim —ipL  —————¢
550+ PBOUIM ¢ i(w +10) P

1
= lim f)gm.iéB
50+ w+id+M

= élir(r)ﬂ i)gcw‘ R(w) €.

17
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Dabei ist R(w) die Resolvente, welche sich nach

1

R e 4.9
W= ™ (4.9)
aus der Liouville Matrix M in Gleichung (3.23) berechnet. Die Inverse dieser

Resolvente R ist fiir das SIAM durch die Matrix

w,—¢ Y| -V, 0 0 0
RMw=| % 0 Jwi—ea 0 0 0 (4.10)
0 _Vk 0 W; — € 0 0
0 _Vk 0 0 Wi — € 0
0 Vi 0 0 0 w; + €, — 2€

gegeben, wobei die Abkiirzung w; = w + 1 genutzt wurde.

Um den Erwartungswert <CBT) der Operatoren Bt und C zu berechnen, werden
die Spektralfunktion Ap;(w) und die retardierte Greenfunktion G'S; (w) benotigt.
Die zeitabhéngige Greenfunktion lésst sich nach

Gt o(t) = =1 ({ B (1), C}) O(t) = —iel, e ™! P O(t) (4.11)

berechnen. Der Vektor Py ist hier die Abkiirzung fiir

Ppic = % <{(VVT)T,WC}> . (4.12)

Nach einer Fouriertransformation ergibt sich

Gt a(w) = lim e R (WPgic (4.13)
mit der Resolvente R’ (w)
1
R’ = —. 4.14
W= (4.14)

Die beiden Resolventen R(w) und R’ (w) sind durch die Beziehung

1 .
Rw=——— =_-R'"(—
W =TT M ()

bzw (4.15)
R™(w) = —R™(—w)

miteinander verkniipft. Dabei steht die Abkiirzung av fir Avanciert.
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4.1 Erwartungswert der Besetzungszahl

Um den Erwartungswert der Besetzungszahl (n,) bei T' = 0 nach

0
() = (£18,) = | 4y )i
0

) (4.16)
— _71 ( ret >
/ —Im Gfgfl (w) ) dw
—o0
zu bestimmen, wird die retardierte Greenfunktion im Impulsraum benétigt
ret _»T =
ch,fi, (w) = Py 4 R(w) é; . (4.17)

Dabei entspricht R(w) der Resolvente, deren Inverses in Gleichung (4.10) dargestellt
ist. Der Vektor €; entspricht dem ersten Einheitsvektor €;, da f, proportional zum
ersten Element der Basis aus (3.20f) ist. Der Vektor 13; i lasst sich nach Gl. (4.7)

und (3.20f) bestimmen zu

. 1 =
P =75 {wrre})
= (1, 2(ns) =1, 0, 0, 2(fler ), 2{cl . f5))

(4.18)

Die Berechnungen werden im Anhang B| ausgefiihrt.

Der Vektor f)? f ist abhéngig von den Erwartungswerten < fgch l—,>, <c,17& f&> und

o

(ns). Da ein sygmmetrisches System betrachtet wird, also ein System, in dem die Stor-
stelle in der Mitte des Bades liegt, gilt (n,) = (n;) = (n). Fir die Berechnung von
(n) wird der Wert (n) selbst benotigt. Demnach liegt hier ein Selbstkonsistenzpro-
blem vor. Die Erwartungswerte < f;ck 6> und <C;L7 5 f5> werden im néchsten Abschnitt
genauer betrachtet. Es wird hier vorerst angenommen, dass beide Erwartungswerte

reell sind und sich mit der Abkiirzung

(clofs) == (fscls) = Viw(k) € R

* 4.19
(flews) = (el ) = Viw(k), (4.19)

schreiben lassen, sodass gilt

By =1 2(n,) =1, 0, 0, 2V (k), 2V,w(k)). (4.20)
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Damit ldsst sich die Greenfunktion der f-Elektronen bestimmen zu

G’}th; (w) = 51LI(I)1+ Ry (w) + Ry (w)(2(n,) —1)+2 Z Ry (w)Viw(k)
- k
4.21
+2 Z R, (w)Viw(k) .
k

Anhand der Greenfunktion ist zu erkennen, dass nicht die komplette Resolvente
bestimmt werden muss, sondern nur die Elemente R;;(w), Ry (w), Rsyj(w) und
Rgq(w). Da die Eintrége der inversen Resolvente (siehe Gleichung (4.10))) im Bereich
rechts oben (links unten) einem 1xN Vektor (Nx1 Vektor) entsprechen, muss dies
auch fiir die Elemente der Resolventen beriicksichtigt werden durch den Index k.
Die benétigten Elemente werden mithilfe der Relation R(w)R™!(w) = 1 berechnet,
genauere Rechnungen dazu finden sich in Anhang |C. Die Elemente lauten

1
= 4.22
bnlw) = e o = (422)
2
Ry (w) = EE(WRM(W) (4.22b)
V;
Rsyp(w) = ot iék— e Ry (w) (4.22¢)
Ry (w) = — Vi Ry (w) (4.22d)
O W Fid 4 e, —28 2T '
Dabei entspricht I'(w) der Hybridisierungsfunktion
V2
rw =S —"2k__ 3
@) Zk:w—l—ﬁ—ek’ >0

2 (4.23)

I (— — k

(=) Zk: w+1d + ¢,
und X'(w) der Selbstenergie
2

1

Sw) =2 (4.24)

4 w—E—2I(w) + I (—w+28)°

Im Folgenden wird der Kontinuumslimes N — oo betrachtet und angenommen, dass
die Hybridisierung unabhingig von k ist und sich schreiben lasst als
Vv

m;:vﬁ. (4.25)
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Bei gleichméBig verteilten Energien der Badelektronen von &k = —D bis k = D wird
der Breitbandlimes D — oo betrachtet, also der Limes einer unendlichen Bandweite.
Alle Energielevel liegen innerhalb der Bandweite und es gilt \/—‘% =konst. Im Breit-
bandlimes ergibt sich nach den Rechnungen in |5.1] fiir die Hybridisierungsfunktion

T V?
Pa)=—igH=—h (4.26)
—I"(—z) =—iy
mit v = g% =konst. und fiir die Selbstenergie
2
1
D(w) = v (4.27)

4 w+id— e+ 3

In der Abbildung 4.2|ist die Selbstenergie fiir den symmetrischen SIAM dargestellt.

£f='%
— U=0
U=6
104+ — U=10
— U=20
0_
3
W —10 -1
—20 1
—30 1
=20 -10 0 10 20
w

Selbstenergie des symmetrischen STAMs fiir unterschiedliche U.
Dabei entspricht die durchgezogene Linie dem Realteil und die gestrichelte Linie
dem Imaginérteil der Selbstenergie.

Das System befindet sich fiir diesen Fall in Halbftullung und es gilt (n) = 0,5
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und €, = —g . Der Realteil der Selbstenergie ist durch die durchgezogenen Linien
dargestellt und ist antisymmetrisch zum Ursprung. Der Imaginéarteil ist durch
gestrichelte Linien gekennzeichnet und achsensymmetrisch zur y-Achse.

Die Greenfunktion der f-Elektronen ldsst sich im Breitbandlimes schreiben als

“rnl) =,

I Ryy(w) + Ry (w)(2(ny) — 1) +2ZR51k w)Vyw(k +22R61k w)Vyw(k)

V2 V2
Ry (w)+ (2 (ngy—1+ 2mw(k:) — QZ T +k€k — (k)) Ri5(w)

= 613011 [Rll(w) + Rip(w)(2 (ny) — 1+ 2H (w) + 2H* (—w + 26))]

14 22(w)(2(n,) — 1+ 2H(w) + 2H* (—w + 26))
N w—Et - ZW)

= lim
6—0+

(4.28)
mit der Funktion
V2 w(k)
_ t - LA
_;x—i—ﬁ—ek <fack"’> Nzk:x—i—ié—ek (4.20)
Vi V2 w(k) '
—H* = _— o = — _
zk:x+15+ek<f o) Nzk:x+ié+ek

Nach Gleichung (4.5) lasst sich die Spektraldichte der f-Elektronen berechnen zu

1 t
Ap ) =—_1 (Gl}e s )>
. (1 + 25(w)(2 (n,) — 1+ 2H (w) + 2H (—w + 2€>)> (4.30)

w—€+7—Y(w)

4.2 Berechnung der Funktion w(k)

Als néchstes wird die Funktion w(k) bestimmt, welche nach den Gleichungen

<c;£:ofd> = <f£fclta> = ka<k) €R

. (4.31)
<c,wfl> =— <f;c,w> =— <c};(jfa> = —V,w(k)
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berechnet werden kann. Dafiir wird zuerst iberpriift, ob es einen Unterschied macht,
ob die Zeitabhéngigkeit der Greenfunktion in dem Operator fg) oder in CSL bertick-

sichtigt wird. Dazu werden die Greenfunktionen der Erwartungswerte < f;c,w> und

<c};U f0> berechnet. Da < f;ckg> = <C;LU fg> gilt, sollten auch die beiden Greenfunk-
tionen bis auf ein Vorzeichen iibereinstimmen. Anschlieend wird iiberpriift, ob die
Relation <ck7gf:,> =— <c,waU> stimmt.

4.2.1 Berechnung der Greenfunktion zu ffc
Die Greenfunktion zum Erwartungswert < flck70> lautet nach Gleichung (4.6])

Gt () =—i({e. (), f1}) o)

Ck,gfl
=—ip” ftethé o(t).

(&
Ck,cr o k.o

(4.32)

Es gilt éck,a = €3, . Es ist zu beachten, dass die Matrix M in (3.23) nicht 6x6-
dimensional ist, sondern (2 + 4N)x(2 + 4N )-dimensional, siehe (A.28). Damit sind
auch die Vektoren (2 + 4NV)-dimensional. Der Index k besagt also, dass der Einheits-
vektor nur einen Eintrag beim k-ten Element des 3. Vektors besitzt, also gilt

1, i=k
{0’ itk (4.33)

w
kol
Il
oclololM o o
™
)
N~—
o
Il

Der Vektor ﬁz P ldsst sich mit den Berechnungen in Anhang B|bestimmen zu
k,oJo

R 1 R

Pe, .1t G {wrr2})
= (1, 2(na) =1, 0, 0. 2(facy) s 2().0fs)) (4.34)
:(1, 2(n)—1, 0, 0, 2qu(q)7 2qu(q)),

Der Vektor p’' entspricht dem Vektor i)? P in Gleichung (4.18) und ist, ebenso

Ck,afjv
wie die zugehorige Greenfunktion, abhéngig von w(k) bzw. von den Erwartungswer-
ten < fgch (—,> und <c;2 5 f5>. Fiir die Berechnung von w(k) liegt ein Selbstkonsistenz-
problem vor.
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Mit einer Fouriertransformation lasst sich die retardierte Greenfunktion im Impuls-
raum bestimmen

ret = li - ret i(w+id)t
Gck afcr( ) 51%%& o Gck,o'fg' (t>e dt
1 (4.35)
— lim - :
§l>0+ pck Srw+id+ M 3k
= lim pT TR( w) s, .

6—0t " Cr,o

Dabei entspricht R(w) der Resolvente, deren Inverses in Gleichung (4.10) dargestellt
ist. Ausgeschrieben lautet die Greenfunktion

(@)= Jim (Rygp() + Rage@)(2 (n) — 1)

Ck, UfU —0*

+QZR53qk(W) +22R63qk w)V w(q )) :

(4.36)

Auch hier werden nur einzelne Elemente der Resolvente benotigt, ndmlich R4, (w),
Ro3p(w), Rszyp(w) und Rgz,.(w). Diese lassen sich ebenfalls unter Ausnutzung der
Relation R(w)R ™! (w) = 1 bestimmen. Die Rechnungen sind im Anhang C|zu finden.
Die benoétigten Elemente der Resolvente lauten

Rigel) = ——— Ry, (@) (4.37a)
Rygel) =~ Ry () (4.370)
Roag6) = ~ e Fan) = SR (4.376)
Roap(@) = — —— quq s Fannle) = iRl (4370)

Dabei wurden R;;(w) und Ry, (w) bereits berechnet und sind in den Gleichungen
(4.22a) und (4.22b) dargestellt. Eingesetzt in die Greenfunktion ergibt sich

Gzitc,fo( w) =Ry3(w) + (2 (n) — 1) Rog(w)
w 4.38
+2Z ( Vi wl9) + Y‘f @) ~> R, (w) (439

w—|—15—e w—|—1(5—|—eq—2e
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oder verglichen mit der Greenfunktion der f-Elektronen in Gleichung (4.21))

+2) Vyw(g)Rspg(w) +2) qu(Q)RMq(W)) (4.39)
Vi

- 7Gret .
wHid—e, fofd ()

4.2.2 Berechnung der Greenfunktion zu c'f

Die zeitabhéingige retardierte Greenfunktion zu dem Erwartungswert <c,Tw fg> lau-
tet

Gt (1) =i {({f,(t).c,}) e
fotho A (4.40)
= —if;]f o eMté, O(t)

und nach einer Fouriertransformation im Impulsraum

Gret

fgCL,c,(m = ﬁ?acL,aRW)gl' (4.41)

Die Berechnung des Vektors f?;f o ist in Anhang |B| zu finden. Der Vektor lautet
o~k,o

ﬁT T :(07 07 17 2<n>_17 07 0) (442)

fo'ck,o'

Hier fallt ein Unterschied zu dem Vektor ]3;{10 auf. Im Vektor f);‘f o liegt kei-

otk,o oc~k,o

ne Abhéngigkeit von w(k) und daher auch kein Selbstkonsistenzproblem fiir die
Berechnung von w(k) vor.

Fiir die Berechnung der Greenfunktion werden die Resolventenelemente Rgq;(w)
und Ry, (w) bendtigt (Berechnungen siehe Anhang C)

Ry (w) (4.43a)

Ry, (w). (4.43b)
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Damit ldsst sich die Greenfunktion bestimmen zu
G*et i (w) = 5lim [R31k + Ry (2(n) — 1)]
—0*

fuck,cr
V
= lim k

Jm e e Bu@) + By @)(2(m — 1)) (444)

4.2.3 Vergleich beider Methoden

Bei dem Vergleich beider Wege fillt auf, dass die Relation <f;ckya> =— <C;L0fa>
und damit G™* P (w) ~ —G;etf (w) nicht erfullt ist. Schon bei dem Vergleich
Ck:A,o' o ock,g
der Vektoren p’ i und ;T)J:f + in Gleichung (4.34) und (4.42) fallt auf, dass der
Ck,o o ock,o
Vektor aus der Rechnung, in der die Zeitabhéingigkeit im c-Operator steckt, mehr
Komponenten enthélt als der aus den Berechnungen mit der Zeitabhéngigkeit im
f-Operator. Fiir die Greenfunktion G*** P (w) liegt ein Selbstkonsistenzproblem vor,
Ck},d o
fiir die Greenfunktion ijtcT (w) jedoch nicht.

oc-k,o

Der Grund fiir diesen Unterschied liegt in der hier genutzten Basis. Sie wurde mit
dem f-Operator als Ausgangspunkt erstellt. Da hier mit einer trunktierten Basis
gerechnet wird, also Teile der Basis vernachléssigt werden, beschreibt die Basis die
Zeitabhdngigkeit der f-Operatoren besser als die der c-Operatoren. Betrachtet man
beispielsweise den Austauschprozess eines f-Elektrons an der Storstelle mit einem
Badelektron, so ldsst sich dieser Vorgang durch Anwendung des Liouville Operators

Ly () auf den Operator f((,T) beschreiben
Lrybre(fo)
fEET e (4.45)
Fiir den Austauschprozess eines c-Elektrons an der Storstelle mit einem f-Elektron
muss der Operator Ly, (.) jedoch zweimal auf f,(,T) angewendet werden

Lrtgin (£51)) Lty (cy )
JACREN SN (4.46)

)

Daraus resultieren die zusétzlichen Terme bei Betrachtung der Zeitabhéngigkeit in
den c-Operatoren.

Da die Basis mit dem f-Operator als Ausgangspunkt aufgebaut wird, wird im
Folgenden nur noch die Zeitabhéngigkeit im f-Operator betrachtet. Es werden also
nur die Erwartungswerte <C,Tw fa> =V,w(k) = — <c,w f;> genutzt. In den néchsten
beiden Abschnitten wird aus beiden Erwartungswerten die Funktion w(k) berechnet
und die Ergebnisse werden miteinander verglichen.
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4.2.4 Erwartungswert von cf f

Die fiir die Berechnung des Erwartungswertes

0
(clots) = Viw(k) = / Ap g (w)dw (4.47)
bei T' = 0 bendtigte Greenfunktion wurde bereits bestimmt und ist in Gleichung
(4.44) dargestellt. Daraus lasst sich die Spektralfunktion nach Gleichung (4.5)
berechnen zu

Afdc;g(@ = %Im (}L%L w—l—:gk—ek[Rll(w) + Ry1 (w)(2(n) — 1)])
20 | Tl @)+ B2 () - ) (1.43)

+ Vid(w — e )Re[Ry; (w) + Ry (w)(2 (n) — 1)].

Hier wurde die Relation

. 1
lim — =
550t ¢ F 1o

P [i] + imd(x) (4.49)

genutzt, wobei P fiir den Hauptwert steht (engl.: principal value). Damit ergibt sich
fiir den Erwartungswert <c};U fa> beiT =0

i ——lv ’ Vk m w w n)— w
(chotir) == op | ST tmlB )+ Ry~ Do

+ ViRe[Ryy(eg) + Ry (€4)(2 (n) — 1)]O(—¢y,)

1
T—xq

Daraus ldsst sich die Funktion w, .+ (k) nach <c,10 f6> = Viw; .+ (k) ablesen

o~k,o k,o

mit dem Hauptwertintegral v.p. f ...dxz, wobei v.p. fiir "principal value” steht.

w, g (k)= —%V.p. / L m[Ry () + Ry (@)(2 (n) — 1)]dw

oo W T Ck
+ Re[Ry;(€x) + Roq(6,)(2(n) — 1)]O(—¢;). (4.51)
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4.2.5 Erwartungswert von cff

Um zu tberpriifen, ob die Relation <c£ja fg> = — <c,w f;> in der hier gewéhlten
Basis stimmt, wird auch der Erwartungswert <c,w f;> fiir T' = 0 berechnet

0
(e fd) = —Viw(k) = / Ay, (@)do. (4.52)

Die benétigte Greenfunktion lautet
ret _ . t
G, O ==i({fs(t)c.}) OF)
= —iefe"™Mp i O().

Nach Gleichung (4.7) und den Nebenrechnungen in B.4| ldsst sich der Vektor p e

berechnen zu

(4.53)

Prren, = | 2(m)— (4.54)

0
0
1
)
0
0

Hier fallt direkt auf, dass der Vektor mit dem in Gleichung (4.42)) ibereinstimmt
nach p flen . = D foch Nach einer Fouriertransformation lautet die retardierte

Greenfunktion im Impulsraum

G (w) =elTR (w)p

few Pyic, - (4.55)

Es werden also die Elemente R, (w) und R, (w) bendtigt. Diese konnen nach der
Relation R'~!(w)R’(w) = 1 oder nach Gleichung (4.15) aus den Elementen R, (w)
und R4, (w) bestimmt werden zu

/ V / / *

Rigp,(w) = _w—i—Tk—i—ekRn(w) = Ry (w) = —R3p(—w) (4.56a)
i V / / *

Riyp(w) = 700 Ti0+ e, Riy(w) = Ry (w) = —Rjy . (—w). (4.56b)

Jetzt lasst sich die Greenfunktion berechnen zu
Gﬁtck J(W) :613(1){[ 136(@) + Ry (@)(2(n) — 1)]
Vi

=— lim m[}%n( w) + R3y (—w)(2 (n) —1)] (4.57)

- G* ,ret (_w)

fo'lco‘
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Die Spektralfunktion A~ (w) kann mit Hilfe von Gleichung (4.49) nach

k,o

1 *,Te
Ay, (@) == Im(~G ()

fg'ck,o'
1 t
=—-—Im(G" (—w))
ie fcrck,o

A, 4 (~w) (4.58)

fcrclc,d

P | iRy () + R ()2 ()~ 1)

+ Vid(w + €, )Re[Ry; (—w) + Ryy (—w) (2 (n) — 1)].
berechnet werden. Der Erwartungswert bei T' = 0 lautet

0
<ck0'f;> :/ Afrtck,(r(w)dw = _kafz-ck,(r(k‘)

—0o0

0
:%V.p. / - ‘f% (R, () + Ryy (—)(2 (n) — 1)]dw

+ ViRe[Ryy (€p) + R (€,)(2 (n) — 1)]O(¢x)

(4.59)

1
T—I(

mit dem Hauptwertintegral v.p. [ dx, wobei v.p. fiir "principal value” steht.

Damit folgt fur Wit (k)

1 EE |
so (K) = —2vp. / e R )+ B2 )

— Re[Ry(€)) + Roy (€)(2 (n) — 1)]O(ey,).

4.2.6 Vergleich der Erwartungswerte

In den Abbildungen |4.3|und [4.4| werden die Ergebnisse beider Rechenwege verglichen.
Dabei sind die Werte fiir w focl (k) mit einer durchgezogenen Linie, die fiir w e (k)
mit einer gestrichelten Linie gekennzeichnet. In Abbildung 4.3 werden Parameter
fiir ein symmetrisches System betrachtet, in Abbildung |4.4) die Abhéngigkeit einer
Abweichung von p vom symmetrischen Fall sowie n # 0,5. In allen Féllen stimmen
die beiden Lésungen iiberein. Es gilt also

wy g (k) =wy, (k)= w(k). (4.61)

Dieses Ergebnis war aufgrund der Relation <c;270fg> =V,w(k) = —<ck7gf;> € R, die
bereits zu Beginn des Kapitels 4.2 dargestellt wurde, zu erwarten.
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Fiir das symmetrische SIAM ist die Funktion w(k) achsensymmetrisch zur y-Achse.
Diese Symmetrie wird fiir das asymmetrische STAM gebrochen. Die Funktion w(k)
divergiert bei k = 0.

n=0,5 gr=-4

5
<
T —0.41 g
i
0.5 - i
' il
~0.6 1 U=0
u=2
07 U=6 i
071 y=10 i
U=25 !
_0'8 L T T T T T
-20 -10 0 10 20

Abbildung 4.3: Vergleich der Ergebnisse fiir w k) (durchgezogene Linie)

focl.. (
und w e (k) (gestrichelte Linie) fiir verschiedene Werte fiir U und den Parameter

n=05und e; = —%.

w



4.2 Berechnung der Funktion w(k)

n=0.5, U=6, &=-5 —

w(k)

—0.4 1

n=0.2
n=0.4
—— n=0.6
—0.5 1 n=0.8

=20 -10 0 10 20

Abbildung 4.4: Vergleich der Ergebnisse fir w, .+ (k) (durchgezogene Linie) und
o~k,o

w gy (k) (gestrichelte Linie) mit den Parameter U = 6, n = 0,5 und €, = Y
oCk,o

fiir verschiedene Werte fiir o (oben) und mit den Parameter U = 6, 1 = 3 und
€; = —% — p von verschiedene Werte fiir n (unten).
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4.3 Uberlegungen zur Funktion H(x)

Da die Funktion w(k) jetzt bekannt ist, lassen sich einige Uberlegungen zur Funktion
H(z) aufstellen. Mit den Gleichungen

(fier,) = Vyw(k) € R (4.62)
und -
Vi, =—= 4.63
lasst sich die Funktion H(x) schreiben als
. Vi + % w(k)
H(x)=1 ——(fs = lim — _— 4.64
(z) 530" — T +10 — € <ka,g> 65&]\7;1’4—15—% (4.64)

Im Limes 0 — 07 kann die Funktion nach Gleichung (4.49) in Real- und Imaginérteil
aufgeteilt werden

2
H(z) = VW 3 ( L iz — ek)> w(k). (4.65)

T T — €

Um H(z) im Breitbandlimes zu berechnen, wird zunéchst eine kontinuierliche
Beschreibung gewéhlt, um die Summe in ein Integral umschreiben zu kénnen.
Hierbei geht der Abstand zwischen zwei Energieniveaus der Badelektronen gegen
Null, also Ae — 0. Damit folgt fiir die Funktion H(x)

H(z) = lim VQZ( ! —i7r5(x—ek)) w(k)

T — €

vV:N [P .
= D( ! —1776(:U—e)>w(e)de

(4.66)

_ / Y009 g ()0 + DOz + D)

) T —¢€

Auch hier gilt v = gVWQ = konst. und O ist die Heaviside Funktion. Im Breitbandlimes,
also fiir D — oo, ergibt sich
H(z) =2 / w©) g iyw(z). (4.67)
T  T—E€



4.3 Uberlegungen zur Funktion H(x)

Der einfachste Fall ist das symmetrische STAM. Fiir dieses System gilt n = 0,5 und
¢; = —U/2, also € = 0. Fiir diesen Fall wird der Term H (w)+ H*(—w+2¢€) betrachtet,
der in der Spektraldichte der f-Elektronen in Gleichung (4.30) auftaucht

H(w) + H (—w) = 2 / 7O e iyw(w) + % / T e 4 iya(—w)

T)  w—E€ —Ww—€
> w(e > w(e
—ry/ <>de—fy/ 7()de
T W€ T o Wte (4.68)
> w(e > w(—e
:7/ ()de—fy/ ( >de
7 w—€ T w—¢€
—0o0 —0o0
=0.
n=05,e=—-2,=0
1.2 1 —_— u=2
U=6
) — U=10
1.0 U=25
0.8
&
T 0.6 1
£
0.4 1
0.2 1
0.0 A
-20 -10 0 10 20
X

Imaginérteil der Funktionen H(z) (helle Farbtone) und H(—x)
(dunkle Farbtone) fiir das symmetrische STAM fiir verschiedene U.

Dabei wird ausgenutzt, dass die Funktion w(k) fiir das symmetrische STAM sym-
metisch ist, es gilt w(z) = w(—z). Der Term H(w) + H*(—w + 2€) kiirzt sich im
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symmetrischen Fall also weg und die Spektraldichte ist nicht mehr abhéangig von
der Funktion H(x). In den Abbildungen 4.5/ und 4.6/ sind der Imaginérteil und
der Realteil der Funktion H(z) und H*(—z) fiir das symmetrische STAM fiir ver-
schiedene U dargestellt. Dabei ist zu erkennen, dass Im(H (z) — H(—=x)) = 0 und
Re(H(—z)+ H(z)) = 0 ist. Des Weiteren ist in den Abbildungen zu erkennen, dass
der Imaginérteil von H(x) bei x = 0 eine Divergenz aufweist, da Im(H (z)) = —yw(z)
ist und w(z) ebenfalls bei z = 0 divergiert. Der Realteil von H(x) hat bei x = 0
einen Sprung.

n=05,&=-7,=0

Re(H(x))

-20 -10 0 10 20

Realteil der Funktionen H(x) (helle Farbtone) und —H(—z)
(dunkle Farbtone) fur das symmetrische STAM fiir verschiedene U.



Um die Erwartungswerte (n) und w(k) berechnen zu kénnen, miissen einige Integrale
gelost werden. Diese sind, bis auf die Hybridisierungsfunktion, analytisch nicht
losbar und miissen daher numerisch betrachtet werden. In diesem Kapitel werden
die Methoden, mit denen die Integrale berechnet werden, dargelegt.

5.1 Analytische Betrachtung der Hybridisierungsfunktion

Die Hybridisierungsfunktion

_ Vk2

lasst sich im Breitbandlimes analytisch berechnen. Mit der Relation V,, = \/%\r

und der Gleichung (4.49) kann die Funktion in einen Real- und einen Imaginérteil
aufgeteilt werden

I(z) = ‘]/\; ;P[ ! ] . (5.2)

T— €

Im Breitbandlimes, also fir D — 0o mit ‘g = konst., l4sst sich mit einer kontinuier-
lichen Betrachtung, das heifit Ae — 0, der Imaginéarteil der Hybridisierungsfunktion
berechnen zu

Im(I'(z)) = —m AheIEO d —d(w—€y)
V2N [
= g — 5.3
N 32D 0(w—€)de (5.3)
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und der Realteil zu

N |w—e¢
V2 N > 1
~N2D p‘/ww—ede (5.4)
V2 w+ D
:E ‘w—D
— 0

Somit gilt im Breitbandlimes fiir die Hybridisierungsfunktion

I'w) = —iy. (5.5)

5.2 Numerische Berechnungen von Integralen

Die Integrale, die sich nicht analytisch berechnen lassen, miissen numerisch bestimmt
werden. Die genutzte Programmiersprache ist C++. Fiir die Integrale wird das Paket
GSL [29] genutzt. Bei allen Funktionen aus diesem Paket lassen sich die folgenden
Parameter einstellen:

o epsabs: gewiinschte absolute Fehlergrenze
o epsrel: gewiinschte relative Fehlergrenze
¢ limit: maximale Anzahl an Subintervallen

e ws: Speicherplatz fiir die Subintervalle

5.2.1 Integrale mit unendlichen Grenzen

Fiir Integrale mit unendlichen Grenzen wird die Funktion QAGI (engl.: Q: quadrature
routine, A:adaptive integration, G:general integrand, I: infinite range of integration)
genutzt. Dabei werden die Integrale, die iiber ein unendliches Intervall gehen, auf
ein semi-offenes Intervall verschoben [29].

Fiir ein Integral mit unterer Grenze —oo wird die Funktion QAGII genutzt. Das

Intervall (—oo, b) wird mit der Transformation z = b — 1% auf das Intervall (0, 1]

projiziert nach
b 1 b— 1t
/ f(z)dz = / fgzt)dt. (5.6)
—00 0



5.2 Numerische Berechnungen von Integralen

Bei einem Integral mit oberer Intervallgrenze —oo wird das Intervall [a, c0) mit der
Funktion QAGIu nach x = a + Lt auf das Intervall (0, 1] transformiert [29).

/ f(z / a+“);2(1t)dt (5.7)

Bei diesen Funktionen miissen zuséatzlich zu den bereits genannten Parametern noch
der Parameter a beziehungsweise b an die Funktion iibergeben werden.

5.2.2 Integrale mit Singuldrwerten

Ein Integral mit einem Singuldrwert lasst sich mit der Funktion QAWC (engl.: Q:
quadrature routine, A: adaptive integration, W: weight function with integrand, C:
Cauchy principal value) aus dem Paket GSL [29] mithilfe des Cauchy Hauptwert
Prinzips berechnen.

b c—e b

Als Parameter miissen zuséatzlich zu den am Anfang aufgezdhlten noch die Inter-
vallgrenzen a und b sowie die Polstelle ¢ angegeben werden, wobei a < ¢ < b gelten
muss.

5.2.3 Aufteilung von Integralen

Integrale, die sowohl Singuldrwerte als auch unendliche Grenzen haben, werden
aufgeteilt. Fiir ein Integral mit zwei unendlichen Grenzen gilt

/°° f(z) de/%l f(z) d:n+/%+1 /(@) d:n+/oo GO (5.9)

o T — X T ro—1 T To T — T

Fiir ein Integral mit nur einer unendlichen Integrationsgrenze, bei dem die Polstelle
im Integralgebiet liegt (—oo < zy < b), gilt

' mdx:/%l mdm+/x0+l mdx+/b @ e 5.10)

o T — T T — X -1 T T T — T

Damit die Integrale aufgeteilt werden kénnen, muss die Funktion f_(—?o an den Stellen

T =1xy— 1 und x = xy + 1 stetig sein.



In diesem Kapitel werden die Ergebnisse fiir die Besetzungszahl der Storstelle n ,
sowie einige Spektraldichten der f-Elektronen fiir verschiedene Parameter dargestellt.
Diese Werte werden mit Literaturwerten verglichen, um zu untersuchen, inwieweit
die hier genutzte Methode der iEoM geeignet ist, um das STAM zu beschreiben.

Die Besetzungszahl an der Storstelle entspricht der Summe iiber die spinabhéngigen
Besetzungszahlen der Storstelle

np=Y (ny) =(ny)+(n)=2(n). (6.1)

o

Da fur die Berechnung des Erwartungswertes (n) ein Selbstkonsistenzproblem vor-
liegt, muss zur Berechnung von (n) und zur Berechnung der Spektraldichte A Ff (w)
iteriert werden. Das Schema der Iteration wird wie folgt gewédhlt:

0) Wahle einen Startwert (n;) = (ng)

1) Berechne w; (k) mit (n,)

2) Berechne A+ ;(w) mit (n;) und w; (k)
3) Berechne (n;, ;) aus At ;(w)

4) i+1 — 7 und beginne mit 1), bis |(n;) —(n,,,)| <err, wobei err der gewiinschten
Genauigkeit entspricht

Im Folgenden wird als Startwert zunachst Halbfiillung gewéhlt, d.h. (ny) = 0,5
und es werden verschiedene Falle betrachtet. Zuerst wird der Fall U = 0 und
das symmetrische SIAM untersucht. Anschlielend wird fiir die Betrachtung des
asymmetrischen STAMs zunéchst die Naherung w(k) =konst. fir U = 2, 6,25 und
1000 genutzt. Danach werden diese Falle mit der nicht gendherten Funktion w(k)
berechnet. Zuletzt wird der Limes U — oo betrachtet.
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6.1 Verschwindende Coulomb Wechselwirkung

Fiir den Fall U = 0 gibt es keine Coulomb Wechselwirkung zwischen den Storstel-
lenelektronen. In der Greenfunktion in Gleichung (4.28)) fallen alle Terme bis auf
R, (w) weg und sie vereinfacht sich zu

G (W) = Jim [y (). (6.2)

Damit lésst sich die Spektraldichte fiir U = 0 berechnen nach

1
——Im | lim R;(w)

Ay gilw) =~ Tm | lim |

(6.3)

Hier liegt kein Selbstkonsistenzproblem vor, da A £oft (w) nicht mehr von (n) abhéingig
ist. Die Besetzungszahl ldsst sich ohne Iteration berechnen zu (n) = 0,5 bzw. n; = 1.
Fir U = 0 liegt Halbfiillung vor. Die Spektraldichte fiir U = 0 ist in Abbildung 6.1
dargestellt. Wie zu erwarten, ist eine Lorentzkurve um w = 0 zu erkennen. Der Fit
einer Lorentzkurve nach

fwy =2 (6.4)

Tw? + 3,

an die berechneten Daten mit der Funktion ”scipy.optimize.curve_ fit” in Python
[30] ergibt eine Halbwertsbreite von

Vg = 1,000001 + 5,4 - 1078, (6.5)

was dem erwarteten Wert von v = 1 entspricht. Fiir U = 0 liefert die hier gewédhlte
Methode also gut Ergebnisse.

6.2 Symmetrischer Fall

Im symmetrischen Fall befindet sich das System in Halbfiillung, also (n) = 0,5 bzw.
ny =1, und es gilt €, = —% und damit € = 0. Da fiir diesen Fall

H(—w)+ H(w) =0 (6.6)

gilt, siehe Gleichung (4.68), vereinfacht sich die Spektraldichte zu

1 :
A (w) = —;Im [(slggl+ Rn(w)} . (6.7)

Sie ist fiir verschiedene U in Abbildung |6.1] dargestellt.
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Abbildung 6.1: Spektraldichte der f-Elektronen des symmetrischen STAMs fiir
verschiedene U. Die gestrichelten Linien zeigen die Werte fiir w = €, = f% farblich
passend zu den U Werten an, die Linie mit abwechselnden Punkten und Strichen
die Werte bei w =€, + U = %

Wie zu erwarten, zeichnen sich fiir grofiere U die Hubbard Satelliten bei w = €, = —%
(gestrichelte Linien) und w = ¢, + U = Y (Linie mit abwechselnd Punkten und
Strichen) ab. Bei Temperaturen, die kleiner als die Kondo Temperatur sind, sollte
der Kondo Peak bei w = 0 erkennbar sein. In der Abbildung ist er jedoch nicht
zu erkennen, obwohl hier T' = 0 betrachtet wird. Dies liegt unter anderem an der
trunkierten Basis, bei der in dieser Arbeit nur 6 Basisoperatoren beriicksichtigt

wurden.

Mit der hier genutzten Methode der iEoM lassen sich also fiir das symmetrische
SIAM die Hubbard Satelliten in der Spektraldichte der f-Elektronen bestimmen.
Der Kondo Peak lasst sich jedoch nicht berechnen.
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6.3 Naherung der Funktion w(k) als konstant

Im asymmetrischen Bereich des SIAMs verschiebt sich die Energie €, nach Gleichung
(2.5) um ein chemisches Potential p. Um eine erste Abschitzung in diesem Bereich
zu erhalten, wird zunéchst w(k) = konst. = wy o angenommen. Im Breitbandlimes
lasst sich mit dieser Naherung die Funktion H(x) genauer berechnen

VQ
H(z) = lim lim S T
Ac06-0" S~ T +16 — €

2
=w lim lim Vi
konst

Aes06-07 £~ T + i0 — ¢ (6.8)

—w lim lim I'(x
konst Ae550 50+ (=)

= Z.wkonst’Y'
Damit wird die Spektraldichte zu
1 ~
Agpi(w) = — =Im (513& [Ryy + Ryp (2(n) — 1 + 2H (w) + 2H* (—w + 26))])

s

1
= — ~m ( lim [Ry; + Ryp (2(n) — 1 = 200y + 20t0ny?)] ) (69)
6—0*

=— %Im <51L%1+ [Ryy + Rys (2(n) — 1>]> .

Sie ist nicht mehr von der Funktion H(x) abhéngig und pro Iteration muss nur
noch das Integral iiber die Spektraldichte berechnet werden. Fiir dieses Integral wird
die Funktion QAGII mit den Parametern ws= 1000, limit= 1000, epsabs= 0 und
epsrel= 107!0 genutzt, siche Kapitel [5.2.1. Bei der Iteration wird eine Genauigkeit
von err= 10719 gewihlt.

Die Besetzungszahl der Storstelle ny wird fir U = 2,6,25 und 1000 berechnet. In
den Abbildungen /6.2 und |6.3| sind die Ergebnisse im Vergleich mit den Werten
fiir allgemeine U aus [13] und bei U = 1000 auch mit denen fiir U = oo aus [12]
dargestellt. Die berechneten Daten sind durch die blauen Linien gekennzeichnet, die
Literaturwerte durch schwarz bzw. grau gestrichelte Linien.

Fir die Daten mit U = 2,6 und 25 wird eine Spiegelung im Punkt e, = —%]
und n; = 1 durchgefiihrt (gelb gestrichelte Linie). Dieser Punkt entspricht dem
symmetrischen STAM. Durch die Spiegelungen ist zu erkennen, dass die Graphen
punktsymmetrisch in diesem Punkt sind. Fiir einen Vergleich mit den Literaturwer-
ten fiir den Bereich ny > 1 bzw €, < —% werden auch die Werte von Wiegmann in
diesem Punkt gespiegelt.
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U=2, r=-Y-u, w(k) = konst.
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U=6, er=-Y-u, w(k) = konst.
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Abbildung 6.2: n; in Abhingigkeit von €; im Breitbandlimes fiir w(k) =konst.
und U = 2,6. Die untere schwarz gestrichelte Linie entspricht dem Ergebnis
des Bethe Ansatzes aus , die obere gestrichelte schwarze Linie entspricht der

Spiegelung der Werte um €, = —g . Die grau gepunktete Linie kennzeichnet den
Wert e, = —g.
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U=25, g/=-2 -1, w(k) = konst.
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U=1000, &/=-2-u, w(k) = konst.
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n; in Abhéngigkeit von €, im Breitbandlimes fiir w(k) =konst.
und U = 25,1000. Die untere schwarz gestrichelte Linie entspricht dem Ergebnis
des Bethe Ansatzes aus , die obere gestrichelte schwarze Linie entspricht der
Spiegelung der Werte um €, = —%. Die grau gepunktete Linie kennzeichnet den
Wert €, = —%. Fir U = 1000 wird keine Spiegelung vorgenommen. Da dieser

U-Wert sehr hoch ist, wird er zusétzlich noch mit den exakten Ergebnissen fiir
U = oo aus verglichen.
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Die Ergebnisse von Wiegmann sind nur fiir bestimmte Bereiche giiltig, wie in Glei-
chung (2.2)) beschrieben ist. Die Giiltigkeitsbereiche fiir die hier genutzten U-Werte
sind in Tabelle [6.1] aufgefithrt. In den Abbildungen [6.2) und 6.3 sind nur diese
Ausschnitte der Werte von Wiegmann dargestellt. Aufgrund der Giiltigkeitsbedin-
gung U > v liefern die Werte von Wiegmann fiir kleine U nur einen sehr groben
Vergleichswert.

U ‘ Giiltigkeitsbereich
2 —0,2929 <€, < 2
6 —17753 < €, <6
25 —10 <€, <25

1000 | —484,19 < €, <« 1000
Giiltigkeitsbereiche der Werte von Wiegmann [13] fiir die hier be-
trachtete U.

Obwohl die Basis auf nur 6 Basisoperatoren trunkiert wurde und trotz der Ndherung
w(k) =konst. passen die hier berechneten Werte gut zu den Literaturwerten. Diese
Néherung ist fiir kleinere U im Bereich schwacher Besetzung besser als fiir grofiere
U. Die Kurven schneiden alle den Symmetriepunkt (n; =1 und €, = —Y) und sind
punktsymmetrisch in diesem Punkt. Die hier berechneten Werte geben eine grobe

Néherung fiir ny an.

Die Spektraldichte der f-Elektronen im Breitbandlimes fiir U = 25 und w(k) =konst.
ist in Abbildung |6.4! fiir verschiedene p dargestellt. In der Spektraldichte sind die
Hubbard Satelliten bei ca w = €; und w = €; + U erkennbar. Die senkrechten,
gestrichelten (abwechselnd gestrichelt und gepunkteten) Linien kennzeichnen jeweils
die Orte der linken (rechten) Satelliten farblich passend zum betrachteten U-Wert.
Der Kondo Peak ist nicht erkennbar. Dies entspricht der Erwartung, da er auch
fir den symmetrischen Fall mit der hier gewéhlten Basis nicht berechnet werden
kann.

Die in dieser Arbeit genutzten Methode liefert also trotz der Ndherung w(k) =
konst. eine grobe Néherung fir die Besetzungszahl ny bei endliche U. Die Hubbard
Satelliten in der Spektraldichte lassen sich ebenfalls bestimmen. Der Kondo Peak
lésst sich wie im symmetrischen Fall nicht berechnen.
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U=25, g=-J-u
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Abbildung 6.4: Spektraldichte der f-Elektronen fiir U = 25, w(k) =konst. und
verschiedene p. Die vertikalen gestrichelten Linien kennzeichnen w = €;, die
abwechselnd gepunktet und gestrichelte Linien kennzeichnen w = €, + U.
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6.4 Endliche Coulomb Wechselwirkung

Als néchstes wird w(k) ohne Naherung, also wie in Gleichung (4.51), betrachtet. Hier
kiirzt sich die Funktion H(z) im asymmetrischen Fall nicht mehr heraus, wodurch
mehr Integrale numerisch berechnet werden miissen als im letzten Unterkapitel.
Diese Integrale werden mit den in Kapitel |5 dargestellten Funktionen berechnet.
Das Integral in w(k) wird nach Gleichung (5.10)) aufgeteilt und mit den Funktionen
QAGI und QAWC berechnet. Das Integral in H(z) wird nach Gleichung (5.9)
aufgeteilt und mit den Funktionen QAGI und QAWC berechnet. Fiir das Integral
iiber A, .+ (w) wird die Funktion QAGI genutzt. Die Parameter der Funktionen sind
in Tabelle 6.2 dargestellt. Die gewiinschte Genauigkeit err der Iterationen wird an
die relative Fehlergrenze epsrel bei der Integration iiber A £ f (w) angepasst.

w(k) H(zx) Afpr(w)
Funktion | QAGI, QAWC QAGI, QAWC  QAGI
epsabs 10710 108 1077
epsrel 10-8 1077 107°
limit 10000 1000 1000
WS 1000 1000 1000

Parameter fiir die Berechnungen der Integrale mit den in Kapitel |5
beschrieben Funktionen. Dabei wird das Integral in w(k) nach Gleichung (5.10)
aufgeteilt, dass in H(x) nach (5.9).

Mit diesen Parametern wird die Besetzungszahl der Storstelle n g fir verschiedene
Werte von U berechnet.

6.41 U=2

Zuerst wird die Besetzungszahl der Storstelle n fiir U = 2 berechnet. In Abbildung
6.5 ist n; gegen €, zusammen mit den exakten Werten von Wiegmann [13] dargestellt,
wobei die Daten fiir n; € (1, 2) von Wiegmann durch Spiegelung in dem Punkt n, =1
und €; = —U/2 = —1 aus den eigentlichen Werten gewonnen wurden. Die vertikale,
grau gepunktete Linie kenzeichnet e, = —1. Der Graph schneidet die Linie bei
ng =1, was dem symmetrischen Fall entspricht, und ist punktsymmetrisch in diesem
Punkt. Dies wird durch die Spiegelung der eigentlichen Daten im Symmetriepunkt
bestétigt (gelbe Linie), da diese Werte exakt auf den blauen Datenpunkten liegen.
Um den Symmetriepunkt herum ist ein leichter Knick in der Kurve zu erkennen.

Bei dem Vergleich mit den Literaturwerten von Wiegmann muss hier wieder auf
die Giiltigkeitsbereiche der Werte geachtet werden, siehe Tabelle [6.1. Wegen der
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Bedingung U > ~ kann fiir U = 2 nur ein grober Vergleich gezogen werden. In
dem Bereich schwacher Besetzung stimmen die berechneten Daten besser mit den
Literaturwerten iiberein als in dem Bereich ndher am Symmetriepunkt der Kurve.

U=2,Ef= —%—[J

200 oo : —— Daten
T gespiegelte Daten
1.75 1 N : -—- Wiegmann
\ : i
\\ ..... Ef= —_ 5 = - 1
1.50 A A
[\ Y
W
1.25 A \
& 1.00 -
0.75 \
W\
\‘
0.50 A v
\
\
\
0.25 - N
0.00 1T
-15 -10 -5 0 5 10 15
Ef
Die Besetzungszahl der Storstelle ny in Abhéngigkeit von €,
fir U = 2 und im Vergleich mit den Daten aus dem Paper von Wiegmann
[13]. Der Bereich aus n; € (1,2) wurde durch Spiegelung im Punkt n, = 1 und
€; = —1 aus den eigentlichen Werten gewonnen. Die grau gepunktete Linie liegt

bei ¢, = -U/2 = —1.

In Abbildung|6.6/sind einige Spektraldichten fiir U = 2 und verschiedene p dargestellt.
Die Kurven haben die Form einzelner Lorentzkurven und sind um den Punkt w = —pu
zentriert. Die Kurven mit positiven p sind nach links verschoben. Thr Maximum
ist grofer als das des symmetrischen STAMs, es nimmt aber mit zunehmenden p
ab. Die Kurve mit 4 = —2 ist eine Spiegelung der Kurve von g = 2 an w = 0.
Die Kurven des asymmetrischen STAMs haben Ausreifler um die Punkte w = 0
und w = 2¢€ = —2u. Das liegt an den Funktionen H(w) und H*(—w + 2€) in der
Spektraldichte aus Gleichung (4.30). Fiir w = 0 muss H(0) und fiir w = 2€ muss
H*(0) ausgewertet werden, was im Realteil der Funktion einen Sprung und im
Imaginérteil eine Divergenz mit sich bringt, siehe Abbildungen 4.5/ und 4.6, Da sich
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fiir das symmetrische STAM beide Terme gegenseitig wegheben, entstehen fiir 4 =0
keine Ausreifler. Der gesamte Fliacheninhalt unter den einzelnen Spektraldichten ist
trotz der Ausreifler gleich eins.

U=2, Efr= —

NI

—u

0.25 A

0.20 -

—~ 0.15 A

AffT(w

0.10 A

0.05 A1

0.00 -

—I20 —;I.S —;I.O -5 0 5 10 15
Abbildung 6.6: Die Spektraldichte fiir U = 2 und unterschiedliche pu.

In Abbildung ist die Iterationsanzahl aus der Berechnung der Besetzungszahl in
Abhéngigkeit von €, fiir U = 2 dargestellt. Bei der durchgezogenen, blauen Linie
wurde der Startwert fiir jede Berechnung zu (n) = 0,5 gewahlt. Bei der gestrichelten,
orangenen Linie wird ausgehend von €, = —% — o mit py = 0 die Besetzungszahl
berechnet und das Ergebnis der letzten Berechnung nach (n) by = (n) 4y, Als Start-
wert fiir die nichste Rechnung genutzt. Diese Berechnungen benétigen eine geringere
Iterationsanzahl als die, bei denen als Startwert (n) = 0,5 gewéhlt wird. Dies war zu
erwarten, da (n) Py mindestens so nah an dem zu erwartenden Erwartungswert liegt
wie (ny) = 0,5. Die Anzahl benétigter Iterationen ist symmetrisch um e F= —% , also
um den Symmetriepunkt, verteilt. Dies war zu erwarten, da auch die Besetzungszahl
n; um diesen Punkt eine Symmetrie aufweist. Die Anzahl an Iterationen verringert
sich, je weiter €, vom Symmetriepunkt entfernt ist. Am Symmetriepunkt selbst
wird nur eine Iteration benotigt, da dort Halbfiillung vorliegt und der dort gewéhlte
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Startwert bei (ny) = 0,5 liegt.

8 — np=0.5
nNo =n;

Iteration

-15 -10 -5 0 5 10 15
&f

Iterationsanzahl bei Berechnung der Besetzungszahl in Abhén-
gigkeit von €, fiir U = 2. Bei der durchgezogenen Linie wurde der Startwert fiir
jede Berechnung gleich 0,5 gewéhlt, bei der gestrichelten Linie wird als Startwert
das Ergebnis der vorherigen Berechnung genutzt (die Berechnungen starten bei
ep=-U/2).

Obwohl die Anzahl der benétigten Iterationen symmetrisch um den Symmetrie-
punkt verteilt ist, dauern die Berechnungen in dem Bereich €, < —% langer als in
dem Bereich e, > —U. Die Zeit, die fiir die Berechnung (n) benétigt wird, ist in
Abbildung 6.8 in Abhéngigkeit von €, dargestellt. Die Zeit ist abhdngig vom fiir
die Berechnungen genutzten Computer. Der Grund der unterschiedlichen Berech-
nungsgeschwindigkeit liegt in der Berechnung der Integrale, welche in dem Bereich
€ < —% schwerer zu 16sen sind. Der Peak bei kleinen U ist um w = —p zentriert
bzw. die Hubbard Satelliten bei groferen U um w = €; und w = €7 + U. Je kleiner
€7 wird, desto mehr verschieben sich der Peak bzw. die Satelliten in den negativen
Bereich, also in den Bereich, iiber den integriert wird. Fur kleinere € ist die Struktur
der Spektraldichte, iiber die integriert wird, komplizierter und es werden mehr
Stiitzstellen zur Berechnung bendtigt.
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Zeit fiir Berechnung der Besetzungszahl in Abhéngigkeit von e
fiir U = 2. Bei der durchgezogenen Linie wurde der Startwert fiir jede Berechnung
gleich 0,5 gewéhlt, bei der gestrichelten Linie wurde als Startwert das Ergebnis der
vorherigen Berechnung genutzt (die Berechnungen starten bei € g=-U /2).
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Die in dieser Arbeit genutzte Methode der iEoM gibt fiir U = 2 eine Nédherung
der Besetzungszahl ny an. Die Spektraldichten in Form von Lorenzkurven lassen
sich mit der Methode berechnen, es treten aber Ausreifler auf, deren Urspriinge
in den analytischen Rechnungen liegen. Des Weiteren sind die Berechnungen der
Besetzungszahlen aufgrund der Integrale im Bereich €, < —% zeitaufwindiger als
im Bereich € > —% . Fiir die folgenden Berechnungen wird fiir den Startwert das
Schema <n0>uj = <n)ﬂj71 mit dem Startpunkt p, = 0 genutzt, da die benétigte
Iterationsanzahl so kleiner ist als mit (ngy) = 0,5.

6.42 U=6

In Abbildung [6.9] ist n; gegen ¢, fir U = 6 dargestellt. Auch hier werden die
Literaturwerte aus [13] zum Vergleich genutzt und im Symmetriepunkt gespiegelt,
um Vergleichswerte im Bereich n; € (1,2) zu erhalten. Im Gegensatz zu den
Berechnungen von U = 2 lassen sich die Integrale fiir U = 6 im Bereich €; < —g
nicht mehr fir alle e; Werte mit den hier genutzten Funktionen berechnen. Daher
wurden hier die Werte aus dem Bereich €, > —%7 (blaue Kurve) im Symmetriepunkt
gespiegelt (gelbe Linie) und mit einzelnen, im Bereich € < —% berechneten Punkten
(grine Kreuze) verglichen. Diese Werte liegen auf der gespiegelten Linie, was die
Symmetrie der Kurve bestéatigt. Auch fiir U = 6 liegen die berechneten Werte im
Bereich kleiner und grofler Besetzung gut auf den exakten Werten und auch hier
weichen die Ergebnisse nahe des Symmetriepunktes starker ab. Des Weiteren ist die
Ausbildung eines Plateaus um den Symmetriepunkt zu erkennen. Im Fall U = 2 war
nur ein leichter Knick am Symmetriepunkt vorhanden. Dies lésst sich anhand der
Spektralfunktion der f-Elektronen erkldren, welche fiir den symmetrischen Fall in
Abbildung 6.1|dargestellt ist. Fiir U = 2 ist nur eine um w = 0 zentierte Lorentzkurve
zu erkennen, welche fiir U = 6 bereits anfingt, sich in zwei Hubbard Satelliten
aufzuteilen. Dies spiegelt sich in der Ausbildung eines Plateaus im Graphen der
Besetzungszahl wider.

Die Methode der iEoM eignet sich also, um fiir U = 6 eine Naherung der Beset-
zungszahl n zu berechnen.

6.4.3 U =25

Das Plateau wird fiir grofler werdende U ebenfalls grofier. In Abbildung |6.10) ist die
Besetzungszahl n, gegen €, fiir U = 25 dargestellt und es ist ein deutlich grofieres
Plateau um den Symmetriepunkt bei ny = 1 und €; = —12,5 zu erkennen. Auch
hier werden die berechneten Daten (blaue Kurven) mit denen von Wiegmann [13]
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Besetzungszahl der Storstelle n in Abhéngigkeit von € fir U = 6
(blaue Linie). Die Werte werden im Symmetriepunkt n, = 1 und €, = —3 gespiegelt
(gelbe Linie) und mit einzelnen, berechneten Werten im Bereich €, < —3 (griine
Kreuze) verglichen. Die grau gepunktete Linie kennzeichnet e p=-U /2 = —3. Die
schwarz gestrichelte Linie gibt die Daten aus dem Paper von Wiegmann [13] an,
wobei die Werte im Bereich n; € (1,2) durch Spiegelung im Symmetriepunkt aus
den Werten in ny € (0,1) gewonnen wurden.
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verglichen. Diese werden fiir den Bereich €, < —% im Symmetriepunkt gespiegelt,
ebenso wie die berechneten Werte (gelbe Kurve). Um die gelbe Kurve zu iiberpriifen,
wurden auch hier einzelne Werte im Bereich €; < —g berechnet (griine Kreuze),
welche auf der gelben Linie liegen und die Symmetrie der Kurve bestéitigen. Die
berechneten Werte liegen im Bereich schwacher und starker Besetzung gut auf den
Literaturwerten und weichen ndher am Symmetriepunkt etwas stérker von den
Literaturwerten ab.

2001 iiollo . — Daten
\x\ gespiegelte Daten
1.75 1 X X Daten zur Uberprifung
3‘ : —-—-- Wiegmann
1.50 - \‘ R Er= —%:—125
\
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0.75 A1
0.50 A
0.25 A1
0.00 A
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ng gegen ¢, fir U = 25 im Vergleich mit den Daten aus
der Quelle [13], wobei der Bereich aus n, € (1,2) durch Spiegelung aus den
eigentlichen Werten gewonnen wurde. Die gestrichelte schwarze Linie liegt bei
ep=-U/2=-12.5.

In Abbildung |6.11] sind einige Spektraldichten der f-Elektronen fiir U = 25 darge-
stellt. Durch die gestrichelte (abwechselnd gestrichelt und gepunktete) Linie wird die
Position des linken (rechten) Hubbard Satelliten makiert, also w = ¢, (w = €, + U).
Die berechneten Spektraldichten geben diese Hubbard Satelliten gut wieder. Wie
auch in den Spektraldichten fiir U = 2 in Abbildung |6.6| sind hier bei den asym-
metrischen Féllen Ausreifler um w = 0 und w = 26 = —2u herum zu erkennen.
In der Néherung w(k) = konst. tauchen diese Ausreifier in der Spektraldichte fiir
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U = 25 nicht auf, sieche Abbildung 6.4, da sich die Funktion H(x) in dieser Ndherung
wegkiirzt. Die Ausreifler sind vermutlich ein Resultat der Trunkierung der Basis
auf sechs Basisoperatoren, da ihre Ursache bereits in den analytischen Rechnungen
auftritt und vermutlich keinem numerischen Problem zugrunde liegt.

Der Kondo Peak ist wie auch im symmetischen Fall fiir das asymmetrische STAM
nicht zu erkennen. Dass die berechnete Besetzungszahl trotzdem gut zu den Litera-
turwerten passt, liegt daran, dass der Kondo Peak sehr schmal ist und somit nur
einen geringen Beitrag zu dem Flécheninhalt unter der Spektraldichte gibt.

0.14 4

0.12 4

0.10 1

Asrt(w)

Die Spektraldichte der f-Elektronen ist fiir U = 25 fir ver-
schiedene p dargestellt. Die gestrichelten Linien kennzeichnen w = €7+ U und
die gepunkteten Linien kennzeichnen w = €, also die Hubbard Satelliten farblich
passend zur jeweiligen Spektraldichte.

Somit ldsst sich auch fiur U = 25 mit der hier genutzten Methode der iEoM die
Besetzungszahl n; nédherungsweise berechnen. Die Spektraldichte ldsst sich mit
der Methode nur teilweise bestimmen. Die Hubbard Satelliten kénnen berechnet
werden, der Kondo Peak wiederum nicht. Auch tauchen Ausreifler mit analytischem
Ursprung in der Spektraldichte auf.
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6.4.4 U = 1000 und 5000

Die Besetzungszahl ng fiir U = 1000 ist in Abbildung 6.12 in Abhéngikeit von
¢ dargestellt. Einzelne Werte wurden auch fir U = 5000 berechnet, fir diese
Berechnungen mussten die oben erwédhnten Parameter der Berechnung des Integrals
iiber A Ff (w) auf epsrel = 1073 angepasst werden, da die Berechnungen mit einer
héheren Genauigkeit fiir viele €, Datenpunkte nicht moglich war. Als Vergleich mit
den berechneten Werten werden sowohl die Werte aus dem Paper von Wiegmann
[13], als auch die Werte aus dem Paper von Rasul [12] genutzt, da die gewéhlten U
recht grof} sind und die berechneten Werte somit auch mit den Werten fiir U = oo
verglichen werden kénnen. Da der Symmetriepunkt des Graphen bei ny = 1 und
w = —500 (bzw w = —2500) liegt, wird hier nur der Bereich n; < 1 betrachtet. Fiir
€7 > 0 liegen die berechneten Werte fiir U = 1000 nah bei den exakten Werten,
fiir €, < 0 weichen die berechneten Werte stiarker von den Literaturwerten ab. Die
Werte fiir U = 5000 liegen nah bei den Werten fiir U = 1000. Somit scheint sich die
Besetzungszahl fiir groflere U nicht mehr signifikant zu verdndern.

&= —% —H
L i — U=1000
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—==- Rasul
0.8 1 -=-=- Wiegmann

0.6
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-15 -10 -5 0 5 10 15
&f

Besetzungszahl n; gegen €, fir U = 1000 und U = 5000,
verglichen mit den Daten aus dem Paper von Wiegmann [13] und fiir U = oo aus
dem Paper von Rasul [12].
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Die Methode liefert also fiir U = 1000 und U = 5000 gute Naherungen fiir die Beset-
zungszahl. Die Berechnungen werden fiir gréere U fehleranfélliger und Ergebnisse
kénnen nur mit geringerer Genauigkeit berechnet werden.

6.4.5 Iterations- und Zeitvergleiche

In Abbildung 6.13|ist die Anzahl an Iterationen bzw. die Dauer der Berechnungen
fir verschiedene U gegen n ¢ dargestellt. Fir kleinere n ; liegen die Iterationsanzahlen
und auch die Berechnungsdauer fiir die unterschiedlichen U-Werte noch recht nah
beieinander. Fiir ny — 1 steigen beide fiir grofere U deutlich stirker an, sinken
sehr nah bei ny = 1 wieder und sind bei ny = 1 am niedrigsten. Hier wird erneut
deutlich, dass die Berechnung nahe des Symmetriepunktes komplizierter ist als im
Bereich schwacher Besetzung, da in diesem Bereich auch die Spektraldichte der
f-Elektronen komplizierter ist. Der Fall n, = 1 ist am einfachsten zu berechnen,
da hier Halbfiillung vorliegt und in diesem Punkt der Startwert der Iteration
dem Endergebnis entspricht. Die Zeitangaben in Abbildung |6.13|sind nur relative
Vergleichswerte, da sie abhidngig vom Rechner und seiner Rechenleistung sind.
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Abbildung 6.13: Vergleich der Anzahl an Iterationen bis zur gewiinschten Ge-
nauigkeit fiir verschiedene U in Abhéingigkeit des berechneten n ;-Wertes (oben).
Vergleich der Rechendauer der Berechnung von n fiir verschiedene U in Abhéngig-
keit von n, (unten).
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6.5 Grenzwert bei unendlicher Coulomb Wechselwirkung

Als letztes wird der Limes einer unendlichen Coulomb Abstoflung U — oo betrachtet.
Die einzelnen Terme zur Berechnung der Spektraldichte der f-Elektronen bzw. zur
Berechnung der Greenfunktion vereinfachen sich im Limes U — oo folgendermafien

lim R = - = - 6.10
oo (@) 22vitw—e€p 2472+ (w—¢;)? (6.10)
lim Ry, (w) = ! — _ lim Ry (w) (6.11)
Uhso P T Ty 0w —2e, T Ubee Y '
lim H*(—z +2€) = lim H*(—x+2¢;+U) =0. (6.12)
U—oo U—oo
Die Greenfunktion lautet nun
, 1—(2(n) — 14 2lim H(w))
lim Gt = U—oo . .
Uhsoo FF () doyi 4 2w — 2¢ ¢ (6.13)
Es muss also noch der Limes
V2
lim H(x) = lim —k  lim w(k) (6.14)
U—oo 6—0+ . T +id — €, U—oo

berechnet werden. Die Abhéngigkeit von U steckt hier in der Funktion w(k) aus
Gleichung (4.51), also muss nur w(k) im Limes U — oo betrachtet werden

0
lim w(k) = — lim v.p. / L 1Ry, (@) + Ry, () (2(0) — 1)]dw

U—oco T U—o0 o W — €
+ lim el (e) + By (6) (2(n) — D]O(—e,)
_nl,, 1 (6.15)
N 7r VP | W€, 472+(w—ef)2dw

kT —(n —€.).

Das Integral in w(k) hat sich in dem Limes deutlich vereinfacht und kann mithilfe
des Computeralgebrasystems MAXIMA [31] allgemein gelést werden. Dadurch muss
bei der Berechnung von n ¢ pro Iteration ein Integral weniger berechnet werden, was
die Rechenzeit verringert.



6.5 Grenzwert bei unendlicher Coulomb Wechselwirkung
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Ergebnisse n; gegen € fiir U = co. Dabei wurden bei a) das
Integral in (6.15)) mithilfe von Maxima allgemein gelost, in b) wurde das Integral
mit QAWC-Funktionen berechnet.

Nach den Gleichungen (4.16) und (6.1) ldsst sich nun die Besetzungszahl n, der
f-Elektronen berechnen. In Abbildung 6.14]ist n, fiir U = oo gegen € aufgetragen,
ebenso wie die Literaturwerte aus [12]. Bei der Berechnung der Kurve a) wurde
das Integral in (6.15) mit MAXIMA berechnet. Bei den Punken b) wurde das
Integral mithilfe des Paketes GSL berechnet, siche Kapitel 5. Die Parameter dazu
stehen in Tabelle |6.3. Das Integral in H(z) und das Integral iiber A (w) werden
in beiden Féllen mithilfe des Paketes GSL bestimmt. Die Parameter dazu stehen
ebenfalls in Tabelle 6.3, Die gewiinschte Genauigkeit der Iterationen wurde bei den
Berechnungen der Werte a) zu err = 1079 gewiihlt, bei b) zu err = 1074,

Die Kurve a) stimmt gut mit Kurve b) iiberein, beide Rechenwege liefern also
das gleiche Ergebnis. Die Berechnung der Werte b) ist deutlich zeitaufwendiger
und storanfalliger, da pro Iteration drei Integrale geldst werden missen, bei der
Berechnung der Werte a) nur zwei. Die berechneten Daten stimmen im Bereich



6 Ergebnisse

a) b)
H(z) AffT (w) w(k) H(z) AffT (w)
Funktion | QAGL, QAWC  QAGI | QAGI, QAWC QAGI, QAWC QAGI
epsabs 10710 10710 10710 1078 1077
epsrel 10710 10710 10°8 1077 107°
limit 10000 1000 1000 1000 1000
ws 1000 1000 1000 1000 1000

Parameter fiir die Berechnungen der Integrale fiir U = oo mit den in
Kapitel |5| beschrieben Funktionen. Dabei wird das Integral in w(k) nach Gleichung
(5.10) aufgeteilt, dass in H(x) nach (5.9).

schwacher Besetzung besser mit dem Werten von Rasul [12] iberein, als im Bereich
€7 < 0. Insgesamt liefert die hier genutzte Methode aber eine gute Naherung fiir die
Besetzungszahl n .

In Abbildung |6.15/sind die Kurven n, gegen ¢, fiir die hier berechneten Félle im
Vergleich dargestellt. Die Kurven der endlichen U ndhern sich mit steigendem U dem
Fall U = oo an, da sich der Symmetriepunkt fiir U — oo ebenfalls nach €; — oo
verschiebt. Die hier angewendeten Methode der iEoM liefert in sich schliissige
Ergebnisse fiir n;.



6.5 Grenzwert bei unendlicher Coulomb Wechselwirkung
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Abbildung 6.15: Besetzungszahl n; gegen € fiir verschiedene U.
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Das STAM beschreibt eine Storstelle in einem Metall und wird héufig fiir Untersu-
chungen Kondo-effektartiger Phdnomene und stark korrelierter Systeme wie schwere
Fermionen genutzt. In dieser Arbeit wurde untersucht, inwieweit die hier genutzte
Methode der iEoM geeignet ist, um das SIAM zu beschreiben. Dazu wird die Spekt-
raldichte und die Besetzungszahl der Storstellenelektronen berechnet. Im Unterschied
zu anderen Untersuchungen mit der Methode der iEoM wird hier eine trunkierte
Operatorbasis genutzt, die orthonormal unter dem Frobenius Skalarprodukt ist.
Die Orthonormalitit gewéhrleistet, dass die Liouville Matrix diagonalisierbar ist
und reellen Eigenwerten hat. Dadurch sind die Ergebnisse der Zeitentwicklung
auch im Heisenberg-Bild Superpositionen von Ostzillationen, deren Frequenzen die
Eigenenergien dieser Matrix sind. Die Operatorbasis wurde auf 6 Basisoperatoren
trunkiert. Die mit dieser Methode berechneten Ergebnisse werden mit Ergebnissen
von anderen Methoden verglichen, um die Genauigkeit der hier genutzten Methode
zu untersuchen.

In den Ergebnissen lésst sich der Kondo Peak in der Spektraldichte der f-Elektronen
mit der hier gewéhlten Methode nicht beschreiben, was mit hoher Wahrscheinlichkeit
an der Trunkierung der Basis liegt. Fiir U = 0 bildet die Spektraldichte wie zu
erwarten eine Lorentzkurve mit der Breite v = 1 ab. Auch die Hubbard Satelliten bei
grofleren U sind fiir das symmetrische SIAM und auch fiir kleine p gut zu erkennen.
An den Stellen w = 0 bzw. w = 2€ wird die Funktion H(w) bzw. H*(—w + 2€) in der
Spektraldichte bei Null ausgewertet. Der Realteil von H(w) hat einen Sprung bei
w = 0 und der Imaginérteil divergiert an dieser Stelle. Um diese Stellen herum sind
fiir die Spektraldichten des asymmetrischen SIAMs Ausreifier zu erkennen. Fiir den
symmetrischen Fall gibt es keine Ausreifler, da sich fiir diesen Fall die Funktionen
H(w) und H*(—w) wegkiirzen.

Die Besetzungszahl der f-Elektronen kann trotz der Trunkierung der Basis mit der
vorgestellten Methode gut berechnet werden. Sowohl fiir U = oo als auch fiir kleinere
U passen die hier berechneten Kurven gut zu denen, die mit dem Bethe Ansatz
exakt berechnet wurden und die berechneten Werte sind in sich schliissig.

Die Berechnung der Besetzungszahl n; ist um den Bereich des Symmetriepunktes
(ny=1und ¢; = —Y) zeitaufwiindiger als weiter von diesem Punkt entfernt. Ein
Vergleich der Rechendauer und der Anzahl der bendtigten Iterationen zeigt, dass
die Berechnungen im Bereich schwacher Besetzung weniger aufwéndig sind als im



Bereich starker Besetzung. Daher bietet es sich an, die Symmetrie des Systems zu
nutzen und die Besetzungszahlen nur im Bereich €; > —% zu berechnen. Da der
Zeitaufwand der Berechnungen fiir gréflere U héher wird, wurde dies in dieser Arbeit
bereits genutzt.

Um das Modell bei tiefen Temperaturen gut beschreiben zu kénnen, sind Basisopera-
toren notwendig, die viele Operatoren beinhalten. Kleine Energieskalen werden erst
auf hoheren Zeitskalen relevant. Um mit der Methode der iEoM grofie Zeitskalen
betrachten zu koénnen, miissen mehr und damit auch ,ldngere* Basisoperatoren
beriicksichtigt werden. Die Kondo Energie ist eine kleine Energieskala und demnach
werden auch im Frequenzbereich mehr Operatoren bendtigt, um den Kondo Peak be-
rechnen zu koénnen. In der hier gewéhlten Trunkierung bestehen die Basisoperatoren
aus Produkten von maximal drei Operatoren. Daher ist es nicht {iberraschend, dass
der Kondo Peak mit der in dieser Arbeit genutzten Basis nicht berechnet werden
kann. Bei Beriicksichtigung von mehr Basisoperatoren werden diese grofier und
daher sollte eine grofere Basis auch die Tieftemperaturbetrachtung verbessern.
Die Problematik, dass die Erwartungswerte < fick70> und <C,];U fJ> nicht bis auf ein
Minuszeichen {ibereinstimmen, liegt ebenfalls an der Trunkierung der Basis. Auch
hier kann eine groflere Basis zu besseren Ergebnissen fithren oder das Problem kom-
plett beheben, da fiir die Beschreibung der Zeitabhingigkeit in den ¢(f)-Operatoren
mehr Basisoperatoren zur Verfiigung stehen und mit mehr Basisoperatoren die
Prozesse des Systems besser beschrieben werden kénnen.

Da die Ausreifler in der Spektraldichte aus der analytisch berechneten Funktion H(w)
resultieren, kénnte eine groflere Basis auch hier zu besseren Ergebnissen fiithren.
Die Besetzungszahlen stimmen im Bereich schwacher Besetzung gut mit den exakten
Ergebnissen des Bethe Ansatzes iiberein, im Bereich um den Symmetriepunkt herum
weichen sie noch von diesen ab. Eine grofiere Basis kann hier noch genauere Werte
liefern.

Als néchster Schritt kann demnach die Basis erweitert werden und die Auswirkung
der grofleren Basis auf die Ergebnisse untersucht werden. Da eine grofiere Basis
auch den Rechenaufwand erhéht, das Aufstellen der Liouville Matrix schwieriger
und die Berechnung der Resolvente komplizierter wird, ist eine weitere Fragestel-
lung, inwieweit diese Methode bei groflerer Basis bessere Ergebnisse auf Kosten
des Rechenaufwandes liefert und ab wann der Rechenaufwand den Nutzen einer
Erweiterung der Basis iiberwiegt.



A Berechnung der Liouville Matrix

Die Liouville Matrix wird nach Gleichung (3.11) bestimmt. Dazu werden zunéchst
die Terme

L(W;) = [H, W] (A.1)
berechnet. Dabei wird die Eigenschaft des Kommutators
[a,bc] = {a,b}c — b{a,c} (A.2)

genutzt.

[H,W,] =[H,V2f,]
=, > fE V21,4 Vilel oo+ fhep i V2£, 1+ UL S, 1115 V21,
o o,k

— V3, - zkj ViV2e, , — VUL fif,

= (e + U/2VES, Y ViV Bey o — 5 (V2 fy(ny — )
k

=— (e, +U/2)W, = >V, Wy(k) — ng
k

NR:

[H,n5] = Z Vi (Cl,a[fm ng| + [f;a ﬁ&]ck,a—) = Z Vi (CIL,&JC(; - f;ck,a) (A4)
ko

k
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[H,W,] =[H, (V2)*f,(fy — >]
— [H,V2f,) +[H (f)fgna]

—[H,V2f,] + [H(\[) folns (\f)f[Hﬁa]
ey UV, = 3 Vi Be = 5 (V) = 3)
—Ef\@ fo’na’_zvk 2 Co kTG _\f Ufaf;,f&ﬁ&
(A.5)
f ka(ckg fTCkU>
:—Exffa (ef+ )\[f (g — 5 ZVk ZCk:an _%)
+ \/53 Z Vi (Ck slolo— fgck,&fg)
=— ng ef-l- ZVkW4 kZV i (We (k) — W5(k))

[H, W (k)] =[H, V26, ,] = —e,V2¢; , — ViV2f, = —,W3(k) =V, W, (A.6)

[H, W ()] =[H, (V3 ey — )
— [H Ve, + [H, (V2 eyl + (VB ey, [H )
=,V 20, , + ViV2[, — ,(V2)3¢y iy, — ViV2[, 05

\/§)SCko. E Vk (Cz:’&f& — f;ck’(})
k,o
1

1
== ek(\/i)?)ck,a(n& - 5) - Vk(\@)?’fa(n& - 5)
\[2)3 Z Vi (Ck,ac};&f& - Ck,afgck,a)
k,o

(A7)

3
=— e Wy(k) =V, Wy — V2 Z Vi (f&cl];c?ck,o + f;ck,z}ck,c)
k,o



A Berechnung der Liouville Matrix

[H, Wy (k)] =[H, (V2) flcps £]
=fHH, (V2)3c15)f, + [H, (V2 fllers fr + Fles[H, (V2)2 1]
=—2f! (6,V2¢,, + ViV21,) f,

+2 (efﬁfi +UV2fln, + ) Vﬂcb) ol
q

—2fiers <ef\/§ fot D VoV2e, .+ UV2 f0n0>
q
= 2 (V2 fley o f, + ViV2LfL 1) (A8)
+ 2 (Z Vq\/ict];ﬁ) Crofo — Qfgck:a (Z Vq\/iccr,q)
q q
— V2 flep sty — Vive i f
+ Z Vq\/igc;;,cka—fg - Z ‘/:]\/53fgck6co,q
q q
=~ Wy(k) =~ ViV2 £, f,
+ VRl et — S VR flescn,
q q
[H, W(k)] =[H, (V2)*c}, [, 1,]
—HND SN fy + Lo [H N F1f + ey £1H, (V2P £,
e N2 el fof ViV L,
= eVl f by = SV oy~ UVl o,
q

3 3 3
eV elalaly =2 ViV oot~V dalolone ()

3 3
=(ep — 26, — U2 el fof, + ViV2 f1151,
3 3
S VN2 e fs + D VN2 A chn s
q q
—(e — 2¢; — U)Wy(k) + Viv2 £ £, f,
- Z Vq\/iscltffcqt?fcr + Z %ﬁSC,Z&Cqu&
q q

Nun lassen sich die Matrixelemente der Resolvente nach

M;; = (W] £(Wi))Fr. (A.10)



berechnen.

Die Terme aus den Kommutationen von H, die proportional zu Basisoperatoren
sind, lassen sich mithilfe der Relation

(Wi|Wj>Fr = 51’3‘ (A-H)
berechnen.

Die Terme aus den Kommutationen von H mit den Basisoperatoren, die nicht
proportional zu Basisoperatoren sind, lauten fiir die Kommutation mit W, (k)

VS Vifolhohes VS Vifler st (A.12)
k,o k,o
fir die Kommutation mit W (k)
SVVE S e SV ot =Y VNV Hnte,,  (A13)
q q
und fiir die Kommutation mit Wy(k)

Vk\/§3fgf6fa7 _Z%ﬁz))clt&cq&fa'? +Z‘/q\/§36115-cq0f6" <A14)
q q

Damit miissen die Uberlappungen der Operatoren

A=—ViV2 fif, 5, (A.15)
B=V2'clcoofs (A.16)
C=VV2 1L, (A.17)
D=-ViV2'cl oot (A.18)

mit den Basisoperatoren nach Gleichung (3.10)
(W, 2)p, mit x € [A, B,C, D], (A.19)

bestimmt werden. Produkte mit einer ungeraden Anzahl an Erzeuger- oder Vernich-
teroperatoren in der Spur verschwinden (f und ¢ Operatoren einzeln betachtet) und
miussen daher nicht beriicksichtigt werden. Hier werden also nur Produkte mit W,
und W, berechnet.

(Wl ) A)Fr :(\/ifm A)F‘r

(A.20)
= — 4Vk%TI' (f;fgf&fo) = _Vk



A Berechnung der Liouville Matrix

(W, A)p, (vf’f( ;>44>H
== Vi T (4, = 5050001, )
:—8%—l(fﬁfﬁff)+ﬂ@Nﬁ(ﬁﬁff) (A.21)
:—ska (ffa =t Drlss1,) + Vi
T (

z—svk L fat) + Vi
:—m@+m_—m

(Wy, B)p =(V2f,, B)g

: (A.22)
:4Vk]T]Tr (fic};&ck&fo) = 4Vk%Tr (foflc;g&ck&) =V,
1
W,, NoX B
W, Blow = (V2S5 = 5).B)
1
=8V, — 1&-<j}( é)clack&fg> (A.23)
=8Vy NTr (fUn Cltackaf0'> - 4Vk]l\7Tr (fic};&ck‘}fa)
=V, —V,=0
<W17C)Fr :<\/§f07C>Fr (A 24)
AV T (FAL 1) = |
W. ,C - \@3 Ng — 1 70
WOy = (V2 S0 = 3.C)
._8L@ (f iy —-—'fo fs )
(A.25)

=SV T (P AT 30 f) — Vi T (£ 7251,

=8V T (£~ FufD i1 f) W
=2V, -V, =V,



<W17D>Fr :(\/ifoﬂD) = _4Vk TI' (fUckgckao')

1 (A.26)
=— AV 5T (fafackack&) ==V
3. . 1
(W27D)Fr - <\/§ fo-(n& - 5)7D>
Fr
- 8Vk: NTI' ( ckackgfa)
1 : (A.27)
== 8VkN ( kacka a) + 4VkNT1" (fUCk:&Ck5fU)
=0
Damit folgt fur M
—€ —g -V —Vy O 0 0 0 0 0
-y €] o 0o -V —Vy -V, -V W Vy
-V 0 —€; 0 0 0 0 0 0 0
—Vy O 0 —ey O 0 0 0 0 0
0 -V 0 0 —€; 0 0 0 0 0
M = 0 —-Vy| O 0 0 —ex O 0 0 0
0 -V 0 0 0 0 —€; 0 0 0
0 —Vy| O 0 0 0 0 —€pN 0 0
0 Vi 0 0 0 0 0 0 ¢ —2€ 0
0 Vi 0 0 0 0 0 0 0 en — 2€
(A.28)

mit Ezef—&—%




Fiir die Berechnung der Erwartungswerte miissen die entsprechenden Vektoren nach
Gleichung (4.7) bzw. Gleichung (4.12) bestimmt werden.

Berechnungen fiir ﬁ;‘f g= % <{WT, WlT}>

Wy, W) =2({f,. f5}) =2
(W, W) =A(4fo (i — ), F33) = Ay —2
Ty
(W00, WD) =2l 11 =0 .
(W k), W) =4({ep, (Ry — ) =0
W5 (k), W) =4({ flero £y 113) = 4 fless)
(W k), W) =4({cl, £, £, £83) = (cls fo)
Berechnungen fiir p p et = =1 <{WT WT}> siche Gleichung (B.2):
(W, wy) =2
({WQ,W by =dng —2
(W) W) = .
({Wilg), Wi} =
{Ws(a), Wi} 4<fi Cqo)
({Welq), Wi} =4(cl, £,)



Berechnungen fiir ﬁfaclt o= z <{I/T/T, Wg(k:)}>

(W, Wi (k)}) =2({£,. ¢} ,}) =0
(W, W (1)) =4(4fo (R — ), ) =0
(W (k), Wi (B)}) =2({cy,, c,i,f,}»>1 =2 1 B3
AW k), Wi (B)}) =4({ery (ip — 5) el 1) = 4((R5) — 3)
(W5 (k), Wi (k)}) =4{ fLews for el 1) = 4(f1L,) =0
(W (k), Wi (k)}) =4({cls fo forch 1) =0

Die Terme fiir ({W,(q), Wg(k)}) mit ¢ > 2, in denen ¢ # k ist, ergeben alle Null.
Das gilt auch fiir ({W,'(q), W5 (k)}).

Berechnungen fiir Ppie, . = 3 {(VT/T)T ,W3(k)}>:

(W] Wa(k)}) =2({f5, e 0 }) = 0
(WS Wy (R))) =4({1 Ry — 5).e0}) = 0
(W3 (), Wi (k)}) =2<{c,1,a,ck,g}>1 =2 1 B4)
W (k). Wy (B)}) =4{clo (A5 = 5). e10}) = 4((R5) = 5)
(WA (R), Wy (k)}) =4{facis frcn0}) = 4f015) =0
(W3 (k) Wa(k)}) =4{{ ] flersrcx0}) = 0



C Berechnung der benotigten Elemente der
Resolvente

Im Folgenden werden die Elemente Ry, (w), Ro;(w), R3q(w), Ry1p(w), Rs1p(w) und
Rgq1,(w) der Resolvente berechnet. Die Inverse der Resolvente ist in Gleichung (4.10)
zu finden. Betrachte dazu

Ry (w)
]—:}:21 ((‘JJ)>
-1 k\w _
R Rik(w) =1 (C.1)
Rsyp(w)
Regyp(w)
~ U
1= (w—€Ry(w) — §R21<W) - Z Vi Rs1i(w)
k
0= 5 Riy() + (0~ DRy () — - ViRugelw) = 3 ViRsua(w) + 3 ViReg(@)
k % k
0=—V,Ry;(w) + (w— &) Ry (w)
0=—ViRoi(w) + (w — ;) Ryyp(w)
0 ==V, Ry (w) + (w— &) R515(w)
0= ViRy (w) + (w+ € — 26) Rgyp(w)
(C.2)
Roy) = =i R (@) (©3)
Rypp(w) = w kak Ry (w) (C4)
Rouw) = 22—y (©5)
V,
Ry (w) o+ e:— 2% 21(w) (C.6)

-J
(\)



U
0=—SRy(w)+ (w—€Ry (w Z ViR (w

2
- ZVkRsm(W) + ZVkRGM: )
% %
U - V2
<0=- §R11(w) + (W — &) Ry (w) ; o _kelez(w)
P Vi
B ; w—e Biaw) = ; w+ e, — 2€R12(w)
U
= 0= §R11(W) + (W= )Ry (w) — 2I'(w) Ryp(w) + I (—w + 2€) Ryp(w)
U -
©§R11(W):( —2I'(w) + I (—w + 2€)) Ryp(w)
U 1
< Rl =5 S s e 1o T @)
(C.7)
Dabei ist I'(x) die Hybridisierungsfunktion:
rx)=S"— 16 5
(=) ;QH—’L'(S—ek’ >0 .
v (©8)
() =Nk
(=2) Xk: T+ 16 + €,
1= (w—€Ry(w)— R12 Z Vi Rygp(w
U %
S l=(w—-6R;(w)— §R12(W) - Zk: % _kekRn
- U
& 1= (=R, W)~ 5 RpWw) —I'w)hky
- U
Sl=(w—€—TI'(w)Ry(w)— §R12<W)1
e l= (w7 (W) Ry (w) - L ! Ry, (w)
- 11 4 w—e—2I(w) + I"(—w+28) 11
1
< Ry (w) = = 3
—€- F(w) - Uwag/fQF(w)}lrF (—w+2€)




C Berechnung der bendétigten Elemente der Resolvente

Definiere eine Selbstenergie

U 1

Z(w)_Tw—€—2f(w)+F*(—w+2€)' (C.10)

Die berechneten Elemente der Resolvente lauten unter Betrachtung von w — w + 6
und der Symmetrie der Resolvente

1

Ry (w) = WA id—F—T(w) — Z(w) (C.11)
Rialw) = 2 5(0) Ry () = Ry (&) (C12)
Ri) = St () = o) (€13
Rin) = S Rual®) = Ruy) (C14)
Ria) = e Fua(e) = o) (©15)
Rigu() e Ruy() = Ry (@) (©16)

:_w+i5+6k—2€

Aquivalent oder nach Gleichung (4.15)) lassen sich die Elemente der gestrichenen
Resolvente mit der Selbstenergie

, U? 1 i
YW =T ores oI (—w)* — D(w+28) —2(—w) (C.17)
berechnen zu
Ry (w) = . (C.15)
W = i+ e+ T (—w) — 2/ (w) '
/ 2 / /
Ri(w) = —52 (W) R (w) (C.19)
Rig(w) = ———& R () (C.20)
B =T s b e, WY '
/ _ Vk /
14k(w) = 7w+i5+ekR12(w) (C.21)
/ Vk /
R15k(‘*’> = R12(W) (C.22)

S wHid+ e,



_ Vi
Wil — e + 26

Rigr(w) Rip(w). (C.23)

Im Limes § — 0" und im Breitbandlimes lisst sich die Hybridisierungsfunktion
berechenen zu

lim I'(x) — — i

y ‘”jﬂ* (C.24)
Hp. (=) =
und die Selbstenergie zu
U? 1 U? 1
lim Y(w) = — — , = (C.25)
50+ 4 w—e+2vi+vi 4 w—e+ 3V
Damit lautet R;;(w) im Breitbandlimes
1
lim Ry;(w) = C.26
=07 11( ) w—é+ Usls Ufzwfgi}yi ( )

Desweiteren werden in dieser Arbeit in Kapitel 4.2.1 noch die Elemente R, (w),
Rosi(w), Ryspe(w) und Rggp,(w) bendtigt. Rysx(w) ist aus vorherigen Rechnungen
bekannt. Um die anderen Elemente zu berechnen, wird die Relation R (w)R/(w) =
1 genutzt. Die Indizes k und m geben die Zeilen bzw Spalten der Vektor- und
Matrixelemente der inversen Resolvente an. Die Indizes [ und ¢ geben die Zeilen
bzw Spalten der Vektor- und Matrixelemente der Resolvente an. Die Indizes k und ¢
werden fest gewéhlt, wahrend die Indizes [ und m die Zahlen von 1 bis N durchlaufen.
Der Ausdruck z,, entspricht hier einem (1xN)-Vektor, der mit dem Wert x gefiillt
ist.

Zur Berechnung von Rys; (w) = Rgoy(w) wird die Relation
(R_l(w))gik (R(w)),,, =0 (C.27)

genutzt.

(C.28)




C Berechnung der bendétigten Elemente der Resolvente
Zur Berechnung von Ry, (w) wird die Relation

(R (W), (R(w)),,, =0 (C.29)

5iq

genutzt.

Rgsp(w) (C.30)

Berechnung von Rgsy, (w)

(07 V;I, Om? 0m7 Om7 <w+€q_2€)m6qm>‘
(C.31)



Zusammengefasst lauten die Elemente:

Rgi() = —&— Ry, () (C.320)
W — €
Rggp(w) = ‘—/kek Rys(w) (C.32b)
V
Rszpq(w) = —— Ry (w) (C.32¢)
w — Eq
1%
- T
R63kq(w) - w+ € — 2€R23k(w) (C.32d)
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