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Kurzfassung

Supraleitung abseits des Gleichgewichts ist seit der Formulierung des BCS-Modells
ein aktives Forschungsgebiet. Zu Beginn wurden in Experimenten kontinuierliche
Anregungen untersucht, aber seit der Entwicklung ultraschneller Laser kénnen nun
Anregungen durch einzelne kurze optische Pulse vorgenommen werden, um die
Dynamik des Supraleiters zu untersuchen. Auch in der theoretischen Physik gibt
es auf diesem Gebiet bereits sehr viele Arbeiten und die Dynamik nach einzelnen
Pulsen wird bereits gut verstanden.

Aufbauend auf den bisherigen Erkenntnissen werden in dieser Arbeit periodisch
aufeinanderfolgende optische Pulse untersucht. Dazu wird zunéchst das BCS-Modell
um Anderson-Pseudospins erweitert und eine Mean-Field-Ndherung vorgenommen.
Diese Methode wird anhand der bereits vorhandenen Ergebnisse vorheriger Arbeiten
zu Quenches tiberpriift. Dann wird eine Peierls-Substitution verwendet, um die
optischen Pulse in die Bewegungsgleichungen zu integrieren. Mithilfe dieser werden
zwei verschiedene Diskretisierungen getestet und die Resultate diskutiert. Dabei
werden sowohl die Dynamik des supraleitenden Ordnungsparameters als auch die
Konfiguration der Anderson-Pseudospins untersucht.

Abstract

Since the proposal of BCS theory, nonequilibrium superconductivity has been an
active field of research. In the beginning, experiments were probing continuous
excitations but since the development of ultrafast lasers, excitations by short optical
pulses can be used to analyse the dynamics of superconductors. In theoretical physics,
there are already many papers in this respective field as well and the dynamics
following an individual pulse are well understood.

On the basis of these previous discoveries, this thesis will study a periodic sequence of
optical pulses. First, the BCS theory has to be expanded with Anderson pseudospins
and a mean-field approximation has to be employed. Based on already existing works,
this method will be validated by applying it to quenches. Then, a Peierls substitution
is applied to integrate the optical pulses into the equations of motion. These modified
equations are then used to test and discuss two different discretisations. In doing so,
both the dynamics of the superconducting order parameter and the configuration of
the Anderson pseudospins will be studied.
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1 Einleitung

Supraleitung im Nichtgleichgewicht ist ein interessantes Forschungsgebiet und wird
schon seit den 1960er Jahren untersucht. Zu Beginn wurden Supraleiter meist
kontinuierlich mit Mikrowellen [1, 2] oder auch mit optischer Strahlung [3] bestrahlt.
Erst die Entwicklung ultraschneller Laser ermoglicht inzwischen Experimente mit
sehr kurzen Pulsen, beispielsweise sogenannte Pump-Probe-Experimente [4H7]. Bei
diesen wird das System mittels eines Pump-Pulses angeregt und nach einer variablen
Zeitdauer mithilfe eines Probe-Pulses vermessen. Durch Variation der Zeitdifferenz
zwischen den beiden Pulsen kann dann die Dynamik des Systems bestimmt werden.
Auch von theoretischer Seite (z.B. [8]) wurden diese Experimente beleuchtet. Im
Zusammenhang mit solchen optischen Pulsen wurden auflerdem Anregungen von
Higgs-Moden [9-11] untersucht. Bei diesen handelt es sich um eine Oszillation des
Ordnungsparameters A des Supraleiters mit der Frequenz 2A. Zudem wurden in
[12] die Pump-Probe-Antwort und die resultierenden Spektren untersucht, um einen
besseren Vergleich zwischen den theoretischen Ergebnissen und experimentellen
Resultaten zu erméglichen.

Auch Quenches [13-15], also instantane Anderungen eines Parameters, wurden bereits
von theoretischer Seite untersucht. Dabei wurden zunéchst die Integrabilitat des BCS-
Modells und dessen allgemeine Mean-Field-Losung hergeleitet [13} |14]. In [13] wurde
dabei auch eine Analogie zur Dynamik des Zentralspinmodells hergestellt. Auflerdem
konnte die Losung bereits von Einband- auf Zweiband-Supraleiter verallgemeinert
werden [15].

In dieser Arbeit werden anstelle eines einzelnen Anregungspulses periodisch auf-
einanderfolgende optische Pulse untersucht. Ein solches Szenario wurde bereits
beim Zentralspinmodell betrachtet |16, [17], bei welchem sich ein quasistationérer
Zustand abseits des Gleichgewichtszustands einstellt. Aufgrund der Ahnlichkeit der
Mean-Field-Dynamik des Zentralspinmodells und des BCS-Modells [13] stellt sich
die Frage, ob sich auch bei Supraleitern dhnliche Effekte einstellen.

In Kapitel |2 wird zundchst das BCS-Modell erklart. Aulerdem werden die Bewe-
gungsgleichungen und die dazugehorigen Anfangsbedingungen erldutert, aus denen
die Dynamik im Supraleiter berechnet werden kann. Daraufthin werden in Kapitel |3
zunéchst die analytischen Ergebnisse fiir einen Quench reproduziert, um die Numerik
zu iiberpriifen. Zu Beginn von Kapitel |4 folgen dann die zusétzlichen Uberlegungen,
um die periodischen Pulse in den Bewegungsgleichungen zu beriicksichtigen. Darauf-
hin werden die Ergebnisse zweier verschiedener Diskretisierungen dargestellt und
diskutiert.



2 BCS-Modell

In der supraleitenden Phase eines Materials bilden sich sogenannte Cooper-Paare.
Ein Cooper-Paar besteht aus zwei Elektronen, welche durch die attraktive Elektron-
Phonon-Wechselwirkung miteinander gekoppelt sind. Diese Wechselwirkung lasst
sich wie in Abbildung [2.1| darstellen.

Aus der Impulserhaltung folgt, dass die zwei
Elektronen gleich grofie entgegengesetzte Im-
pulse %1 = —%2 haben miissen, um gemeinsam
ein Cooper-Paar bilden zu kénnen. Auch die
Spins miissen aus diesem Grund entgegenge-
setzt sein. Daraus folgt, dass die Cooper-Paare
einen ganzzahligen Spin besitzen und wie Boso-
nen nicht mehr dem Pauli-Prinzip unterliegen.
Dadurch kénnen viele Cooper-Paare in einen ky K,
gemeinsamen Grundzustand kondensieren und

einen kohdrenten Zustand bilden, aus dem ma- Apbildung 2.1: Feynman-Diagramm
kroskopische Eigenschaften des Supraleiters des Streuprozesses der beiden Elektro-
resultieren. nen eines Cooper-Paares.

Die Energie der Phononen ist {iber die Debye-Frequenz gegeben, die im Vergleich
zur Fermi-Energie typischerweise mehrere Groflenordnungen kleiner ist. Deshalb
bilden sich die Cooper-Paare nur in der Ndhe der Fermi-Energie, wie in Abbildung
2.2 dargestellt ist.

Der Hamiltonian des BCS-Modells ist

Hycg = Z €kcl];,ack,a -9 Z C;,Tcik,icfk’,ick’,’r (2.1)
k,o kK’

mit den Einteilchenenergien

h2k?
€ =

5, CF- (2.2)

Der zweite Term beschreibt dabei die Elektron-Phonon-Wechselwirkung mit der
Kopplungsstéirke g = % Damit es sich um eine attraktive Wechselwirkung handelt,
muss g positiv sein. Die Energien ¢, werden um e verschoben, da sich die Cooper-
Paare in der Ndhe der Fermi-Energie befinden. In diesem Bereich ist ), nahezu linear
von k abhéngig. Wie zuvor begriindet, dient die Debye-Frequenz wp, als Cutoff, d.h.

es wird nur iiber die k summiert, fiir die |e,| < hwp gilt.



Abbildung 2.2: Darstellung des Streuprozesses im k-Raum. Die gestrichelte Linie
ist die Fermioberfliche und die beiden anderen Kreise begrenzen die Kugelschale,
in der sich Cooper-Paare bilden kénnen. Die Dicke der Kugelschale entspricht der
Energie der Phononen, ergibt sich also aus der Debye-Frequenz wp,.

Die im Folgenden untersuchte Grofe ist der BCS-Ordnungsparameter
A = gz<cfk/7lck/ﬁ> . (23)
k/

Dieser beschreibt die Energieliicke der Dispersionsrelation bzw. die Bindungsenergie
pro Elektron eines Cooper-Paars. Das heifit, dass die Energie 2A vonnéten ist, um
ein Cooper-Paar aufzutrennen.

Zur Berechnung der Dynamik des Ordnungsparameters A wird das BCS-Modell
mithilfe der Mean-Field-Néherung auf ein klassisches nichtlineares System zuriick-
gefithrt. Dazu werden zunéchst sogenannte Anderson-Pseudospin-Operatoren |18]
eingefiihrt, die sich gemaf

; :
CrpChp T C g Cog,| — 1

op = > (2.4a)

o = Cch,Tciki (2.4Db)

0’; == C_k7ick7T (24C)
(1)

aus den Auf- und Absteigern ¢; , zusammensetzen und alle Eigenschaften des
Spin-1/2 erfillen. Damit wird der Hamiltonian (2.1) zu

Hpos = » 260f—gL, L mit L= o (2.5)
k k



2 BCS-Modell

und der Ordnungsparameter zu
Alt) = A, (t) —iA, (1) = g (o3 (1) (2.6)
k/

Da die Pseudospins der Spinalgebra gehorchen, kénnen sie wie physikalische Spins
behandelt werden, um ihre Dynamik zu berechnen und aus dieser die Dynamik des
Ordnungsparameters A(t) zu bestimmen. Auf den Hamiltonian wird nun die Mean-
Field-Ndherung angewendet, indem das von jedem Pseudospin gesehene effektive
Feld durch den jeweiligen Erwartungswert

by(t) = (=24,(t), —24,(t),2e,) " (2.7)
ersetzt wird. Damit wird der Hamiltonian zu

Hpeg = Z byoy, - (2.8)
k

Die daraus resultierenden Bewegungsgleichungen
oy, = i[Hpcs, 0] = by, X 0y (2.9)

sind linear in . Deshalb kann einfach der Erwartungswert (o (¢)) der Bewegungs-
gleichungen genommen werden. Durch die Ersetzung

83,(t) = 2(o (1)) (2.10)
ergeben sich die klassischen Bewegungsgleichungen

Sk — bk: X Sk mlt bk: — (7ng7igJy728k)T und J — Zsk/ . (211)
k!

Da die komplexe Phase des Ordnungsparameters A(t) eine Erhaltungsgrofie des
Systems ist [19], kann A reell gewihlt werden, d.h. A, = 0. Dann gilt

RS 352“) =I5 ). (2.12)
=

k:/

Da aus A, = 0 direkt J, = 0 folgt, vereinfachen sich die klassischen Bewegungsglei-
chungen zu

§¢ = —2eysY (2.13a)
§) = 2e,s7 + gJ, 8% (2.13b)
§; = —gJ,sy . (2.13¢)



Um diese numerisch zu 16sen, werden noch Anfangsbedingungen benétigt. Fiir den
Grundzustand des BCS-Modells gilt

1 g A

T _ _
<Ck,TCk:,T> 9 Ea <C—k:,¢ck,T> = TEk

(2.14)

mit der Quasiteilchenenergie E; = /&% + |A,|%. Fiir die Anderson-Pseudospins

entspricht dies den Gleichgewichtsbedingungen

A

= Fk’ S"‘Z = 0’ 3’; = —— (215)

i
Sk

die als Anfangsbedingungen verwendet werden.



3 Quench

Zunachst wurde das Modell anhand eines Quenchs getestet, da es zu diesem bereits
analytische Losungen gibt [15] 19, 20]. Ein Quench ist eine plétzliche Anderung
eines Parameters des betrachteten Systems. Dazu wird das System zunéchst im
Gleichgewicht initialisiert und zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird ein Parameter instantan
gedandert.

3.1 Theorie

Bei einem Quench im BCS-System wird die Kopplungsstérke g, zu einer anderen
Kopplungsstiarke g¢; gedndert. Daraus folgt wegen Gleichung (2.12) direkt eine
Anderung des Ordnungsparameters A, im Gleichgewicht zu einem A;.

Es wurde von Barankov und Levitov [19] gezeigt, dass es drei verschiedene Regimes
fiir eine solche Dynamik gibt. Im Bereich

Ap < exp (—%) A, (3.1)

oszilliert A(t) ungeddmpft zwischen zwei Werten A, und A_. Im Gegensatz dazu
wird A(t) bei einem Quench im Bereich

Ag > exp (g) A, (3.2)

ohne Oszillationen direkt auf 0 abgedampft. Zwischen diesen beiden kritischen
Punkten wird A(t) geddmpft, oszilliert dabei aber um einen asymptotischen Wert
A

oo ”

Diese Dynamik kann [15] 20] zufolge durch den Zusammenhang

A(}f)ngo_'_(72r>3/2Af1[l (4) cos (2A.t+ %) (3.3)

Ap 2A t

beschrieben werden. Dabei kann A aus der Gleichung

\J A2 — A2 N (Ai) B (1_ Aoo) arccos (AA—‘T’) 0 (3.4

N A, A Az
arccos( A ) f 1- =3
1

bestimmt werden. Im Folgenden wird die Dynamik fiir mehrere Werte numerisch
berechnet und jeweils mit (3.3) verglichen.



3.2 Ergebnisse

3.2 Ergebnisse

Zur numerischen Berechnung wird ein Runge-Kutta-Algorithmus 4. Ordnung mit ei-
ner adaptiven Schrittweite (mittels Dormand-Prince-Methode) aus der C++-Bibliothek
boost verwendet. Fiir die adaptive Schrittweite wurden die Fehlergrenzen

1010
= 10°

€absolut —

€relativ

vorgegeben. Dabei wurden N = 105 Pseudospins mit dquidistanten Energien ¢, bis
zu einem Cutoff von |g;| < e, = 50 meV verwendet.

Der Ordnungsparameter im ersten Gleichgewichtszustand wurde als A, = 1meV
festgelegt.

1,00 +

numerische Berechnung
Theorie

0,95 -

‘L' K u.‘vn'a Werw L MW Wosw Tt whow fw wh o Sw e P e T T Pw e Smecwn P et =T St
i ol Gl T Ak TR T A B sy ey A R L TR AT A K A A TKS

0,75 -

0, 70 T T T T T T
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14

t / ns

Abbildung 3.1: Die Dynamik des Ordnungsparameters A(t) nach einem Quench
von A; = 1meV zu A; = 0,9meV.



3 Quench

Zum Vergleich werden mehrere verschiedene Werte fiir A; getestet. Zunéichst wird
ein kleiner Quench auf Ay = 0,9 meV betrachtet. In Abbildung3.1|sind zusétzlich zur
numerisch berechneten Dynamik und der Theoriekurve noch die aus berechnete
Asymptote A und die Einhiillenden 1/ Vt dargestellt. Weiterhin wurde ein
groferer Quench mit A; = 0,5meV betrachtet und in Abbildung dargestellt. Bei
diesen beiden Parametern zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung mit der geméf8
Gleichung erwarteten Dynamik.

1,01

numerische Berechnung
Theorie

0,9 A

0,45

] ’%/\ﬂl\lﬁ/\l‘\ﬂlhﬂﬂﬁlﬂﬁﬁﬂﬁﬁ
oo TV VYUV VYV VUV VY

>
g
= 0,43 . . . :
4

0, 50 0,52 0,54 0,56 0,58 0, 60

W W W W AW W A WA WA W W W W W W W AW (W W W W wr
1 \Z‘U\"J\IVVVV\IV\I\!\ivvvvvvvuwvuu

0,02 0,04 006 008 0,10 0,12 014
t / ns

Abbildung 3.2: Die Dynamik des Ordnungsparameters A(t) nach einem Quench
von A; = 1meV zu A; = 0,5meV.

Bei dem in Abbildung dargestellten Quench auf A; = 0,3meV zeigt sich je-
doch eine bedeutende Abweichung von (3.3). Obwohl es sich noch immer um eine
geddmpfte Oszillation um A__ handelt, stimmen sowohl die Dampfung als auch
die Phase der Oszillation nicht mehr mit der Erwartung iiberein. Dies ldsst sich
vermutlich darauf zuriickfiihren, dass dieser Wert fiir A; dem Ubergang bei

Af:exp(g>4;;u021Ai



3.2 Ergebnisse

in das iiberddmpfte Regime naher kommt. Dies diirfte insbesondere erkléren, weshalb
die Dadmpfung stéirker als erwartet ist.

1,01

numerische Berechnung
Theorie

0,81

LR SN/A /A NN/ANS/ANS/A /A /AN
0,61 ZA\VAVERVI\VEVEVAV/

>
O
= 0,14 . . . .
4 0,50 0,52 0,54 0,56 0,58 0,60
0,4 1
|
0,27 /\ f \__ O\ O\ N A A A S AN
/ \’/ N N N N7 N7 N7 7 7 S
0, 0 T T T T T T T
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14

t/ ns

Abbildung 3.3: Die Dynamik des Ordnungsparameters A(t) nach einem Quench
von A; = 1meV zu A; = 0,3meV.



4 Pulse

Nun wird die Dynamik des BCS-Systems unter dem Einfluss periodischer optischer
Pulse betrachtet. Dazu wird zunéchst erldutert, welchen Einfluss die Pulse auf die
Differentialgleichungen haben. Mithilfe der modifizierten Differentialgleichungen wird
daraufhin die Dynamik des Ordnungsparameters fiir verschiedene Pulsparameter
berechnet und zuletzt die Konfiguration des Pseudospins analysiert.

4.1 Peierls-Substitution

Zur Berechnung der Kopplung des optischen Pulses an das System wird die Peierls-
Substitution [22/-25] verwendet. Bei einem tight binding-Modell

N N
i, i=1
wirkt sich ein externes elektromagnetisches Feld

10A(r,1)

B(r,t) = —Vo(r,t) - - == (4.2)

auf die Hipfmatrix ¢,; aus. Dies kann durch die Substitution

. R.
ie [
tij — ti; exp (_hc /R A(r,t) dr) (4.3)

berticksichtigt werden. Die Integration lauft dabei iiber die Gittervektoren R;;; und
es wird die Eichung ¢(r,t) = 0 verwendet.

Der Betrag des Vektorpotentials einer sinusférmigen Anregung mit Frequenz v und
Amplitude E entspricht

At) = cf cos(7t) . (4.4)

Wird dies nun in die Peierls-Phase eingesetzt und diese iiber die Oszillationen
gemittelt, ldsst sich zeigen [24], dass sich die Substitution zu

- (4.5)

E,

mit der nullten Besselfunktion J; und der Gitterkonstante a ergibt.

10



4.2 Ergebnisse

Wird dies auf das BCS-Modell iibertragen, hat dies zur Folge, dass wahrend des
Pulses die Substitution

E,
€ — €1do (;) (4.6)

vorgenommen wird.

Da in dieser Arbeit keine konkreten elektromagnetischen Felder betrachtet werden,
wird die Annahme getroffen, dass das Argument der Besselfunktion .J;, klein ist, also
E, /v < 1, sodass J, nur wenig von 1 abweicht. Bei periodischen Pulsen der Dauer
Tps in Abstdnden von At zueinander ergibt sich der in Abbildung |4.1| dargestellte
zeitliche Verlauf der einzelnen ¢,,.

Ek =+

€ - Jo

t
tPuls T

Abbildung 4.1: Zeitliche Abhéngigkeit der ¢, durch die Peierls-Substitution.

4.2 Ergebnisse

Wie bei den zuvor behandelten Quenches wurde zur numerischen Berechnung ein
Runge-Kutta-Algorithmus 4. Ordnung mit einer adaptiven Schrittweite verwendet.
Auch die Fehlergrenzen fiir die adaptive Schrittweite wurden mit

€absolut — 1010
106

Erelativ. —

beibehalten. Genauso wurde der Cutoft ¢, = 50meV beibehalten. Der Anfangszu-
stand der Pseudospins wurde mit A, = 1meV initialisiert. Als Linge der Pulse
wurde tp = 1 ps und als Periodendauer 7}, = 100 ps gewahlt.

rep

Um nicht iiber die unstetigen Stufen der Pulse hinweg zu integrieren und unvorher-
sehbare numerische Effekte zu erhalten, wird jeweils stiickweise iiber die konstanten
Bereiche integriert.

11



4 Pulse

4.2.1 Lineare Diskretisierung

Zunéchst wurden die Differentialgleichungen analog zu den Quenches mit N = 10°
aquidistanten Energien ¢, gelost. In Abbildung ist die Dynamik des Ordnungspa-
rameters A dargestellt. Zuséatzlich ist in orange der Pulsfaktor analog zu Abbildung
dargestellt.

Es fallt auf, dass der Ordnungsparameter bei jedem Puls einen deutlichen Peak
hat. AuBerdem wird der Ordnungsparameter iiber viele Pulse hinweg zunehmend
kleiner.

SNNY

1,04
1,02 H
1,00

T

0,98 1

A / meV

0,96 1

0,94 1

0,92 1

0,90 1

T T T T T 1

0 1 2 3 4 ) 6
t / ns

Abbildung 4.2: Dynamik des Ordnungsparameters bei periodischen Pulsen mit
Jy = 0,99 in Abstdnden von 100 ps.
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4.2 Ergebnisse

1,05 1
>
g
1,00 AAVAVA\
- |
0,95 : : : : :
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
1,00 !
>
()
50,95 -
~
4
0,90 -
5,90 5,92 5,94 5,96 5,98 6,00

t / ns

Abbildung 4.3: Details der Dynamik des Ordnungsparameters bei periodischen
Pulsen mit J, = 0,99. In der oberen Abbildung ist die Dynamik wéhrend der ersten
Pulsperiode dargestellt, wihrend im unteren Plot die 59. Periode zu sehen ist.

In Abbildung ist die Dynamik wiahrend der ersten Periode und wéhrend einer
deutlich spéteren Periode dargestellt. Zu Beginn dhnelt die Dynamik wahrend einer
Periode der Dynamik nach einem Quench. Ebenso wie bei einem Quench oszilliert
A um einen Grenzwert und wird dabei geddmpft. Nach einigen Perioden zeigt
sich keine eindeutige Ddmpfung mehr und auch die Oszillation ist deutlich weniger
gleichméfig.

13



4 Pulse

1,5 —— Jo=0,90
— Jy=0,95
— Jy=0,99

wwy--————_——_——————

0,5 1

A/ meV

0,0

—0,5 1

0,0 0,5 1,0 1.5 2.0 2.5
t / ns

Abbildung 4.4: Dynamik des Ordnungsparameters iiber 24 Pulsperioden mit
unterschiedlichen Pulstiefen J;,.

Bei dem in Abbildung dargestellten Vergleich verschiedener Pulstiefen J, féllt
auf, dass die Dynamik bei tieferen Pulsen schon nach wenigen Perioden unzuver-
lassig wird. Einerseits zeigt sich keinerlei Periodizitdt mehr, andererseits wird der
Ordnungsparameter stellenweise negativ. Dieses Verhalten ist vermutlich ein nu-
merisches Problem und steht im Konflikt mit der physikalischen Definition des
Ordnungsparameters, da dieser eine Energieliicke beschreibt. Ein Problem kénnte
die Diskretisierung der Energien ¢, darstellen, da die Langzeitdynamik nicht korrekt
abgebildet wird.

14



4.2 Ergebnisse

1504 — Jy=0,90
— Jy=0,95
1,25 — Jy=0,99
1,00 |
=
0,75 -
e
~
< 0,50
0,25
0,00 -
—0,25 -
0 1 2 3 4 5 6

t / ns

Abbildung 4.5: Dynamik des Ordnungsparameters iiber fiinf Pulsperioden im
Abstand von 1ns mit unterschiedlichen Pulstiefen J;,.

In Abbildung werden erneut verschiedene Pulstiefen J; miteinander verglichen.
Hierbei wurde die Periodendauer auf T}, = 1ns erhoht. Die Dauer tp,, betréigt
weiterhin 1ps. Auch hier féllt auf, dass die Dynamik bei J;, = 0,90 bereits ab der
dritten Pulsperiode instabil und bei der vierten Periode sogar negativ wird. Bei J, =
0,95 fallen dagegen auf dem betrachteten Zeitintervall noch keine Unregelméfigkeiten
auf.

Beim Vergleich von Abbildung 4.4 mit Abbildung 4.5|liegt die Vermutung nahe, dass
der Zeitpunkt, ab dem die Ergebnisse unzuverléssig werden, bei gleichbleibender
Pulstiefe J, iiber die Anzahl der Pulse und nicht iiber die Zeitdauer ¢ gegeben ist.

15



4 Pulse

4.2.2 Logarithmische Diskretisierung

Da die Dynamik fiir lange Zeiten abhéngig von kleinen Frequenzen bzw. Energien
ist, wird nun eine logarithmische Diskretisierung gemé8 [26] verwendet, um stabilere
Ergebnisse zu erhalten.

Dazu wird zunachst ein Gitter

. N, —i
E =\ <W> , i€{0,..,N,} (4.7)
Ntr

mit der maximalen Energie ¢, definiert. Zwischen den Gitterpunkten &; liegen NV,
Intervalle, deren Breite aufgrund des Parameters A < 1 zu kleinen Energien hin
exponentiell abnimmt. Wird A = 1 gewéhlt, folgt wieder die lineare Diskretisierung.

Fiir eine allgemeine Spektraldichte w(z) miissen die Energien e, zwischen zwei
Gitterpunkten iiber w(z) gemittelt werden. Damit ergeben sich die diskretisierten

Energien
g; :/ - mw(x)dx// - w(z)der, ie€{l,....N,}. (4.8)

Weiterhin benétigt werden die Gewichtungsfaktoren
€1
W, = / w(z)dx (4.9)
&

der jeweiligen Intervalle, die sicherstellen, dass die einzelnen Summanden in Summen
iiber alle Spins entsprechend der Intervallbreite beriicksichtigt werden.

Dadurch miissen alle Summen iiber k& angepasst werden, sodass

Ty = st (4.10)

k./

zZu
Ty =) W,st (4.11)

wird und g = % durch Versetzt wird. Damit verdndern sich die Bewegungsgleichun-
gen (2.13) zu

§¢ = —2eys} (4.12a)
§Y = 2,57 + Vi, 5% (4.12D)
§2 = —VJ s, (4.12¢)
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4.2 Ergebnisse

Bei dem BCS-Modell kann die Spektraldichte als konstant in dem zu betrachtenden
Energiebereich angenommen werden, also

w(z) = {W7 ol < e : (4.13)

0, sonst

Damit lassen sich die diskretisierten Energien zu
L. ~ .
€ = 5(51'71 + 51’)7 v E {17 7Ntr} (414)

vereinfachen. Die dazugehorigen Gewichtungsfaktoren vereinfachen sich zu

W= Siml T

(2

4.15
> (4.15)

Dabei ist zu beachten, dass die Energien ¢; zusétzlich gespiegelt werden, um eine
um 0 symmetrische Verteilung von 2N, Energien zu erreichen. Dies wird bei den
Gewichtungsfaktoren durch den zusétzlichen Faktor 1/2 berticksichtigt.

In Abbildung 4.6 sind die Gitterpunkte £; dargestellt und dazu exemplarisch £; und
das zugehorige Gewicht W, eingezeichnet.

€anN,, = ~¢&c €aN,,—1€2N,,—2 " |""E3 €2

i € {Ny,...,2N,} i€{0,...,Ny,}
Abbildung 4.6: Visualisierung der logarithmischen Diskretisierung.

Diese Diskretisierung wird nun nicht nur durch die Anzahl N,, der Pseudospins
charakterisiert, sondern auch durch den Parameter A. Um einen der beiden frei
wéahlbaren Parameter eliminieren zu konnen, wird A so bestimmt, dass das kleinste
Intervall eine Breite von 2e./107 hat. Dies entspricht den Intervallen zwischen
N = 107 gleichverteilten Energien ¢,. Da 5Ntr = 0 ist, entspricht die kleinste
Intervallbreite direkt

Ea =A% (52 ) (4.16)
tr
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4 Pulse

Daraus folgt direkt der Zusammenhang
A= (2N, - 10"7) ¥t . (4.17)

Damit muss nun wie bei der linearen Diskretisierung nur die Anzahl N = 2N, der
Pseudospins festgelegt werden.

— N=10®> — N=10* — N=10° N =10°

i ['|IWIWTV”W'TW”WWH”TN““WMH’HN

M‘“Lll.

0,95 + . :
0,0 0,5 1,0

0 1 2 3 4 ) 6
t / ns

o
0}
e}

Abbildung 4.7: Vergleich verschiedener NN bei logarithmischer Diskretisierung
und Pulsen der Tiefe J, = 0,99.

Zunachst wird diese Diskretisierung erneut anhand von Pulsen mit J, getestet und
dabei fiir verschiedene Werte von N verglichen. Dieser Vergleich ist in Abbildung
fiir den gesamten betrachteten Zeitraum dargestellt und in der eingebetteten
Abbildung wird der Anfangsbereich von 0 ns bis 1 ns genauer dargestellt. Fiir N = 10°
wurde die Dynamik aufgrund der deutlich ldngeren Laufzeit nur fiir ein Zehntel
der Pulsperioden getestet. Wie in der eingebetteten Abbildung zu sehen ist, weicht
die mit N = 10° berechnete Dynamik allerdings nur geringfiigig von der aus 10°
Pseudospins resultierenden Dynamik ab. Niedrigere N liefern allerdings deutlich
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4.2 Ergebnisse

abweichende Ergebnisse. Deshalb wird im Folgenden ebenso wie bei der linearen
Diskretisierung mit 10° Pseudospins gerechnet.

1,050
— lineare Diskretisierung
1,025 1 | | | | """" logarithmische Diskretisierung
| | | | i L
1,000
LT

0,975 - |
>
Q
50,950
~
<

0,925 1

1,00
0,900 1
0,95
0,875-0’90_MHW“H J : 4
5,90 5,92 5,94 5,96 5,98 6,00
0,850 . . . . .
0 1 2 3 4 5 6

t / ns

Abbildung 4.8: Vergleich von linearer und logarithmischer Diskretisierung mit
jeweils 105 Pseudospins und J, = 0,99.

Bei dem in Abbildung gezeigten Vergleich zwischen den Ergebnissen der linearen
und der logarithmischen Diskretisierung fallt auf, dass die Dynamik nahezu iiberein-
stimmt. Bei grofleren Zeiten weicht die logarithmische Diskretisierung insofern von
der linearen Diskretisierung ab, dass die Oszillationen innerhalb einer Pulsperiode
gleichméfliger sind und insbesondere die Amplitude nicht mehr schwankt. Diese
Abweichungen lassen sich damit erkldren, dass die logarithmische Diskretisierung
vor allem die Langzeitdynamik besser abbildet. Die logarithmische Diskretisierung
verbessert also die Ergebnisse bei gleicher Zahl an Pseudospins, verringert aller-
dings nicht die Laufzeit, da eine Reduktion der Pseudospins die Ergebnisse deutlich
verschlechtern wiirde, wie in Abbildung zu sehen ist.
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4 Pulse

— lineare Diskretisierung

----- logarithmische Diskretisierung

0,0 02 04 06 08 10 1,2 14 16
t / ns

Abbildung 4.9: Vergleich der beiden Diskretisierungen bei J, = 0,90 (oben) und
Jy = 0,95 (unten).

In Abbildung werden erneut die beiden Diskretisierungen miteinander verglichen,
diesmal jedoch fiir die beiden anderen betrachteten Pulstiefen J, = 0,95 und
Jy = 0,90. Bei diesen zeigt sich jedoch im Gegensatz zum vorherigen Vergleich
keine Verbesserung. Bei J;, = 0,90 wird der Ordnungsparameter auch bei der
logarithmischen Diskretisierung schon in der dritten Pulsperiode negativ und somit
unphysikalisch. Bei J; = 0,95 erscheint die Dynamik ab ca. 12-14 Pulsen instabil,
wobei dies bei der logarithmischen Diskretisierung ca. 1-2 Pulse spéter passiert, als
bei der linearen Diskretisierung.

Insgesamt lasst sich also sagen, dass die logarithmische Diskretisierung nur eine
geringe Verbesserung gegeniiber der linearen Diskretisierung bietet. Dies ist verwun-
derlich, da die logarithmische Diskretisierung in eine sehr deutliche Reduktion
der Anzahl der Spins bei gleichbleibender Genauigkeit ermoglicht hat. Aufgrund
dieses Verhaltens werden im Folgenden hauptsachlich die Ergebnisse der linearen
Diskretisierung betrachtet.
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4.2 Ergebnisse

4.2.3 Endkonfiguration

Abgesehen von der Dynamik des Ordnungsparameters wird die Konfiguration der
Pseudospins zu verschiedenen Zeiten untersucht. Da die Ergebnisse nur bei einigen
Parameterkombinationen zuverlassig sind, kann hier keine ausfiihrliche Analyse
vorgenommen werden. FEs werden allerdings ein paar Ergebnisse diskutiert, bei denen
sich die Dynamik in den betrachteten Zeitintervallen numerisch stabil verhélt.

1,00

0,751

0,50 -

0,25 1

0,00 1

—0,251

—0,50 -

—0,75 1

—1,00 -

—0,04 —0,02 0,00 0,02 0,04
e/ eV

Abbildung 4.10: Vergleich der Anfangskonfiguration (schwarz) der Pseudospins
mit der Konfiguration nach 7 = 107% / eV mit Pulsen im Abstand von Tiep = 100 ps.
Die Pulstiefe betrégt J, = 0,99. Berechnung mithilfe linearer Diskretisierung.

In Abbildung werden zunéchst die Ergebnisse der linearen Diskretisierung
mit N = 10° Pseudospins betrachtet. Dabei werden die Konfigurationen zu den
Zeitpunkten t = 0 und t = 107% / eV =~ 6,58 ns miteinander verglichen. Es zeigt sich,
dass bestimmte Energien bzw. Frequenzen gegeniiber anderen verstirkt werden.
Die Verstdarkung erscheint in regelméfliigen Abstédnden, sodass sich eine kammartige
Struktur bildet. Die Abweichungen von der Anfangskonfiguration sind bei kleinen
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4 Pulse

le,| hoch und werden zu grofleren Werten von || zunehmend kleiner. Auerdem
fallt auf, dass die Knotenpunkte aller drei Spinkomponenten bei den gleichen ¢,
liegen.

1,0' A TN

0,51

0,0 : :
-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 05 1,0 1,5 20

1,0
0,5
0,0

—0,51

~1,0 : :
-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 05 1,0 1,5 20

1,0
0,5
0,0 -

—0,51

_1,0 T T T T T T T
-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 05 1,0 1,5 20

e / meV

Abbildung 4.11: Detailansicht des Vergleichs der Anfangskonfiguration (schwarz)
der Pseudospins mit der Konfiguration nach 7' = 10"% /eV. Von oben nach unten
z-, y- und z-Komponente.
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4.2 Ergebnisse

In Abbildung wird der mittlere Peak aus Abbildung vergroflert dargestellt.
Es féllt auf, dass die z-Komponente symmetrisch um den Ursprung ist, wahrend die
anderen beiden Komponenten antisymmetrisch um den Ursprung zu sein scheinen.

0,8 -
—— 65 Pulse
0,6 - —— 45 Pulse
—— 25 Pulse
0,4 —— 5 Pulse
0,2 -
0,0 A
—0,2 -
—0,4 -
—0,6 1
_07 8 B T T T T T
—0,04 —0,02 0,00 0,02 0,04
e/ eV

Abbildung 4.12: Vergleich der y-Komponente fiir verschieden lange Pulsfolgen.

In Abbildung ist exemplarisch die zeitliche Verdnderung der y-Komponente
der Pseudospins dargestellt. Fiir die anderen beiden Komponenten sind die ent-
sprechenden Abbildungen in Anhang [A| dargestellt. Aufgrund der jeweiligen An-
fangskonfiguration zeigen sich dort jedoch die Verdnderungen der Struktur weniger
gut.

Es zeigt sich, dass sich im zeitlichen Verlauf lediglich die Hohe der Kdmme veréndert,
aber die Abstédnde konstant bleiben. Auflerdem ist die grundlegende Struktur bereits
nach wenigen Pulsen erkennbar. Weitere Pulse verstiarken diese Struktur nur noch,
indem die Kdmme hoher werden. Nach 25 Pulsen sind die meisten Anderungen
jedoch nur noch bei den mittleren drei Peaks deutlich sichtbar, bei den anderen
Peaks sind die Anderungen durch weitere Pulse nur noch gering. Es fillt zudem auf,
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4 Pulse

dass die Anderung von 5 Pulsen zu 25 Pulsen deutlich groBer ist, als die folgenden
Verdinderungen. Die Verdnderung der Konfiguration scheint also nicht linear zu sein,
sondern mit der Zeit abzuflachen.

0,2

0,0 1

—2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 05 1,0 1,5 20

0,01 i ”" A

—0,21

2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 05 1,0 1,5 20

0,2 -

0,0 - —
J

—0,2 1

20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20
e / meV

Abbildung 4.13: Detailansicht des Vergleichs der y-Komponente fiir ein bis drei
Pulse (von oben nach unten).

In Abbildung wird die zeitliche Verédnderung der y-Komponente des mittleren
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4.2 Ergebnisse

Peaks vergrofiert dargestellt. Analoge Abbildungen fiir die anderen beiden Kompo-
nenten sind ebenfalls in Anhang |A| dargestellt. Hier werden die bei Abbildung |4.11
bereits beobachteten Symmetrien noch deutlicher. Auflerdem werden die Strukturen
innerhalb des Peaks deutlicher. Bei genauerer Betrachtung féllt auf, dass jeder der
Peaks, die sich beim ersten Puls gebilden haben, bei jedem weiteren Puls einen
kleineren Nebenpeak dazubekommt. Dabei vergrofiert sich auch bei jedem Puls
die Hohe der Hauptmaxima bzw. -minima, was mit den in Abbildung 4.12 bereits
beobachteten zeitlichen Anderungen iibereinstimmt.

1,00 -
Endkonfiguration

0,75 T obere Einhillende

—— untere Einhillende

0,50 -

0,25

0,00 -

—0,25 1

—0,50 -

—0,75 1

—1,00_ T T

0,04 0,02 0,00 0,02 0,04
e/ eV

Abbildung 4.14: Bestimmung lokaler Minima und Maxima (blau und rot) und
daraus Ermittelung der Knotenpunkte der y~-Komponente.

Um die Absténde der Knotenpunkte zu untersuchen, werden zunéchst (numerisch)
lokale Minima und Maxima bestimmt, um die Einhiillenden zu erhalten. Dann
kénnen innerhalb der oberen Einhiillenden die lokalen Minima bestimmt werden
und innerhalb der unteren Einhiillenden die lokalen Maxima. Dieses Vorgehen ist in
Abbildung 4.14| fiir die y-Komponente der Pseudospins dargestellt.
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4 Pulse

Diese Knotenpunkte kénnen nun von links nach rechts durchnummeriert werden,
sodass mit einer linearen Regression

y=azx+b (4.18)

der Abstand zwischen den jeweiligen Punkten ermittelt werden kann. Da immer
zwei Punkte einen Knotenpunkt bilden, wird jeweils der Mittelwert genommen und
auf diese Mittelwerte die lineare Regression angewendet. Aufgrund des gréfleren
Abstands um ¢ = 0 wird die Regression fiir die negativen und die positiven € separat
berechnet. Bei den negativen ¢ ergibt die Regression die Parameter

a = (0,002 088 + 0,000 002) eV = (2,088 4 0,002) meV
b = (—0,050129 + 0,000 029) eV = (—50,129 + 0,029) meV ,
bei den positiven ¢ die Parameter

a = (0,002088 + 0,000002) eV = (2,088 + 0,002) meV
b= (—0,048 026 + 0,000 079) eV = (—48,026 + 0,079) meV .

Der Abstand zwischen den einzelnen Knotenpunkten betrégt also auf beiden Seiten
2,088 meV. Der Parameter b entsteht durch die Nummerierung der Knotenpunk-
te und hat keine physikalische Bedeutung. Die Regression ist in Abbildung |4.15
dargestellt.

&
X
0,04 1 e
NI\
\/'\</\
NN\
\ X
NN
0,02 1 ¢
X
W<
% o
~ O, 00 1 V)(’\
W /\/\(,\
¥ ol
X
—0,02 1 .
/\/)\'\
ol
ot X Mittelwerte der Knotenpunkte
—0,04 ~ & . .
S Lineare Regression

X/\

1 1 1 1 1

0 10 20 30 40

Abbildung 4.15: Lineare Regression zur Bestimmung des Abstands zwischen den
Knotenpunkten.
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1,00
s"(e)
0,75 - sY(e)
s*(e
0,50
0,25 1
0,00 1
0,25
0,501
0,751 L
—1, 00 - T T T T T
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Abbildung 4.16: Vergleich der Anfangskonfiguration (schwarz) der Pseudospins
mit der Konfiguration nach T = 107% /eV mit Pulsen im Abstand von Tep =
1ns. Die Pulstiefe betriagt weiterhin J, = 0,99. Berechnung mithilfe linearer

Diskretisierung.

In Abbildung 4.16| wird nun die finale Konfiguration nach einer Simulation mit
einem Pulsabstand von T, = 1ns dargestellt. Alle weiteren Parameter bleiben
unverdndert. Es zeigt sich, dass sich erneut eine Kammstruktur bildet. Die Abstidnde
zwischen den Knotenpunkten sind unverdndert, aber die Peaks sind deutlich kleiner
als bei der vorherigen Simulation mit 7,,, = 100 ps. Dies kénnte daran liegen, dass
in dem betrachteten Zeitintervall aufgrund der hoheren Periodendauer nur sechs
Pulse liegen und zuvor die Konfiguration nach 65 Pulsen betrachtet wurde. Dies
zeigt sich auch dadurch, dass die Konfiguration in Abbildung |4.16| nur geringfiigig

von der Konfiguration nach sechs Pulsen im Abstand von T, = 100 ps abweicht.
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Abbildung 4.17: Vergleich der Anfangskonfiguration (schwarz) der Pseudospins
mit der Konfiguration nach T = 107 / eV mit Pulsen im Abstand von T, = 1ns.

rep

Die Pulstiefe betrégt J, = 0,95. Berechnung mithilfe linearer Diskretisierung.

Aufgrund der in den vorherigen Unterkapiteln beschriebenen Schwierigkeiten kann
der Einfluss der Pulstiefe J; nicht ausfiihrlich untersucht werden. Lediglich bei
der Periodenlange T}, = 1ns ist die Dynamik bis zur betrachteten Zeit von T' =
107 i / eV stabil, wie in Abbildung zu sehen ist. Die Endkonfiguration fiir diesen
Fall ist in Abbildung dargestellt. Auch durch die Anderung der Pulstiefe
veréndern sich die Knotenpunkte nicht. Allerdings ist die kammartige Struktur
deutlich stérker ausgeprégt als bei J, = 0,99.
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Abbildung 4.18: Berechnung der Konfiguration nach T = 107% / eV mithilfe
logarithmischer Diskretisierung. Die Pulstiefe betriagt J, = 0,99 und der Abstand
zwischen den Pulsen 7., = 100 ps.

rep

In Abbildung ist nun einmal die Endkonfiguration aus der Berechnung mithilfe
der logarithmischen Diskretisierung dargestellt. Dabei féllt zunéchst kein Unter-
schied zur linearen Diskretisierung auf, aber bei der Vergréflerung des mittleren
Peaks in Abbildung ist ein deutlicher Unterschied zu der Konfiguration der
linearen Diskretisierung in Abbildung zu sehen. Bei der logarithmischen Dis-
kretisierung wird der Bereich niedriger ¢ deutlich genauer aufgelést, sodass die
Konfiguration deutlich gleichméBiger wirkt. Dafiir ist die Auflosung bei groBen ¢ bei
der logarithmischen Diskretisierung schlechter als bei der linearen Diskretisierung.
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Abbildung 4.19: Detailansicht des Vergleichs der Anfangskonfiguration (schwarz)
der Pseudospins mit der Konfiguration nach 7' = 107% /eV. Von oben nach unten
z-, y- und z-Komponente.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Insgesamt lasst sich sagen, dass die ersten Ergebnisse der periodischen Pulse vielver-
sprechend aussehen, aber die numerische Berechnung noch zu instabil ist, um die
Ergebnisse beziiglich aller Parameter analysieren zu kénnen.

Bisher kann festgestellt werden, dass eine Vergréflerung der Periodenlinge T,
von 100 ps auf 1000 ps keinen groflen Einfluss auf die Ergebnisse hat, sofern die
gleiche Anzahl an Pulsen betrachtet wird. Dies wird sowohl bei der Betrachtung der
instabilen Dynamik bei J, = 0,95 und J; = 0,90 als auch bei der Konfiguration der
Pseudospins deutlich. Dabei stellt sich die Frage, wie sehr die Periodenlidnge T,
reduziert werden kann, ohne einen Unterschied in den Ergebnissen zu sehen, bzw.

fur welche Werte von T, die Ergebnisse gleich sind.

Weiterhin sind die Knoten und Béuche der Konfiguration bei allen betrachteten
Parametern immer in den gleichen e-Abstinden zueinander. Hierzu kénnte noch
untersucht werden, welche Parameter dies beeinflussen. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde insbesondere die Lénge tp,; des Pulses nicht variiert. Auflerdem wurde der
Gleichgewichtsparameter A, nicht veréndert.

Ein weiterer Aspekt der Konfiguration der Pseudospins ist die zeitliche Verédnderung,
da die Hohe der Peaks nicht linear von der Anzahl der Pulse abhingig zu sein
scheint. Dies muss insbesondere fiir noch ldngere Zeiten ausfiihrlicher betrachtet
werden, denn es stellt sich die Frage, ob irgendwann ein quasistationdrer Zustand
erreicht wird.

Als Verbesserungsmoglichkeiten der Berechnung bietet sich zum einen eine andere
Darstellung der Pulse an. Eine stetige Funktion anstelle der Spriinge konnte numeri-
sche Fehler reduzieren. Zum anderen kénnten andere gdngige Methoden ausprobiert
werden, um Spin-Differentialgleichungen zu losen, wie beispielsweise die sogenannte
truncated Wigner approximation [27]. Bei dieser werden die Anfangsbedingungen der
Spins zufallig bestimmt, um die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Operatoren abzubilden. Fiir jede Anfangsbedingung werden dann die Bewegungs-
gleichungen gel6st und am Ende wird {iber die einzelnen Losungen gemittelt.
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A Zeitliche Veranderung der z- und
z-Komponente
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Abbildung A.1: Vergleich der z-Komponente fiir verschieden lange Pulsfolgen.
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Abbildung A.2: Vergleich der z-Komponente fiir verschieden lange Pulsfolgen.
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A Zeitliche Verdnderung der x- und z-Komponente
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Abbildung A.3: Detailansicht des Vergleichs der xz-Komponente fiir ein bis drei
Pulse (von oben nach unten).
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Abbildung A.4: Detailansicht des Vergleichs der z-Komponente fiir ein bis drei
Pulse (von oben nach unten).
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