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Kapitel 1

Einleitung

Die Dynamik eines Spins, der mit seiner Umgebung wechselwirkt, ist experimentell wie
theoretisch ein wichtiges Gebiet der Festkorperphysik. Seit iiber 20 Jahren wird an einer
theoretischen Beschreibung fiir solche Systeme gearbeitet. Dabei ist ein Ziel der For-
schung die gezielte Manipulation und Speicherung von Zusténden im System. Dies ist
die Grundlage fiir einen Quantencomputer, deren theoretische Grundlagen in Referenz
[1] dargestellt werden. Allerdings sind die Lebenszeiten von gespeicherten Zusténden
durch die Dekohérenz des Systems stark beschréankt. Als Dekohérenz kann der Zerfall
von Korrelationsfunktionen verstanden werden.

Die Dekohérenz ist eine Folge der Wechselwirkung zwischen dem betrachteten Spin
und seiner Umgebung. Daher besteht eine wesentliche Aufgabe der theoretischen Phy-
sik darin, die Auswirkungs der Dekohérenz mathematisch zu modellieren, um die realen
Systeme geeignet zu beschreiben. Durch ein tiefer gehendes Versténdnis der Dekohérenz
konnen Methoden gefunden werden, die Lebenszeit von einem Quantenbit zu erhthen,
zum Beispiel durch geeignete Pulssequenzen wie in den Referenzen [2] und [3].

In der Literatur ist das Spin-Boson-Modell lange diskutiert. Eine gundlegende Einfiithrung
in das Modell wird in Referenz [4] vorgestellt, in der geziegt wird, dass sich jedes verall-
gemeinerte Zweiniveausystem mit Modell beschreiben lidsst. Die Umgebung wird hier
durch bosonische Freiheitsgrade beschrieben, die an den Zentralspin gekoppelt sind.
Neben der Verwendung fiir Quantenpunkte wird dieses Modell fiir eine Vielzahl weite-
rer physikalischer Probleme genutzt. Als Beispiele werden in den Referenzen [4] und [5]
mehrere Anwendungen genannt wie zum Beispiel chemische Reaktionen in Festkoérpern.
FEin weiteres typisches Beispiel ist die Beschreibung der Dynamik von Kernspins mit
S = %, die durch gezielte Manipulation und Wechselwirkung mit der Umgebnung des
Atoms bestimmt wird. Referenz [6] gibt eine umfangreiche Einfithrung in dieses grund-
legende Gebiet der Festkorperphsik. Das Modell hat also definitv iiber die Implementie-
rung eines Quantencomputer beziehungsweise die Beschreibung von Dekohérenz hinaus
weitere wichtige Anwendungsmoglichkeiten.

Trotz der vielen Arbeiten ist das allgemeine Spin-Boson-Modell nicht analytisch geldst.
Tatséchlich basieren die Rechnungen auf numerischen Methoden wie zum Beispiel der
numerischen Renormierungsgruppe, die in Referenz [7] vorgestellt wird. Diese sind re-



lativ aufwéndig, so dass nach einer einfacheren Beschreibung gesucht werden soll. Die
wesentliche Erkenntnis aus den Rechnungen ist der Abfall der Kohérenz im gekoppelten
Zentralspinsystem. Ein alternatives Modell muss also den Zerfall der Spinkorrelationen
korrekt beschreiben.

An Stelle einer quantenmechanischen Modellierung der Umgebung soll eine klassische
Beschreibung verwendet werden, wodurch der numerische Aufwand stark gesenkt wird.
Fiir geeignete Bedingungen, also hohe Temperaturen im System oder eine Kopplung an
viele quantenmechanische Freiheitsgrade, kann von einer klassischen Stérung durch die
Umgebung ausgegangen werden. Statt also neben dem Spin das Bad quantenmecha-
nisch zu beschreiben, wird eine Modellierung durch eine skalare klassische Stérungen
vorgenommen. Auch unter der starken Vereinfachung einer klassischen fluktuierenden
Storung kann das System im allgemeinen nicht analytisch gelost werden. Der Rechen-
aufwand ist allerdings deutlich niedriger, da der betrachtete Hilbertraum des Zwei-
Niveau-Systems zweidimensional ist.

Motiviert wird diese Modellierung mit klassischen Fluktuationen durch die entsprechen-
de Néherung fiir ein System aus Spins wie in den Referenzen [8] und [9]. Hier wird die
Dynamik eines Zentralspins, der an Umgebungsspins koppelt, ebenfalls durch klassische
Fluktuationen beschrieben. Die dabei gestellten Bedinungen an die Fluktuationen und
das System werden auch als Grundlage fiir diese Arbeit genutzt. Im wesentlichen muss
hierbei der Einfluss des Zentralspins auf das Bad vernachléssigbar sein.

Durch eine geeignete Methode bei der Berechnung der Zeitenwicklungsoperatoren kann
der Aufwand sogar weiter reduziert werden. Die verwendete Magnus-Entwicklung wird
in Referenz [10] umfangreich présentiert. Mit ihr kénnen die auftretenden Differential-
gleichungen systematisch bis zu beliebigen Ordnungen im Kopplungsparameter zwi-
schen Spin und Umgebung berechnet werden. Dann sind die quantenmechanischen
Rechnungen, im Fall dieser Arbeit die Mittelung von Operatoren, analytisch durchfiihr-
bar. AusschlieBlich die Wirkung der fluktuierenden Storung muss numerisch behandelt
werden, dies beschrinkt sich aber auf simple Integration.

Ziel der Arbeit ist die Untersuchung eines durch klassische Fluktuationen gestorten
Zwei-Niveau-Systems. Dafiir werden Rechnungen gestiitzt durch die Magnus-Entwicklung
und rein numerische Verfahren genutzt. Dabei wird das qualitative Verhalten der unter-
suchten Grofien bei beiden Methoden betrachtet und verglichen, um die Giite der Ma-
gnusentwicklung als Approximation auf ihre fithrende Ordnung beruteilen zu kénnen.



Kapitel 2

Physikalische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die physikalischen Grundlagen der Arbeit vorgestellt.

Im ersten Abschnitt (2.1) wird das betrachtete Modell dargestellt. Die Bedeutung der
Systemparameter und der Zusammenhang mit realen physikalischen Experimenten wer-
den beschrieben.

Im folgenden Abschnitt (2.2) werden die untersuchten Grofien definiert und die benotig-
ten Methoden zur Berechnung erklért.

2.1 Modell

Die physikalische Situation ist ein Spin mit .S = % in einem externen Feld, der mit seiner
Umgebung wechselwirkt. Dies beschreibt zum Beispiel einen Elektronenspin in einem
Quantendot, der an die Phononen oder andere bosonische Freiheitgrade des umgeben-
den Festkorpers koppelt. Als weiteres Beispiel kann ein Kernspin betrachtet werden,
der mit umgebenden Spins und insbesondere durch die Hyperfeinwechselwirkung mit
deren Magnetfeldern wechselwirkt. Hierbei werden die Umgebungsspins als klassisch
fluktuierendes Feld genéhert.

Im Prinzip kann das Modell auch fiir weitere physikalische Systeme genutzt werden.
Allerdings soll im weiteren von einer Hochtemperatur-Niherung ausgegangen werden,
weshalb einige physikalische Systeme nicht mehr sinnvoll beschrieben werden kénnen.
Insbesondere schlieit der Hochtemperatur-Limes solche Systeme aus, die nur durch be-
stimmte Niederenergie-Nédherungen auf ein effektives Zwei-Niveau-System abgebildet
werden konnen.

Der gesamte Hamiltonoperator kann geméfl der obigen Annahme in einen freien und
einen gekoppelten Anteil aufgeteilt werden. Der freie Anteil beschreibt die Wirkung
eines externen Feldes auf den betrachteten Spin. Der Kopplungsanteil beschreibt die
Wechselwirkung zwischen dem Spin und seiner Umgebung.



2.1. Modell

2.1.1 Freies System

Ein isolierter Zentralspin in einem externen Feld soll durch einen geeigneten Hamil-
tonoperator beschrieben werden. Da von einem Spin mit S = % ausgegangen wird,
konnen zur Beschreibung die drei Paulimatrizen o; mit i € {1,2,3} genutzt werden.

Eine mogliche Darstellung ist

Hy = —%0'34-%0'1 (2.1)
Im Hamiltonoperator ist auch ein linearer Term in oo moglich. Allerdings kann durch
eine geeignete Rotation um die oi- oder o3-Achse der Hamiltonoperator in die vor-
gestellte Form gebracht werden. Somit werden die physikalischen Eigenschaften des
System durch das transversale o1- und das longitudinale o3-Feld vollsténdig erfasst.
Die reine mathematische Beschreibung kann physikalisch anschaulich interpretiert wer-
den. Der Term % beschreibt die Energieaufspaltung der Spinzusténde durch den Zeeman-
Effekt. Also senkt eine Ausrichtung parallel zum Magnetfeld die Energie des Spins um
% ab, wihrend eine antiparallele Ausrichtung die Energie um den selben Betrag erhoht.
Der Term § beschreibt Spinflips, also Wechsel der Ausrichtungen mit und gegen dem
externen Feld. Durch das Magnetfeld in z-Richtung werden Ubergénge zwischen den
beiden Zustéinden induziert. Diese Wechsel in der Ausrichtung des Spins werden als
Flips bezeichnet, da der Spin zwischen Rauf- und Runter-Spin entlang e3 wechselt.
Statt die Dynamik des Zustandes kann auch das Verhalten der Spinoperatoren o; unter
Einwirkung des externen Feldes betrachtet werden. Dies entspricht einer Beschreibung
im Heisenbergbild. Der Hamiltonoperator kann als Skalarprodukt vom Vektor wg und
dem Spinvektor o aufgefasst werden. Dieser hat die Form

€
wo = 0 5 (2.2)
—-A
womit fiir den Hamiltonoperator
L7
H() = ZWwo O (23)

2

gilt. Der Hamiltonoperator erzeugt eine Rotation der Spinoperatoren um die Achse,
die durch den Vektor wg ausgezeichnet wird. Der Betrag wy des Vektors ist hierbei
die Rotationsfrequenz, wenn i = 1 angenommen wird. Um diese beiden Eigenschaften
direkt in der Gestalt des Vektors wg wiederzufinden, wird er geméfl

cos(a) c
wo = Wo 0 = wo 0 (2.4)
—sin(a) —S

parametrisiert. Dabei wird der Winkel « eingefiihrt, der zwischen der o1-Achse und der
Rotationsachse eingeschlossen wird.



2.1. Modell

In dieser Form kann das Modell allerdings keine realistische Dynamik beschreiben, da
der Spin vollsténdig isoliert ist. Insbesondere zerfallen die Korrelationen der Spinope-
ratoren nicht, es ist also keine Dekohérenz zu beobachten. Fiir einen Quantencomputer
bedeutet dies, dass ein gespeicherte Zustand beliebig lang gespeichert werden kann.
Ein Kernspin prézediert fiir alle Zeiten um die Rotationsachse wqg. Experimente zeigen
jedoch, dass durch Dekohérenz, induziert durch Wechselwirkung mit der Umgebung,
praparierte Zustande zerfallen. Daher muss fiir eine sinvolle Beschreibung dieser Effekt
beriicksichtigt werden.

2.1.2 Wechselwirkung mit der Umgebung

Eine mogliche Beschreibung ist das Spin-Boson-Modell, welches in Referenz [4] vorge-
stellt wird. Bei diesem Modell wird der Zentralspin an ein Bad freier Bosonen gekoppelt.
Der zugehorige Hamiltonoperator ist

1
Hgp = Ho + Zwibini + 503 Z Ai(bi" +bi) = Ho + Hi, (2.5)

wobei b;! und b; die Erzeugungs- und Vernichtungsoperator der Bosonen der Energie
w; sind. Der entsprechende Kopplungsparameter zwischen Bosonen und Zentralspin ist
A

Die Wirkung der Bosonen auf den Spin werden vollsténdig durch die entsprechende
Spektralfunktion J(w) beschrieben. Diese ist durch

Jw)=m Z 226 (w — wy) (2.6)

definiert. Fiir weitere Betrachtungen wird die Funktion auf verschiedene Weisen genéhert.
Ublich sind ein cut-off bei der Frequenz w, wie zum Beispiel in Referenz [11]

J(w) = 2méwl 5w h(we — w) (2.7a)
oder eine kontinuierliche Darstellung der Form
J(w) = 27r§wi_swsefwic (2.7b)

wie in Referenz [4]. Der Parameter & gibt hierbei die Stirke der Dekohérenz an. Die
Grofle s ermoglicht eine Kategorisierung der Umgebung. Fiir s = 1 liegt der ohmsche
Fall vor. Entsprechend werden fiir s < 1 und fiir s > 1 die Bezeichnungen sub- bezie-
hungsweise superohmsch genutzt.

An diesem System kann Dekohérenz untersucht werden. Dies ist numerisch relativ
aufwindig, daher soll in dieser Arbeit ein alternativer Ansatz gewihlt werden.

Im vollen Spin-Boson-Modell wird die Umgebbung durch ein Bosonenbad beschrieben.
Statt die Wechselwirkung mit der Umgebung durch quantenmechanische Operatoren
zu beschreiben wie im vollen Spin-Boson-Modell in Gleichung (2.5), kann sie unter



2.1. Modell

geeigneten Umsténden néherungsweise auch mit einer klassischen Fluktuation 7(t) be-
schrieben werden. Die Niherung kann zum Beispiel durch eine hohe Systemtemperatur
T oder eine Kopplung vom Spin an sehr viele Moden gerechtfertigt werden.

Fiir hohe Temperaturen werden die Eigenschaften der Umgebung mafigeblich durch
thermische Effekte bestimmt, der Spin hat also eine vernachldssigbare back-action auf
das Bad.

Fiir die Beschreibung wird angenommen, dass die klassische Fluktuation n an den
Zentralspin iiber die Spinkomponente o; koppelt. Eine allgemeine Darstellung be-
einhaltet eine Kopplung an alle Spinkomponenten, mit unterschiedlichen Wechselwir-
kungsstirken. Daher ist dieser Ansatz in der vorgestellten Form als ein erster theoreti-
scher Zugang zu verstehen.

Mit diesen Annahmen hat der Hamiltonoperator die Form

A € K
H=——03+4+ -01+ *n(t)U

W K
. S0+ g | = 2 (—s03 + co1) + —n(t)oy = Ho + Hy(t),  (2.8)

2 2

wobei 7(t) eine Zufallsvariable ist, die sehr vieler Einzeleffekte zusammenfasst. Gemaf
des zentralen Grenzwertsatzes kann 7(t) daher als gaufiverteilt angenommen werden.
Die zugehorige Verteilung ist also durch die ersten beiden Momente charakterisiert.
Dabei kann von einem verschwinden Mittelwert ausgegangen werden, denn ein endlicher
Mittelwert kann als statische Verdnderung des dufleren Feldes interpretiert werden. Mit
dem Mittelwert p := eta(t) bedeutet das

A € K A e+ kK K
H=-Z03+ 501+ 5n(tor = — o5+ Bov+ = (n(t) — p) o, (2.92)

Die neue Fluktuation 7(t) := n(t) — p besitzt somit einen verschwindenen Mittelwert.
Mit der renormierte Tunnelrate € := ¢ + xkp nimmt der Hamiltonoperator die Form

H= —%03 + gal + gn(t)al (2.9b)
an. Im Folgenden werden der Einfacheit halber die urspriinglichen Bezeichnungen 7(t)
und e verwendet, da von einem geeignet parametrisierten Hamiltonoperator ausgegan-
gen wird.
Daneben ist das zweite Moment oder die Varianz wichtig, die aus dem Mittelwert von
Produkten der Fluktuationen berechnet werden kann. Insgesamt gilt fiir die Momente

n(t) (2.10a)
n(t)n(t2) = (|t1—t2|) (2.10D)

wobei g(t) die Autokorrelationsfunktion der Fluktuationen ist. Da die Stérke der Kopp-
lung durch den Parameter x beschrieben wird, kann fiir die Autokorrelation des Rau-
schens

9(0) =1 (2.11)



2.2. Spinkorrelationen

festgelegt werden, andernfalls konnen die Fluktuationen 7(t) entsprechend umskaliert
werden. Dariiber hinaus kénnen weitere Annahmen fiir die Funktion gemacht werden.
Fiir diese Arbeit soll ein exponentieller Zerfall der Funktion g(¢) wie in Referenz [12]
verwendet werden. Die Autokorrelationsfunktion hat also die Form

g(t) = M, (2.12)

wobei €2 > 0 die Zerfallskonstante von g¢(t) ist.

Der Parameter x beschreibt in diesem Modell die Kopplung zwischen Spin und dem
Bad. Im Prinzip kann die Kopplung als zufillige Variation der Tunnelungrate € aufge-
fasst werden. Dies fiihrt zu einer verdnderten Rotationsachse und -geschwindigkeit. Fiir
eine Berechnung von physikalischen Erwartungswerten muss dann iiber alle moglichen
Fluktuationen gemittelt werden.

Der offensichtliche Vorteil dieses Modells ist, dass nur der Spin quantenmechanisch be-
schrieben wird. Der Rechenaufwand im Vergleich zur notwendigen Numerik im vollen
Spin-Boson-Modell ist daher stark gesenkt.

2.2 Spinkorrelationen

Fiir eine Betrachtung der Dekohérenz eines Systems sind Korrelationen eine relevanten
Untersuchungsgrofien. Sie geben Aufschluss iiber die Vorhersagbarkeit des Verhaltens
einer physikalischen Grofle. Insbesondere bleiben die Korrelationen in einem kohérenten
System fiir alle Zeiten endlich. Fiir eine oszillierende Korrelation bedeutet dies, dass
die Amplitude mit der Zeit nicht abnimmt. Also ist ein Zerfall der Spinkorrelationen
mit Dekohéhrenz verkniipft.

Die Korrelation beschreibt gerade den Mittelwert der Projektion eines zeitabhéngigen
Spinoperators auf einer der drei Spinrichtungen. Entsprechend kénnen neun im Allge-
meinen unterschiedliche Korrelationen durch die Gleichung

Cl(t) = <O‘i(t)0'j> (2.13)

definiert werden. Diese werden in der Korrelationsmatrix C(t) zusammengefasst, die
durch

C = | {o2(t)oz) (02(t)o2) (o2(t)os) (2.14)

definiert wird.

Zur Bestimmung der Korrelationen miissen offensichtlich die zeitabhéngigen Spinope-
ratoren bekannt sein, welche mittels des Zeitentwicklungsoperators U (t,ty) berechnet
werden konnen. Zusétzlich muss der gemittelte Erwartungswert (o;(t)o;) bestimmt
werden. Dabei treten zwei Mittelungen auf, einmal beziiglich der quantenmechanischen
Freiheitsgrade und zum zweiten iiber die definierten Fluktuationen 7(t).

Die n6tigen Schritte werden in den néchsten Abschnitten beschrieben.



2.2. Spinkorrelationen

2.2.1 Zeitentwicklung

Die untersuchten Korrelationen sind von der Dynamik der Spinoperatoren abhéngig.
Zur Beschreibung dieser Dynamik wird der Zeitentwicklungsoperator U (t,tp) verwendet.
Die Form dieses Operators soll kurz motiviert werden.

Der Zustand des System im Schrodingerbild sei |WUg(t)). Dieser Zustand erfiillt die
Schrodingergleichung

L0, Ws (1)) = H(t) |Ws(t)) (2.15)

Andererseits lisst sich der Zustand durch einen geeigneten Operator U (t,ty) in der
Form

[Ws(t)) = Ul(tsto) [¥s(to)) (2.16)
schreiben. Mit Gleichung (2.15) folgt damit also

8tU(t,t0) = —i H(t)U(t,to) mit U(to,to) =1 (2.17&)
Ultto) =1 —i / t At H (t)U (t1,to) (2.17b)
to

Der so berechnete Operator U (t,t) ist der Zeitentwicklungsoperator des Systems. Die-
ser erfiillt die drei Eigenschaften

Ultoto) =1 Kontinuitét (2.18a)
Ul(t.to)U(t,tg) =1 Unitaritiit (2.18D)
Ul(tto) = U(t,t1)U(t1,to) Propagator (2.18¢)

Die Kontinuitét und die Propagatoreigenschaft folgen direkt aus Gleichung (2.16). Denn
die Gleichung kann geeignet umgeformt werden, so dass

(Ws(t)) = U(ttr) [Ws(tr)) = U(t,t1)U(t15t0) [Ys(to)) (2.19a)
= U(tvt(]) |\IIS(t0)> ) (219b)

gilt.
Die Unitaritdt kann durch Ableiten leicht erkannt werden. Denn dann gilt

) {UT(t,to)U(t,tg)} — Ut (t,t0) (iHT(t) - iH(t)) Ult,to) = 0. (2.20)

Dies ist also eine direkte Folge aus der Hermitizitéit vom Hamiltonoperator H(t), also
der Beziehung HT(t) = H(t).

Die Integraldarstellung kann verwendet werden, um den Operator U (t,tg) iterativ zu
bestimmen. Auf der rechten Seite der Gleichung wird also die Bestimmungsgleichung
von U(t,tg) eingesetzt. Durch wiederholte Anwendung erhilt man eine Reihe der Form

t t t1
U(t,to) =1 -1 / dtlH(tl) + i2 / dtq / dtzH(tl)H(tz) + - (2.21)
to to

to



2.2. Spinkorrelationen

Diese Reihe heifit Dyson-Reihe und stellt eine Moglichkeit zur Berechung der Zeit-
entwicklungsoperators dar. Sie kann kompakt geschrieben werden, wenn die iterative
definierte Abkiirzung

t
U™ (ttg) = —i / At H (t,) UV (t,,40)  mit UO (¢,t0) = 1 (2.22)
to

verwendet wird. Damit folgt dann
Ultty) = Z U™ (t,t0) (2.23)

Um eine in der Literatur typische Notation zu erhalten, wird der Zeitordnungsoperator
T eingefiihrt. Dieser ist fiir zwei formal zeitabhéngige Operatoren durch

A(tl)B(tQ), fiir t1 > to

(2.24)
B(tg)A(t1), fir t1 < to

T{A(t1)B(t2)} = {

definiert. Fiir mehrere Operatoren kann die Definition entsprechend erweitert werden.
Der Operator 7T sortiert die Operatoren also absteigend nach ihrem Zeitargument. Im
Folgenden wird der Operator 7 genutzt um den Hamiltonoperator H (t) zu verschiede-
nen Zeiten zu sortieren. Er wird daher nicht benétigt, wenn H (¢) ohnehin zu beliebigen
Zeiten mit sich selbst kommutiert. Dies ist fiir zeitunabhéingige Hamiltonoperatoren
grundsétzlich gegeben.

Fiir den zweiten Integralterm in Gleichung (2.21) kann die Zeitordnung ausgenutzt
werden, um eine Beziehung zwischen UM (t) und U®)(t) herzustellen. Hierfiir wird als
erstes die Umformung

2 t t1 t t
U(2) (t,to) == % T {/ dtl / dtgH(tl)H(tz) + / dtQ / dtlH(tl)H(tQ) } (2.25&)
to to to o

durchgefiihrt. Durch Austausch der Koordinaten im zweiten Integral folgt

t1
U (t,t0) = % {/t dtl/t dtoH (t1)H (t2) /tdtl/t dtoH (t5)H (t1) } (2.25b)
0 0 0 1

Wegen der Zeitordnung kénnen die Operatoren beliebig vertauscht werden, weshalb

t1
U@ (t 1) = % {/ dtl/ dtoH (t1) H (t2) /dtl/ dtoH (t1)H tg)} (2.25¢)
to

gilt. Die Integrale kénnen nun zusammengefasst werden, wobei die Grenzen der Inte-
grale beachtet werden miissen. Damit folgt

U (t,ty) = ;2 T{/t: dty /t: dtoH (t1)H (t2) } (2.25d)
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Als letztes wird der Zusammenhang zur Grofle U (1)(t,t0) hergestellt. Dabei gilt

U@ (t,to) = ;T{ <—i /tt At H(ty) )2} = ;T{(U(l)(t,to)>2}. (2.25¢)

Die Rechnungen fiir hohere Ordnungen von U()(t) verliuft analog. Dabei werden n!
Summanden im ersten Schritt benttigt statt zwei wie im obigen Beispiel. Dies ergibt
sich aus der Anzahl der moglichen Permutationen bei den Koordinatentransformationen
und dem Ziel, alle Integrationsgrenzen zu (t¢,t) zu transformieren. Durch diesen Faktor
muss geteilt werden, um den Integralwert unverdndert zulassen. Fiir den Operator
U(t,to) kann mit diesen Umformungen die Beziehung

Utto) =T {i % (U(U(t,to))"} = ’T{exp <—i/t dty H(t1) > } (2.26)
n=0 to

hergeleitet werden. Diese Darstellung ist im wesentlichen nur eine verkiirzte Schreib-
weise fiir die Dyson-Reihe in Gleichung (2.21). Sie kann im Allgemeinen nicht fiir eine
explizite Berechnung genutzt werden, wird aber in der Literatur wie zum Beispiel in
den Referenzen [13] und [14] sehr oft verwendet.

Im Folgenden wird die Startzeit tp = 0 gewihlt. Dann kann die Abkiirzung U(t) =
U(t,top = 0) verwendet werden.

2.2.2 Zeitabhingige Operatoren

Die Dynamik eines quantenmechanisches System kann in den Zusténden oder in den
Operatoren enthalten sein. Welche Groflen zeitabhéngig sind, hingt vom gewihlten
Bild ab. Oft wird das verwendete Bild durch einen Index gekennzeichnet.

Im Schrodingerbild sind die Zustédnde zeitabhéngig, die meisten Operatoren sind zeit-
unabhéingig. Die Schrodingergleichung (2.15) beschreibt die Dynamik der Zusténde.
Die Spinoperatoren selbst sind konstant. Der Index des Schrédingerbildes ist das S.
Im Heisenbergbild sind die Operatoren zeitabhéngig, die Zustdnde hingegen konstant.
Daher besteht zwischen den Zustédnden der beiden Bilder die Beziehung

[U) = UT (1) [Ts(1)) & |Tn) = [¥s(0)) - (2.27)

Dabei wird der Index H fiir das Heisenbergbild verwendet.
Die Erwartungswerte miissen unabhéngig vom gewéhlten Bild sein. Dies kann ausge-
nutzt werden, um die Operatoren im Heisenbergbild zu bestimmen. Es gilt

!
(Us (1) As [Ws(t)) = (Ws(0)| UT(£)AsU (¢) [Ws(0)) = (Ur| A(t) [Wh) . (2.28)
Aus dieser Gleichung folgt, dass fiir Operatoren im Heisenbergbild

Au(t) = UT(t)AsU(t) (2.29)

10



2.2. Spinkorrelationen

gilt. Damit konnen also die nétigen Spinoperatoren o; y(t) fiir die Korrelationen be-
stimmt werden. Explizit gilt hierbei

oin(t) = Ul (t)oU(t). (2.30)

Im Folgenden wird fiir die Paulimatrizen im Heisenbergbild die verkiirzte Schreibweise
0;(t) verwendet.

2.2.3 Wechselwirkungsbild

Fiir die hier vorgestellte physikalische Situation ist eine Aufteilung in einen freien An-
teil Hp und einen Wechselwirkungsanteil H(¢) des Hamiltonoperatos sinnvoll. Insbe-
sondere kann ausgenutzt werden, dass Hy zeitunabhéngig ist. Damit kann der entspre-
chende Zeitentwicklungsoperator analytisch bestimmt werden. Die Differentialgleichung
(2.17a) wird durch den Ansatz

Up(t) = exp (—iHpt) = exp (—i% (—so3 + coy) t) (2.31)

gelost. Dieser Operator Up(t) kann genutzt, um das System ins Dirac- oder Wech-
selwirkungsbild zu iiberfithren. In diesem Bild sind sowohl die Zustdnde als auch die
Operatoren zeitabhéngig. Der Index fiir das Diracbild ist das D.

Zwischen den Zusténden |¥g(t)) im Schrodingerbild und [¥p(¢)) im Diracbild gilt die
Beziehung

Un(£)) = UJ() [Us(t)) (2.32)
Entsprechend kann auch ein Operator Ag transformiert werden, wenn
Ap = U (1) AsUo(1) (2.33)

ausgenutzt wird.
Ausgehend von diesen Relationen kann der Zeitentwicklungsoperator Up(t) im Dirac-
bild definiert werden. Durch Ableiten erhélt man

00 () = AUy (1) [ s (£)) = —iUo (8)(Ho — H (1)) [Ws(t)) (2.34a)
Durch Ausnutzung der Unitaritit Uy (t)Ug(t) =1 kann

8¢ |Up (1)) = =o' (t) Hi()Uo(t)Uo' (¢) [¥s(t)) = —iH1p(t) [¥n(t)) (2.34D)
berechnet werden. Hierbei ist H; p(t) der Wechselwirkungsoperator H(t) im Dirac-

Bild, berechnet sich also nach der Defintion in Gleichung (2.33). Die Dynamik im
Diracbild wird folglich durch die Gleichung

Oy |¥p(t)) = —iH1p(t) [¥p(t)) (2.35)

11



2.2. Spinkorrelationen

beschrieben. Analog zur Gleichung (2.16) im Schrodingerbild ist auch die Darstellung
[Wp(t)) = Un(t) [¥p(0)) (2.36)

moglich. Durch Vergleich kann die Differentialgleichung
Up(t) = —iHl’D(t)UD(t) mit Up(0) =1 (2.37)

fiir den Zeitenwicklungsoperator Up(t) gefunden werden. Eine Losung kann wie fiir
Gleichung (2.17a) bestimmt werden.

Mit den bekannten Operatoren Uy(t) und Up(t) ist die Berechnung der Dynamik von
Operatoren moglich. Durch Ausnutzung von Gleichung (2.32) und (2.36) ergibt sich
der Zusammenhang

U(t) = Uo(t)Un(?) (2.38)

zwischen den Zeitentwicklungsoperatoren. Also gilt fiir die zeitabhidngigen Spinopera-
toren explizit

0i(t) = Ub (U] (1)U (1)U (1) (2.39)

Ein Vorteil dieser Darstellung ist, dass die analytisch berechenbaren Anteile in Uy(t)
enthalten sind. Daneben wird ausgenutzt, dass der Wechselwirkungsanteil Hy p(t) von
einem kleinem Parameter abhingt, was eine Naherungslosung fiir Up(t) ermoglicht.

2.2.4 Mittelung

Fiir die Berechnung der Korrelationen muss C;;(t) beziiglich der quantenmechanischen
Freiheitsgrade und beziiglich der Fluktuationen gemittelt werden.

Die Erwartungswerte beziiglich der physikalischen Freiheitgerade werden durch Spur-
bildung berechnet. Dabei wird der zu mittelnde Operator mit dem Dichteoperator p
gewichtet. Der statistische Dichteoperator hat die Form

p(B) = : (2.40)

wobei Z die Zustandsumme des Systems und /5 die Inverse der thermischen Energie
kpT sind. Die Zustandssumme Z berechnet sich als Spur von exp (—5H), demnach gilt

Z = <e—5H> : (2.41)
Der Mittelwert des Operator A hat die Form
1
(Ay =Tr {Z exp (—SH) A} . (2.42)

Im Hochtemperatur-Limes ist § = 0. Fiir die Zustandssumme folgt damit Z = 2,
da der betrachtete Hilbertraum zweidimensional ist und Z fiir § = 0 die Spur der

12
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Einheitsmatrix ist. Fiir den Dichteoperator folgt p = 3. Damit ist der Erwartungswert

2
des Operators A
1
(A) = 3 Tr{A}. (2.43)

Insbesondere verschwinden die Erwartungswerte aller Spinoperatoren, da die Pauli-
matrizen spurfrei sind. Durch die unendlich hohe Temperatur ist keine Spinrichtung
ausgezeichnet, daher kann es keinen endlichen Mittelwert fiir eine Richtung geben.
Die Wirkung der Fluktuation muss ebenfalls passend beriicksichtigt werden. Mathe-
matisch ldasst sich dies mit Integralen iiber die Fluktuationen beschreiben. Die Details
dazu werden in Kapitel 3.2 beschrieben. Diese Integration iiber die Fluktuationen wer-
den mit einem Strich iiber den Ausdriicken gekennzeichnet.

2.2.5 Definition von parallen und normalen Spinvektoren

Bisher werden die drei Spinoperatoren o1, o9 und o3 und deren Korrelationen betrach-
tet. Durch das externe Feld kann die Betrachtung spezieller Spinoperatoren motiviert
werden, da dieses die Spinoperatoren in parallele und normale Anteile unterteilt. Der
externe Hamiltonoperator Hy kann als Skalarprodukt der Form

Hy=wolo (2.44)

geschrieben werden. Die Ausrichtung zum Feld wird dann entsprechend der Richtung
des Vektors wq definiert. Daraus folgt, dass es einen Parallelspin und zwei Normalspins
gibt. Der Operator o9 steht offensichtlich senkrecht zum Feld. Daneben kénnen der
Parallelspin o}, und der Normalspin o, definiert werden. Fiir diese gilt

Op 1= €O — 503 (2.45a)
oy 1= s01 + cos, (2.45Db)

wobei die bereits definierten Abkiirzungen ¢ = cos(a) und s = sin(«) verwendet werden.
Entsprechend kénnen Korrelationsfunktionen zwischen o7, 0, und o2 bestimmt werden.
Die entsprchenden Korrelationen werden in der Matrix

(op(t)ap) (op(t)o2) (op(t)on)
P = | (02(t)op) (02(t)o2) (o2(t)om) (2.46)
{(on(t)op) (on(t)oz) (on(t)on)

zusammengefasst. Diese Korrelationen werden in der Arbeit unteruscht und im folgen-
den als effektive Korrelationen bezeichnet. Die Matrix P wird durch eine Drehung um
die y-Achse um den Winkel alpha aus der Korrelationsmatrix C' bestimmt, wobei die
entsprechende Rotationsmatrix

0
1 0 (2.47)
0
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verwendet wird. Explizit gilt also fiir die Matrix P die Beziehung
P=R,CR,1". (2.48)

Fiir den Fall a = 0 gilt R = 1, also ist in diesem Fall P = C.

14



Kapitel 3

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen vorgestellt, die in der Arbeit
verwendet werden.

Im ersten Abschnitt werden Eigenschaften der Spinalgebra und die daraus resultie-
rende Formeln fiir die Spinoperatoren vorgestellt. Danach wird beschrieben, wie die
Fluktuationen mathematisch behandelt werden. Der dritte Abschnitt beschreibt die
Magnus-Entwicklung, eine Moglichkeit zur Berechnung der Zeitentwicklungsoperato-
ren. Der letzte Abschnitt stellt die Frobeniusnorm vor, die zur Analyse der Korrelati-
onsmatrizen genutzt wird.

3.1 Spinalgebra

Die mathematische Beschreibung der Spinoperatoren geschieht durch die Paulimatri-
zen. Diese werden geméf Referenz [13] durch

o1 = <(1) (1)> oy — (fl 5) o3 = (é _01> (3.1)

definiert. Die Paulimatrizen sind hermitesch und unitér. Ihre Spuren verschwinden.
Zusammen mit der Einheitsmatrix 1 spannen diese Matrizen den vierdimensionalen
Vektorraum der C2*2-Matrizen auf. Daher werden nur die drei Operatoren benétigt
um das vorgestellte quantenmechanische System in Kapitel 2.1 zu modellieren.

Mit kurzen Rechnungen kann die wesentliche Beziehung

3
00 = (51']']1 + 12 €ijk0k (32)
k=1

bestétigt werden. Diese Gleichung beschreibt wesentliche Eigenschaften der Paulima-
trizen. Das Quadrat jeder Paulimatrix ist die Einheitsmatrix und das Produkt zweier
verschiedener Paulimatrizen ist, bis auf einen Vorfaktor, die Dritte. Diese Eigenschaften
sind fiir folgende Formeln wesentlich.

15
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3.1.1 Abgeleitete Formeln

Im Folgenden treten hiufiger einige Relationen mit den Spinoperatoren auf. Die Her-
leitungen sind im Appendix B dargestellt. Die hier verwendeten Vektoren a, b und ¢
sind Elemente des C3 und hingen im Allgemeinen von der Zeit ab. Die Gréfen o und
[ sind zeitabhéngige komplexe Skalare. Auf eine explizite Angabe der Zeitabhéngigkeit
durch ein entsprechendes Argument wird der Ubersichtlichkeit halber verzichtet.

Fiir die Magnus-Entwicklung des betrachteten System sind Kommutatoren der Form

[a"ob o] =2i(axb) o= co. (3.3)

Fiir den definierten Vektor c sollen der Real- und Imaginérteil untersucht werden. Fiir
diese konnen die Beziehungen

Re[c] = -2 Z €iji Im [a;b;] ey, (3.4a)
ij.k
Im[c] =2 Z eijk Rela;b;] ey, (3.4b)
ivjk

gefunden werden. Sind die Vektoren a und b also rein reelle oder rein imaginére Vek-
toren, so ist ¢ ein rein imagindrer Vektor. Der Vektor c¢ ist rein reell, wenn einer der
Vektoren a und b rein imaginédr und der andere rein reell ist. Diese Tatsache wird in
Gleichung (3.31) wichtig.

Fiir die numerische Berechnung der zeitabhéngigen Spinoperatoren wird die Relation

T T

e—iaaTUe*iﬁbTU _ cos(aa) COS(ﬁb) . sin(aa) Sin(,@b)Lb — isin(aa) COS(/Bb) a o
. ab b ¢ (3.5)
— isin(Bb) cos(aa) 7 isin(aa) Sin(,@’b)(axab)a

bendtigt.

Als letztes soll die grundlegende Formel zur Berechung von zeitabhéngigen Spinope-
ratoren vorgestellt werden. Da sich die Entwicklungsoperatoren U (t) als Exponential-
funktionen schreiben lassen, gilt fiir die Spinoperatoren die Beziehung

To) (3.6a)

T

= cos (2aa) o + [1 — cos (2aa)] aa—;a — sin (2aa) a z 0, (3.6b)

o(t) = exp (ina’ o) o exp (—iaa

wobei der Vektor a und das Skalar « zeitabhéngig sein kénnen und geeignet gewihlt
werden miissen. Fiir Gleichung (3.6b) kann eine dquivalente lineare Gleichung angege-
ben werden, wofiir die Abkiirzungen

c1 = cos (2aa) (3.7a)
co =1 — cos (2aa) (3.7b)
c3 = sin (2aa) (3.7¢)

16



3.2. Fluktuationen und Zufallszahlen

definiert werden. Mit diesen kann Gleichung (3.6b) als

2

a aia a aia a
ot et 4P ot -l
2
— aia a a asa a —.
o(t) = | U2 — 3B 1 +3 2P 4+l | o= 3o (3.8)

2
aia a asa a a
627;23 —{—6372 CQ% —63?1 Cl—i—CQa%

geschrieben werden. Anschaulich kann die Matrix 3 als eine Drehung um die durch a
definierte Achse interpretiert werden. In den folgenden Rechnungen wird diese Matrix
fiir verschiedene Vektoren a und Skalare o berechnet. Wenn als Zeitentwicklungsope-
rator Up(t) oder Up(t) verwendet werden, wird dies durch die Indizes 0 bzw D an der
Matrix ¥ gekennzeichnet.

3.2 Fluktuationen und Zufallszahlen

Um die Vorstellung einer klassischen Fluktuation mathematisch abzubilden, bedarf es
einiger Hilfsmittel. Im Wesentlich beruhen die Berechnungen mit solchen Zufallszahlen
auf der Tatsache, dass sie als gaufiverteilt angenommen werden kénnen. Dies ist eine
Folge des zentralen Grenzwertsatzes. Vereinfacht ist die Aussage des Satzes, dass Sum-
men aus vielen beliebig verteilten Zufallszahlen anndhernd normalverteilt sind.

Die Fluktuationen 7(t) sollen nach Kapitel 2.1 ein verschwindendes erstes Moment und
ein endliches zweites Moment besitzen. Damit ist prinzipiell die entsprechende Ver-
teilungsfunktion besimmt. Problematisch bei den betrachteten Fluktuationen n(t) ist
jedoch die Zeitabhéngigkeit. Denn in den meisten Modellen wird die Zeit als kontinu-
ierliche Grofle angenommen.

Eine mogliche Darstellung kann fiir diskrete Zeiten leicht angegeben werden. Die Zu-
fallszahl n wird dann durch einen N dimensionalen Vektor beschrieben, wobei der i-te
Eintrag der Zufallszahl zum Zeitpunkt ¢;_1 mit ¢ < N entspricht. Die Zeitpunkte sind
mit der Gleichung

ti=ti_q + 0t (3.9)

verbunden und unterscheiden sich um den Zeitschritt §t.
Zur Angabe der Verteilungsfunktion wird dann nur noch die Kovarianzmatrix M,
benotigt. Die Elemente berechnen sich nach der Vorschrift

My ij =i = g (|i — j|6t) - (3.10)

Dies ist eine diskrete Darstellung der Fluktuationen n(t) und der Autokorrelations-
funktion g¢(¢) in Gleichung (2.10b). Fiir den Limes dt — 0 enthilt sie alle moglichen
Informationen tiber die Fluktuationen n(t).

Unter dieser Vorraussetzung ist die Verteilungsfunktion durch

1

P - -
(n) or ]

1 _
exp <—277TM77 ln) (3.11)
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3.2. Fluktuationen und Zufallszahlen

gegeben, wobei |M,| die Determinante der Matrix M ist (vergleiche Gleichung (2.1)
aus Referenz [15]).
Soll eine Funktionen f(n) gemittelt werden, wird hierfiir die Vorschrift

7= [ anfPm (312)

verwendet.

Diese Beschreibung kann fiir kontinuierliche Zeiten im Limes 6t — 0 erweitert wer-
den, wodurch der Vektor  dann als unendlichdimensional interpretiert werden kann.
Dies fiithrt auf eine Berechnung iiber Pfadintegrale. Der Formalismus wird durch die
verdnderte Notation

f(m) = fin(t)] (3.13)

gekennzeichnet und soll andeuten, dass 7(t) selbst von einer kontinuierlichen Grofle
abhéngt und damit eine Funktion ist. Die entsprechende Mittelung wird als

7= / )P )]Dy (3.14)

geschrieben. In dieser Arbeit soll allerdings ein anderer Ansatz gewéhlt werden. Statt
der unendlichdimensionalen Vektors 1 soll eine endlichdimensionale, effektive Fluktua-
tion v im néchsten Abschnitt eingefiihrt werden.

3.2.1 Effektive Fluktutationen

Unter geeigneten Umsténden konnen effektive Fluktuationen verwendet werden. Der
Vorteil besteht darin, dass die effektiven Fluktuationen zum gleichen Zeitpunkt ¢ de-
finiert sind. Dadurch wird eine Beschreibung durch unendlichdimensionale Vektoren
vermieden. Allgemein konnen effektive Fluktuationen mit der Formel

w(t) = /0 dtvaty)n(t) (3.15)

bestimmt werden, wobei der reelle Vektor a(t) durch ein spezielles Problem definiert.
Insbesondere kann sich die Dimension des Vektors je nach Situation unterscheiden. Im
Folgenden wird auf die explizite Angabe der Zeitabhéngigkeit von v(t) fiir iibersichtli-
chere Formeln verzichtet.

Die Vektoren v(t) sind nach Defintion gewichtete Summen der gauverteilten Zufallsva-
riable 7)(t), womit v selbst gaufiverteilte ist. Der Vektor ist also durch die ersten beiden
Momente vollstindig charakterisiert. Mit den geforderten Eigenschaften der Fluktuati-
on 7(t) in den Gleichungen (2.10a) und (2.10b) kénnen die Momente von v bestimmt
werden. Der Mittelwert verschwindet, denn es gilt

T = /t dtia(t)n(t1) =0 (3.16)
0 \264
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fiir jede Komponente 4. Die entsprechenden zweiten Momente werden in der Korrelati-
onsmatrix M zusammen gefasst. Die Elemente M;; werden mit

Mij :Uﬂ}j:/o dtl/o dtgn(tl)n(tz)ai(tl)aj(tg) (3.17)

_ /0 "ty /0 dtag ([t — tal)as(ts)ay (t2)

bestimmt. Fiir die explizite Berechnung der Komponenten muss die Korrelationsfunk-
tion ¢(t) der urspriinlichen Zufallszahlen bekannt sein.

Aus der Form der Matrixelemente folgt, dass die Korrelationsmatrix symmetrisch und
reell ist. Denn unter Vertauschung der Indizes 7 und j &ndert sich die Bestimmungs-
gleichung (3.17) nicht, es gilt also M;; = Mj;. Mit kurzer Rechnung in Anlehnung an
die Darstellung in Refrenz [15] kann gezeigt werden, dass die Matrix positiv semidefinit
ist, also die Relation

b"Mb >0 fiir alle Vektoren b (3.18)

erfiillt. Dafiir wird das Quadrat der GréBe bl v fiir einen beliebigen reellen Vektor b
gemittelt. Dann gilt ndmlich

(bTv)" =3 bibjumy = > bib; My = bTMb > 0. (3.19)
1,7 i,J
Das Quadrat auf der linken Seite ist per Definition nichtnegativ, womit die letzte Un-

gleichung gewéhrleistet wird.
Mit der Matrix M kann die Verteilungsfunktion P(v) definiert werden. Fiir diese gilt

v:;ex —l'vT Ly ). .
PW) = p< Y ) (3.20)

Die GroBe ist durch den Vektor v und die Matrix M immer noch zeitabhéngig, fiir
eine iibersichtlichere Formeln wird aber auf eine explizite Angabe der Zeitabhéngigkeit
verzichtet. Soll eine Funktion f(v) beziiglich der der Fluktuation v gemittelt werden,
kann hierfiir das endlichdimensionale Integral

(o) = / dv f(v)P(v) (3.21)

verwendet werden.

3.3 Magnus-Entwicklung

Um die zeitabhéngigen Spinoperatoren zu bestimmen, muss der entsprechende Zeit-
entwicklungsoperator bekannt sein. Die Gleichung (2.37) beschreibt eine nichtlineare
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3.3. Magnus-Entwicklung

Diffenrentialgleichung fiir den Operator Up(t). Fiir den Fall, dass der Wechselwirkungs-
anteil H; p(t) des Hamiltonoperator zu verschiedenen Zeiten mit sich kommutiert, kann
direkt eine Losung angegeben werden. In Kapitel 4 werden diese Fille besprochen. Im
Allgemeinen vertauscht der Operator H; p(t) allerdings nicht. Der Grund dafiir sind
die endlichen Kommutatoren und nicht die Zeitabhéngigkeit.

Zeitabhéngige Operatoren konnen in zwei Kategorien eingeteilt werden. Der erste Ty-
pus besitzt die Form

A(t) = a(t) A(0), (3.22)

wobei a(t) eine komplexe skalare Funktion ist. In diesem Fall dndert sich der Ope-
ratorcharakter nicht, die Dynamik des Operators A(t) wird durch die Funktion a(t)
beschrieben. Unter dieser Vorraussetzung kommutiert der Operator zu zwei beliebigen
Zeiten t; und to, die Gleichung

[A(t1),A(t2)] = 0 (3.23)

ist also immer erfiillt. Dann kann eine Differentialgleichung wie die Bestimmungsglei-
chung fiir Up(t) (2.37) analytisch gelost werden.

Der zweite Typ von Operatoren kann nicht durch Gleichung (3.22) beschrieben werden.
In dem Fall verschwindet der Kommutator zu verschiedenen beliebigen Zeiten im All-
gemeinen nicht. Formal kann dann die Losung mit Gleichung (2.26) angegeben werden.
Fiir explizize Rechnungen hilft diese Form aber nicht weiter.

Wie in Kapitel 2.2.1 beschrieben kann die Dyson-Reihe genutzt werden, um den Opera-
tor Up(t) ndherungsweise zu bestimmen. Diese Methode ist relativ aufwindig. Schwer-
wiegender ist die Tatsache, dass die so bestimmte Naherung nicht unitér ist. Diese
Eigenschaft ist aber wesentlich fiir alle Zeitentwicklungsoperatoren. Daher soll ein an-
derer Ansatz verwendet werden.

Der Mathematiker Magnus hat in Referenz [16] einen Algorithmus zur Losung von
Differentialgleichungen wie (2.37) entwickelt. Die Losung der Gleichung kann in der
Form

Up(t) = exp (2(t)), mit Q(0) =0 (3.24)

geschrieben werden. Zur Bestimmung des Operators €2(¢) wird die in Referenz [10]
vorgestellte Methode genutzt, die hier kurz skizziert werden soll. Dabei wird Q(¢) mit
der Differentialgleichung

%(f) =2 %[Q<t)le7D(t)]n (3.25)

n=0

bestimmt, wobei B,, die Bernoulli-Zahlen und [Q2(t),H1 p(t)], ein n-facher verschach-
telter Kommutator sind.

Im hier betrachteten Fall kann insbesondere ausgenutzt werden, dass fiir den Wechsel-
wirkungsanteil Hi(t) geméfl Gleichung (2.8)

Hi(t) x k (3.26a)
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3.3. Magnus-Entwicklung

gilt. Nach Gleichung (2.33) hat H;(¢) im Diracbild die Form
Hyp(t) = Uo(t) Hy (t)Us(2), (3.26b)
womit direkt

Hip(t) <k (3.26¢)

folgt, da der Zeitentwicklungsoperator Uy(t) nicht von der Kopplung x abhiingt.
Nach der Definition in Gleichung (3.25) kann Q(¢) in Ordnungen von k entwickelt
werden, also wird die Darstellung

Q) =Y QM) mit QM oc k" (3.27)
n=1

genutzt. Die Operatoren Q™ (t) sind ihrerseits durch Integralgleichungen definiert. Fiir
diese wird die Grofle

n—

J
S = 11,8 (1] fir2<j<n -1 (3.282)

[y

SU(t) = [V (t), — iy p (b)) (3.28D)

rekursiv definiert. Damit kann fiir Q) (¢) die Formel

.t )
—i | dt1 Hyp(t f =1
Qe = § o e o (3.20)
>t 5t Jo dt1S;™ (t1) fiir n > 2
angegeben werden. Fiir die ersten beiden Glieder der Reihe (3.27) gilt explizit
t
QW) = —i / At Hy o (t) (3.30a)
0
9 1 t t1
0 (1) = (- / dh / dts [Hyp(t),Hy o (t2)] - (3.30b)
0 0

Hoéhere Ordnungen sind aufwéndiger zu berechnen, da verschachtelte Kommutatoren
auftreten. Durch den hier skizzierten und in Referenz [10] hergeleiteten Algorithmus ist
eine systematische Methode zur Berechnung gegeben.

Der wesentliche Vorteil dieser Berechnungsmethode ist die Erhaltung der Unitaritéat
von Up(t) in jeder Ordnung der Reihe in Gleichung (3.27). Der Grund hierfiir ist, dass
alle Elemente 2,,(¢) antihermitesch sind, also die Relation

O (t) = = (1) (3.31)

erfiillen. Dies gilt allgemein fiir alle hermiteschen Operatoren Hy p(t) = Hyp(t)T, soll
hier aber explizit am Besipiel des verwendeten Operators beschrieben werden.
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3.4. Frobeniusnorm

Nach Konstruktion setzt sich das Element 2,(¢) aus n-fachen Kommutatoren von
Hip(t) zu verschiedenen Zeiten zusammen. Der Operator H;p(t) kann als Skalar-
produkt eines reellen Vektors und dem Vektor der Spinoperatoren geschrieben werden.
Mit den Uberlegungen in den Gleichungen (3.3) und (3.25) folgt, dass ein Kommutator
der n-ten Ordnung den Faktor i"*! besitzt. Zusitzlich tritt der Faktor (—i)" in Q) (¢)
auf, wegen des Vorfaktors in der Differentialgleichung (2.37). Durch beide Faktoren hat
jedes Glied in der Reihe (3.27) einen imagindren Vorfaktor. Die auftretenden Spinope-
ratoren sind hermitesch. Durch die Konjugation &dndert sich also das Vorzeichen des
Ausdruckes, womit wiederum die Unitaritéit von Up(t) gewihrleistet ist.

In der Arbeit wird die Reihe nach der ersten Ordnung abgebrochen. Dies wird durch
den kleinen Kopplungsparameter x begriindet. Aulerdem ermdoglicht der Abbruch in
erster Ordnung die Einfithrung effektiver gaufiverteilter Fluktuationen v(t), womit die
Berechnungen der Mittelwerte beziiglich der Fluktuationen stark vereinfacht werden.
Fiir hohere Ordnungen wird die Berechnung komplizierter.

3.4 Frobeniusnorm

Die untersuchten Korrelationsmatrizen C sind Elemente des R3, somit besitzen sie neun
Elemente. In dieser Arbeit wird die Korrelationsmatrix mit verschiedenen Methoden
berechnet. Die Abweichungen zwischen den berechnete Korrelationsmatrizen kénnen in
einer Differenzmatrix der Form

AC=C-C (3.32)

zusammengefasst werden. Fiir eine {ibersichtliche Untersuchung sollen alle Matrixele-
mente von AC' in einer skalaren Grofle zusammengefasst werden, wofiir die Frobeni-
usnorm genutzt wird. Sie ist durch die Wurzel der Summe der Betragsquadrate aller
Elemente definiert, es gilt also

IAC|p == 23: (Cij - C;.)Q - /T {AaCTAC). (3.33)

ij=1

Die Frobeniusnorm kann also als eine Art harmonisches Mittel aller Abweichungen
interpretiert werden.
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Kapitel 4

Spezialfille und Grundlagen

Der vorgestellte Hamiltonoperator im Hochtemperatur-Limes kann fiir spezielle Parameter-
Wabhlen leicht analytisch gelost werden. Diese Félle werden in diesem Kapitel vorgestellt
und analysiert.

4.1 Verschwindene Storung

Der einfachste Fall liegt vor, wenn die Stérung durch die Umgebung verschwindet, also
in Gleichung (2.8) k = 0 gilt. Der Spin wechselwirkt nur mit dem externen Feld, was ei-
nem vollstdndig isolierten Spin entspricht. Prinzipiell ist diese Vorstellung unrealistisch.
Trotzdem sind die hier vorgestellten Ergebnisse niitzlich, da sie spéter verwendet wer-
den (siehe Kapitel 5). Aulerdem soll dieser Fall der Vollstéindigkeit halber vorgestellt
werden.

Aus Gleichung (2.8) folgt unmittelbar

A €
H(t)=Ho = — 03+ 501 (4.1)
Der Hamiltonoperator ist zeitunabhéngig. Damit kann der Zeitentwicklungsoperator

Up(t) analytisch bestimmt werden. Er hat die Form

' t
Up(t) = e Hot — exp —i%) (coy — sos3) (4.2)

Mit der vollsténdigen Kenntnis der Zeitentwicklung konnen alle zeitabhéngigen Spin-
operatoren bestimmt werden. Dafiir wird die Matrix aus Gleichung (3.8) genutzt. Ex-
plizit bedeutet das

A? cos(wot) + €2 Awgsin(wot) A (cos(wot) — 1)

3o(t) = é —Awy sin(wot) wd cos(wot) —ewp sin(wot) o (4.3a)
0 \eA(cos(wot) — 1) ewpsin(wot) &2 cos(wot) + A?
o(t) =3(t)o. (4.3b)
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4.1. Verschwindene Storung

Die Matrix ¥ (t) beschreibt anschaulich eine Drehung im Spinraum, um die durch wg
ausgezeichnete Achse.

Zur Berechnung der Korrelationsmatrix C wird Gleichung (4.3b) komponentenweise
betrachtet, also gilt fiir das Matrixelement Cj;

Cij = <O’Z‘(t) = eiTZO'Ui> = e;FZej, (4.4)

wobei die Eigenschaft (o;0;) = d;; der Paulimatrizen ausgenutzt wird. Die gesuchte
Korrelationsmatrix C|(t) entspricht in diesem Fall also gerade der Drehmatrix 3(¢),
da keine Mittelung beziiglich der Zufallsvariable 7(t) notig ist. Die gesuchte effektive
Korrelationsmatrix P hat nach Gleichung (2.48) die Form

1 0 0
P(t) =10 cos(wot) —sin(wot) | . (4.5)
0 sin(wpt)  cos(wot)

Die Form ist unabhéngig vom Winkel «, wie durch die Konstruktion der Matrix P
auch zu erwarten ist. Denn die Rotation in Gleichung (2.48) hebt die Abhéngigkeit vom
Winkel auf. Die Korrelationen sind in Abbildung 4.1 dargestellt. Die Kurven zeigen ein
typisches oszilatorisches Verhalten, sie zerfallen aber nicht. Wie erwartet tritt also bei
fehlender Kopplung an die Umgebung keine Dekohérenz auf.

0.5 | \\ / \ / \ / y

Korrelation
o
—
\\
P
\\\
P
\

Py
Py = P33

P3y = —Po3

Abbildung 4.1: Die Elemente der effektiven Korrelationsmatrix P fiir einen isolierten Spin.
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4.2. Externes Feld

4.2 Externes Feld

Spezielle Wahlen des externen Feldes ermoglichen eine analytische Berechungen des
Zeitentwicklungsoperators U (t). Die wesentliche Bedingung fiir eine analytische Losung
ist ein verschwindendes longitudinales Feld, wodurch oy eine Erhaltungsgrofle ist.

4.2.1 Verschwindendes externes Feld

Fiir ein verschwindendes externes Feld folgt fiir den Hamiltonoperator (2.8)

H(t) = Hy(t) = Sn(t)on. (4.6)
Die Spinoperatoren kénnen mit der Formel (3.6b) berechnet werden. Dafiir wird der
Zeitentwicklungsoperator U(t) bendtigt, der im Fall eines verschwindenden externen
Feldes analytisch berechnet werden kann, weil der Operator H;(t) zu beliebigen Zei-
ten mit sich selbst kommutiert. Die Zeitordnung in Gleichung (2.26) wird also nicht
bendtigt. Fiir den Operator U(t) gilt unmittelbar

U(t) = exp (—i/ot Hn(tl)dm) = exp (—i/ot n(tl)dtlgal) = exp (—iv(t)gm) (4.7)

Fiir weitere Rechnungen wird die neue Zufallsvariable v benutzt, wie sie in Gleichung
(3.15) definiert ist. Da der Vektor a aus der allgemeinen Formel eindimensional ist, kann
die Berechnung der Korrelationen analytisch durchgefiihrt werden. Zur Bestimmung
der Verteilungsfunktion P(v) muss nur die Varianz G(t) bekannt sein. Fiir die beiden
Grofen gilt hier

P(v) =4/ 27Té(t) e_#?t) (4.8a)

G(t) = v{D)o(D) = K2 /O dty /0 A = K /0 g /O “dtag(lts —ta])  (4.8b)

Fiir den Fall einer exponentiell zerfallenden Korrelationsfunktion g(t) = e gilt fiir
die Varianz G(t) speziell

G(t) = 2x2 <;2 + e_t;_1> (4.9)

Fiir die Rotationsmatrix 3(¢) folgt mit Formel (3.8) und dem bekannten Operator U (t)

1 0 0
3(t)= [0 cos(kv(t)) —sin(kv(t)) (4.10)
0 sin(kv(t)) cos(kv(t))

Zur Bestimmung der Spinkorrelationen muss die Matrix 3(t) beziiglich der Fluktua-
tionen v(t) gemittelt werden. Dies wird geméf der Formel (3.21) berechnet. Als Vertei-
lungsfunktion wird die in Gleichung (4.8a) angegeben Funktion verwendet. In diesem

25



4.2. Externes Feld

Fall kann die Berechnung analytisch durchgefiihrt werden. Die Mittelung iiber den Si-
nus verschwindet, da der Sinus eine ungerade Funktion ist. Die entsprechende Rechnung
fiir den Kosinus ist im Appendix vorgestellt, siehe Gleichung A.8d. Das Ergebnis ist

10 0
city=|0 % (4.11)
G(t)
0 0 e

In diesem Fall kann keine effektive Korrelationsmatrix P definiert werden, da kein ex-
ternes Feld vorliegt. Daher wird die Matrix C' untersucht.

Die Komponente C4; ist konstant, da der Spinoperator o; eine Erhaltungsgrofie ist.
Die beiden iibrigen endlichen Komponenten Cyy = C33 zerfallen durch die Kopplung
an das fluktuierende Feld exponentiell, wobei die Lebenszeit durch die Zeitkonstante
Q2 der Autokorrelationsfunktion ¢(t) und die Kopplungsstirke x beeinflusst wird. In
Abbildung 4.2 kann erkannt werden, dass ein wachsendes () die Lebenszeit der Korrela-
tion erhoht. Dies kann auch aus Gleichung (4.9) geschlossen werden. Fiir den Grenzwert
Q) — 0 folgt ndmlich

G(t) = K*t* fiir Q=0 (4.12)

wie mti einer entsprechenden Grenzwertbetrachtung leicht erkannt werden kann. Mit
einem wachsenden ) steigt die Funktion G(¢) dann immer schwiicher an, fiir grofie
Werte von € gilt ndherungsweise

t—Q
G(t) ~ K? Q7

(4.13)

G(t) wichst also linear mit der Zeit. Dies fithrt dann direkt zu einer erhthten Lebenszeit
der Korrelationen im Vergleich zum Grenzwert 2 = 0.

4.2.2 Rein transversales Feld

Wenn im Hamiltonoperator der Winkel o« = 0 gewéhlt wird, bleibt die analytische
Rechnung auch fiir ein endliches externes Feld moéglich. Der Hamiltonoperator hat dann
die Form

_ e+ rn()

9 KR
H(t) = —01 + *77(15)0’1 5

. 4.14
2 2 a1 (4.14)

Der Hamiltonoperator kommutiert zu verschieden Zeiten, daher kann der Zeitentwick-
lungsoperator U (t) wieder analytisch bestimmt werden. Fiir U () gilt

U(t) = exp (—i /O t H(tl)dm) — exp (-i”*;’(t)m) (4.15)

Die auftretende Fluktuation v(¢) besitzt die gleiche Varianz G(t) und die gleiche Ver-
teilungfunktion P(v) wie in Abschnitt 4.2.1.
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4.2. Externes Feld
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Abbildung 4.2: Die Korrelation Coy = (33 fiir verschiedene Zeitkonstanten €2 der Korrelati-
onsfunktion ¢(t). Das System besitzt kein externes Feld.

Die Berechnung der Rotationsmatrix 3(t) ergibt

1 0 0
3(t)=10 cos(et+v(t)) —sin(et+ v(t)) (4.16)
0 sin(et +v(t)) cos(et + v(t))

Zur Mittelung der Matrix in Gleichung (4.16) werden die trigonometrischen Funktionen
zerlegt. Explizit gilt also
cos(et + v(t)) = cos(et) cos(v(t)) — sin(et) sin(v(t)) (4.17a)
sin(et + v(t)) = sin(et) cos(v(t)) + cos(et) sin(v(t)) (4.17b)

Damit miissen die selben Ausdriicke wie in Abschnitt 4.2.1 gelost werden. Die gesuchte
Korrelationsmatrix hat die Gestalt

1 0 0
Cit)=10 cos(et)(f% - sin(st)(?% (4.18)
fel0) el
0 sin(et)e” 2z cos(et)e” 2

Im betrachteten Fall o« = 0 gilt P = C, weshalb keine weitere Rechnung mehr notig
ist.
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4.3. Konstantes Rauschen

Die Form der Korrelationen hat sich im Vergleich zum Fall ohne Kopplung geéndert.
Die Komponenten oszillieren und zerfallen. Damit wird bestétigt, dass die Kopplung
an ein fluktuierendes klassisches Feld zu Dekohérenz fiihrt. Durch Verdnderung der
Parameter x und  kann die Zerfallsgeschwindigkeit wie im vorigen Fall verédndert
werden. In Abbildung 4.3 sind die Elemente der Korrelationsmatrix fiir die Parameter
Q) =k = 0.1wg dargstellt.
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_ ) \\\~\~~~
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Pyy = P35 Einhiillende ----------

Abbildung 4.3: Die Elemente der effektiven Korrelationsmatrix P fiir ein transversales Feld
(a = 0) und Kopplung an die Umgebung. Zusitzlich ist die Einhiillende aufgetragen. Fiir die
Parameter wird Q2 = k = 0.1wy gewahlt.

4.3 Konstantes Rauschen

Fiir das gegebene System ist der Zeitentwicklungsoperator U (t) bei einer zeitunabhéngi-
gen Fluktuation n(t) = n(0) direkt berechenbar. Die Korrelationsfunktion g(¢) der
Fluktuationen ist dann ebenfalls konstant. Die Verteilungsfunktion P(n) ist

1 2
P(n) = 78_%a
V 27

(4.19)



4.3. Konstantes Rauschen

da anders als in Kapitel 3.2 wegen der fehlenden Zeitabhéngigkeit kein Vektor n zur
Beschreibung benétigt wird.
Fiir U(t) gilt

. —Atog + (e + m])tol) (4.20)

U@):exp(—l >

Der hier berechnete Operator U(t) hat die gleiche Form wie Up(t) (siche Gleichung
(4.2)), die Rotationsfrequenz ist allerdings eine andere. Im ungestorten System dreht
sich der Spin mit der Frequenz wqg. Bei einer Stérung mit zeitunabhingigen Fluktua-
tionen dreht er sich mit der Frequenz w. Fiir diese gilt

w= /A2 + (e +rn)? = /A2 +22, (4.21)

wobei die Abkiirzung & = € + kn verwendet wird.
Fiir die Rotationsmatrix 38¢) folgt mit Formel (3.8)

A? cos(wt) + &2 Awsin(wt) EA(cos(wt) — 1)
S(t) = | —Awsin(wt)  w?cos(wt) —Ew sin(wt) (4.22)
EA(cos(wt) — 1) Ewsin(wt) &2 cos(wt) + A2

Zur Bestimmung der Korrelationsmatrix muss die Matrix gemittelt werden. Die n6tigen
GauBlintegrationen kénnen numerisch durchgefiithrt werden. Explizit gilt dabei mit der
Verteilungsfunktion P(n) in Gleichung (4.19)

cz/mmmmm (4.23)
R

Die resultierende Matrix C wird mit Gleichung (2.48) zur effektiven Korrelationsmatrix
P transfortmiert. Die Komponenten P;j; sind in den Abbildungen 4.4 und 4.5 fiir die
Parameter a = /47 und k = 0.1wy dargestellt. Die Autokorrelationen Pj; #hneln den
entsprechenden Korrelationen aus Abbildung 4.1, zeigen aber einen Zerfall. Die Kur-
ven von Py und P33 unterscheiden sich etwas, anders als im Fall einer verschwinden
Kopplung wo Gleichtheit gilt.

Fiir k = 0 verschwinden die Elemente Pio, Po1, P13 und P31, nicht aber fiir £ > 0. In
Abbildung 4.5 kann erkannt werden, dass die Korrelationen endlich sind und Oszilla-
tionen zeigen. Sie sind im Vergleich zu den iibrigen Korrelationen aber schwach, mit
maximalen Amplituden von weniger als 0.05.

Im betrachteten Zeitbereich scheinen alle Korreltionen aufler Py; vollstdndig zu zerfal-
len. Allerdings zeigt die logarithmische Darstellung der Betrége |P;;| in den Abbildun-
gen 4.6 und 4.7, dass dies nicht zutrifft. Die Korrelationen P33, Pi3 und Ps; besitzen
ebenfalls einen endlichen Grenzwert.
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Abbildung 4.4: Die Diagonalelemente der effektiven Korrelationsmatrix P. Die Parameter
sind als o = /4 und Q = k = 0.1wy gewdhlt.
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Abbildung 4.5: Die Nichtdiagonalelemente der effektiven Korrelationsmatrix P. Die Parame-
ter sind als @ = /47 und Q = k = 0.1wy gewihlt.
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Abbildung 4.6: Die Diagonalelemente der effektiven Korrelationsmatrix P in logarithmischer
Darstellung. Die Parameter sind als o = 1/am und Q = k = 0.1wy gewéhlt.
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Abbildung 4.7: Die Nichtdiagonalelemente der effektiven Korrelationsmatrix P in logarith-
mischer Darstellung. Die Parameter sind als o = 1/ar und Q = k = 0.1wg gewihlt.
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4.3. Konstantes Rauschen

Fiir einen Vergleich in Kapitel 5 soll das Verhalten der Korrelation Py fiir verschie-
dene Parameter o und s untersucht werden. Dafiir werden die berechneten Kurven in
der Abbildungen 4.8 und 4.9 dargestellt. Hierbei wird die Abhéngigkeit vom Winkel «
bei einer konstanten Kopplung £ = 0.1wp und die Abhéingigkeit von x fiir den festen
Winkel a = /47 dargestellt.

Fiir einen steigenden Winkel « sinkt der Grenzwert ab, allerdings ist der Effekt ver-
gleichsweise schwach. Fiir a = 0 ist Pj; = 1 fiir alle Zeiten, beim Winkel av = 3/s7 liegt
der Wert nur um etwa 0.8% niedriger. Neben der Verédnderung des Grenzwertes wird
durch den Winkel auch die Konvergenzgeschwindigkeit beeinflusst. Die Oszillationen
von Pp; sind fiir die Winkel o < 3/8w im betrachteten Zeitbereich schon augestorben,
anders als bei den Kurven mit o > 3/s.

Die Kopplung x hat einen stérkeren Effekt auf den Grenzwert. Fiir eine steigende Kopp-
lung nimmt dieser ab. Dabei sinkt aber die Konvergenzgeschwindigkeit deutlich. Fiir
k < 0.3wp konnen keine Oszillationen mehr erkannt werden. Bei den hoheren Kopplun-
gen sind hingegen auch fiir die relativ hohen Zeiten immer noch starke Oszillationen
erkennbar.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Frquenz der Oszillationen scheinbar nicht von
der Kopplung x abhéngt. Man kann eine schwache Abhéngigkeit erwarten, die in den
Bildern nicht erkennbar ist. Denn die Rotationsfrequenz w des System héngt eindeutig
von der Kopplung «, was die Vermutung nahe legt, dass eine funktionale Abhingigkeit
bestehen sollte.
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Abbildung 4.8: Korrelationselemente fiir ein transversales Feld (v = 0) und Storung. Zusétz-
lich ist die Einhiillende aufgetragen.
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4.4. Grundlagen fiir den allgemeinen Fall
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Abbildung 4.9: Korrelationselemente fiir ein transversales Feld (o« = 0) und Storung. Zusétz-
lich ist die Einhiillende aufgetragen.

4.4 Grundlagen fiir den allgemeinen Fall

Die gesuchte Grofle ist die effektive Korrelationsmatrix der drei Spinoperatoren in Glei-
chung (2.46). Da es sich bei den Korrelationen um dynamische Grofien handelt, ist die
Kenntnis des Zeitentwicklungsoperators U (t) wesentlich. Fiir geeignete Wahlen der Sy-
stemparameter ist U(t) analytisch bestimmbar, wie in den ersten Abschnitten dieses
Kapitels gezeigt wurde. Bei beliebigen Parametern kann im Allgemeinen hingegen kein
geschlossener Ausdruck angegeben werden.

Entsprechend der physikalischen Situation kann der betrachtete Hamiltonoperator in
zwei Teile zerlegt werden. Der erste Teil beschreibt die Wirkung des externen Feldes.
Die induzierte Dynamik kann analytisch berechnet werden (siehe Kapitel 4.1). Der
zweite Teil ist durch die Wechselwirkung mit der Umgebung gegeben.

Fiir solche Probleme ist die Zerlegung des Operators U(t) in diese zwei Teile sinnvoll.
Die Dynmaik des ungestorten Systemes wird durch den Operator Uy(t) beschrieben.
Der entsprechende Operator fiir die Wechselwirkung ist der Zeitentwicklungsoperator
im Diracbild Up(t). Die nétigen Rechnungen sind in Kapitel 2.2.3 durchgefiihrt. Das
Ergebnis

U(t) = Up(t)Up (1) (4.24)

soll genutzt werden, um die zeitabhéngigen Spinoperatoren zu niahern.
Der Operator Uy(t) ist in Kapitel 4.1 berechnet worden. Da Hj nicht von der Zeit
abhéngt, sind die entsprechenden Rechnungen analytisch durchfithrbar. Fiir den Ope-
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4.4. Grundlagen fiir den allgemeinen Fall

rator Up(t) gilt entsprechend der Gleichung (2.37)
9 Up(t) = —iH1p(t)Up(t) (4.25)

Als néchstes muss also der Wechselwirkungsanteil H;(¢) im Dirac-Bild berechnet wer-
den. Dabei gilt

(4.3a) K
=" on

Hyp(t) = Ul (t)Hy(t)Up(t) = gn(t)Ug(t)aon(t) S(erTS(t)o (4.26)

Die Spinoperatoren im Dirac-Bild kénnen aus Gleichung (4.3a) abgelesen werden. Der
dort behandelte Fall geht von einer fehlenden Kopplung an die Umgebung aus.

Der resultierende Operator Hi p(t) kommutiert zu verschiedenen Zeiten im allgemeinen
nicht. Daraus folgt direkt, dass Up(¢) nicht analytisch berechnet werden kann. In diesem
Kapitel wird eine Ndherungslosung fiir kleine Zeiten hergelietet. In Kapitel 5 wird unter
Ausnutzung der Magnus-Entwicklung eine alternative Naherungslésung bestimmt. Eine
dritte Moglichkeit ist die numerische Simulation des Zeitentwicklungsoperators Up(t),
wie in Kapitel 6 vorgestellt.

4.4.1 Berechnung der Korrelationsmatrix

Mithilfe der bisherigen Schritte kénnen die zeitabhingigen Spinoperatoren bestimmt
werden. Mit diesen koénnen dann die gesuchten Korrelationen berechnet werden. Aus
Gleichung 2.37 folgt fiir die Spinoperatoren

o (t) = Ub(t)on(t)Un(t) (4.27a)

Die Spinoperatoren im Dirachild sind in Kapitel 4.1 berechnet, da der dort verwendete
Hamiltonoperator gerade der freie Anteil des Systems ist. Die Matrix Xg(¢) kommutiert
dabei mit dem Operator Up(t), womit

o(t) = Zot)UL (t)oUn(t) (4.27b)
folgt. Durch die Defintion des Vektors
s(t) == U} (t)oUn(t) (4.28)
kann der teitabhéngige Spinoperator als
o(t) =Xp(t)s (4.29)

geschrieben werden. Die analytisch beschreibare Anteil der Dynamik ist in der Matrix
¥o(t) enthalten.
Mit Gleichung (3.8) gilt offenbar fiir den Vektor s(¢) auch die Darstellung

s(t) = Spo (4.30)
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4.4. Grundlagen fiir den allgemeinen Fall

wobei die Matrix ¥p(t) die Dynamik der Spinoperator o beschreibt, die der Zeitent-
wicklungsoperator Up(t) induziert. Fiir den volle Zeitabhingigkeit des Spinoperators
folgt dann

O'(t) = 202]3(15)0’ (4.31)

Die Korrelationsmatrix C' ist komponentenweise definiert. Daher wird die Komponen-
tendarstellung von Gleichung (4.31) benétigt. Diese ist

oi(t) = el ZpEp(t)o. (4.32)

Mit den Spinoperatoren kann nun die Korrelationsmatrix C(¢) bestimmt werden. Dabei
wird ausgenutzt, dass die Paulimatrizen spurfrei sind. Also gilt

(0i(t)oj) = e ZoZp(t) (o0j) = e ToTp(t)e; (4.33)
Damit folgt fiir die Elemente der Korrelatiosnmatrix
Cij = <O‘i(7f)0'j> = eiTEOED(t)ej = eiTEOED(t)ej, (4.34)

wobei ausgenutzt wird, dass nur die Matrix 3p(t) von der Zufallsvariable n(t) abhéngt.
Die gemittelte Matrix Xp(¢) wird im Folgenden durch

F(t) == Xp(t) (4.35)
ausgedriickt. Die entspreche Gleichung fiir die Korrelationsmatrix C'(¢) ist offensichtlich
C(t) =g (t)F(t). (4.36)

Die Matrix F'(t) wird in dieser Arbeit mit drei Methoden berechnet. Der erste Ansatz
basiert auf einer Naherung des Vektors s(t), der die Dynamik von F'(t) festlegt. Im
néichsten Abschnitt wird hierfiir ein Ansatz iiber eine Integralgleichung fiir kleine Zeiten
hergelietet.

Der zweite Ansatz verwendet die in Kapitel 3.3 vorgestellte Magnus-Entwicklung, um
den Zeitentwicklunsgoperator Up zu ndhern. Ziel der Naherung ist es eine analytische
Berechung der Spur zu ermoglichen. Dann muss nur noch iiber die Fluktuationen in
H, p(t) geeignet gemittelt werden.

Als letzter Ansatz wird der Operator Up(t) durch eine numerische Simulation bestimmyt.
Dabei wird keine Néherung verwendet, die Ergebnisse sind bis auf numerische und
statistische Fehler also exakt.

4.4.2 Niherungslésung der Korrelationsmatrix fiir kleine Zeiten

Fiir eine Nidherungslosung wird der Vektor s(¢) abgeleiet. Mit Gleichung (4.30) folgt

drs(t) = UL (8)[Hup(£),0]Un(t) = Sn(OULOfel Bo(t)oolUn(2). (4.37a)
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4.4. Grundlagen fiir den allgemeinen Fall

Mit der Formel (3.2) kann dies zu
0 Elg(t) —Elg(t)
Os(t) = —rn(t) | —X13(t) 0 Tu(t) | s(t) (4.37b)
Ti)  —Xn() 0

umgeformt werden. Die dquivalente Integralgleichung hat folglich die Form

s(t) = o -k /0 dtan(t) At s(t) (4.37¢)
wobei die Matrix
0 Yi3(t)  —Xi(t)
A(t) = | —X3(t) 0 i (t) (4.38)

Yio(t)  —¥11(?) 0

verwendet wird.
Die Integralgleichung (4.37¢) kann nun im Kopplungsparameter x entwickelt werden.
Explizit gilt fiir s bis zur zweiten Ordnung

s~o H/t At () A(ty)o + K2 /t dty /tl dton(t)n(t) A(t) Alt)e . (4.39)
0 0 0

In dieser Niherung gilt fiir die Matrix ¥p(t) geméf Gleichung (4.30)

Sot) =1 — & /U Cdtn(t) A(ty) + 52 /0 " /0 " dtan(t)n(t) A(t) A(ta)o . (4.40)

Dieser Ausdruck kann beziiglich der Zufallsvariablen 7(t) leicht gemittelt werden, da
die ersten beiden Momente in den Gleichungen (2.10a) und (2.10b) vorgegeben sind.
Damit kann die analytische Ndherungslosung

F(t) ~ ED(t) =1+ K2 /Ot dty /Otl dtag (tl — tg) A(tl)A(tz)U =: Fa(t) (4.41)

fiir die Matrix F' bestimmt werden. Dieses Ergebnis wird genutzt, um die Magnus-
Entwicklung fiir kleine Zeiten zu iiberpriifen. Fiir eine exponentiell zerfallende Funktion
g(t) mit der Zeitkonstanten Q ist die Matrix F,(t) im Appendix C angegeben.

4.4.3 Effektive Korrelationsmatrix

Wie in Kapitel 2.2.5 beschrieben sollen die Korrelationsmatrix P(t) betrachtet werden.
Die Matrix kann mit den bisherigen Umformungen in Abhéngigkeit von der Matrix
F(t) angegeben werden. Dafiir wird die Beziehung (2.48) zweischen P und C genutzt
und Gleichung (4.36) eingesetzt. Damit folgt

P(t) = R,CR! = R,y (t)F(t)R} (4.42a)

(67
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4.4. Grundlagen fiir den allgemeinen Fall

Da die Drehmatrix R, orthogonal ist, kann das Produkt RgRa = 1 in die Gleichung
eingefiigt werden, womit

P(t) = R,X(t)RER, F(t)R} (4.42b)

gilt. Mit Matrixmultiplikation und der Rotationsmatrix 3(¢) aus Gleichung (4.3a)
kann schliellich die Beziehung

P(t) = Py(t)Pp(t) (4.42¢)
bestimmt werden. Hierbei werden die Abkiirzungen

1 0 0
Py(t):= | 0 cos(wot) —sin(wot) (4.43a)
0 sin(wot) cos(wot)
62F11 — SC(F31 + F13) + 52F33 CF12 — SF32 SCF11 — 82F31 + C2F13 — SCF33
PD(t) = CF21 — 8FQ3 F22 SF21 + CF23
scFy1 + 62F31 — 82F13 — scl33  sFi9 + cF3o 52F11 + SC(Fgl + Flg) + CQF33
(4.43b)

verwendet, wobei ¢ = cos(a) und s = sin(«) entsprechend Gleichung (2.4) gilt.
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Kapitel 5

Lo6sung mithilfe der
Magnus-Entwicklung

In den mathematischen Grundlagen wurde die Magnus-Entwicklung vorgestellt (siehe
Kapitel 3.3). Dieser Algorithmus kann genutzt werden, um eine N#herungslosung fiir
die Matrix F' in Gleichung (4.35) zu bestimmen. Wichtig ist hierbei, dass die Magnus-
Reihe sinnvoll abgebrochen werden kann. Dies kann zum Beispiel durch einen kleinen
Parameter begriindet werden. In diesem Kapitel werden die nétigen Rechnungen und
die entsprechenden Resultate dieser N&herung dargelegt.

5.1 Na&herung des Zeitentwicklungsoperators

Fiir die Magnus-Reihe kann die einfache Algebra der Paulimatrizen ausgenutzt werden.
Alle Terme in der Magnus-Reihe kénnen als Kommutatoren von Skalarprodukten der
Form a'o aufgefasst werden, wobei a ein zeitabhingiger komplexer Vektor ist. Daher
kann der Entwicklungsoperator immer in der Form

Up () = exp (—;v(t)0'> (5.1)

dargestellt werden. Der Vektor v(t) fasst die Magnus-Reihenglieder zusammen, also
kann von der Form

v = ZU(”) (5.2)
n=1

ausgegangen werden. Dabei ist v(™) der entsprechende Vektor des n-ten Magnus-Gliedes,
also gilt insbesondere die Abhéingigkeit

™ x K" (5.3)
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5.2. Berechnung der Korrelationen

Die ersten beiden Vektoren sind mit den Formeln (3.30a) und (3.30b)

5% cos(wot) + c?

vV (1) = & tdtm(tl)zo(tl)el =K tdtl ssin(wot) el (5.4a)
/0 /0 sc (cos(wot) — 1)
2@ (1) = 2 /O " dt /O dtn(t)n(ts)So(t)er x So(ta)er | (5.4b)

wobei die Relation (3.3) zur Berechnung von v(?) verwendet wird. Das Kreuzprodukt
in Gleichung (5.4b) kann zu

s (sin(wota) — sin(woty) + sin(wp (t1 — t2)))

Yo(t1)er x Xp(ta)e; = s , ¢ (cos(wot1) — cos(wot2)) (5.5)

s%sin(wg (te — t1) — sc (sin(wpt) — sin(wpt2))
berechnet werden. Also gilt die Proportionalitit
v® x s = sin(a). (5.6)

Daraus folgt unmittelbar, dass fiir « = 0 die zweite Ordnung verschwindet.

5.2 Berechnung der Korrelationen
Der zeitabhéngige Operator s(t) hat die Form

s(t) = UL (t)oUn(t) (5.7a)
Der Ausdruck kann mit der verwendeten Darstellung von Up(t) und Formel (3.6b) zu

(v(t)o)v(t) v(t) X o
(v(t))? v(t)

umgeformt werden. Die Matrix F'(¢) kann mit den Komponenten s;(t) berechnet wer-
den. Dabei gilt

Fl(t) = <Si(t>0j>. (5.88,)

s(t) = |cos(v(t))o + (1 — cos(v(t))) — sin(wv(t)) (5.7b)

Durch Ausnutzung der Beziehung (o;0;) = d;; kann die Formel

s vi(t)oi(t) | . 2 €ijkVk ()
Fyi(t) = cos(v(t))di; + (1 — cos(v(t))) 22152 + sin(v(t)) &2 (5.8b)
’ (v(t))” o(t)
bestimmt werden. Zur Bestimmung der Korrelationsmatrix miissen also die Mittelungen
Iy = cos (v) (5.9a)
1-— ijkVk(t
Lij = ﬂvivj + sin(v(t))M (5.9b)

v2

v(t)
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5.3. FEigenschaften der effektiven Fluktuationen

bestimmt werden. Im Allgemeinen sind die benétigten Integrationen relativ aufwindig.
Denn der Vektor v setzt sich aus Produkten der Fluktuation 7(¢) zusammen. Daher
wird eine Berechnung iiber Pfadintegrale nétigt, wie in Kapitel 3.2 kurz beschrieben.
Um diese Rechnungen zu vermeiden, soll der Vektor v in linearer Ordnung in der Kopp-
lungsstéarke s entwickelt werden.

Fiir eine Analyse des resultierenden Fehlers durch die Naherung von v wird die Rei-
hendarstellung von Fj; bestimmt. Hierbei gilt

[e.9]

-1 VU5 v
Fij(t) = Z ((2773' p2n (51] + (271 T 2)(27’L I 1) -+ gﬁzjk%il> . (5.10)

n=0

Aus dieser Darstellung kann unmittelbar geschlossen werden, dass die Diagonalelemen-
te Fj in der ersten Ordnung von v bis zur Ordnung x* korrekt dargestellt werden.
Die Nichtdiagonalelemente weisen einen Fehler von k2 auf. Diese niedrigere Ordnung
wird durch den letzten Summand erzeugt. Fiir ¢ = j verschwindet er, weshalb nur die
Nebendiagonalelemente betroffen sind. Da der Mittelwert ¥ in der linearen Ordnung
verschwindet, folgt damit fiir die Matrixelemente Fj;

= (—1)” . ViV
Fylt)~ ;) ((2n)! vt <5” B CTET T 1)> (5.11a)
~ o8 (D)0 + (1 — cos(w(t))) %D (5.11b)

(v(t))?
Also ist die Matrix F' in der ersten Ordnung der Magnus-Entwicklung symmetrisch,
in hoheren Ordnungen geht diese Eigenschaft verloren. Dieser Unterschied wird in der
numerischen Berechnung in Kapitel 6 erkennbar.

5.3 Eigenschaften der effektiven Fluktuationen

Um das Verhalten der klassischen Fluktuationen zu beriicksichtigen, werden die be-
rechneten Groflen beziiglich einer entsprechenden Verteilungsfunktion gemittelt. Diese
Rechnungen kénnen vereinfacht werden, indem statt der bisherigen Fluktuationen 7(t)
die effektive Fluktuation v(t) in linearer Ordnung von x genutzt wird. Dabei gilt gem&f
Gleichung (5.4a)

'U(t) = K,/Ot dtm(tl)Zg(tl)el (512)

Nach dieser Beziehung ist v(t) ein Linearkombination aus gaufiverteilten Zufallszahlen
n(t), womit auch v(t) gauBverteilt ist. Daher miissen die ersten beide Momente bekannt
sein, um die Verteilungsfunktion P(v) angeben zu kénnen.

Der Mittelwert von v(t) verschwindet wegen

v(t) = n/t dt1n(t1) Zo(t1)er =0 (5.13)
°
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5.3. FEigenschaften der effektiven Fluktuationen

fiir alle Komponenten. Die entsprechenden Korrelationen werden in der Korrelations-
matrix M (t) zusammen gefasst. Diese ist durch

Mz’j = Ui(t)vj(t) = 52 /Ot dtl /Ot dtgn(tl)n(tz)zli(tl)zlj(tg) ( )
5.14

t t
= 52/ dtl/ dtgg(|t1 — tQDZli(tl)Elj(tQ)
0 0

gegeben. Fiir die explizite Berechnung der Komponenten muss die Autokorrelations-
funktion g(t) der urspriinglichen Zufallsvariablen 7(¢) bekannt sein.

Die Matrixelemente kénnen durch Ausnutzung der Form von 3 (¢) umgeformt werden.
Dabei treten folgende Hilfsintegrale

= / dtl/ dtgg |t1 — t2|) (515&)
= / dty / dtQQ |7f1 — t2|) CcOs [ (tl -+ tg)] (515b)
= / dtl/ dtgg |7f1 — t2|)COS[ ( 1 — tg)] (515C)
= Ii2/0 dtl /0 dtgg(|t1 - t2|) COS(UJtl) (515d)

héufig auf. Bei der Berechnungen scheinen zunéchst sechs Typen von Integralen auf-
zutreten, allerdings werden wegen Relationen zwischen diesen nur die vier angegeben
benotigt. Niheres hierzu wird im Appendix D.1 beschrieben. Fiir eine explizite Berech-
nung muss die Autokorrelationsfunktion g(¢) bekannt sein. Die Hilfsintegrale sind fiir
eine exponentiell zerfallenden Funktion g(t) = e~ im Appendix D.2 angegeben.
Durch wenige Umformungen und Ausnutzung von Additionstheoremen der trigonome-
trischen Funktionen folgt fiir die Elemente der Kovarianzmatrix

My (t) = *G(t) + 25°ha(t) + S;(hl(t) + ha(t)) (5.16a)
Moo (t) = S;(hg(t) — ha(t)) (5.16b)
M33(t) = s*c? (G(t) — 2h3(t) + ) + ha(t ) (5.16¢)
Mis(t) = s <822h1( )tan (wot) + c2hs(t) tan ( )) = My (t) (5.16d)

M13<t>=sc(c2<h3<t>—a<t>>+82(< {0+ halt) = a(8)) ) = Mnlt) (5.160)

M23< ) = s%c ( hl( )tan (wot) hg tan = M32(t) (5.16f)
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5.3. FEigenschaften der effektiven Fluktuationen

Mit der so bestimmten Kovarianzmatrix M (t) kann die Verteilungsfunktion von wv(t)
angegeben werden. Mit der Determinante | M| hat sie die Form

v) = 3; exp (—1’UTM1U> , (5.17)
Vo' /M| 2

wie in Kapitel 3.2.1 vorgestellt. Durch diese Verteilungsfunktion sind die Fluktuatio-

nen v(t) vollstindig charakterisiert. Damit kann also der Einfluss auf die Korrelationen

beschrieben werden.

FEinige Eigenschaften der Kovarianzmatrix M sind fiir folgende Rechnungen wichtig.

Die Eigenwerte und Eigenvektoren werden fiir die Diagonalisierung benétigt. Die De-

terminante und die Spur kénnen verwendet werden, um die Eigenwerte zu berechnen.

Daher werden diese Grofien nun bestimmt.

Als erstes soll die Spur berechnet werden. Diese Grofie ist deshalb niitzlich, da die Sum-

me der Eigenwerte von M gerade die Spur ist, was leicht durch eine Diagonalisierung

zu zeigen ist. Fiir den hier vorgestellten Fall gilt fiir die Spur ¢r der Matrix M

tr =Tr {M} = G + s%hy. (5.18)

Die Determinante einer Matrix ist das Produkt der Eigenwerte, was auch leicht in der
Diagonalbasis gezeigt werden kann. Die Determinante det kann zum Beispiel mit dem
Laplaceschen Entwicklungssatz berechnet werden. Die Rechnung ergibt

st 9 h? hy 2
=716 (1 i) 2 (o) B 60

Fiir die gegebene Matrix M koénnen der Eigenvektor p; und der zugehorige Eigenwert
A1

ssin (%t)
py = | —cos (%1) (5.20a)
csin (%t)
82 hl

geraten und dann verifiziert werden. Nun wird ausgenutzt, dass die Spur die Summe und
die Determinante das Produkt der Eigenwerte sind. Dann gilt fiir die beiden iibrigen
Eigenwerte

tr — A 1 det
)\2/3 = 21:|:2\/(t7’—>\1)2—4>\1 (521&)

Durch Einsetzen der Spur und Determinante und einiger Rechnung folgt

Aofs = 2 (c Grs (2 +2cos(wt)

2.
1 ho h1 2 hs3

+ = 2 2 (22, M 4s2¢2 | 8
2 <C 3 ( 2 + 2 cos (wt)>> st <cos (¢1)
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5.4. Berechnung der Mittelungen

Zur Berechnung der beiden iibrigen Eigenwerte werden die Relationen

,uiTu,j = 0ij (5.22a)
(M — \1) p; =0 (5.22b)

ausgenutzt. Denn mit dem bekannten Vektor g, kann Gleichung (5.22a) ausgenutzt
werden, um eine Bezichung zwischen den zweiten Elementen der Vektoren py 3 und
den ersten und dritten Elementen herzustellen. Mit der ersten Zeile aus der Gleichung
(5.22b) kann dann fiir die Eigenvektoren

1
oz = Nays | (5 + cAgys) tan (5¢) (5.23)
Agsz

mit der Normierungskonstante N, /3 berechnet werden. Hierbei wird die Abkiirzung

(Miy — )‘2/3) COs (%t) + Mj2ssin (%t)
Mi3 cos (“2t) + Miscesin (42¢)

verwendet.

5.4 Berechnung der Mittelungen

Die Berechnung der Korrelationen benétigen in der ersten Ordnung von v zwei Typen
von Mittelungsintegralen

Iy :/ cos (v) P(v)dv (5.25a)
R3
1 — cos (v) .
L= vajP('v)dv, i,j € {1,2,3} (5.25b)
R3

Fiir eine spétere Analyse wird die Relation

R3

I+ZI--:/< ()+1_COS(”)§3:2>P( )v= [ P)dv=1 (5.26)
0 : [ s COS (U U2 .:1’UZ v)dv v)av .

genutzt.

Zur Berechnung sollen zwei Methoden verwendet werden. Zum ersten kann in die Dia-
gonalbasis von M (t) gedreht werden. Hier ist die Berechnung einer Reihendarstellung
der Integrale moglich. Zum zweiten kann in Kugelkoordinaten gerechnet werden. Dann
kann iiber den Betrag v der Fluktuation analytisch integriert werden. Die beiden Me-
thoden sind fiir verschiedene Félle effizient, was in Abschnitt 5.4.3 dargestellt wird.

43



5.4. Berechnung der Mittelungen

5.4.1 Berechnung in Diagonalbasis

Durch eine geeignete Koordinatentransformation kann die Matrix M (t) diagonalisiert
werden. Dafiir wird die Drehmatrix R verwendet. Damit folgt fiir die Diagonalmatrix
D(t)

M'=RD'R' (5.27)

Die Eintriige der Diagonalmatrix D' sind die Inversen der Eigenwerte \; der Matrix.
Die Rotation R setzt sich aus den entsprechenden Eigenvektoren p; in den Spalten
zusammen. Fiir den Vektor r in der Diagonalbasis gilt die Relation

v=Rr (5.28)
Unter Rotationen sind Betrdge invartiant, also gilt explizit der Zusammenhang
v=r (5.29)

Fiir das bendétigte Differential dr kann ausgenutzt werden, dass die Rotation R die
Jacobi-Matrix ist und die Determinante einer orthogonalen Matrix 1 ist. Also gilt

dv = |R|dr = dr. (5.30)

In den benétigten Integrale Iy und I;; treten daher keine weiteren Terme durch die Sub-
stitution auf. Fiir die Komponenten v; kann Gleichung (5.28) genutzt werden. Explizit
gilt also

V; = Z Rijrj (531)
J

Durch Einsetzen der Transformation in die Verteilungsfunktion kann der Zusammen-
hang

P(r) = W exp <—;TTD—17~> = H \/2% exp <_27'i> _ 1:[]3(7"1-) (5.32)

gefunden werden. Der grofie Vorteil dieser Darstellung ist, dass die Exponentialfunktion
faktorisiert.

Im Integral Iy tritt als Funktion neben der Verteilungsfunktion nur der Kosinus auf.
Dieser kann mit (5.29) direkt transformiert werden.

Fiir die Integrale I;; liefert Einsetzen der Transformation

1—
Iij = /]Rd dr(:;S(T) ZRinrnijrmP(T) (533&)
1 —
=" RinRijm / drci(;s(r)rnrmP(r) (5.33b)
m R3 r
= Z Rinijjnmy (533C)

n,m
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5.4. Berechnung der Mittelungen

wobei die Definition

- 1—

Lo = / drcizs(r)rnrmP(r) (5.34)
R3 T

verwendet wird. )

Zur Berechnung der Korrelationen miissen also die neuen Integrale I;; berechnet wer-

den. Wegen der einfachen Verteilungsfunktion P(r) gilt aber

Iim = —Ipm =0 fiir n #m (5.35)

Dies kann durch die Koordinantentransformation r,, — —r, direkt abgelesen werden.
Daher miissen nur die vier Integrale

Iy = /R3 cos (1) P(r)dr (5.36a)
I},:/RS 1(;38“%313@)@17«, i€ {123} (5.36b)

berechnet werden. Fiir diese Integrale gilt analog zu Gleichung (5.26) die Beziehung

3
Iy + ZINH = /]1%3 (COS (r) + Z Wr?) P(r)dr =1, (5.37)
i=1

welche fiir den Vergleich der Methoden genutzt wird. Durch Einsetzen der Taylorreihe
der Kosinusfunktion kénnen die Integrale in der Diagonalbasis analytisch berechnet
werden. Explizit gilt

2”P (r)dr = i (=1 /R3 (r% + 72+ r%)nP(T)dr. (5.38a)

!
R3 =0 (2’[?,) .

Zur Zerlegung des Ausdruckes (rf + 73 + r%)n wird die Multinomialtheorem genutzt,
womit folgt

I
0= kl'kg'kg

72k 2k 2K p () dop. (5.38D)

3
R ko tks=

Die Verteilungsfunktionen P(r) faktorisiert ebenfalls. Damit ergibt sich weiter

1)" n!
Ioznz:%( (231)! > H/ i 245 p(r;)dr; (5.38¢)

k1+ka+ks=nj=1

Das verbliebene Integrale kann durch partielle Integration gelost werden, was im Ap-
pendix in Gleichung (A.9c) berechnet wird. Schliefllich erhilt man

IO:Z(_(;)n)'n! > H%_l”f (5.384)

n=0 ’ k1+ko+ks=nj=1
(5.38¢)
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5.4. Berechnung der Mittelungen

Damit kénnen die Abkiirzungen

(—=1)"n!
(2n)!
3

T({k; 1O\ (1 _H 2’“ SLASC (5.30)

(5.39)

an,

definiert werden, um I effizient zu berechnen. Die Rechnung fiir die Integrale I; sind
analog zu diesen Schritten. Die Differenz sorgt dafiir, dass die Summe iiber n verschoben
wird. Insgesamt kénnen so die Integrale in die kompakte Form

L= an >, I{kH{N®Y (5.40a)
n=0  ki+ko+ksz=n
I = i —ntl S Ik IANOD @k + )N, i€ {1,2,3) (5.40b)

n+1
n=0 T k1+kao+ks=n

gebracht werden. Die Ausdriicke miissen bei numerischer Auswertung bei einer gewéhl-
ten Ordnung abgebrochen werden.
5.4.2 Berechnung in Kugelkoordianten

Fiir die Berechnung in Kugelkoordinaten wird zuerst die Verteilungsfunktion betrach-
tet. Hierfiir wird die sphérische Funktion

vl v vl W
P,p)=—M 12 ="~ 41
() = M2 = (5.41)
definiert. Mit dieser und Gleichung (5.17) folgt
Plo.0,0) ! < Lo 0,0) 2) (5.42)
0,0,p) = ——5———exp | —-P(V,p)v :
Var' /M| 2

Zur Berechnung muss die inverse Matrix W = |M|M ~! bekannt sein. Diese kann aus
der Matrix M mit der Relation

MaoMsz — M3, MiysMag — MiaMss  MyaMas — Mz Moo
W = | Myi3Mas — MiaMss My Mss — M7, Mo Mz — Moz My (5.43)
Mo Moz — My3Mas  Mio M3 — Moz Mg My Msy — ME,

bestimmt werden. Mit den Abkiirzungen

Ai == hg + hl (544&)
hi

cos(wt)

+=he £ (5.44b)
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5.4. Berechnung der Mittelungen

gilt fiir die sechs Komponenten der Matrix W

4.2
Wi == (2GA_ + By B — 4hsB_ — 4h) (5.45a)
8202
Wap = =~ (GA4 — 2h3) (5.45b)
8264 86
Wag = =~ (GA- = 2h3) + s'c*hs B + - B B~ (5.45¢)
8362 W
W12 = T <Gh1 tan (wot) + hg(t) tan (?Ot) (B_ — 2h3)> = W21
(5.45d)
s3¢3 9 soc
Wis = - (hsB— +2hi — GA_) + T (BLB_ —2h3B_) = Wy
(5.45e)
3203 9 wo 840 wo
W23 = T <Gh1 tan (wot) - 2h3 tan (7t>> - 7h3(t> tan (715) B_ = W32
(5.45f)

Neben der Transformation der Verteilunsgfunktion muss auch das Differential geeignet
substituiert werden. In Kugelkoordianten gilt

dv = v*dwsin(¥)dddy (5.46)

An dieser Stelle kann der Vorteil der sphérischen Darstellung ausgenutzt werden. Die
Integration {iber den Betrag v kann analytisch durchgefiihrt werden. Dafiir werden die
Groflen Py (0,p) und Py (0,p)

Py (Y,p) = /000 dvv? P(v,9,0) (5.47a)
Py(Y,p) = /OOO dvv? cos(kv) P(v,9,¢) (5.47b)

benétigt. Der Faktor v? stammt aus der Jacobi-Determinante. Die Berechnungen wer-
den im Folgenden kurz skizziert. Fiir P;(6,¢) gilt

Py (Y,p) = dvv? exp <—;(I)(’l9,(p)’u2> (5.482a)

1 /OO
V2r\/[M] Jo

Durch partielle Integration kann dies leicht zu

1 1 1 2
Nors |M"P(19,30)/0 dvexp( 2@(19,4,0) ) (5.48b)

umgeformt werden. Die verbliebene Integration ist ein Gauflintegral. Es folgt

Pl (197()0) =

1

1
0 =
Pl( 790) A /7|M| ﬁ)('ﬁ,gp)g

(5.48¢)
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5.4. Berechnung der Mittelungen

Die Rechnungen fiir Py(0,¢) sind aufwéndiger. Hier kann zunéchst durch partielle In-
tegration die Umformung

1 O, p) — K2
V2 M| @0.0)

gefunden werden. Die verbliebene Integration wird im Anhang beschrieben. Mit Glei-
chung (A.8d) erhidlt man das Ergebnis

Py(0,p) = L 9(0p) — " p(—'¥> (5.49b)

Am/IM| /3 (0,0) P\ " 20(0.9)

bestimmt werden.

Mit diesen Groflen konnen die gesuchten Integrale Ip und I;; berechnet werden. Dafiir
muss noch iiber die Kugeloberflache S integriert werden. Der genaue Zusammenhang
lautet

P2 (19790) =

/Ooo dv cos(kv) exp (_;q)(qg’(p)&) (5.492)

To = / Py(0.0)d02 (5.50a)
S
VU4 .o
I, = / 23 (P0.g) — Pa(0.)) A0, g € {123}, (5.50b)
S

Diese verbliebenen Integrationen werden numerisch ausgefiihrt.

5.4.3 Unterschiede zwischen den Methoden

Die beiden vorgestellten Methoden werden unter unterschiedlichen Bedingungen ge-
nutzt. Die Fehler in den beiden Methoden kénnen direkt an den Beziehungen

Ip+> Ii—=1=0 (5.51a)
7

Ip+> Ii—1=0 (5.51b)

aus den Gleichungen (5.26) und (5.37) abgelesen werden. Die Relationen sind analy-
tisch berechenbar, jede Abweichung in der Numerik erlaubt also die Genauigkeit ab-
zuschétzen. Die beiden Methoden zeigen fiir verschiedene Zeiten grofle Fehler in dieser
Gleichung.

Die Berechnung iiber sphérische Koordinaten ist numerisch fiir kleine Zeiten ungenau.
Grund hierfiir ist die Determinante der Matrix M, welche sehr langsam von Null aus
im entsprechenden Zeitbereich ansteigt. Dadurch sind die Integranden in (5.50a) und
(5.50b) numerisch ungenau.

Die Integration in Diagonalbasis kann analytisch durchgefithrt werden, wodurch die
Determinante in der Berechnung nicht benétigt wird. Somit kénnen die Integrale fiir
kleine Zeiten berechnet werden. Der Nachteil an der Berechnung iiber Reihen ist der
steigende numerische Aufwand. Fiir grofle Zeiten miissen immer mehr Reihenglieder
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beriicksichtigt werden. Durch den Abbruch der Reihe treten fiir grofie Eigenwerte \;(t)
gravierende Ungenauigkeiten auf.

In Abbildung 5.1 sind die absoluten Abweichungen von den Gleichungen (5.51a) und
(5.51Db) fiir den Winkel o = 1/47 und die Kopplung x = 0.1wy dargestellt. Damit kénnen
die obigen Uberlegungen bestiitigt werden. Da die Eigenwerte \;(t) fiir die gewihlten
Parameter und im betrachteten Zeitbereich relativ klein sind, zeigt die Berechnung
iiber die Reihen keinen groflen Fehler. Fiir eine erhohte Kopplung x = 0.5wg dndert
sich dies allerdings. In Abbildung 5.2 sind ebenfalls die absoluten Abweichungen aufge-
tragen. Hier kann deutlich erkannt werden, dass der Fehler in der Reihen-Berechnung
sehr stark ansteigt. Die Methode der numerischen Integration zeigt hingegen keinen
Anstieg im Fehler, also ist sie in diesem Fall besser geeignet.

Die Abbildungen zeigen, dass je nach gewihlten Parametern und betrachtetem Zeit-
bereich eine der Methoden besser geeignet ist. Im Folgenden wird immer die genauere
Methode zur Berechnung verwendet.

0.01
0.0001
16-006 |
16-008 |
1e-010 |
le-012 |
le-014 |
1e-016 |
1e-018 |
le020 b i 0 v 00

Absoluter Fehler

w()t

Numerische Integration +
Reihenentwicklung  +

Abbildung 5.1: Absoluter Fehler in den Gleichungen (5.51a) und (5.51b) fiir den Winkel
a = 1/am und die Kopplung £ = 0.1wy.

5.5 Spezialfille

Die bisherigen Rechnungen in der Magnus-Entwicklung gehen von einem Neigungswin-
kel der Rotationsachse mit o € (O,g) und einer exponentiell zerfallenden Korrelations-
funktion g(t) = e~ aus. Die Besonderheiten fiir die Fille « = 0, o = 1/or und Q = 0
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1e+010 |

100000 |

1e-005 |

Absoluter Fehler

1e-010 |

1e-015 |

16-020 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Numerische Integration +
Reihenentwicklung  +

Abbildung 5.2: Absoluter Fehler in den Gleichungen (5.51a) und (5.51b) fiir den Winkel
a = 1/a7 und die Kopplung £ = 0.5wy.

werden kurz beschrieben.

5.5.1 Transversales Feld

Wenn a = 0 gewihlt wird, folgt fiir die erste Zeile der Rotationsmatrix
efX=(1 0 0) (5.52)

Daher wird fiir weitere Rechnungen nur eine effektive Fluktuation v benotigt, die durch

v= /i/ot dtin(t1) (5.53)

gegeben ist. Fiir die Berechnung der Matrix F' kann weiterhin Formel (5.11a) genutzt
werden, sie vereinfacht sich aber stark. Nur die Komponente vy ist endlich. Damit
verschwinden alle Matrixelemente Fj; mit ¢ # j. Die endlichen Matrixelemente Fj; sind

Fi; = cos(v) + (1 — cos(v))di (5.54)

Die verbliebene Mittelung Iy kann analytisch durchgefiihrt werden, da nicht iiber den
Vektor v integriert wird. Explizit gilt

nﬁ:mp<—§> (5.55)
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Dieses Ergebnis entspricht dem aus der direkten Berechnung in Kapitel 4.2.2. Da der
Hamiltonoperator Hj p(t) zu verschiedenen Zeiten fiir « = 0 kommutiert, miissen die
Ergebnisse auch iibereinstimmen. Denn die erste Ordnung der Magnus-Entwicklung
ist das exakte Ergebnis. Die Berechnung im Wechselwirkungsbild liefert die mogliche
Zerlegung in Gleichung (4.18) auf eine andere Weise, indem vor der Berechnung der
freie und der gekoppelte Teil des Hamiltonoperators getrennt werden.

5.5.2 Longitudinales Feld

Fiir den Fall o = 7/2 hat die erste Zeile der Rotationsmatrix die Form
el X = (cos(wot) sin(wot) 0) (5.56)

Also werden zwei effektive Fluktuationen vx, 1 und vxs,; benétigt, die durch den zwei-
dimensionalen Vektor

Vrp = /0 " dtyn(t) <C9S<°"°t)) (5.57)

sin(wot)

gegeben sind. Damit ergibt sich die Korrelationsmatrix M/, zu

B 1 (hy+ he hy
M =3 ( A h1> . (5.58)

Fiir den Winkel o = 1 /27 und der ersten Ordnung der Magnus-Entwicklung in & ist die
Korrelationsmatrix M-, € R2*2 wihrend im allgemeinen Fall M € R3*3 gilt.
Die entsprechende Verteilungsfunktion P(vx,) ist

_ L A
P(vxp) = 27T\/Mexp ( QUW/QMW/Q'UWp) : (5.59)

Fiir die Formel (5.11a) muss nun beriicksichtigt werden, dass die dritte Komponen-
te v3 verschwindet. Damit verschwinden in der ersten Ordnung ind x der Magnus-
Entwicklung die Matrixelemente Fi3,Fb3,F31 und F3o. Der Vektor v@ der zweiten
Ordnung in & ist fir o« = 1/2m

0

v ::‘12 t ; . .
@ =+ [Can [ atntnce) e (5.60)

Mit der Gleichung (5.8b) fiir Fj; folgt, dass die Matrixelemente Fi3,Fo3,F3; und F3o
damit auch in zweiter Ordnung der Magnus-Entwicklung verschwinden. Fiir hohere
Ordnungen gilt das selbe, da die zu mittelden Terme immer eine ungerade Potenz der
Zufallsvariable n(t) aufweist. Daher kann geschlossen werden, dass diese Matrixelemente
fiir beliebige Ordnungen in x verschwinden.

Die benétigten Integrale werden analog zum allgemeinen Fall berechnet. Allerdings
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treten fiir beide Berechnungsmethoden einige Unterschiede auf. Die Eigenwerte der
Matrix M sind fiir « = 7/2

1

cos(wot)

Die zugehorigen Eigenvektoren sind

oo (S me (2T e

Mit dem Eigensystem koénnen die Integrale iiber die Reihendarstellung berechnet wer-
den. Die entsprechenden Rechnungen sind vollig analog und liefern

IO_Z 2n ! D H (2k; *1 (5.63a)

n=0 k1+ko=n j=1
_Z 2n+2 ) H N9 (2k; +1)A; fiirie {1,2}  (5.63b)
ki1+ko=n j=1

Alternativ konnen die Integrale iiber eine Darstellung in Polarkoordinaten bestimmt
werden. Prinzipiell ist diese Methode dhnlich zur Berechnung iiber sphérische Koordi-
naten. Allerdings gilt hier fiir die Differentiale

dv = vdvdy (5.64)

Dies fiihrt dazu, dass die Integration iiber den Betrag v nicht analytisch durchfithrbar
ist. Denn das auftretende Integral

[e.@] 1 oo .
/0 dvv cos(v)P(v,p) = — )/0 dvsin(v) P(v,p) (5.65)

D(p
ist nicht analytisch losbar. Die Methode bietet daher keinen Vorteil gegeniiber eine
direkten numerischen Berechnung der Ausgangsintegrale Iy und I;;.

5.5.3 Konstante Korrelationsfunktion

Als letzter Spezialfall wird eine konstante Korrelationsfunktion ¢g(¢) = 1 behandelt. Aus
der konstanten Korrelationsfunktion folgt auch direkt eine zeitunabhéngige Fluktuati-
on 7. Dann konnen die Korrelationen direkt berechnet werden, da der entsprechende
Hamiltonoperator konstant in der Zeit ist (vergleiche Kapitel 4.3). Das Ergebnis fiir
den betrachteten Fall ist also bekannt.

Allerdings kann auch die hier vorgestellte Methode der Magnus-Entwicklung verwendet
werden. Der entsprechende Wechselwirkungsoperator H; p(t) hat die Form

Hip(t) = gnﬁ?(t)cr (5.66)
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Da er zeitabhéngig ist und fiir zwei beliebige Zeiten t; und to # t1 + 27rm mit m € Z
nicht vertauscht, kann der Zeitentwicklungsoperator Up(t) nicht analytisch berechnet
werden. Daher soll die Magnus-Entwicklung in erster Ordnung genutzt werden, um eine
Néherung zu bestimmen. Fiir den Vektor v(t) gilt damit

" . Awot + s% sin (wot)
v(t) = my/ dt134(t) = i —s cos (wot) (5.67)
0

w0\ se[sin (wot) — wot]

In Gleichung (5.11a) treten neben den Vektorelemente v;(t) auch der Betrag v(t) auf.
Das Quadrat kann leicht zu

v (t) = 1 I; (Pwgt? +2s* [1 — cos (wot)]) (5.68)

berechnet werden. Mit dem Vektor v(¢) und seinem Betrag v(¢) kann die Gleichung
(5.11a) fiir alle Komponenten ausgewertet werden, wodurch die Korrelationsmatrix C
bestimmt ist. Hierbei wird die notige Mittelung beziiglich der Fluktuationen 7 stark
vereinfacht. Nur die trigonometrischen Funktionen hingen von den Fluktuationen ab.
Die nétigen Mittelungen treten in &hnlicher Form schon in Kapitel 4.2.1 auf. Fiir diesen
Fall gilt

cos(v) =e 2 (5.69a)
sin(v) = 0. (5.69b)

Mit diesen Ergebnissen kann die Gleichung (5.11a) fiir Fj; zu

02 v2\ VU,

Fz‘j = 67751']‘ -+ <1 — 62> ;2] (570)
umgeschrieben werden. Anhand dieser Form werden nun einige Eigenschaften bespro-
chen.

Fiir den Fall a < 7/2 wird die Exponentialfunktion fiir grofien Zeiten gegen 0 konvergie-
ren. Fiir a = 7/2 ist dies nicht der Fall, da v? dann eine zeitlich oszillierende Funktion
ist. Weil die Vektorelemente von v ebenfalls oszillieren, werden alle endlichen Matrix-
elemente F;; oszillieren, aber nicht gegen einen Grenzwert konvergieren. Daher soll sich
die Behandlung auf die iibrigen Winkel « € [0,1/27) beschrinken.

Fiir die Berechnung der Grenzwerte bei ¢ — oo kann die Exponentialfunktion auf 0
gesetzt werden, da die Zeit ¢ des Systems als hinreichend grof3 angenommen werden
kann. Also muss das Verhalten der Grofie

Vv,
Fijlwot>1 =~ ;Qj (5.71)

untersucht werden. Im Zihler und Nenner dieser Gréflen treten neben trigonometri-
schen Funktionen auch Potenzen von ¢ auf. Diese sind fiir den Grenzwert relevant, da
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die trigonometrischen Funktionen eine Oszillation beschreiben. Da der Nenner entspre-
chend Gleichung (5.68) quadratisch in ¢ ist, konvergieren die Matrixelemente Fjo = Fby,
Foo und Fog = F3y gegen 0, da fiir diese Elemente der Zahler maximal linear in ¢ ist und
so den stérker steigenden Nenner nicht kompensiert. Fiir die iibrigen Matrixelemente
gilt

Fiilwgrs1 = c? (5.72a)
Fa3lugrs1 = 57 (5.72b)
Fi3lwgts1 = F31lwees1 & —sc (5.72¢)

da jeweils der Zihler ebenfalls quadratisch in t ist. Mit diesem Ergebnis und Glei-
chung (4.34) folgt fiir den Grenzwert der effektiven Korrelationsmatrix P mit Gleichung
(4.42c¢)

100
P=|(0 o0 0]. (5.73)
000

Das Ergebnis héngt offensichtlich weder von der Kopplungsstéarke x noch vom Winkel
a ab. Diese Eigenschaft unterscheidet die Ergebnisse der Ndaherung und der direkten
Berechnung in Kapitel 4.3. Denn in den Abbildungen 4.8 und 4.9 ist klar erkennbar,
dass sowohl der Winkel « als auch die Kopplung x einen Einfluss auf die Korrelati-
onselemente haben. Dieser Unterschied zeigt, dass die Magnus-Entwicklung durch die
N#herung eine falsche Dynamik beschreiben kann.

5.6 Spinkorrelationen in der Magnus-Entwicklung

Mit der vorgestellten Magnus-Entwicklung kann die effektive Korrelationsmatrix P
der Spinoperatoren in ersten Ordnung von x berechnet werden. Dabei hingen die
Groflen von den Systemparametern ab, im verwendeten Modell sind dies die Rotati-
onsfrequenz wy und der Winkel « des externen Feldes, die Kopplungsstirke x zwischen
dem Spin und seiner Umgebung und die Zeitkonstante {2 der Autokorrelationsfunktion
g(t) = e=Ut=t2l — (¢ )n(ty). Diese Arbeit beschrinkt sich auf ausgewihlte Beispiele
bei der Wahl der Parameter, da eine Analyse der Parameterabhéngigkeit nicht Ziel
dieser Arbeit ist.

5.6.1 Untersuchte Korrelationen

Die Untersuchung in diesem Kapitel beschrinken sich auf die Korrelationen Py und Pss,
was in diesem Abschnitt gerechfertigt wird. Die Ergebnisse aus der Magnus-Entwicklung
zeigen die Relationen

P3; ~ P13 (5.74a)
P12 ~ —P21 (5.74b)
P32 =~ —P23 ~ P33 tan(wot), (5740)
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weshalb die Untersuchung der Korrelationen Py1, Pao, Ps3, P13 und Pjo ausreichend ist.
Fiir niedrige Kopplungen « gilt zuséatzlich

Py = Ps3, (5.75)

so dass die Beschreibung auf P33 beschrinkt werden kann, womit Pao ndherungsweise
erfasst wird.
Die Korrelationen P;3,P31, P12 und Py; werden im Rest der Arbeit nicht mehr genauer
behandelt, da sie mit der vorgestellter Methode iiber die Magnus-Entwicklung ungenau
berechnet werden. Zur Untersuchung iiber die Qualitit der Ndherung wird an dieser
Stelle ein Vergleich mit der analytischen Néherung fiir kleine Zeiten genutzt. Im Gegen-
satz dazu wird in Kapitel 7 die vorgestellte Magnus-Entwicklung mit einer numerischen
Rechnung verglichen, wobei grofiere Zeiten betrachtet werden kénnen.
Die Korrelationen werden fiir die Parameter Q = 0.1wp, £ = 0.1lwp und o = /a7 in
Abhéangigkeit von der Zeit wgt berechnet, womit die zeitliche Entwicklung der Abwei-
chung bestimmt werden kann.
In Abbildung 5.3 ist die in der Magnus-Entwicklung berechnete Parallelkorrelation in
Abhéangigkeit von der Zeit wgt dargestellt. Danben ist auch die entsprechende analyti-
sche N#herungen aufgetragen, die durch Gleichung (4.41) gegeben ist. Die Abbildung
zeigt eine gute Ubereinstimmung zwischen den beiden Methoden.

Die Normalkorrelation P33 und die Kreuzkorrelation P3o sowie die entsprechenden

0.998

0.996

0.994

Korrelationen

0.992

0.99

0.988 ' ' ' '

Abbildung 5.3: Vergleich der berechneten Korrelation Pj; mit der Magnus-Entwicklung und
der analytischen Ndherung in Gleichung (4.41). Die Datenpunkt stammen aus den Rechnungen
mit der Magnus-Entwicklung, die Kurve ist die analytische Ndherung.
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analytischen Néherungen aus Gleichung (4.41) sind in Abbildung 5.4 dargestellt. Qua-
litativ stimmen die Kurven sehr gut iiberein, die Kurven aus Magnus-Entwicklung und
Néherung beschrieben also die selbe Dynamik. Die absolute Abweichung zwischen den
Kurven scheint durch die Skalierung sehr klein zu sein, ist allerdings grofler als die
Abweichung fiir die Korrelation Pj1, wie in Abbildung 5.6 erkennbar ist. Als letzes wer-

Korrelationen

P33+ Py -

Abbildung 5.4: Vergleich der berechneten Korrelationen P33 und Pso mit der Magnus-Ent-
wicklung und der analytischen Ndherung in Gleichung (4.41). Die Datenpunkt stammen aus
den Rechnungen mit der Magnus-Entwicklung, die Kurve ist die analytische N&herung.

den die Korrelationen P53 und Pj3 mit der Magnus-Entwicklung und der analytischen
N#herung berechnet. Die Kurven zeigen in diesem Fall deutliche Abweichungen, anders
als bei der Parallelkorrelation oder der Normalkorrelation. Die Dynamik zwischen den
Kurven unterscheidet sich sichtbar, also kann ein qualitativer Unterschied zwischen den
Methoden erkannt werden. Insbesondere liegen die absoluten Abweichungen in der glei-
chen Groflenordnung wie die Korrelationen in der Magnus-Entwicklung selbst. Daraus
kann unmittelbar geschlossen werden, dass die Magnus-Entwicklung zur Berechnung
der Kreuzkorrelation nicht geeignet ist. Zum Vergleich der Fehler in den Korrelationen
werden die Abweichungen

APFij = [Pijm — Pijal (5.76)

zwischen den Korrelationen F;;, aus der Magnus-Entwicklung und den Korrelationen
P;;. aus der analytischer Ndherung untersucht. In Abbildung 5.6 sind diese Abwei-
chungen dargestellt. Daraus geht hervor, dass die Abweichung AP;; deutlich kleiner
als die tibrigen Abweichungen ist. Diese liegen alle in einer Gréflenordnung, allerdings

56



5.6. Spinkorrelationen in der Magnus-Entwicklung

0.02 . . . .
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-0.005
-0.01
-0.015
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Korrelationen

wot

Pis + Py3 +

Abbildung 5.5: Vergleich der berechneten Korrelationen P53 und Py mit der Magnus-Ent-
wicklung und der analytischen Niherung in Gleichung (4.41). Die Datenpunkt stammen aus
den Rechnungen mit der Magnus-Entwicklung, die Kurve ist die analytische N&herung.

muss beriicksichtigt werden, dass die Abweichung A Pjs und A P;3 in der selben Groflen-
ordnung wie Pigy, und Pi3 ., selbst liegt. Daher sind die Ergebnisse aus der Magnus-
Entwicklung fiir die Nichtdiagonalelement Pjs, Po1, Pag und P32 nicht sehr zuverlassig.

Die Abweichungen legen Nahe, in den folgenden Untersuchungen die Korrelationen P,
P51, P13 und P31 auszulassen. Die berechneten Daten zeigen zu starke Abweichungen,
als dass die Kurven verldssliche Aussagen {iber das Verhalten der entsprechenden Kor-
relationen zulassen.
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Abbildung 5.6: Absoluter Fehler in den Gleichungen (5.51a) und (5.51b) fiir den Winkel
a = 1/47 und die Kopplung £ = 0.5wy.
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5.6. Spinkorrelationen in der Magnus-Entwicklung

5.6.2 Parameterabhingigkeit der Korrelationen

In Abbildung 5.7 ist die Parallelkorrelation Pj; fiir verschiedene Winkel o dargestellt.
Dabei wird fiir die Kopplungsstirke £ = 0.lwg und die Zeitkonstante 2 = 0.1wg
gewihlt. Die Kurven zeigen fiir alle Winkel « einen schwachen Zerfall, wobei dieser
mit steigenden Winkel zunimmt mit maximal 10% fiir o = 1/2m bei wot = 100. Dane-
ben kéennen fiir niedrige Zeiten wot < 35 schwache Oszillationen in den Kurven erkannt
werden. Abhéngig vom gewihlten Winkel verschwinden diese unterschiedlich schnell,
wobei grofiere Winkel mit lingeren Oszillationen verbunden sind. Fiir den Winkel o = 0
zeigt die Parallelkorrelation keinen Zerfall, sie ist konstant. Dieser Spezialfall ist bereits
in Kapitel 4.2.2 behandelt.

0.99 | £,

008 | & ]

0.97 | i

Py

0.96 - i

0.95 | i

094 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

wot

a=1kr a=3FT
a=ljar - a=1lphr -

Abbildung 5.7: Die effektive Korrelation Pj; fiir verschiedene Winkel «. Fiir die iibrigen
Parameter ist ) = k = 0.1wy gewéhlt.

Die entsprechende Normalkorrelation Psg ist in Abbildung 5.8 fiir verschiedene Winkel
« dargestellt. Die Kurven zeigen Oszillationen, deren Frequenz nédherungsweise wg ent-
spricht. Daneben kann ein Absinken der Amplitude erkannt werden, dass vom gewéhlten
Winkel o abhéingt, wobei kleine Winkel einen schnellen Zerfall und grofie Winkel einen
langsamen Zerfall bewirken. Daher scheint die Kurve fiir den Winkel o = 1/s7 gegen
0 zu konvergieren, wihrend die Amplitude der Kurve fiir « = 1/27r nur um etwa 3%
abnimmt.
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Abbildung 5.8: Die effektive Korrelation Ps3 fiir verschiedene Winkel «. Fiir die iibrigen

Parameter ist ) = x = 0.1wy gewéhlt.

Als néchstes wird der Einfluss der Zeitkonstante 2 auf die Form der Korrelationen
untersucht. Zur Untersuchung werden die Korrelationen P und P33 fiir verschiedene
Werte 2 berechnet, wobei der Winkel a@ = /47 und die Kopplungsstirke x = 0.1wy

verwendet werden.
In der Abbildung 5.9 sind die Parallelkorrelationen fiir verschiedene Werte von 2 dar-

gestellt. Aus der Abbildung kann abgelietet werden, dass die Parallelkorrelation fiir
groflere Zeitkonstanten 2 schneller abfillt. Diese Beobachtung bezieht sich allerdings
nicht auf kleinen Zeitraume, bei denen die Korrelationen fiir grofie Zeitkonstanten €2

langsamer zerfallen.

Die Normalkorrelation Pss3 zerfillt fiir steigende Zeitkonstanten ) langsamer, wie in
Abbildung 5.10 gezeigt wird. Im Gegensatz zur Parallelkorrelation gilt dieses Verhalten

auch fiir kleinen Zeiten.
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Abbildung 5.10: Die effektive Korrelation Ps3 fiir verschiedene Zeitkonstanten 2. Der Winkel

ist & = /a7 und die Kopplung ist £ = 0.1wp.



5.6. Spinkorrelationen in der Magnus-Entwicklung

5.6.3 Grenzen der Magnus-Entwicklung

Die Magnus-Entwicklung wird unter der Annahme einer schwachen Kopplung x < wy
verwendet. Tatséchlich zeigt sich, dass fiir groflere Werte von x die Korrelationen ein
unerwartetes Verhalten zeigen. In Abbildung 5.11 ist die Parallelkorrelation Py fiir drei
Kopplungen mit dem Winkel o = 1/ und der Zeitkonstante 2 = 0.1wp aufgetragen.

Dabei kann bei den Kurve mit x = 0.5wy und x = lwy ein Wiederanstieg erkannt
werden.

1 e 'A T T T T
0.95 [ -
09 ‘{\”’WW\MW |
0.85 F o/
5 v
0.8 |- ]
0.75 F+ -
.
0.7 Ft § ]
0.65 |y : : : :
0 10 20 30 40 50
th

k= 0.1wg + Kk = 0.5wq + k = 1.0wqg +

Abbildung 5.11: Die effektive Korrelation P;; fiir verschiedene Kopplungen x. Der Winkel ist
a = /47 und die Zeitkonstante ist x = 0.1wp.

Dieser Effekt wird in Abbildung 5.12 ebenfalls deutlich. In dieser Graphik werden die
Normalkorrelationen P33 fiir die selben Parameter wie in Abbildung 5.11 dargestellt.
Auch hier tritt nach dem Zerfall der Korrelation mit k = 0.5wg und x = 1wy ein Wie-
deranstieg auf, der sich in einer Oszillation um die 0 duflert. Der Wideranstieg kann
ein Artefakt der Methode sein, also ein Fehler, der durch die Néherung in der Magnus-

Entwicklung entsteht. Fiir eine Uberpriifung werden in Kapitel 6 die Kurven fiir die
selben Parameter mit einer numerischen Methode berechnet.
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Abbildung 5.12: Die effektive Korrelation P53 fiir verschiedene Kopplungen x. Der Winkel ist
a = /4 und die Zeitkonstante ist x = 0.1wy.

Auch fiir kleine Kopplungen treten in den Korrelationen Wiederanstiege auf. In Ab-
bildung 5.13 ist die Korrelation Psg fiir grole Zeiten mit dem Winkel ov = 1/am, der
Zeitkonstante 2 = 0.1wp und der Kopplung x = 0.1wg dargestellt. Darin kann deut-
lich erkannt werden, dass fiir wot > 110 die Korrelation wieder ansteigt. Nachdem ihre
Amplitude ein Maximum durchlauft, fallt sie sehr langsam wieder ab.
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Abbildung 5.13: Die effektive Korrelation P33 in logarithmischer Darstellung fiir den Winkel
a = /a7, die Zeitkonstante Q = 0.1wp und die Kopplung k.
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Kapitel 6

Lo6sung durch numerische
Simulation

In Kapitel 6 werden rein numerische Verfahren und Ergebnisse beschrieben. Dafiir wer-
den zunéchst die notigen Algorithmen zur iterativen Bestimmung des Zeitentwicklungs-
operators Up(t) in Gleichung (2.37) vorgestellt. Danach werden die in der Berechnung
auftretenden Fehlerquellen diskutiert. Zum Schluss werden die berechneten Korrelatio-
nen analysiert.

6.1 Simulierte Grof3en

Im vorigen Kapitel wurde der Vektor s(t) ndherungsweise berechnet, indem der Zeit-
entwicklungsoperator Up(t) mit der Magnus-Entwicklung in linearer Ordnung von s
gendhert wurde. In diesem Kapitel soll Up(¢) numerisch simuliert werden. Dafiir miissen
zwei Dinge berticksichtigt werden.

Erstens muss ein geeignets Verfahren zu numerischen Losung der Differentialgleichung

BUp(t) = —iH1p(t)Up(t) (6.1)

gefunden werden. Dafiir kann zum Beispiel das Halbschrittverfahren genutzt werden,
welches eine direkte zeitliche Iteration des Zeitentwicklungsoperators ermdglicht. In
dieser Arbeit soll aber ein genaueres Verfahren verwendet werden, welches im néchsten
Abschnitt beschrieben wird.

Wegen der Zufallsvariable 7(t) in

Hip(t) = Sn(t)el S(t)o (6.2)

muss zweitens ein Algorithmus zur Erzeugung von gaufiverteilten Zufallszahlen genutzt
werden. Dabei muss gewéhrleistet werden, dass die Verteilungsfunktion der Zufallsva-
riable die geforderten Momente

n(t) =0 (6.3a)
n(t)n(ts) = e ="l (6.3b)



6.2. Kommutatorfreie exponentielle Zeitentwicklung

besitzt. Die dafiir verwendete Methode wird in Kapitel 3.2 vorgestellt.

6.2 Kommutatorfreie exponentielle Zeitentwicklung

Die bisherigen Methoden zur Untersuchung der Korrelationen basieren auf der Néhe-
rung erster Ordnung in der Kopplung k zwischen Zentralspin und Umgebung. Dabei
wird die Magnus-Entwicklung genutzt, um die Differentialgleichung

0:Up(t) = —iH; p(t)Up(t) (6.4)

niherungsweise zu losen. Eine Moglichkeit der numerischen Losung wird in Referenz
[17] vorgestellt. Dort wird eine iterative Zeitentwicklung, die commutator free exponen-
tial time evolution kurz CFET, vorgestellt. Sie besitzt den Vorteile, dass der numerische
Fehler eine hohere Potenz im Zeitschritt besitzt als zum Beispiel das Halbschrittverfah-
ren. In Referenz [17] werden zwei Verfahren mit einem Fehler der Ordnung 6¢* und ein
Verfahren der Ordnung 6t° beschrieben. In dieser Arbeit wird dabei die einfachste Form
des Algorithmus benutzt, da durch die endliche Stichprobe in der Mittelung beziiglich
der Zufallsvariable n(t) der entscheidende Fehlerquelle gegeben ist, wie in Kapitel 6.4
gezeigt wird. In der CFET treten die Gewichte 1/, und gy /5 auf, die als

Ty =5 F (6.5a)

gi/2 =7 F (6.5b)

== DN =
o%els

definiert sind. Da in der numerische Berechnung keine diskrete Zeitdarstellung moéglich
ist, wird der Operator Up(t) in Zeitschritten ¢ iterativ bestimmt. Dabei wird die
Notation

Up :=Up(nét) mitneN (6.6)

verwendet. Der vorgestellte CFET-Algorithmus benétigt den Wechselwirkungsoperator
Hip(t) zu den Zeitpunkten ndt + z; /20, wobei fiir eine {ibersichtlichere Formel die
Abkiirzung

Hl,D,n+fE1/2 = HLD ((n + 331/2)6t) (67)
genutzt wird. Damit kann die Iterationsgleichung

Ubni1 = e(ét(ngLD,n-&-zl+92H1,D,n+z2))e(ét(QQHl,D,TH—IQ +91H1 D ntay ))UD " (6.8)

gefunden werden (vergleiche Referenz [17], Gleichung (11)). Die zwei Vektoren B; und
By werden gemifl

Bl/2,n = (91/27771+J:121,n+331 + 92/177n+x221,n+x2) (6.9)
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6.3. Fluktuierende Zufallszahl

definiert, womit sich
Ubnt1 = €xp (—igBLna'> exp <—igB2’n0') Ub.n (6.10)

ergibt. Das Produkt der Exponentialfunktionen kann mit Gleichung (3.5) vereinfacht
werden, wobei der definierte Vektor

) B . B
B 1= 5in(B1,n) c0s(By.n) = + cos(Bi ) sin(Byn)
n n
' ’ 6.11
. . Bl,n X B2,n ( )
+ sin(By ) sm(Bg,n)iB1 B,
n n

verwendet wird. Die Iterationsgleichung nimmt schliellich die Form

Bl,nBQ,n

Upnt1 = |cos(Bi,n) cos(Bay,) — sin(By ) sin(Ba,p) By B

— iBefme' UD,n (6.12)
an. Mit dieser Vorschrift ist eine direkte Iteration in der Zeit moglich. Einzig die Er-
zeugung der Zufallszahlen 7, muss noch geeignet implementiert werden.

6.3 Fluktuierende Zufallszahl

Der Erzeugung von Zufallszahlen mit exponentieller Korrelation sind schon lange ein
wichtiges Werkzeug zur Simulation statistischer Systeme. In Referenz [18] sind zwei
Algorithmen vorgestellt. Die beiden Methoden unterscheiden sich in der Genauigkeit.
Dabei verbessert der zweite Algorithmus die Zufallszahlen, wenn die Zerfallskonstante
2 in der Korrelation grof§ gegeniiber den gewihlten Zeitschritten 6t ist. Fiir die in der
Arbeit betrachteten Falle trifft das nicht zu, da € meist klein ist. Daher wird der erste
Algorithmus verwendet.

Als Ausgangsbasis wird die Diffenrentialgleichung

n(t) = —Qn(t) + Qh(t) (6.13)
genutzt. Hierbei ist h(t) eine gaufiverteilte Storung mit
h(t1) =0 (6.14a)
h(t1)h(ty) = 2D6(t; — t3). (6.14b)

>

Die analytische Losung der Differentialgleichung lautet

t
n(t) = exp (—Qt) no + Q/O dsexp (=Q(t — s)) h(s). (6.15)

Fiir den Mittelwert und die Varianz sollen die Relationen in den Gleichungen (6.3a)
und (6.3b) gelten. Fiir den Mittelwert gilt

t
n(t) = exp (—Qt) Mo + Q/ dsexp (—Q(t — s)) h(s) 20 (6.16)
0 ~~
=0 nach (6.14a)
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6.3. Fluktuierende Zufallszahl

Um die Bedingung in Gleichung (6.3a) zu erfiillen, wird ein gauflverteiltes 1y mit ver-
schwindenem Mittelwert 75 = 0 genutzt. Dann ist 7n(t) offensichtlich die gewichtete
Summe aus gauflverteilten Zufallsvariablen und somit selbst gaufiverteilt.

Fiir die Autokorrelationsfunktion von n(t) folgt mit noh(t) = 0 weiter

I — t1 t2
n(t)n(ty) = e it —i—QQe_Q(“”?)/ dsl/ dsoe? 1520 h (s Vh(se)  (6.17a)
0 0
Durch Einsetzen der Autokorrelation von h(t) folgt fiir ¢; > to weiter

n(ti)n(ta) = e*Q(tlthQ)nig + 2DQ%eUhHt) /Ot2 dspe®?s2 (6.17b)
_ efQ(t1+t2)TT(2)+ DQe—MUt1+t2) (e2Qt2 _ 1) L o ti—t2) (6.17¢)
Um die geforderte Autokorrelation von 7(t) zu erhalten, muss fiir den freien Parameter
D=t (6.18)

gewihlt werden. Desweiteren muss
w=DQ=1 (6.19)

gelten. Also muss fiir 7y die Verteilungsfunktion

P(no) = \/127@,(_7'20) (6.20)

gewihlt werden. Mit diesem Verfahren kénnen Zufallszahlen 7(¢) mit den geforderten
Eigenschaften erzeugt werden.

Die notigen gaufiverteilten Zufallszahlen kénnen mit geeigneten Generatoren erzeugt
werden. In dieser Arbeit wird die Box-Miiller-Methode verwendet, die in Referenz [19]
vorgestellt wird. Mit diesem Algorithmus werden die Zufallsvariablen 7y und h(t) ge-
neriert, wobei im diskreten Fall die Varianzen

o, =1 (6.21a)
2D 2
= (6.21b)

2—7_
ThT 5 T Qot

verwendet werden.

Zur Kontrolle der Zufallszahlen kénnen Mittelwert und Varianz der Grofie n(t) be-
stimmt werden. In den Abbildungen 6.1(a) und 6.1(b) sind der Mittelwert 7(¢) und die
Abweichung Ag(t; —tg) = e U121 _p(¢,)n(ty) fiir unterschiedlich viele Konfiguratio-
nen N, dargestellt. Hieraus wird erkennbar, dass mit wachsender Konfigurationszahl

der Fehler absinkt.
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Abbildung 6.1: Mittelwert 7(¢) und Abweichung Ag(t; —t3) von der erwarteten Varianz fiir die
Fluktuation 7(t) bei verschieden vielen Konfigurationen N,,. Die Zeitkonstante ist £ = 0.1wy.

6.4 Numerische Fehlerquellen

Aufgrund der endlichen Stichprobe muss von einem relativen Fehler von 1/V/N bei der
Mittelung iiber die Fluktuation 7(t) ausgegangen werden. Dies kann aus den Abbil-
dungen 6.2(a) und 6.2(b) geschlossen werden. Dabei sind neben den numerischen Wer-
ten die entsprechenden Fehlergrenzen eingetragen. Aus diesem Grund ist die Mitte-
lung iiber entlich viele Konfigurationen eine entscheidende Fehlerquelle. Die Rechen-
zeit steigt schnell stark an, wenn niedrige statistische Fehler erreicht werden sollen.
Die numerischen Fehler in der Berechnung des Operatos Up(t) sind durch den verwen-
deten CFET-Algorithmus proportional zu (6¢)* und kénnen damit beim verwendeten
Zeitschritt 6t = 10! als vernachlissighar angenommen werden.

6.5 Vergleich mit bekannten Ergebnissen

Bevor die Ergebnisse fiir unbekannte Parameterbereiche aus den numerischen Rech-
nungen prasentiert werden, soll die Korrektheit des Algorithmus gezeigt werden. Dafiir
werden die generierte Daten mit den Ergebnissen fiir zwei bekannte Félle verglichen.
Fiir @« = 0 und fiir Q = 0 koénnen die entsprechenden Zeitentwicklungsoperatoren ohne
Magnus-Entwicklung oder CFET berechnet werden (siehe Kapitel 4.2.2 und 4.3).

Fiir den Vergleich zwischen der numerischen und der direkten Berechnung wird die
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Abbildung 6.2: Mittelwert n(t) und Abweichung Ag(t; — t3) von der erwarteten Varianz fiir
die Fluktuation n(t) bei N, = 10° Konfigurationen. Zusétzlich ist der erwartete statistische
Fehler eingetragen. Die Zeitkonstante ist 2 = 0.1wy.

Differenzmatrix AC' betrachtet, welche durch
AC = Ccrrr — Clirekt (6.22)

definiert ist. In Abbildung 6.3 werden die Frobeniusnormen fiir die beiden Félle darge-
stellt. Als statistischer Fehler kann fiir alle Komponenten Ay = 10~% angenommen wer-
den. Fiir die Frobeniusnorm ergibt sich damit ein statistischer Fehler von Ap = 3-1073.
Dieser Wert wird von beiden Kurven in der Tat nicht {iberschritten. Damit ist {iber-
priift, dass der Algorithmus das System richtig beschreibt.
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Abbildung 6.3: Abweichung zwischen der Korrelationsmatrix aus der Simulation und der
Korrelationsmatrix aus der direkten Berechung
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6.6. Spinkorrelation in der numerischen Simulation

6.6 Spinkorrelation in der numerischen Simulation

Die Ergebnisse aus der numerischen Berechnung zeigen fiir viele Parameterbereiche qua-
litativ grofie Ubereinstimmung mit den entsprechenden Ergebnisse in Kapitel 5. Daher
werden in diesem Kapitel nur die Unterschiede zur Magnus-Entwicklung vorgestellt.
Da die Relationen in Abschnitt ch:untersucht zwischen den Korrelationen auch fiir nu-
merische Behandlung giiltig sind, wird die Untersuchung auf die die Korrelation P;3
beschriankt. Daneben werden die Félle untersucht, in denen die Magnus-Entwicklung
ein Wiederanstieg der Korrelationen zeigt. Dadurch kann untersucht werden, ob dies
ein Artefekt der Magnus-Entwicklung ist.

Bei allen Ergebnissen muss der Fehler Ay durch die Mittelung tiber die Fluktuationen
n(t) beriicksichtigt werden. Dieser liegt bei der gewéhlten Konfigurationszahl N, = 106
bei Ay = 1073. Daher sind Korrelationswerte in dieser GréBenordnung nicht aussage-
kriftigt, da sie Artefakte der Berechnung sein konnen.

6.6.1 Parameterabhingigkeit der Kreuzkorrelationen

In Abbildung 6.4 ist die effektive Korrelation P;3 fiir verschiedene Winkel o dargestellt.
Dabei ist die Kurve fiir den Fall v = 1/2m nitherungsweise 0, womit die Uberlegung in
Kapitel 5.5.2 bestétigt ist. Dort wird argumentiert, dass die Matrixelemente Fi3, Fis,
Fi3 und Fi3 fir @« = 127 immer 0 sind. Wegen des Zusammenhanges zwischen der
effektiven Korrelationsmatrix P und der Matrix F' sind dann auch die entsprechenden
Matrixelemente von P null.

Die anderen Kurven zeigen Oszillationen, deren Amplitude zun#chst ansteigt. Die ma-
ximale Amplitude héangt offensichtlich vom gewéhlten Winkel « ab, die Frequenz ent-
spricht fiir alle Winkel ndherungsweise wg. Nach dem Maximum fillt die Amplitude
wieder ab. Dabei hingt die Geschwindigkeit von Anstieg und Zerfall der Amplitude
vom Winkel ab.

Fiir die niedrigen Winkel erreicht die Amplitude schneller ihr Maximum, zerfillt da-
nach aber auch schneller. So kann fiir den Winkel oo = 187 bei wpt = 100 fast keine
Oszillation mehr erkannt werden.

Die Kurve fiir a = 1/87 scheint gegen einen endlichen Grenzwert zulaufen, fiir die iibri-
gen Kurven kann keine Aussagen getroffen werden, da sie im betrachteten Zeitbereich
immernoch oszillieren. Fiir eine Untersuchung wird das Langzeitverhalten betrachtet.
In Abbildung 6.5 sind die Korrelationen fiir die selben Parameter dargestellt. Daraus
geht tatsichlich hervor, dass Korrelationen in der GréSenordnung 1- 1072 — 41073
liegen. Diese Werte kénnen durch die statistischen Fehler bei der Mittelung entstehen,
allerdings sind solch hohen Fehler nicht zu erwarten.
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6.6. Spinkorrelation in der numerischen Simulation
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Abbildung 6.4: Effektive Korrelation P35 fiir verschiedene Winkel a.. Die iibrigen Parameter
sind Q =k = 0.1wy.
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Abbildung 6.5: Effektive Korrelation P;3 fiir verschiedene Winkel « fiir einen grofien Zeitbe-
reich. Die iibrigen Parameter sind Q = x = 0.1wy.
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6.6. Spinkorrelation in der numerischen Simulation

Als néchstes wird der Einfluss der Zeitkonstante €2 auf die Form der Korrelation P;3
untersucht. In den Abbildungen 6.6 sind die entsprechenden Korrelationen dargestellt.
Dabei wird der Winkel ov = /4 und die Kopplungsstérke x = 0.1wy verwendet.

Die Kurven zeigen wieder Oszillationen mit variierenden Amplituden. Die Frequenz ist
wieder ndherungsweise durch wy gegeben. Fiir niedrige Zeitkonstanten wéchst die Am-
plitude schneller an und erreicht ein héheres Maximum. Danach zerfillt sie aber auch
schneller, wie fiir den Fall 2 = 0.01wg erkennbar ist.

Bei hohen Zeitkonstanten ist die Amplitude scheinbar konstant, im betrachteten Zeit-
bereich veréndert sie sich fast nicht.

Die Kurven fiir Q = 0.0lwg und © = 0.1wy scheinen gegen einen endlichen Grenz-
wert zulaufen, bei der Zeitkonstante ) = 1.0wg kann dies nicht erkannt werden. Fiir
eine Untersuchung wird wieder eine Langzeit-Entwicklung betrachtet. Die Kurven in
Abbildung 6.7 zeigen unterschiedliches Verhalten. Fiir die grofle Zeitkonstante liegt die
Korrelation genau in der Gréflenordnung des statistischen Fehlers. Fiir die entsprechen-
de Korrelation kann also ein Aussterben angenommen werden. Fiir die beiden anderen
Zeitkonstanten liegen die Korrelationen in der Gréfenordnung 4 - 1073, womit keine
klare Aussage getroffen werden kann.
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Abbildung 6.6: Effektive Korrelation P;3 fiir verschiedene Zeitkonstanten 2. Der Winkel ist
hierbei o = 1/amr und die Kopplung ist £ = 0.1wy.
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Abbildung 6.7: Absolutwert der Korrelation Pj3 fiir verschiedene Zeitkonstanten 2. Der Win-
kel ist hierbei o = 1/ar und die Kopplung ist x = 0.1wyp.

6.6.2 Verhalten fiir grofle Zeiten und starke Kopplungen

Im Gegensatz zur analytischen Naherung in Kapitel 4.4.2 und der Magnus-Entwicklung
in Kapitel 5 stellt die numerische Simulation keine Nédherung in der Kopplung « da,
weshalb die berechneten Daten auch fiir gréflere Werte bis auf numerische und statisti-
sche Fehler richtig sind.

Wenn die Kopplung an die Umgebung durch Dekohérenz die Korrelationen P zerstort,
sollte dies in den numerischen Daten sichtbar sein. Die Magnus-Entwicklung zeigt einen
Wiederanstieg in den Korrelationen, was vermutlich ein Effekt der Néherung ist. Daher
werden in diesem Abschnitt die Korrelationen fiir groflere Parameter x und groflere
Zeiten t untersucht.

In Abbildung 6.8 ist die effektive Korrelation P;; fiir verschiedene Kopllungen x dar-
gestellt, wobei der Winkel o = 1/arr und die Zeitkonstante 2 = 0.1wy gewéhlt sind.

Im Fall k = 0.1wg féllt Pj; sehr langsam ab, was qualitativ mit dem Ergebnis in der
Magnus-Entwicklung iibereinstimmt. Fiir die beiden héheren Kopplungen zeigt sich
aber ein ginzlich anderen Verhalten der Korrelation. Fiir k = 0.5wq zerfillt P;; im
Zeitbereich bis wgt ~ 400 und zeigt danach keinen Wiederanstieg. Fiir die stérker
Kopplung zerfillt die Korrelation schneller und steigt auch hier nicht wieder an. Da-
mit ist bestétigt, dass die Magnus-Entwicklung bei der Korrelation Py eine fehlerhafte
fehlerhafte Dynamik beschreibt, wenn die Kopplung x zu stark ist.

Die Korrelation P33 zeigt in der Magnus-Entwicklung auch fiir schwache Kopplungen
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Abbildung 6.8: Absolutwert der Korrelation Py; fiir verschiedene Kopplungen x, den Winkel
a = 1/am und der Zeitkonstanten € = 0.1wg in logarithmischer Darstellung.

einen Wiederanstieg, wie in Abbildung 5.13 zu erkennen ist. Da der entsprechende Ef-
fekt bei der Korrelation P;; ein Artefakt der Magnus-Entwicklung ist, kann erwartet
werden, dass dies fiir diesen Fall auch zutrifft. In Abbildung 6.9 ist die Korrelation Psg
fiir den Winkel o = %7‘(‘, die Zeitkonstante €2 = 0.1wy und die Kopplung k = 0.1wgy darge-
stellt. Offensichtlich tritt kein Wiederanstieg der Korrelation auf, P33 ist bei wot ~ 150
vollsténdig zerfallen.

Fiir grofiere Kopplungen zerfillt die Korrelation entsprechend schneller und steigt nicht
wieder an. Damit kann bestirkt werden, dass die wiederkehrenden Korrelationen durch
die Naherung der Magnus-Entwicklung entstehen. Abschlieend wird die Korrelation
P13 betrachtet. Hier kann kein sinnvoller Vergleich mit der Magnus-Entwicklung getrof-
fen werden, da die Daten in der Magnus-Entwicklung schon fiir kleine Zeiten gravierende
Fehler zeigt. Insbesondere sind die Fehle in der selben Groflienordnung wie die Korre-
lation selbst.

In Abbildung 6.10 ist die Korrelation Pj3 fiir verschiedene Kopplungen x dargestellt.
Die verwendeten Parameter sind wieder aw = /47 und Q = 0.1wy. Fiir die Kopplungen
k = 0.5wp und k = 1.0wq zerfillt die Korrelation im betracheten Zeitbereich. Die Da-
ten fiir k = 0.1wg lassen keine eindeutige Aussage zu. Die Kurve zerfillt moglicherweise
iiber einen grofleren Zeitraum als der hier betrachtete, was aber aus den vorligenden
Daten nicht abgeleitet werden kann.
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Abbildung 6.9: Absolutwert der Korrelation P33 fiir die Kopplungen x = 0.1wg, dem Winkel
a = 1/am und der Zeitkonstanten © = 0.1wg in logarithmischer Darstellung.
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Abbildung 6.10: Absolutwert der Korrelation P;3 fiir verschiedene Kopplungen x, dem Winkel
a = Y/am und der Zeitkonstanten € = 0.1wg in logarithmischer Darstellung.

77



Kapitel 7

Vergleich

In diesem Kapitel sollen die Ergebnisse der Magnus-Entwicklung in Kapitel 5 und der
numerischen Berechung in Kapitel 6 quantitaiv verglichen werden.

7.1 Differenzmatrix und Frobeniusnorm

Der Unterschied zwischen den vorgestellten Methoden liegt in der Berechnung der Ma-
trix F, die nach Gleichung (4.42c) wesentlich zur Berechnung der Korrelationsmatrix P
ist. Fiir die Untersuchung der qualitativen Unterschiede wird die Differenzmatrix AF
definiert. Die Matrizen F' aus den verschiedenen Methoden werden mit den Buchstaben
m fiir die Magnug-Entwicklung und s fiir die numerische Simulation indiziert. Damit
wird die Differenzmatrix

AF :=F,, — F, (7.1)

definiert. Zur Beriicksichtigung aller Matrixelemente von AF' wird die Frobeniusnorm
verwendet, die in Kapitel 3.4 definiert wird. Die Normen werden dabei mit den ent-
sprechenden Buchstaben indiziert, also gilt

ne = |AF]; (7.2)

Neben der quantitativen Fehleranalyse der Magnus-Entwicklung kann auch das Verhal-
ten der einzelen Matrixelemente untersucht werden. Wegen der Reihenentwicklung in
Gleichung (5.11a) werden die Diagonalelemente in héherere Ordnung von s genéhert
als die Nichtdiagonalelemente. Dies soll iiberpriift werden.

7.2 Analyse der Frobeniusnorm

Zur Untersuchung der Parameterabhéngigkeit der Frobeniusnorm n,, = AF,, wird die
Norm fiir verschiedene Parameterkonfigurationen bestimmt.
In Abbildung 7.1 wird die Frobeniusnorm ny, fiir verschiedene Winkel aa dargestellt,
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7.2. Analyse der Frobeniusnorm

wobei fiir die beiden {ibrigen Parameter 2 = k = 0.1wy gilt. Aus der Abbildung kann di-
rekt erkannt werden, dass die Magnus-Néaherung fiir steigende Winkel ungenauer wird.
Fiir den Winkel @ = 0 entspricht die Magnus-Entwicklung erster Ordnung in s nach
Kapitel 5.5.1 der exakten Losung. Denn die erste Korrektur ist der Vektor v, der
nach Gleichung (5.6) proportional zu sin(«) ist, verschwindet also fiir v = 0. Mit stei-
gendem Winkel a werden also die Korrekturen wichtiger, wie Abbildung 7.1 bestétigt.
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Abbildung 7.1: Frobeniusnorm ny, fiir verschiedene Winkel « bei fester Kopplung x = 0.1wq
und Zeitkonstante 2 = 0.1wg.
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7.2. Analyse der Frobeniusnorm

In Abbildung 7.2 ist die Norm ny, fiir verschiedene Zeitkonstanten €2 dargestellt, wobei
fiir den Winkel o« = 1/a7r und fiir die Kopplung x = 0.1wg gelten. Aus der Abbildung
kann abgelesen werden, dass groflere Zeitkonstanten eine genauere Ndherung durch die
Magnus-Entwicklung bedingen.
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Abbildung 7.2: Frobeniusnorm n,, fiir verschiedene Zeitkonstanten 2 bei fester Kopplung
k = 0.1lwp und festem Winkel o = 1/ar.

Als letztes wird der Einfluss der Kopplung x auf die Genauigkeit der Magnus-Entwicklung
untersucht. In Abbildung 7.3 kann erkannt werden, dass die Abweichung fiir eine stei-
gende Kopplung k grofler wird. Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass die hGheren
Ordnung der Magnus-Reihe die Propotionalitiit v(™) o x™ erfiillen. Da alle Terme mit
n > 1 in der Entwicklung vernachléssigt werden, muss die Ndherung fiir hohere Kopp-
lungen schlechter werden.
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7.2. Analyse der Frobeniusnorm
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Abbildung 7.3: Frobeniusnorm n,, fiir verschiedene Kopplungen x bei festem Winkel oo =

und fester Zeitkonstante 2 = 0.1wg.
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7.3. Analyse der Matrixelemente

7.3 Analyse der Matrixelemente

Die Fehler der Matrixelemente F;; in der verwendeten Magnus-Entwicklung zeigen un-
terschiedliche Abhingigkeiten von x. Die Diagonalelemente sind bis zur Ordnung *
genau bestimmt. Die Nichtdiagonalelemente besitzen einen Fehler der Ordnung 2.
Diese Uberlegungen aus der anyltischen Rechnung kénnen im Vergleich zwischen den
Ergebnissen aus Magnus-Entwicklung und numerischer Simulation verifiziert werden.
In Abbildung 7.4 sind die Matrixelemente fiir den Winkel o = 1/amr, die Zeitkonstante
1 = 0.1wp und verschiedene Werte s dargestellt. Dabei werden die Elemente AFbq p,
AF31m und AF3g,, in der Abbildung nicht angegeben, da sie den entsprechenden Ele-
menten mit vertauschen Indizes sehr dhnlich sind. Die erwartete Ordnung des Fehlers
ist damit bestétigt.
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Abbildung 7.4: Die Elemente der Fehlermatrix AF',, in Abhéngigkeit von der Kopplung
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Ausgehend von einem System aus einem Spin, der an ein klassisches fluktuierendes
Feld koppelt, werden ein analytischer und ein numerische Ansatz verwendet, um die
Dekohérenz im System zu untersuchen.

Die Magnus-Entwicklung erméglicht eine analytische Berechnung der quantenmechani-
schen Erwartungswerte, wodurch der numerische Aufwand stark reduziert werden kann.
Dadurch kann die Formel (5.10)

“ig():)j)(f) 1 sinu(r)) 2k itV 1) Zi’;;’ GORERY

gefunden werden, wobei sich der Vektor v aus Produkten der Zufallsvariable 7(t) zu-
sammensetzt. In erster Ordnung von « ist der Vektor v gaufiverteilt, womit die nétigen
Mittelungen vereinfacht werden. Sie miissen durch numerische Integration oder Rei-
henberechnung durchgefiihrt werden. Dennoch ist die Methode wesentlich schneller als
die numerische Simulation des Systems.

In Kapitel 5.6.2 wird gezeigt, dass die Korrelationen Pss und Ps3 in der Magnus-
Entwicklung zerfallen, womit die Dekohérenz im System bestétigt wird. Allerdings tritt
durch die verwendeten Néherungen ein Wiederanstieg der Korrelationen auf, was ein
Artefakt der Methode ist. In Kapitel 6.6.2 kann gezeigt werden, dass die Korrelationen
im System nach dem Zerfall nicht wieder ansteigen.

Die Magnus-Entwicklung ist nicht zur Beschreibung der der Korrelationen Pyo, Pi3, Poy
und P31 geeignet, da die Abweichungen zwischen der analytischen Ndherung in Kapitel
4.4.2 und der Magnus-Entwicklung in der selben Groflenordnung wie die Korrelationen
selbst liegen.

Die Frobeniusnormen ng der Fehlermatrizen AF' in Kapitel 7 zeigen, dass der Fehler
der Magnus-Entwicklung schnell ansteigt. Daher kann die Naherung nur fiir kurze Zei-
ten verwendet werden.

FEine systematische Verbesserung der Magnus-Entwicklung ist durch die Berechnung
hohere Ordnung in der Kopplung  zwischen Spin und Umgebung moglich. Allerdings
wird bisher ausgenutzt, dass die erste Ordnung der Magnus-Entwicklung in x eine effizi-
ente Berechnung der Mittelungsintegrale ermoglicht. Fiir hohere Ordnungen geht diese

Fyj(t) = cos(v(t))di + (1 — cos(v (1))
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Effiezienz verloren, da wieder beziiglich der Zufallsvariable 7n(t) gemittelt werden muss,
was nach Kapitel 3.2 zum Pfadintegralformalismus fiihrt.

Mboglicherweise ist die numerische Simulation der Gleichung (5.10) effizienter als die
numerische Simulation des Zeitentwicklungsoperatos Up(t). Denn in der Simulation
miissen neben der Fluktuation 7(¢) auch die quantenmechnanischen Operatoren be-
schrieben werden.

Prinzipiell kann aber auch die numerische Simulation verwendet werden, um die Kor-
relationsmatrix P zu bestimmen. Der numerische Aufwand ist im Vergleich zum vollen
Spin-Boson-Modell niedrig. Durch geeignete Implementationen kann die Effizienz wei-
ter erhoht werden. Durch Parallelisierung kann zum Beispiel die Mittelung iiber die
Fluktuationen beschleunigt werden oder die Zahl der Konfigurationen erhéht werden.
Dadurch kann der statistische Fehler gesenkt werden, was die wesentliche Beschréankung
in der Genauigkeit der Simulation darstellt.

Eine weitere Moglichkeit besteht in der numerischen Integration der reellen Differenti-
algleichung (4.37a) vom Vektor

s(t) = U, (t)aUp(t) (8.2)

Dies ist moglicherweise effizienter als die numerische Simulation des Zeitentwicklungs-
operators Up(t).

Fiir eine realistische Beschreibung kann das System um Felder erweitert werden, die
an die Paulimatrizen oo und o3 koppeln. Prinzipiell kénnen dann weiterhin die vor-
gestellten Algorithmen verwendet werden. In Kapitel 5 wird an mehreren Stellen die
explizite Form des Feldes ausgenutzt, zum Beispiel bei der Berechnung der Eigenwerte
der Kovarianzmatrix M. Diese Ergebnisse sind bei einer Erweiterung des Systems nicht
mehr verwendbar. Die nétigen Anpassungen sollten aber nicht sehr aufwéindig sein.
Neben einer verdnderten Kopplung kann auch eine andere Autokorrelationsfunktion
g(t) verwendet werden, zum Beispiel eine Gaufifunktion. Fiir diesen Fall kann die Ko-
varianzmatrix M dann allerdings nicht mehr analytisch berechnet werden, wodurch
der numerische Aufwand wieder steigt.
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Anhang A

Konventionen und Formeln

A.1 Konventionen

In der Arbeit werden einige Konventionen genutzt. Diese Abkiirzungen und Notationen
werden im Folgenden definiert.

A.1.1 Wichtige Funktionen
Das Kroneker-Delta ¢;; ist durch
1 fiiri=j
(Si‘ = Al
! {O sonst (A1)

definiert. Der Ausdruck tritt insbesondere in der Spinalgebra auf.
In der Spinalgebra tritt ebenfalls das Levi-Civita-Symbol ¢;;;, auf. Dieses ist durch

1, wenn ¢,7,k zyklisch
€jk = —1, wenn ¢,j,k antizyklisch (A.2)

0, sonst

definiert.
Fiir Rechnungen in Kapitel 5 wird die Doppelfakultéit verwendet. Diese wird iterativ
durch

| n-(n—=2) firn>1 (A.3)
nll = .
1 firn=0Vn=-1

definiert.
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A.1. Konventionen

A.1.2 Konventionen in der lineare Algebra

Vektoren werden durch fettgedruckte Kleinbuchstaben dargestellt, zum Beispiel der
Vektor a. Elemente des Vektors werden durch den entsprechenden kursiven Buchstaben
mit einem Index gekennzeichnet, also wird das zweite Element des Vektors a mit as
bezeichnet. Der Betrag, also die euklidische Norm, des Vektors wird mit dem kursiven
Buchstaben ohne Index beschrieben, also ist a der Betrag des Vektors a.

In der Arbeit werden das Skalarprodukt und das Vektorprodukt benotigt. Diese werden
als

alb= Z a;b; (A.4a)
axb= Z (eijkaibj) €L (A4b)
1,9,k

geschrieben. Beim Vektorprodukt werden die Einheitsvektoren e; verwendet.

Fiir Matrizen werden analog fettgedruckte Grofbuchstaben verwendete, also zum Bei-
spiel A. Elemente eine Matrix werden durch Zeilen- und Spaltenindizes am entspre-
chenden kursiven Buchstaben gekennzeichnet, also wird mit A5 das Element in der
ersten Zeile und der zweiten Spalte bezeichnet. Die Determinante einer Matrix A wird
mit | A| dargestellt.

Als letztes wird die Notation

Aa = Z(Aijaj)ei (A5)
0,

fiir ein Produkt aus Matrix und Vektor definiert.

A.1.3 Kommutatoren

Ein entscheidender Unterschied zwischen der Quantenmechanik und der klassischen
Mechanik ist der Operatorcharakter physikalischer Groéflen. Dies spiegelt sich in der
(Nicht)Vertauschbarkeit wieder. Klassische Groflen vertauschen immer. Fiir quanten-
mechanische Operatoren gilt dies im Allgemeinen nicht. Die Vertauschungsrelation wird
durch den Kommutator beschrieben. Dieser ist fiir die Operatoren A und B als

[A,B] := AB — BA (A.6)

definiert. Offensichtlich ist ein verschwindender Kommutator gleichbedeutend mit ver-
tauschenden Grofien. Insbesondere vertauscht jeder Operator mit sich selbst.
Mit der Definition vom Kommutator kann der verschachtelte Kommutator

[A,B], := [A,[A,B],_,] mit [A,B],=B (A.7)

definiert werden. Dies wird in der Magnus-Entwicklung in Gleichung (3.25) genutzt.
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A.2. Formelsammlung

A.2 Formelsammlung

A.2.1 Mittelwert vom Kosinus

Bei den Berechnungen der Korrelationen muss der Kosinus gemittelt werden. Das In-
tegral I. = cos(ax) hat die allgemeine Form

I. = / dz cos(ozas)e_%ﬁ"c2 . (A.8a)
R
Mit der Euler-Formel und geeigneten Koordinatentransformationen folgt weiter
I. = / dze*Te~ 257" (A.8Db)
R

Zur Losung des Integrales wird im Exponenten eine quadratischer Ergénzung durch-
gefithrt. Das Ergebnis ist

a2 i 2
I.=¢ 2% / dae~3(e—F) (A.8c)
R

Die verbliebene Integration ist ein komplexes Gauflintegral. Damit folgt fiir die gesuchte
Grofle

_o2 2
IC = e 2 i (Agd)

[e%

A.2.2 Partielle Integration in der Diagonalbasis

Fiir die Mittelung in der Diagonalbasis r in Kapitel 5.4.1 muss ein Gauflintegral des
Types

7‘2
fon = / drr®te” = (A.9a)
R
gelost werden. Mit partieller Integration folgt

r2 7'2
fon = AP LT 5 |5 4 (20 — 1) A / drr®" e 5 = (2n — 1) Man-2.
| —— R

=0
(A.9D)

Durch sukzessive partielle Integration und Ausnutzung der Normierung fy = 1 kann
schliefflich der Zusammenhang

7‘2
/ drr®me™ > = (2n — 1)IIA" (A.9¢)
R

berechnet werden.
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A.2. Formelsammlung

A.2.3 Integralrelationen der trigonometrischen Funktionen

Zur Bestimmung der analytischen Ndherung der Matrix F' in Kapitel 4.4.2 und zur
Berechnung der Kovarianzmatrix M in Kapitel 3.3 werden die zwei Integraltypen

¢
fc(t)—/o dty cos(aty)e Pl (A.10a)

t
fS(t)_/o dty sin(aty)e P4 (A.10Db)

mit 8 > 0 benétigt, die hier berechnet werden. Dafiir wird das entsprechende Integral
fe(t) der komplexen Exponentialfunktion

t ¢ .
fe(t) :/0 dtjelatie=Ph :/0 dtje e Pt — (;621::52 (1—elat_6t> (A.11)

berechnet. Mit dem Satz von Euler folgt dann unmittelbar fiir die gesuchten Integrale

asin(a)e P + B (1 — cos(at)e™F?)

elt) = Re[£o(t)] = e (A125)
—Bsin(a)e Pt + o (1 — cos(at)e Pt
£(t) = I [f. ()] = —250(@) ; +(;2 (at)e™™) (A.12D)
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Anhang B

Formeln der Paulimatrizen

In der Masterarbeit treten haufiger einige Relationen der Paulimatrizen auf. Die Um-
formungen sollen hier allgemein vorgestellt werden.
Fiir die Paulimatrizen gilt die wesentliche Beziehung

3
0;0j = 0;51 +i26ijk0k- (B.1)
k=1

Sie ist fiir die folgenden Herleitungen grundlegend. Insbesondere gilt wegen €;;5 = —¢€;ik
(B.1)

0i0j +050; = 25”' + iz (eijk + ejik:) o = 25@‘ (B.2a)

k
0i0j — 00; = iz (€ijk — €jik) Ok = ZiZ €ijkOk- (B.2b)
k k

An vielen Stellen treten Skalarprodukte zwischen Vektoren aus dem C? und Vektorope-
ratoren auf. Fiir die beiden Vektoren a und b aus dem C? kann mit Gleichung (B.1)
die niitzliche Relation

(a o) bT Zazb 00 = Zazb —|—1Zazb €ijkOk (B.3a)

1,9,k

bestimmt werden. Der erste Term ist das Skalarprodukt von @ und b , im zweite tritt
das Vektorprodukt auf. Damit gilt

(a"o)(bTe) =aTb+i(axb) o (B.3b)

Mit der allgemeine Formel kénnen weitere wichtige Relationen berechnet werden. Fiir
den Fall @ = b gilt offenbar

(a"o)(aTo)=aTa+i(axa) o =a"a=d? (B.4a)
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Neben dem Produkt kann auch der Kommutator mit der allgemeinen Relation leicht
berechnet werden. Das Vertauschen der Vektoren a und b in Gleichung (B.3b) bewirkt
ein Vorzeichenwechsel vor dem zweiten Term. Fiir den Kommutator gilt somit

[aTob o] =2i(axb) o =c"o. (B.5)
Neben den Kommutatoren ist auch die Relation
o (aTa) + (aTcr) o= Zaj (O'Z'O'j + O'jO'Z') e;, = ZCL]’QCZ‘J‘GZ' = 2a (BG)
,J %,

niitzlich. Sie tritt bei der Berechnung der Spinoperatoren o (t) auf.
Als letztes wird die Beziehung

(ao-) o —a= E a;0;0;€5 — E a;€; = —i E €ijkA;0;€L = —ia X o (B7)
i.j J b.3:k

unter Ausnutzung von Gleichung (3.2) berechnet.

Im Zusammenhang mit den Zeitentwicklungsoperatoren tauchen komplexe Exponenti-
alfunktionen auf. Diese konnen unter Ausnutzung der Algebra der Paulimatrizen zerlegt
werden. Explizit ergibt sich

exp (—iaaTa') = Z

n=0

p (aaTa)n . (B.8a)

Die Summe wird nun in Summanden mit geradem und ungeradem Laufindex zerlegt,
womit

exp (—iaa’o) = Z [(_1)71 (aaTU)Qn — i@(;j_):)! (aaTU)2n+1 (B.8b)
n=0

gilt. Die Skalarprodukte werden mit Gleichung (B.3b) umgeformt. Durch geeignete
Erweiterung im zweiten Summand folgt weiter

X 1\n > _1\n CI,TO'
exp (—iva’o) = z:o ((271;' (aa)®™ — iz% (281_?” (aa)®"t? — (B.8c)

Dies sind im Wesentlichen die Reihendarstellungen der Sinus- und Kosinusfunktion.
Also kann die Exponentialfunktion umgeschrieben werden zu

CLTO'

(B.8d)

exp (—iaaTU) = cos (aa) 1 — isin (aa)
a

Fiir die numerische Berechnung der zeitabhéngigen Paulimatrizen wird die Relation

. . T b’
e—1aaTo'e—IBbT0' — |cos (aa) — 1isin (aa) aa0:| |:COS (,Bb) —1isin (ﬁb) To- (Bga)
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bendtigt. Durch Ausmultiplizieren und Ausnutzung von Gleichung (B.3b) erhilt man

T alo

emiealog—ifblo cos(aa) cos(Bb) — sin(aa) Sin(ﬂb)Lbb — isin(aa) cos(Bb) —
a a
b’ b’
— isin(Bb) cos(aa)TU — isin(wa) sin(ﬂb)(axab)a
(B.9b)
Mit den vorgestellten Relationen kann die Zeitentwicklung fiir die Paulimatrizen be-

rechnet werden, wenn sich der entsprechede Entwicklungsoperator U(t) als Exponenti-
alfunktion schreiben ldsst. Dann gilt

o(t) = exp (ina’ o) oexp (—iaa o) (B.10a)
T T
= [cos (cva) + isin (aa) 4 G] o |:COS (ova) —isin (aa) a4 O} (B.10b)
a
Mit Gleichung (B.6) kann dies umgeformt werden
. a"s]’ . . a'ol a
o(t) = |cos (aa) + isin (aa) o — 2isin (aa) |cos (aa) 4 isin (aa) o
(B.10c)

Die resultierenden Produkte kénnen ausmultipliziert werden. Dabei treten ein Quadrat
wie in Gleichung (B.4a) und ein Term wie in Gleichung (3.5) auf, allerdings mit a = b.
Mit den entsprechenden Beziehungen folgt dann

T

o(t) = [cos (aa) — sin (aa)] o + +2sin’(aa) aa;a_ -
a aTo' .10
— 2isin (aa) cos (aa) <a - o-) )

Mit Additionstheoremen fiir die trigonometrischen Funktionen und Gleichung (B.7)
kann daraus schliellich die Beziehung

alo
1-— 2 — B.1
" + [1 — cos (2aa)] 7 a (B.10e)

a X o

o(t) = cos (2aa) o — sin (2aa)

berechnet werden. Diese ist wesentlich fiir die Berechnung der Spinkorrelationen.
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Anhang C

Analytischen Niherungslosung

Fiir ein iibersichtliches Ergebnis werden die Abkiirzungen

A= o (C.1a)
ge(t) := cos(w,t)e (C.1b)
gs(t) := sin(w,t)e ¥ (C.1c)
e o= w2 | FE ) | Sy SN0 4 g, 0) +2 - 20)

wo
(C.1d)
fa(t) := % [&nc(:got) — A (woygs(t) + Q — Qgc(t))] (C.1le)
fa(t) == K?A [e_m — cos(wot) + W] (C.1f)
0
falt) == w24 [%t - QSiZi”"t) + 1= COZ(%“) + Awo (—Qgs(t) +wo — wogc(t))]
(C.1g)
folt) = =S 2y g+ 2 - )] (©11)
fo(t) == K*A 2 (1 — cos(wot)) + % (1- e*m) — sin(wot)} (C.11)
L w0
Folt) = w2 | gt - ) BN g aglt) + 0 - 25c(0)]
L wo 4
(C.1j)
fs(t) = K*A %Ot — sin(iwat) + fj)l - Coi(Qwot) AQ (Qgs(t) — wo + woge(t ]
) (C.1k)
folt) == K*= + /-e?e_m ! (C.11)

Q 02

92



verwendet. Damit kann die Ndherungslosung in Kapitel 4.4.2 mit den einfgiihrten
Abkiirzungen und der Konvention ¢ = cos(a) und s = sin(a)) angegeben werden. Fiir
die Elemente der Matrix F',(t) in Gleichung (4.41) gilt

all(t> =1-5C(fi—fa—fs+ fo) —s*fa (C.2a)
Fana(t) = s’ fs +5° fy (C.2b)
Fou3(t) = s°c (fr = f3) + s¢ (fa = fo) (C.2¢)
Fapi(t) = s fo + 83f7 (C.2d)
Faoa(t) = —84f1 — 5 (fat f3) + ¢ fo (C.2e)
Fop3(t) = —s%¢(fo — fr) (C.2f)
Fogi(t) = s’c(f1 = f2) + 5¢° (f3 = fo) (C.2g)
Fopa(t) = —s*c(f5 — fs) (C.2h)
a33(t)_1_54f1_5 F(fa+ f3) = s°fa—c'fo (C.2i)

wobei auf die explizite Angabe der Zeitabhéngigkeit der Abkiirzungen verzichtet wird.
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Anhang D

Hilfsintegrale

D.1 Relationen zwischen den Hilfsintegralen

In Kapitel 5.3 werden Hilfsintegrale zur Bestimmung der Kovariantmatrix angege-
ben, die durch Anwendung von Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen
bei der Berechnung der Integrale auftreten. Neben den vier angegeben Hilfintegralen
konnen zusétzlich die beiden Integrale

h4(t) = I€2 /Ot dtl /Ot dtgg(|t1 — tQD sin [w(tl + tz)] (D.la)

h5(t) = E2 /Ot dtl /Ot dtgg(|t1 — tQD sin(wt1) (D.lb)

gefunden werden. Diese werden in Kapitel 5.3 nicht angegeben, da sie sich aus den
Integralen h; beziehungsweise hs durch Multiplikation eines Tangens berechnen lassen.
In den verwendeten Zeitkoordinaten kann dies nicht unmittelbar erkannt werden, daher
wird eine geeignete Koordinatentransformation

t1+t2:7'1 tl—tQZTQ (D.Qa)
1
dt1dty = §d71d72 (D.2b)
T € [O,t],TQ € [—Tl,Tl] V1€ [t,Qﬂ,TQ S [—2t+ 71,2t — 7'1] (D.QC)
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D.2. Integrale fiir exponentiell zerfallende Autokorrelationsfunktionen

durchgefiihrt. Damit folgt fiir die Hilfsintegrale
t
G(t) = 2/ y(71)dm (D.3a)
0
t t
ha(t) = (1 + cos(2wot)) / cos(wom)y(7)dm + sin(2w0t) / sin(wor1)y(r1)drt (D.3b)
0 0
t
ha(t) = / ' (11)dm (D.3c)
0

hs(t) = (1 + cos(wpt)) /Ot cos (%7‘0 v (11)d7y + sin(wot) /Ot sin (%7‘1) v"(m1)dn
(D.3d)

ha(t) = (1 — cos(2wgt))/0 sin(wo71 )y (71)dm + Sin(2w0t)/0 cos(woT1)y(m1)dm (D.3e)

hs(t) = (1 — cos(wopt)) /Ot sin (%ﬁ) v"(71)d7y + sin(wot) /Ot cos (?7]) v (r1)dm.

(D.3f)
Dabei werden die Abkiirzungen

t

V(t) = / g(72)dm (D.4a)
0
t

VY (t) = / cos(woT2)g(12)dTs (D.4b)
0
t

v (t) == / cos (%TQ) g(72)dTo (D.4c)
0

verwendet. Die Umformungen sind fiir alle geraden Funktionen ¢(t) korrekt. Aus diesen
Formeln kénnen nun unmittelbar die Relationen

hy(t) = hi(t) tan (wot), (D.5a)
hs(t) = ha(t) tan (%t) (D.5b)

abgelesen werden.

D.2 Integrale fiir exponentiell zerfallende Autokorrelati-
onsfunktionen

In Kapitel 5 werden Hilfintegrale definiert, welche bei der Berechnung der Korrelati-
onsmatrix M auftreten. Fiir die Autokorrelationsfunktion g(t) = e~ %" kénnen diese
Integrale explizit berechnet werden. Hierfiir werden die Integrale (A.12a) und (A.12b)
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D.2. Integrale fiir exponentiell zerfallende Autokorrelationsfunktionen

mit geeigneten Werten o und § verwendet. Die Ergebnisse sind

G(t) = o (1oL (1—e ) (D.6a)
Q Q ’
K2 _ 2k2 _0 9
hi(t) = W sin (2wot) + W (cos (wot) e~ — cos® (wot)) (D.6b)

(2
ha(t) = w82_|_Q2 [Qt + wg—ll—m ((wg - 0% (1 — cos (wot) e_Qt) — 2w sin (wot) e_m)}
(D.6c)
K2 Q . _an (WO .
hs(t) = R (8wosm (wot) + (1 — =) (ﬁo sin (wot) — 2 (1 + cos (wm&)))) n
2
+ " ((wg —202) (1 + cos (wot)) (1- e_Qt) — Bwosin (wot) (1 + e_m))

(w + Q2) (w3 + 492)
(D.6d)

96



Quellenverzeichnis

DIVINCENZO, David P.: Quantum Computation. In: Science 270 (1995), Nr.
5234, 255-261. http://dx.doi.org/10.1126/science.270.5234.255. — DOI
10.1126 /science.270.5234.255

UHRIG, Gotz S.: Keeping a Quantum Bit Alive by Optimized -
Pulse Sequences. In:  Phys. Rev. Lett. 98 (2007), Mar, 100504.
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.100504. — DOI 10.1103/Phys-
RevLett.98.100504

UHRIG, GOtz S.: Exact results on dynamical decoupling by 7« pulses in quan-
tum information processes. In: New Journal of Physics 10 (2008), Nr. 8, 083024.
http://stacks.iop.org/1367-2630/10/1=8/a=083024

LecceETT, A. J. ; CHAKRAVARTY, S. ; DORSEY, A. T. ; FISHER, Matt-

hew P. A. ; GARG, Anupam ; ZWERGER, W.: Dynamics of the dis-
sipative two-state system. In: Rev. Mod. Phys. 59 (1987), Jan, 1-85.
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.59.1. —  DOI 10.1103/RevMod-
Phys.59.1

SHAO, Jiushu ; ZERBE, Christine ; HANGGI, Peter: Suppression of quantum
coherence: Noise effect. In: Chemical Physics 235 (1998), Nr. 1-3, 81 - 92.
http://dx.doi.org/http://dx.doi.org/10.1016/S0301-0104(98)00074-3. —
DOT http://dx.doi.org/10.1016/S0301-0104(98)00074-3. — ISSN 0301-0104

LeviTT, M. H.: Spin Dynamics: Basics of Nuclear Magnetic Resonance. Jon Wiley
and Sons, Inc., 2005

Burra, R. ; Costi, T. A. ; PRUSCHKE, T.: Numerical renormalization group
method for quantum impurity systems. In: Rev. Mod. Phys. 80 (2008), Apr, 395—
450. http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.80.395. — DOI 10.1103/Rev-
ModPhys.80.395

STANEK, D. ; RAaAs, C. ; UHRIG, G. S.: Dynamics and decoherence in the central
spin model in the low-field limit. In: ArXiv e-prints (2013), August

WitzeL, W. M. ; YOUNG, K. ; DAS SARMA, S.: Converting a real quantum bath
to an effective classical noise. In: ArXiv e-prints (2013), Juli

97


http://dx.doi.org/10.1126/science.270.5234.255
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.100504
http://stacks.iop.org/1367-2630/10/i=8/a=083024
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.59.1
http://dx.doi.org/http://dx.doi.org/10.1016/S0301-0104(98)00074-3
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.80.395

QUELLENVERZEICHNIS

[10]

[19]

BLANES, S. ; Casas, F. ; OTEO, J.A. ; Ros, J.: The Magnus expansion and
some of its applications. In: Physics Reports 470 (2009), Nr. 5-6, 151 - 238.
http://dx.doi.org/http://dx.doi.org/10.1016/j.physrep.2008.11.001. —
DOI http://dx.doi.org/10.1016/j.physrep.2008.11.001. — ISSN 0370-1573

VoJTA, Matthias: Numerical renormalization group for the sub-Ohmic spin-
boson model: A conspiracy of errors. In: Phys. Rev. B 85 (2012), Mar, 115113.
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.85.115113. —  DOI 10.1103/Phys-
RevB.85.115113

LANGE, G. de ; WANGI, Z. H. ; RIsTE, D. ; DOBROVITSKI, V. V. ; HANSON,
R.: Numerical renormalization group method for quantum impurity systems. In:
Science 330 (2010), Oct, 60-63. http://dx.doi.org/10.1126/science.1192739.
— DOI 10.1126/science.1192739

MUNSTER, G.: Quantentheorie. De Gruyter, 2009
SCHWABL, F.: Quantenmechanik: Eine Einfiihrung. Springer, 2007

MILLER, K. S.: Multidimensional Gaussian Destribution. Jon Wiley and Sons,
Inc., 1964

MagNUs, W.: On the exponential solution of differential equations for a
linear operator. In: Communications on Pure and Applied Mathematics 7
(1954), Nr. 4, 649-673. http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160070404. — DOI
10.1002/cpa.3160070404. — ISSN 1097-0312

ALVERMANN, A : FEHSKE, H ; LITTLEWOOD, P B.: Numerical time propagation
of quantum systems in radiation fields. In: New Journal of Physics 14 (2012), Nr.
10, 105008. http://stacks.iop.org/1367-2630/14/i=10/a=105008

Fox, Ronald F. ; GATLAND, Ian R. ; ROY, Rajarshi ; VEMURI, Gautam:
Fast, accurate algorithm for numerical simulation of exponentially cor-
related colored noise. In: Phys. Rev. A 38 (1988), Dec, 5938-5940.
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.38.5938. —  DOI 10.1103/PhysRe-
vA.38.5938

Box, G. E. P. ; MULLER, M. E.: A Note on the Generation of Random Normal
Deviates. In: Annals of Mathematical Statistics 29 (1958), S. 610611

98


http://dx.doi.org/http://dx.doi.org/10.1016/j.physrep.2008.11.001
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.85.115113
http://dx.doi.org/10.1126/science.1192739
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160070404
http://stacks.iop.org/1367-2630/14/i=10/a=105008
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.38.5938

Danksagung

Zuerst mochte ich mich bei Professor Gotz Uhrig fiir die ausgezeichnete Betreuung
bei meiner Masterarbeit und fiir die Vergabe des interessanten Themas bedanken. Vie-
le technische und inhaltliche Probleme konnten mit seiner Unterstiitzung gelost werden.

Desweiteren mochte ich Professor Joachim Stolze fiir Ratschlige im Seminar und die
Ubernahme des Zweitgutachtens danken.

Daniel Stanek hat mir wesentlich bei Verstdndisproblemen geholfen und Teile der Ar-
beit korrekturgelesen, wofiir ich ihm sehr Dankbar bin.

Dariiber hinuas bedanke ich mich bei Nils Drescher, der in vielen Unterhaltungen in
der Mensa guten Ratschlédge geben konnte.

Der gesamten Arbeitgruppe danke ich fiir die freundliche Atmosphére und die ange-
nehme Zeit.

Abschlieflend will ich meiner Familie fiir ihre Unterstiitzung und Geduld mit mir dan-
ken, insbesonderer meiner Freundin Susanne Fischer.



Eidesstattliche Versicherung

Ich versichere hiermit an Eides statt, dass ich die vorliegende Masterarbeit mit dem Ti-
tel ”Dekohérenz im allgemeinen Spin-Boson-Modell im klassischen Limes” selbstéindig
und ohne unzuléssige fremde Hilfe erbracht habe. Ich habe keine anderen als die angege-
benen Quellen und Hilfsmittel benutzt sowie wortliche und sinngeméfie Zitate kenntlich
gemacht. Die Arbeit hat in gleicher oder dhnlicher Form noch keiner Priifungsbehoérde
vorgelegen.

Ort, Datum Unterschrift

Belehrung

Wer vorsétzlich gegen eine die Téduschung iiber Priifungsleistungen betreffende Rege-
lung einer Hochschulpriifungsordnung verst683t handelt ordnungswidrig. Die Ordnungs-
widrigkeit kann mit einer Geldbufle von bis zu 50.000,00 € geahndet werden. Zusténdige
Verwaltungsbehorde fiir die Verfolgung und Ahndung von Ordnungswidrigkeiten ist der
Kanzler/die Kanzlerin der Technischen Universitdt Dortmund. Im Falle eines mehrfa-
chen oder sonstigen schwerwiegenden T#uschungsversuches kann der Priifling zudem
exmatrikuliert werden (- 63 Abs. 5 Hochschulgesetz - HG - ).

Die Abgabe einer falschen Versicherung an Eides statt wird mit Freiheitsstrafe bis
zu 3 Jahren oder mit Geldstrafe bestraft.

Die Technische Universitdt Dortmund wird ggf. elektronische Vergleichswerkzeuge (wie
z.B. die Software ”turnitin”) zur Uberpriifung von Ordnungswidrigkeiten in Priifungs-

verfahren nutzen.

Die oben stehende Belehrung habe ich zur Kenntnis genommen.

Ort, Datum Unterschrift



	Einleitung
	Physikalische Grundlagen
	Modell
	Freies System
	Wechselwirkung mit der Umgebung

	Spinkorrelationen
	Zeitentwicklung
	Zeitabhängige Operatoren
	Wechselwirkungsbild
	Mittelung
	Definition von parallen und normalen Spinvektoren


	Mathematische Grundlagen
	Spinalgebra
	Abgeleitete Formeln

	Fluktuationen und Zufallszahlen
	Effektive Fluktutationen

	Magnus-Entwicklung
	Frobeniusnorm

	Spezialfälle und Grundlagen
	Verschwindene Störung
	Externes Feld
	Verschwindendes externes Feld
	Rein transversales Feld

	Konstantes Rauschen
	Grundlagen für den allgemeinen Fall
	Berechnung der Korrelationsmatrix
	Näherungslösung der Korrelationsmatrix für kleine Zeiten
	Effektive Korrelationsmatrix


	Lösung mithilfe der Magnus-Entwicklung
	Näherung des Zeitentwicklungsoperators
	Berechnung der Korrelationen
	Eigenschaften der effektiven Fluktuationen
	Berechnung der Mittelungen
	Berechnung in Diagonalbasis
	Berechnung in Kugelkoordianten
	Unterschiede zwischen den Methoden

	Spezialfälle
	Transversales Feld
	Longitudinales Feld
	Konstante Korrelationsfunktion

	Spinkorrelationen in der Magnus-Entwicklung
	Untersuchte Korrelationen
	Parameterabhängigkeit der Korrelationen
	Grenzen der Magnus-Entwicklung


	Lösung durch numerische Simulation
	Simulierte Größen
	Kommutatorfreie exponentielle Zeitentwicklung
	Fluktuierende Zufallszahl
	Numerische Fehlerquellen
	Vergleich mit bekannten Ergebnissen
	Spinkorrelation in der numerischen Simulation
	Parameterabhängigkeit der Kreuzkorrelationen
	Verhalten für große Zeiten und starke Kopplungen


	Vergleich
	Differenzmatrix und Frobeniusnorm
	Analyse der Frobeniusnorm
	Analyse der Matrixelemente

	Zusammenfassung und Ausblick
	Konventionen und Formeln
	Konventionen
	Wichtige Funktionen
	Konventionen in der lineare Algebra
	Kommutatoren

	Formelsammlung
	Mittelwert vom Kosinus
	Partielle Integration in der Diagonalbasis
	Integralrelationen der trigonometrischen Funktionen


	 Formeln der Paulimatrizen
	Analytischen Näherungslösung
	Hilfsintegrale
	Relationen zwischen den Hilfsintegralen
	Integrale für exponentiell zerfallende Autokorrelationsfunktionen

	Quellenverzeichnis

